A KET BOLYAI ELETUTJA
ES A TENTAMEN TUDOMANYOS JELENTOSEGE

SZENASSY BARNA

E hosszu cimii eladas idStartamat iparkodom rovidre fogni. Munkamat meg-
neheziti az, hogy a két Bolyai jelenleg is egyesek szép eredményeket folmutatd kuta-
tasi, masok bantdan regényesitd vadaszteriilete. Az utébbiak egy részének a hata-
sara a koztudatban elmélyiiltek azok a kitalalt ferditések, amelyek méltatlanok két
tudésunk emlékéhez. Az aldbbiakban a legsziikségesebb életrajzi adatok kozlésén
kiviil kissé nagyobb teret forditok a koholmanyok cafolatéara.

. Bolyai Farkas 1775. februar 9-én a Nagyszeben kozelében levs Bolyan sziiletett,
az ott él6 Bolyai Géspar szolgabird iddsebbik fiaként. Az apardl annyit tudunk, hogy
csaladszerets, miivelt, hozzaértéssel és becsiiletesen gazdalkodod megyei tisztviseld
volt, kinek bolyai birtokat csak kevéssel gyarapitotta koran elhunyt felesége domaldi
oroksége.

Farkas tehat anyagi javakat alig 6rokolt sziileitél, de sokirdnyt szellemi adott-
sagot anndl tobbet. Annyi bizonyos, hogy hat és f¢l éves korat meghazudtolo tudas
birtokdban keriilt a nagyenyedi kollégiumba, Erdély egyik legjelentsebb szellemi
centrumaba. Az adatok egybehangzoan csodagyermeknek mindsitik, ennek a véle-
kedésnek hiteles forrdsai: volt tandrainak, kortarsainak, kés@bbi tanitvanyainak az
irasai, valamint az apa miiveltségérdl, tudomanyos értékeirél kell§ objektivitdssal
vélekedd Bolyai Janos kézirdsos hagyatéka. A visszaemlékezések szerint mar gyerek
kordban jol birta a latin nyelvet, oly mértékben, hogy tetszGlegesen folvetett témarol
verseket tudott rogtondzni, bizonyitva ezdltal koltdi és irdi hajlamat is. Jol ismerte
a roman nyelvet, fokozatosan elsajatitotta a németet, a franciat, az angolt, az olaszt
és a hébert, ez utébbit annyira, hogy az Otestamentumot is forditgatta. Rajzkészségét
ma is beszédesen bizonyitja az a két tempera festmény, amely a marosvasarhelyi
Bolyai Mizeumban lathatd, irdi adottsagarol pedig nyomtatasban is megjelent hat
szinmiive tantskodik.

Eletének jelentds alloméasa volt, midén 1788-ban id. Kemény Simon baré ha-
sonld nevii fia (1779—1826) mellé keriilt hazitaniténak, akkori szohasznalattal élve
mentornak. Divatos volt ez jobb médu fGuraink korében, a mentor szerepe talan
megaldzénak mindsiilt, de anyagiakban 4ltalaban eldnyokkel jart. Farkas esetében
inkabb az elényok dominaltak, egyrészt ugyanis ezaltal tudta biztositani a tovabb-
tanulds anyagi eléfeltételeit, masrészt tanitvanydban egy mindig mellette all6, segitG-
kész bardtot nyert.

1790-t61 mindketten a kolozsvari reformatus kollégiumban folytattak tanulma-
nyaikat, majd 1795 végén kiilfoldi utra indultak, hogy ott bdvitsék ismereteiket.
Egy félévet Jéndban toltottek, az ottani egyetem czekben az években élte — fGleg
human szempontbol — elsG fénykorat. ,,Szerencséjiik volt Schillert személyesen is
tisztelni” — irja Brassai Sdmuel. Matematikai szempontbdl azért emlitésre méltd
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a jénai tartozkodas, mert ekkor kezdett megérlelddni Farkasban egy nagyobb mate-
matikai munka kidolgozasanak a terve.

A jénai tartézkodasnal azonban kétségteleniil jelentGsebb volt a Gottingenben
toltott harom év. Sok kedves ismerctségen kiviil itt szovSdtek azok a barati szalak,
amelyek az akkor ugyancsak Goéttingenben blvarkodé Gausshoz kototték. Az ide
tartoz6 adatok Osszegezése alapjan azt mordhatjuk, hogy személyes beszélgetéseik
matematikai szempontbol mindkettdjiik szamara haszonnal jartak, az elvalasuk utdn
megindu't levélbeli kapcsolatuk viszort mér tobbet jelentett Bolyai Farkas, mint
Gauss életében. Gondolateseréjiik témajat féleg a matematika Iényegének elemzése,
tovdbbd a tér filozofiai kérdése szolgdltatta, valamint az euklideszi parhuzamossagi
axiéma bebizonyitdsanak a lehetGsége. Am egy Uj geometria megalkotasanak a gon-
dolata ekkor ol sem meriilt benniik. Eléggé pontosan megéllapithatd, hogy a par-
huzamossdgi axidma igen sok sikertelen bizonyitdsi kisérletének hatdsara Gaussban
1816-t6] kezdett megérlelédni egy valamiféle nem-cuklideszi ceometria lehet8ségének
a gondolata, de ezekben az években csaknem egy negyedszdzadon 4t nemhogy sze-
mélyes, de még levélbeli kapcsolatban sem allott Farkassal. MerGben téves tehat az a
sok kiilfoldi matematikus 4ltal vallott nézet, hogy egy Uj geometria kidolgozasanak
az Otletét Bolyai Farkas Gausstol hallotta és aztdn 6 tovabbitotta a fidnak, Janosnak.

Bolyai Farkas 1799 szeptemberében tért vissza gottingeni tartozkoddsa utdn
hazajaba, fajdalommal bucstzva az ottani harom év nehéz, de szép élményeitSl. Ezen
nem is csodalkozhatunk: ez volt életének elss, de egyben utolsé olyan szakasza, ami-
kor tudoményos elgondolédsait hozzaértd barataival meg tudta beszélni. Negyven év
multan igy harmadolta f6l hossza életét:

,,Mind eddig még a szebb napot igérd reggel volt, — mely tiizzel és jéggel terhes nehéz id6kkel

valtott égeté napok utdn — végigtartd bortval esett a mostani havazasig.”
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Ugyanis hazatérte utan a ,,t{iz” sz6 szerint és képletesen is beleszolt életébe: sz6
szerint azdltal, hogy leégett a bolyai kuria, az allegorikus ,,t{iz” pedig a 25 éves férfit
szerelmi folldngolasat jelenti. Vonzalméanak alanya Arkosi Benkd Zsuzsanna (1780—
1821), egy kolozsvari kirurgus leanya volt, akit 1801. szeptember 28-an ngiil vett.
Ebbdl a hazassagbdl sziiletett 1802. december 15-én Kolozsvarott Bolyai Janos.
A csaladi eseményr@l csakhamar a kovetkez8ként értesitette baratjat, Gausst:

,,... €gészséges, nagyon szép gyermek, finom vonasokkal, fekete hajjal és szemoldokkel, €gé,
sotétkék szemekkel, amelyek néha tgy ragyognak, mint két dragakd. Ennyiten az anyja,
kiilonben hozzédm is sokban hasonlit.”

Sajnos ¢ csecsemdBkori képnél sokkal tobbet nem is tudunk Bolyai Janos kiilse-
sejérél. Az egyetlen réla késziilt festményt — .,a bécsi képet” — tudjuk, hogy maga
Bolyai Janos kaszabolta szét a 30-as években. Az a kép, amely sok helyen — még
postai bélyegeken is — lathatod rola, nem bizonyult hitelesnek. A jellemérél azonban
béven van adatunk. Hullamz¢ lelkiallapot, kirobbané jokedv és bortlaté zarkozott-
sag, meleg szeretet és rideg magatartas, makacssag és engedetlenség, amelyet szinte
atmenet nélkiil valtott fol a sziil6k és a baratok iranti gyongédség. Egy dologban
azonban Bolyai Janos egész életén at kovetkezetes €s targyilagos volt: az igazsagér-
zetben és a bator szokimondéasban, még akkor is, ha ez red nézve hatrannyal jart.

1804. januar 22-én Bolyai Farkas az erdélyi reformatus egyhédzkeriilet f6kon-
zisztériumanak meghivé levele alapjan a marosvésarhelyi kollégium matematika—
fizika—kémia katedrdjanak a tandra lett. Ett6l kezdve ebben a varosban és csaknem
halalaig az emlitett iskoldban peregtek életének inkdbb terhes, mint dertis napjai.

A kovetkezGkben a nagy tekintély(i professzornak és a mar gyermekkordban éles
logikai készséget elaruld fidnak élettitjat csupéan a leglényegesebb kiilsé eseményekre
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szoritkozva kovetem. Az egyik ilyen esemény az volt, hogy 1816-ban — kozeledvén
Janos érettségi vizsgdlata — mindkettGjiikben folvetddott a nagy kérdés, vajon mi
legyen a folytatds? A gyermekien naiv apa azt szerette volna, ha Janos Gauss hdzdba
megy ¢és az ¢ irdnyitasa mellett képezi tovabb magat. Dédelgetett 4lma volt, hogy jeles
matematikus valjék a fidbdl. Sajnos, a Gausshoz ebben az iigyben irt levelére nem érke-
zett valasz, tehat a tervet modositaniuk kellett. Végiil is a valasztas a bécsi hadmér-
noki akadémiara esett, de Janos ottani tanulmanyait anyagi okok miatt érettségi utan
csak egy év mulva, 1818-ban kezdhette meg. Megtoldva a szabvany kiképzési idGt
egy magasabb miszaki csapatokhoz torténd beosztasra jogositd tovabbképzési évvel,
1823 szeptemberében itt szerezte meg a hadmérnoki képesitést.

Idehaza pedig az anyagi gondokkal is kiizdS apa nehéz életét még stlyosbitotta
feleségének évekig tartd betegsége. 1821. szeptember 18-4n vdltotta meg a szerencsét-
len asszonyt fajdalmaitél a halal. Utolsé kivansaganak megfelelGen a domaldi domb-
tet6n helyezték orok nyugalomra. A legutobbi évekig jeltelen sirhelyét két év ota
Weszely Tibor faradsagot nem ismer@ kozbenjarasa eredményeként hatalmas kopja-
fa jelzi.

Bolyai Janost alhadnagyi mindségben 1823. szeptember 30-4n a temesvari erd-
ditési igazgatosaghoz vezényelték, innen irta november 3-an azt a sokat idézett leve-
let, amely szerint ,,semmibdl egy 0jj, mas vildgot™ teremtett.

Bolyai Farkas az 6zvegységet hamar felvaltotta egy Gjabb ,kereszttel”: 1824.
december 31-én ismét megndsiilt. Rovid életii (1797—1833) masodik felesége, Somor-
jai Nagy Teréz, egy marosvasarhelyi vaskereskedd lednya volt. Harmadszorra mar
nem szanta ra magat a hazassagra, pedig konnyen heviil§ természete inkabb ezt tette
volna logikussa. ,,Szent Istvan nap utdn nem kell filemilét varni” — irja egy helyen
a 60. éve felé kozeledd Farkas, célozva a késdi ndsiilés nagyon is kétséges boldog-
sagara. Ezekre az évekre lehet talal6 az a néhany sor, amelyet BedGhazinal olvasunk,
aki bizonyara 1dGsebb ismerdsok, kartarsak emlékei alapjan irta a kovetkezGket:

»Ha képet akar képzeletiink festeni rola, mindig az a kozéptermetii, hosszikds, beretvalt
nydjas arcu, kissé meggornyedt oreg ember alakja all el6ttink kétfelé valasztott, vallaira omio
hosszt fehér hajaval, ajkai koriil a mélabu, a szelid banat sajatsagos vonasaval, villogo mély-
tizii szemeivel. Amint megjelent kathedrajan fekete, kissé kopottas ruhéjaban, hosszuszaru
csizmakban, vallain kékes szin( hosszi kopenyben, kezében széles karimaju kalapjaval; mintha
hallanok kohécselését, rekedtes hangjat, amely az eléadéas tiizében atmelegedve visszanyeri
csengését; vagy amint otthon gondolataiba vagy szamjaiba merilve asztala el6tt Gl fehér flanell
ujjasaban, szemén a zold ernydvel; mintha latnok tollanak izgatott futasat a papiron, mialatt
betiii, keze nem tudvan gondolataival versenyt haladni, alig olvashatod sorokkd alakulnak.”

1826 aprilisaban Bolyai Janost Aradra helyezték, itt érte el a f6hadnagyi rend-
fokozatot. Tudomanytorténeti szempontbdl nagy jelentségli esemény, hogy ebben
az évben atadott ugyancsak Aradon szolgalo volt bécsi matematikatanaranak, Wol-
ter von Eckwehr szdzadosnak egy kézirasos értekezést, amelyben addigi nemeukli-
deszi geometriai vizsgdlatainak az eredményeit foglalta 0ssze. Valosziniileg az volt
a célja, hogy a kapitiny a szolgalati Gt betartasaval elbirdlas végett egy arra illetékes
személyhez juttassa. Sajnos, ennek az értekezésnek nyoma veszett, lehet, hogy meg-
semmisiilt, de az sincs kizarva, hogy valamelyik katonai, esetleg Habsburg! levéltar
mélyén lappang.

Egyébként konkrét adatokban Bolyai Janos valtozatos életének az Aradon eltol-
tott ot éve a legszegényebb, talan éppen ezért a leggazdagabb a miikedveldk és a re-
gényirdk altal kitalalt torténetekben. Annyi bizonyos, hogy kiilonféle betegségeinek

* Johann Habsburg (1782—1859, I. Ferenc csaszar és kiraly occse) volt ekkor a monarchia
miszaki csapatainak fofeliigyelGje. Tobbszor adta tanujelét Bolyai Janos iranti joindulatdnak.



elsd tiinetei itt kezdtek jelentkezni. Gyakran volt malarids, de az utdkor szenzécio-
éhsége nem kiméite nemi betegségek folhanytorgatasatol sem. A rosszindulatt Alli-
tasok megcafolasara onéletrajzanak csupan egy mondatat idézem: ,.... minden
franctdl (=szifilisz, vérbaj) tisztdn maradtam”™. Ez a mondat, fSleg pedig a jeles der-
matoldgus, Berde Karoly néhany éve megjelent alapos tanulménya igazit el e téren.
Magyarazatként meg kell emliteniink, hogy f6leg a negyvenes-6tvenes években Janost
sokat kinozta valamiféle borbetegség. A gazdagon visszamaradt orvosi leirdsoknak,
az eldirt gyogyszereknek, valamint a kezelési utasitdsoknak a bérgydgyaszat mai fej-
lettsége szerinti mérlegelése alapjan Berde Karoly azt dllapitotta meg, hogy betegsége
vagy — a ma is nehezen befolydsolhaté — .,pikkelysomor™ (psoriasis), vagy seborr-
haeds ekcéma volt.

A regényesits irodalom aradi szolgalatanak idejére helyezi Bolyai Janos parba-
jait is. Kivalo vivokészségérdSl tudunk, de a ,.félelmetes™, ..ijeszt8” kardpéarbajok
koholméanyok. Egyébként errSl a kérdésrdl is pontosan tdjékoztat onéletrajza. Szavai
szerint ,,... tobb izben volt kedvetlen dsszejovésem s kardra hivattattam” ... ,,bajnok
s velem vivott tdrsaim azonban mind az actus el6tt, mind azutan a legjobb indulatot
mutattdk mindig hozzam”. Ennek a szinte szégyenkezd onvallomdsnak megfelelSen
kell helyreigazitanunk az irodalom fantaziasziilte 4llitasait.

1831 elején Lembergbe vezényelték, s odautaztaban folkereste Marosvasarhelyen
édesapjat. Ez a talalkoz6 dontd hatdsu volt az Appendix megjelenésére, errél késGbb
még beszélek.

Mindenesetre az Appendixnek Gauss 4ltal tortént kétes értékii dicsérete, vala-
mint annak a szivés harcnak a sikertelensége, hogy munkajat masok is elbirdljak,
lelkileg, testileg Osszetorte Bolyai Janost. Katonai szolgdlatat egyre kedvetlenebbiil
latta el, elzarko6zott kornyezetétdl, barataitol. 1832 aprilisiban egy tjabb rendelkezés
Olmiitzbe szdlitotta, itt még elérte a masodosztalyt kapitanyi rendfokozatot, de
aztan 1833. junius 16-1 hatallyal sajat kérésére nyugédllomanyba helyezték.

Hazatérve egy éven at édesapja hazaban élt Marosvasarhelyen. Azonban a két
ellentétes természet(i ember, a koztiszteletben 4116, szinte gyerekes lelkiiletli Farkas,
és a koran megoregedett, zarkozott és mindenben csalddott Janos kozott napirenden
voltak a torzsalkodasok. Végiil is Janos apai hozzdjaruldssal Domaéldra koltozott,
&s atvette az ottani szerény birtok vezetését. Ott élt kisebb megszakitdsokkal 1846-ig,
1834 augusztusatdl ko6zos haztartasban egy Kibédi Orbian Rozdlia nevii lednnyal.
Egyiittlétiikket a tisztekre az osztrak—magyar monarchia rendelkezései értelmében
kotelezo kdumo hlanyaban _]O 1delg nem is tudtak torvenyesltem Elettarsi kapcsola-
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torvényszéki irodaigazgatéként halt meg, tobb gyermeket és unokat hagyva hatra,
Amalia férjhez ment, de gyermckteleniil haldlozott cl.

Bolyai Farkas ugy latta, hogy Janos nem jé gazda, nem fordit kell§ gondot a
domaldi birtokra. Ezért 1846-ban folmondta Janossal kotott egyezségét és a fiunak
Uj lakhelyrdl kellett gondoskodnia. Szerény kis hazat épittetett Marosvasarhelyen,
s csaladjaval odakoltozott. Igy az apa kozelében, de vele nem mindig teljes egyetér-
tésben peregtek élete hatralevd évei.

A szabadsagharc hatédssal volt mindkettGjiikre. Az apa nagyon aggodalmaskodva
szemlélte az eseménycket és szinte latnoki szemmel jovenddlte meg a bukdst. Janos
ekkori élete nagy enciklopédikus miive, az Udvtan fogalmazgatiasiban meriilt ki,
egyre elhatalmasodé betegsége megakadélyozta abban, hogy katonai folkésziiltségét
nemzete szolgédlatdba dllitsa. Az 1848-as év azért is jelentds a két Bolyai életében, mert
ekkor sikeriilt megszerezniiik Lobacsevszkij Berlinben, 1840-ben kiadott ,,Geomet-
rische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien” c. konyvecskéjét. Mindketten
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alaposan tanulmanyoztdk a miivet, sajnos, Janos lényegbe 1ato ¢s igen elismerd meg-
jegyzései csak 1900-ban jelentek meg, Paul Stiackel és Kiirschdk Jézsef altal 30 oldalas
dolgozatta kerekitve.

A szabadsagharc alatt Marosvasarhely és kornyéke rovid idGre elszakadt az
osztrak csapatok ellendrzésétdl, igy lehetéség nyilott arra, hogy ne vegyék figyelembe
a monarchia tisztjeire vonatkozé rendelkezéseket. 1849. majus 18-an akadt is egy
olyan marosvasarhelyi reformdatus pap, aki bejegyezte a matrikuliba Bolyai Janos
és Orban Rozalia hazassagat. Harom év multan azonban a felettes hatdsagok ezt ér-
vénytelennek nyilvanitottak, ekkor, de nem emiatt Bolyai Janos szakitott Orban
Rozaliaval.

Bolyai Farkas 1850-ben sajat kérésére nyugédllomanyba vonult és a matematiku-
sokat jellemz§ precizitassal megkezdte folkésziilését a halalra. Rendezgette iratait,
selejtezte, amit feleslegesnek vélt, megirta és kinyomatta stilusa szerint dagalyos, de
mély gondolatokat is tartalmazé halotti jelentését. A két maganyos férfi kozott is
eliilt minden vihar, kapcsolatukat a kolcsonds szeretet €s az egymasért valo aggdddas
valtotta fol. Igy amikor a ,,nyolc X alatt sok x-et irt” tanar szemeit 1856. november
20-an a haldl lezarta, a fiG kétszeresen is arva maradt. Elvesztette édesapjat és az
egyetlen olyan személyt, aki 6t tudomanyosan megértette és értékelte.

1856. november 23-an az elhunyt professzort a kis varos csaknem minden polgara
elkisérte utolso utjara. Harom év miltan, 1860. januar 27-én Janos is kovette, de az &
gyaszmenetét a hivatalbdl kirendelt két tiszten kiviil — tudomasunk szerint — mind-
0ssze harom polgari személy alkotta. 1884-ben Bolyai Farkas sirjara kozadakozasbol
a marosvasarhelyi kollégium eldljardsaga, ra tiz évre Bolyai Janos tavolabbi behor-
padt nyughelyére a Mathematikai és Physikai Tarsulat allittatott sirkovet.

1911. junius 11-én pedig a hivatalos elGirasok betartasaval a kiilon sirban nyugvé
apat és fiut kihantoltdk és hamvaikat egymas mellé helyezték. Azota az életben egy-
massal oly sokat békétlenkedd két tudds kozos sirhant alatt alussza 6rok almat
a marosvasarhelyi reformdtus temetdben.

* ¥ ¥

A most elhangzé elBaddsok Bolyai Farkas Tentamen c. konyve, valamint Bolyai
Janos Appendix néven emlegetett értekezése megjelenésének masfél évszazados for-
dul6jat hivatottak folidézni. Eloljaroként rogton egy kis pontositas a daitumokban:
a Tentamen 1. kotete és benne fiiggelékként az Appendix valoban 150 éve keriilt ki
a marosvaséarhelyi nyomdabdl, de az Appendix kiilonlenyomatai mar egy évvel hama-
rabb, 1831. janius 20.-a el6tt elkésziiltek, a Tentamen II. kotete pedig 1833-ban hagyta
el a sajtot.

Az Appendix jelent@ségét arra hivatottabb kartarsaim fogjak ismertetni. Az én
feladatom a Tentamen és 4ltalaban is Bolyai Farkas matematikai tevékenységének
vazolasa.

Bolyai Farkas vallomdsa szerint a matematika tobb teriiletét feloleld, de kiilo-
nosképp az alapok néhany — akkor még nem eléggé tisztazott — probléméajat preci-
zebben targyald konyvének terve mar jénai tartozkodasa idején megfogalmazddott
benne. Miként irja, a ,,Saale partjan sétalgatva™ kezdett tépelédni a matematika alap-
jain, ott ,keletkeztek az elsG gyokerei annak, amit aztan kifinomitani és bGviteni”
iparkodott. Harom évtized buktatokkal, kitérGkkel és csalodasokkal teli idének
kellett azonban még eltelnie, amig a latin nyelvii kézirat nyomdakésszé formalodott,
és kiaddsara a f6hatdsag ,,imprimatur”-a engedélye 1829. oktober 12-én megérkezett.
De ezzel még csak elkezdGdtek a megjelenése elé tornyosuld nehézségek: a kiadds
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koltségeinek legalabb egy részét eldfizetGk gyiijtése révén kellett a szerény jovedelmii
tanarnak biztositania, tovabba matematikai szoveg elGéllitasara fol kellett készitenie
a primitiv nyomdat.

A Tentamen I. kotetéhez csatolt Toldalék szerint Bolyai Farkas mintegy 130
példanyra talalt megrendelSt, a II. kotet esetében ez a szaim 28-cal gyarapodott. Név
szerint ismerjiik az el6fizetGket, matematikus, vagy e tudomany irdnt komolyabban
érdeklddd aligha szerepel kozottiik. Az Anpendix kinyomdsat anyagilag Bolyai Janos
tette lehetGvé mintegy harom havi fizetésével, 104 Rhénus forinttal.

Ismeretes, hogy mindkét Bolyai igen sok, kifejezd, tobbségében hasznos, de addig
ismeretlen matematikai szimbdélumot alkalmazott. ,, A jegyekkel, figurdkkal s tobb
effélékkel... sok késleltet§ baj volt”, panaszkodik egy helyen Bolyai Farkas. Kisérlete,
hogy Pesten graviroztassa a jeleket, hidbavalénak bizonyult, végiil is a kollégium
didkjai segitették ki. Farkas konyvének a végén kiilon is koszonetet mond llentzfalvi
Szasz Palnak az e téren nytjtott segitségért, az ,,0ij mathesisi jegyekbdl ami j6, neki
k6szonom™.

Legydzve az akadalyokat végiil is 1832-ben megjelent a Tentamen I. kotete
LI1+4502 lap terjedelemben, valamint hozzacsatoltan az Appendix és a 14 oldalas
magyar nyelvli toldalék. MegemlitendS, hogy Bolyai Farkas a konyvhoz 1844-ig
folyamatosan kinyomatott 50 lapnyi kiilonféle helyreigazitast és kiegészitést.

A XVI+400 oldalas 1I. kotet 1833-ban lett kész. Ez a 380—383. oldalain Farkas
azon fejtegetéseit tartalmazza, amelyek — szavai szerint — ,,mint betet6zés az Appen-
dix szerzGjének tulajdonat képezik”. E négy oldalon egyrészt azt mutatja meg, hogy
az abszolut geometria siktrigonometridjanak képletei alakilag megegyeznek a kép-
zetes sugaru szférikus haromszog megfelelé formuldival, masrészt egy példan (Pitha-
gorasz tételén) igazolja, hogy a paraméter végtelenbe tartdsa esetén az abszolit trigo-
nometria tételeibdl hatarértékként az euklideszi geometria megfeleld képleteit nyerjiik.
Bolyai Janos ugyanis az Appendixben a targyalt anyagot a legsziikségesebbekre
korldtozta. A Tentamen II. kotetét az a hdrom kiegészités zarja, amelyet mar az
I. kotet cimlapja is jelez: De perspectiva, De gnomonica és De chronologica. Ezek
a perspektivitdstan, valamint az asztronomia kollégiumi anyagdnak lényegesebb
részeit targyaljak. Félreértések elkeriilése végett hangstlyozandé tehat, hogy a
Tentamen cimében szerepld ,,Cum appendice triplici” megjegyzés ezekre a fejezetekre
vonatkozik, nem Bolyai Janos tanulméanyara. Ebbdl pedig értelemszeriileg kovetkezik,
hogy Farkas a Tentamen mar nyomdakész kézirataba menetk6zben illesztette be az
Appendixet, belatva, hogy fia folfedezésének a kozzétételével nem szabad tovabb
késlekedni.

Ha még megjegyezziik, hogy a Tentamen I. kotete 500, a II. pedig 300 példény-
ban jelent meg, és ezeket az adatokat Osszevetjiik az eldfizet6k szamaval, akkor telje-
sen megalapozottnak tiinik Bolyai Farkas Gausshoz irott levelének azon lehangolé
mondata, miszerint ,Mi{ivemet makulaturanak, csomagolasra és hasonlokra hasz-
nalom”.

Kiilféldi kezdeményezések hatdsara a mult szazad hetvenes éveiben folvet&dott
a Tentamen masodik kiaddsanak a gondolata. A terv azonban csak sokara valdsult
meg, f6leg anyagi nehézségek késleltették a munkat. Hosszu eldkésziilet utan 1897-
ben Kénig Gyula és Réthy Mér gondos szerkesztésében, TStSssy Béla mintaszerii
abraival diszes formdban a Franklin Tarsulat nyomd4jabol végiil is kikeriilt a Ten-
tamen masodik kiadasdnak elsé, majd 1904-ben a mésodik kotete, ez utébbi kiegé-
szitve egy kiillondllé abrakotettel. A I1. kotet szerkesztését Kiirschak Jozsef és Réthy
Mor végezte. A szerkeszt8k eztttal fGleg az anyag elrendezésében hajtottak végre
valtoztatdsokat, a leglényegesebb az, hogy Bolyai Jinos Appendixét a I1. kotet vé-
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gére helyezték. Tudomdsom szerint a Tentamen mdsodik kiadasat 300 példanyban
nyomtdk, de — tgy latszik — ez a szdm még a szdzadfordul6 tdjan is soknak bizo-
nyult: a masodik kiadds ugyanis ma sem konyvészeti ritkasag, példanyainak jo része
felvagatlanul pihen konyvtaraink polcain, vagy porosodik az antikvariumok rakta-
raiban.

* ¥ ¥

Folvetddik a kérdés, hogy voltaképpen milyen természetli munka a Tentamen?
Eleinte Bolyai Farkas bizonydra tankonyvnek szanta, ezt a hosszii cim néhany szavas
megjegyzése is elarulja. Menetkozben azonban a tudomanyos vildgtol izoldlva €16
marosvasdrhelyi tanar modositotta tervét, beldtva, hogy 6nallé eredményeinek koz-
zétételére is csak ¢ konyvben nyilik lehetdsége. A Tentamen tehat sajatsagos tvozete
a magas szinvonalu, csaknem teljesithetetlen kovetelményeket tamasztd tankonyvnek
és a szerzd kiilon értekezésekbe jobban beill§ kutatdsi credményeit targyald enciklo-
pédidnak.

Ha mint tank6nyvet akarndm toméren jellemezni a Tentament, akkor — meg-
itélésem szerint — legtalalébb kifejezés ra az, amit Felix Klein 6ta gy szoktunk mon-
dani, hogy ,.elemi matematika magasabb szempontbo6l”. Bolyai Farkas mindennek
a mélyébe iparkodott hatolni, elemezni a végsd gyokereket, ravildgitani azokra a
hidnyossagokra, amelyek az § koraban a tankonyveket gyakorta jellemezték. Ez a ma-
gyardzata annak, hogy a Tentamenben szdmos olyan megjegyzésre bukkanunk, ame-
lyek ma f6lega ,,matematika alapjai” targykérbe illenek, és amelyek a halmazelméletre,
az axiomatikus modszerekkel szemben tamasztott kdvetelményekre, a matematikai
bizonyitasi médokra, a valds szamok preciz bevezetésére és ezekhez hasonld anyag-
részekre vonatkoznak. Sajnos, ezeknek a jelentds eszmetoredékeknek a részletezésére
nincs idém, egy feladat soran éppen csak érzékeltetni akarom, hogy Bolyai Farkas
még elemi geometriai problémékban is fol tudott vetni Gjszer(i kérdéseket.

A példa a kovetkezd: legyen adott a CDE szabélyos hdromszog. Osszuk fel ennek
minden oldaldt n egyenld részre, és az osztépontokat dsszekotve hiizzuk meg az olda-
lakkal parhuzamos cgyencscket. Ilyen médon a hdromszoget n* szamu kongruens
kisebb haromszogre daraboljuk. Irjunk a kisebb haromszégekbe beliilr8l érinté
koroket. E korok kozott hézagok maradnak (kézéppontjaikat a CDE haromszog
oldalaival parhuzamos egyencsek metszéspontjai adjak), e hézagokba ismét rajzol-
hatunk, mégpedig az el6bbickkel kongruens ¢s azokat kivillrél érintd koroket. Ezzel
az eljarassal az eredeti haromszogbe

e (n— 1)2(n -2)
szamu kongruens kort irunk (l. az abrat).




Bolyai Farkas marmost azt a kérdést teszi fel, hogy mekkora a ,,vacuitas”, ennek
nevezve a beirt korok altal le nem fedett részt.

A maésodik és matematikai szempontbdl még érdekesebb problémaja, hogy mek-
kora a vakuitdsz, ha n—oo.

Bolyai Farkas péld4jabol kiszamithatjuk, hogy n—>e esetén a hdromszog
90,689... szazaléka fedhetd le kongruens korokkel.

A Bolyai-féle feladattal kapcsolatban emlékeztetek arra, hogy a diszkrét-geomet-
ria kiindulépontjaként A. Thue egy 1892-ben megjelent értekezését szoktak tekinteni.
Ebben a tanulmanyban Thue a kovetkezd kérdésre keresett valaszt: egymasba nem
nyuld, egyenld korlapokkal a sik hanyad része tolthetd ki; vagy masként: a sik egy-
bevago korokkel valo kitoltési stirtiségének mi a felsg hatara? A valasz az, hogy bar-

L o T . o 2 e .
mely kitoltés slirlisége =——=0,9069..., és az egyenlGséget olyan korelhelyezéssel

el is érhetjiitk, amelynél minden kor 6 masik kort érint kiviilr6l. A kérdésre adando
vélasz nehézsége nyilvan ennek a tételnek az igazolasaban rejlik — tudoméasom sze-
rint Thue bizonyitdsa sem volt kifogastalan. Bolyai Farkas példdjaban mar a szer-
kesztés mddja biztositja az optimalis kitoltést. Annak a diszkrét-geometridban hasz-
nalatos megszoritasnak, hogy a lefedés az ,,egész sikra™ terjesztendd ki, Bolyai példaja
esetében az n—-> hatdratmenet felel meg. Innen adodik a Bolyai példa és a Thue
eredményében mutatkozo megegyezés.

A Tentamenben szerepld e feladat egyetlen 1épése sem haladja meg a gim-
naziumainkban szokdsos ismeretanyagot, éppen ezért érdemes lenne tankonyveink
alkalmas helyére is beilleszteni és ezdltal néhany szoval tanuldink elStt érzékeltetni
a diszkrét-geometria kiinduld problémajat™.

* ¥ ¥

Tudomanyos szempontbdl igen figyelemreméltd utdélete volt egy Bolyai Farkas
4ltal taldlt és a Tentamenben szerepld gyokkozelits eljarasnak. Modszere (a legegy-
szeriibb esetre szoritkozva) az

x"l =a +x

trinom egyenlet megoldasara vonatkozik. Kidolgozéasat az akkor rohamosan fejlédé
pénziigyi élet is sziikségessé tette, ugyanis a jaradékszamitas un. kamatlabprobléméja
trinom egyenlethez vezet.

Bolyai Farkas gy oldja meg az egyenletet, hogy valamilyen x, kezd&értéket
valasztva, azt behelyettesiti az egyenlet jobb oldalan levd x helyébe, majd az igy nyert
egyenlet bal oldalat x-re feloldva jutunk x;-hez, s. i. t. Ismételve ezt az eljarast, nyerjiik
AZ X1, Xy, Xa, ... végtelen sorozatot. Ha x,=0, akkor a mondottak értelmében

m

XIZV;

m

Xg = l a+VE

X3 = l a+Va+l/ZJ

2 A példat Lévardi Laszio—Sain Marton: Matematikatorténeti feladatok c. (Tankdnyvkiado,
1982.) most megjelent konyve mar targyalja (225—226.)
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Bolyai Farkas egy specidlis esetben megvizsgdlja ¢ sorozat konvergenciakérdését is.
Pontosabban szolva azt igazolja, hogy ha =0 és a gydkvondsnak mindig a pozitiv
valds értékét vessziik, akkor az x, sorozat szigortian monoton novekvd, feliilrél kor-
latos, ¢s "lim x, az egyenlet egyik gyoke.

Bolyai Farkas onallo matematikai eredményei koziil ez az algoritmus valt leg-
clébb ismertté, mégpedig Baltzer el6szor 1860-ban megjelent, majd ezutdn sokszor
kiadott népszerii tankonyve révén. A Tentamen masodik kiaddsdnak elGkészitése
soran Farkas Gyula figyelt fol az eljarasra és dltalaban is az iteracidés modszerek kon-
vergenciakérdéseire, eredményeibll német és magyar nyelven tobb értekezést publi-
kalt. Ma mar mintegy félszaz olyan tanulmanyt ismertink, amelyek szorosabban kap-
csoldédnak a Bolyai-féle gyokkozelité modszerhez, mindazdltal az iterdcidnak minden
gyokkombindci6t figyelembe vevs, sokfelé elagazd kérdéskorének lezarasardl nem
tudok. Erdekesség kedvéért megemlitem, hogy Rényi Alfréd a valés szamok elGalli-
tdsdban latta a hasznat a Bolyai-féle algoritmusnak.

¥* ¥ ¥

Az analizis sok teriilete lekototte Bolyai Farkas figyelmét, fejtegetése a hatarér-
ték Bolzano (1817) és Cauchy (1821) 4ltal definidlt fogalman alapszik. Kiilonsen
érdekesek a Tentamenben és az ehhez csatolt kiegészitésekben a végtelen sorok kon-
vergenciajara adott kritériumai. Ismeretes, hogy Cauchy és Abel a mult szazad huszas
éveiben csak hosszt tépelddés utan fogadta el azt az dllaspontot, hogy a részletossze-
gek sorozatanak konvergencidjaval értelmezzék a végtelen sorok konvergenciajat,
és a részletosszeg-sorozat hatarértékét tekintsék a végtelen sor Osszegének. Sokan
kerestek ezekben az években a végtelen sorokra konvergenciakritériumokat, azonban
ezek sziikséges, valamint elégséges voltanak a megitélésében gyakoriak voltak a téve-
dések.

Bolyai Farkas idetartozé vizsgélatai koziil egy kritériumot emlitek.

n—m(n)

Jelolje az — alaku tort azt a tényezdt, amellyel a pozitiv tagl végtelen sor

n
(n—1)-edik tagjat szoroznunk kell, hogy szorzatként az n-ediket kapjuk. Vagyis

n—m{(n)
n—1 = My
n

Ebbdl

u”

mn) = n—n
(n) -

n—1
Bolyai szerint, ha elég nagy n-t8l kezdve m(n)=k =1, akkor a sor konvergens,
m(n)<1 esetén a sor divergens, ha m(n)=1, de limm(n)=1, akkor a sor viselke-

désérsl semmi sem mondhato.

Bolyai e kritériuma a tankonyvekben (pl. Szasz Pal: A differencidl- és integral-
szamitds elemei c. miivében is) szerepld Raabe-kritérium alakjira hozhatd. Raabe
1834-ben publikélta kritériumat, és Bolyai Farkas els6bbségét azért nem allithatjuk,
mert kritériuma csak a Tentamenhez fiizott kiegészitésekben szerepel. Az viszont
adatokkal tAmaszthat6 ald, hogy 6nalléan jutott eredményéhez. Célszerii is lenne ezt
a tételt a torténelmi hiiségnek megfeleléen Raabe—Bolyai Farkas-féle kritériumnak
nevezni.

* % *
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Bolyai Farkas legismertebb eredménye a végszerii teriiletegyenléség fogalmanak
a definialasa, valamint erre vonatkozé harom tétele. Ertelmezése szerint két sikidom
akkor végszeriien egyenld teriiletii, ha véges szamu, paronként egybevdgd darabokra
oszthatok. Karteszi Ferenc igen szerencsés kifejezésével élve, ha egymdésba dtdarabol-
haték. Megjegyzendd, hogy a ,.végszeri teriiletegyenldség™ kifejezés késébb — Réthy
Mor dolgozatai révén — terjedt cl, maga Bolyai Farkas magyar nyelvii kényveiben
inkabb a ,,véges darabi”, illetve a ,,végtelen darabi” kifejezéseket hasznélja. Végtelen
darabi tekintetben egyenl§ teriilet(i pl. az r sugart kor és az r} n élhosszusagu négyzet.

A Tentamenben az alabbi 3 tétel szerepel:

1. Egyenesekkel hatdrolt két egyenld teriiletii sokszog végszeriien egyenld.

2. Két egybevagd, egymast csak részben fedd siktartomény nem kozds részei
végszertiien egyenldk.

3. Két egybevagd siktartomanybdl paronként egybevigd, tetszéleges részeket
elvéve, a maradékok végszeriien egyenlGk.

E harom koziil azonban csak az elsd tétel bizonyitdsa teljes a Tentamenben, ezt
pedig Bolyai Farkas konstruktiv médon két egyenld teriiletii, de nem kongruens rom-
boid egymdsba torténd tényleges foldaraboldsdval mutatja be.

A végszeril teriiletegyenl@ség fogalma, tovabba P. Gerwien valamivel késébbi
eredetii hasonlé gondolatai igen hasznosnak bizonyultak a teriiletszamitds megala-
pozdsdban. A torténelmi hiiségnek jol megfelel, ha az els@ eredményeket Bolyai—
Gerwien-tételeknek nevezziik, mint ahogy az a nemzetkozi irodalomban 4ltalaban
szerepel is. A félreértés csupdn abbdl szarmazik, hogy e tételeket szdmos kiilfoldi
szerz§ Bolyai Janostol ereddnek véli.

A Tentamen masodik kiadasanak elGkészitése soran Réthy Mor kezdett a végszerii
tertiletegyenl@ség kérdéskorével foglalkozni, egyrészt bebizonyitva a Tentamenben
szereplS, de nem igazolt tételeket, masrészt sok irdanyban altalanositva a probléma-
kort. A geometria szigorti megalapozasan a szazadforduloban munkalkodé matema-
tikusok (Dehn, Kagan, Killing, Satunovszkij, Schur , Stolz, Zolt és méasok) igen hasz-
nosnak lattdk e fogalmat a teriiletszamitas bevezetésében, David Hilbert pedig a Die
Grundlagen der Geometrie késébbi kiaddsaiban kiilon fejezetet is szant e kérdéskor-
nek. A végszerii teriilet- és térfogategyenldség ma is kedvelt kutatési teriilete szamos
matematikusnak, féleg gyakorlati jelent8sége miatt.

* * ¥

Bolyai Farkas 1804-ben elhangzott tanari székfoglaldjaban olvassuk a kovet-
kezdket:
»Mas hatarba tartoznak azon esmeretek, amelyek valamely feltettekbdl (=axiomakbol) az

itélet torvényei szerint tokéletesen folynak, mint a tér megadatik a geometrianak (anélkiil,
hogy kérdenénk, van-e a reprezentacion kivil).”

Ennek a nehézkes fogalmazésu, régies szavakat tartalmazé mondatnak az az
értelme, hogy mds és mas geometriai rendszert nyeriink annak megfeleléen, hogy
milyen axiémakbol indulunk ki. Kérdéses azonban, hogy az igy folépitett geometriak
a redlis vildg torvényszeriiségeire alkalmazhatdk-e?

De ezen tjszer(i, a kor matematikai és filozdéfiai nézeteit meghaladé folismerés
ellenére Bolyai Farkas sohasem tervezte egy Uj geometria kidolgozasat. Az & torek-
vése arra iranyult, hogy az akkor egyediil ismert és elfogadott euklideszi geometriat
helyezze szilardabb alapokra a parhuzamossagi axidéma bebizonyitdsa vagy szemléle-
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tesebbel torténd helyettesitése révén. Kordntsem igaz azonban az a sok helyen olvas-
hat¢ 4llitas, amely szerint nem értette meg és nem értékelte fia folfedezését. Az Appen-
dix matematikai tartalmat és filozofiai jelentdségét Bolyai Farkas pontosan ismerte,
erre bizonyiték a Tentamen II. k6tetének mar elébb emlitett néhany oldala, tovabba
a ,Kurzer Grundriss...” c. németiil (tehat vildgnyelven!) 1851-ben megjelent kis re-
mekmiive. Ebben mintegy harom oldalon 4t vont parhuzamot Lobacsevszkij és Bolyai
Janos geometriai rendszere kozott. S6t még ennél is tovabbment: helyenként kiegé-
szitéseket, korrekcidkat is fiizott a két matematikus fejtegetéseihez. Az idetartozo
irodalom ismeretében megkockdztatom azt az allitast, hogy Lobacsevszkij és Bolyai
Janos legelsS alaposabb méltatdja éppen Bolyai Farkas volt.

Idézetek révén még az is igazolhatd, hogy az apa fokozatosan megbaratkozott
a fia 4ltal alkotott Uj geometridval, méghozza mar az 1830-as évek legelején. Allita-
som aldtamasztasara néhany idetartozo idézetet veszek. 1831 elsg felében a még meg
sem jelent Appendixrdl ezt irta egyik volt tanitvanyanak:

,,Origindlis nagy munka; magyar tollubol olyan matematikus munka nem jott; akarhol szamot
teszen.”

A Tentamenben és magyar nyelvii tankonyveiben ilyesféle szavakkal méltatja fia
folfedezését:

Az Appendix szerzdje csodalatos elmeéllel fejtette meg a dolgot, és egy minden esetben igaz
geometriatalkotott.”

Masutt:

Az emlitett Appendix foliantokat (=vaskos konyveket) éré kis munka, a tiszta igazsaghoz
hiv mértanasz el6tt oly szép, sziikséges, eredeti és kolosszalis m(, hogy annak szerzdjétdl
hasonlokat varni, s6t igényelni lehet”.

... de még kevesen latjak becsét, holott szoszaporitas nélkiil, remek tisztdn van irva.”

Az életrajzi adatok kozott emlitettem, hogy 1831 elején Bolyai Janost Lembergbe
vezényelték. Odautaztaban megldtogatta Marosvasarhelyen az apjat, erre a talalko-
zasra célozva irta késGbb az alabbi sorokat:

..... ha torténetesen akkor éppen Marosvasarhelyen, Lembergbe 1évén rendelve, az atyam nem
Osztonzott s mondhatni erdltetett volna a hirtelen leirasra — hihetdleg azon Appendix tartalma
sem latott volna még napfényt.”

A Bolyai Farkas szerepét € vonatkozdsban nagyon hatranyosan megitéld kom-
mentar irodalomnak egy tévesen magyardzott apai levél a kiindulépontja. Bolyai
Farkas ugyanis 1820. aprilis 4-én a paralelak kérdésével akkor mar foglalkozé fidhoz
levelet irt Bécsbe. Ennek néhany kezdd sora igy szol:

A paralelakat azon az uton (kiemelés t6lem. Sz. B.) ne probald: tudom én azt az utat is mind-
végig — megmertem azt a feneketlen éjszakat én, €s az ¢letemnek minden vilagossaga, minden
orome kialudt benne.”

Nyilvanval6 ennek a levélnek az el6zménye: Bolyai Janos kutatdsai kezdetekor
az apa nyomdokain indult el, és azt a helyettesit§ axiémat iparkodott bebizonyitani,
hogy egy egyenes tavolsagvonala szintén egyenes. Az apa levélbeli kozlés ttjan érte-
siilt fia ez irdnyu kisérleteirdl, és az ,,azon az Uton” vald megjegyzés ennek az ttnak
a céltalansagara vonatkozott. Janos pedig — hihetSleg éppen az apa int8 tandcsara —
tovabb mar valéban nem kisérletezett az euklideszi parhuzamossagi axioma bizonyi-
tasaval vagy helyettesitésével, hanem egy U1j, mas iranyban indult el. Hogy ez az allits
nem merd fikcio, azt az apai valaszlevél és Bolyai Janos 01j geometriahoz vezets kuta-
tasainak ugyanazon évhez kapcsolédd kezdete valdszintsiti. Az 1820-as év masodik
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fele ugyanis fordulépont volt Bolyai Jdnos vizsgdlatainak a torténetében. Ezt igazolja
az a négy dbra, amelyet ez id§ tajt rajzolt egyik fiizetébe, és amelyeken mar a hiper-
bolikus geometria tobb alapvet§ fogalmédnak (a paraciklus szarmaztatdsa, olyan
hiromszogek, amelyek egyik oldala a mésik kettd aszimptotdja) a képe lathato.

Osszegezve az eddig mondottak kovetkezményeit, leszogezhetjuk hogy Bo]yal
Farkasnak fontos szerepe volt az Appendix létrejottében és fokozatosan belatta az uj
térelmélet jelentSségét is. Ugy gondolom, hogy ebben kell keresniink matematikai
tevékenységének a leglényegesebb eredményét. Biztosan 4llithatd, hogyha az apa nem
vezette volna be fiat a paralelak kérdéskorének ismeretébe, és ha menetkozben nem
latta volna el kedvezd irdnyba haté tandcsaival, valamint, ha nem siirgette volna
eredményei leirasara és kozzétételére, akkor a matematikai irodalom egy korszakos
jelentGségli miivel, a magyarsag pedig talan legjelentSsebb tuddsdval lenne ma sze-
gényebb.

J)KU3Hb ABYX BOWMAU U HAYYHOE 3HAYEHUE TEHTAMEHA

BAPHA CEHAIIM

THE LIFE OF THE TWO BOLYAIS, AND THE SCIENTIFIC IMPORTANCE OF
TENTAMEN

B. SZENASSY
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