Ekipno tekmovanje

> 18T MEMO 27. avgust 2024
‘ Szeged, 2024

Slovene version

Naloga T-1
Naj bosta ag, a1, as, ... in by, by, ba, . .. neskonéni zaporedji realnih stevil, za kateri velja ag = 0,
bp =0 in
a b b - apb +ap +1
k+1 k> k+1 bk + 1

za vsako celo stevilo k > 0. Dokazi, da velja asgaq + bogog > 88.

Naloga T—2

Doloci vse funkcije f: R — R, za katere velja

yf(@+1) = flz+y— f@) + f(2)f(f(y))

za vsaka z,y € R.

Naloga T-3

Vzdolz reke Tise v vrsti sedi 2024 matematikov. Vsak izmed njih se ukvarja z natanko enim
podroéjem raziskovanja. Ce se dva matematika ukvarjata z istim podro¢jem, potem se s tem
podroc¢jem ukvarjajo tudi vsi matematiki, ki sedijo med njima.

Koza zeli za vsaka dva matematika ugotoviti, ali se ukvarjata z istim podrocjem. Vsakega
matematika lahko vprasa naslednje vprasanje: »Koliko izmed vseh 2024 matematikov se ukvarja
s tvojim podrocjem?« Vprasanja postavlja eno za drugim, torej pozna odgovore na vsa prejsSnja
vprasanja, preden postavi naslednjega.

Doloé¢i najmanjse naravno stevilo k, za katerega lahko Koza vedno doseze svoj cilj z najveé k
vprasanji.

Naloga T—4

Konc¢no zaporedje z1,x2,...,2, naravnih Stevil imenujemo palindrom, ¢e velja x; = x,y1_; za
vsa naravna Stevila 1 < g <.

Naj bo ay, ag, ... neskon¢éno zaporedje naravnih stevil. Za naravno stevilo j > 2 naj a[j] oznacuje
kon¢no podzaporedje ai,az,...,a;—1. Denimo, da obstaja strogo narasc¢ajoce neskoncno zapo-
redje naravnih stevil by, by, ..., da je za vsako naravno Stevilo n, podzaporedje a[b,] palindrom

in bpyo < bpy1 + by Dokazi, da obstaja tako naravno stevilo T, da velja a; = a7 za vsako
naravno Stevilo 1.

Cas: 5 ur

Cas za vprasanja: 60 min 1 / 2
Vsaka naloga je vredna 8 tock.

Vrstni red nalog ni odvisen od njihove tezavnosti.
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Naloga T-5

Naj bo ABC trikotnik, v katerem velja ZBAC = 60°, in naj bo D taksna tocka na premici AC,
za katero velja |AB| = |AD]| in tocka A lezi med tockama C' in D. Denimo, da obstajata tocki
E # F na kroznici o¢rtani trikotniku DBC, za kateri velja |AE| = |AF| = |BC|. Dokazi, da
premica EF poteka skozi sredis¢e kroznice oc¢rtane trikotniku ABC.

Naloga T-6

Naj bo ABC' ostrokotni trikotnik in naj bo M razpolovisce stranice BC'. Naj bodo I, J in K
zaporedoma sredisca vértanih kroznic trikotnikov ABC, ABM in ACM. Naj bosta P in @
zaporedoma tocki na premicah MK in M J, da velja ZAJP = ZABC in ZAKQ@Q = Z/BCA. Naj
bo se R presecisce premic C'P in BQ. Dokazi, da sta premici IR in BC' pravokotni.

Naloga T-7

Pravimo, da naravna Stevila zlepimo, ¢e postavimo njihove desetiske zapise enega za drugim in
rezultat obravnavamo kot eno samo naravno Stevilo v desetiSkem zapisu.

Doloci vsa naravna stevila k, za katere obstaja naravno stevilo Ny z naslednjo lastnostjo: za vse

n > N lahko stevila 1,2,...,n zlepimo v nekem vrstnem redu, da je dobljeno Stevilo deljivo s
k.

Opomba. Desetiski zapis naravnega Stevila se nikoli ne zac¢ne z niclo.

Primer. Ce zlepimo Stevila 15,14, 7 v tem vrstnem redu dobimo Stevilo 15147.

Naloga T-8

Naj bo k naravno stevilo in a1, ae, ... neskonéno zaporedje naravnih stevil, tako da velja
2
;541 ‘ k — a;

za vsa naravna Stevila ¢. Dokazi, da obstaja naravno stevilo M, da velja a, = an4+1 za vsa
naravna stevila n > M.

Cas: 5 ur

Cas za vprasanja: 60 min 2 / 2
Vsaka naloga je vredna 8 tock.

Vrstni red nalog ni odvisen od njihove tezavnosti.



