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Zadanie T-1
Dane sa dwa nieskonczone ciagi ag, a1, as, ... i bg, b1, b, ... liczb rzeczywistych takie, ze ag = 0,
bo = 0 oraz
a b b - apbr +ap +1
k+1 ks k+1 bk + 1

dla kazdej liczby catkowitej k > 0. Udowodnié¢, ze agpaq + bagaa = 88.

Zadanie T—2

Zmalez¢ wszystkie funkcje f: R — R takie, ze

yf(x+1) = flx+y— f@) + f2)f(f(y))

dla wszystkich z,y € R.

Zadanie T-3

Na brzegu rzeki Tiszy 2024 matematykow siedzi w rzedzie. Kazdy z nich pracuje nad dokladnie
jednym tematym badawczym, a jesli dwaj matematycy pracuja nad tym samym tematem, to
kazdy siedzacy miedzy nimi réwniez nad nim pracuje.

Marvin chce stwierdzi¢, dla kazdej pary matematykoéw, czy pracujg nad tym samym tematem.
Moze on zada¢ dowolnemu matematykowi nastepujace pytanie: ,Ilu z tych 2024 matematykéw
pracuje nad twoim tematem?” Zadaje pytania po kolei, wiec zadajac kazde z nich zna odpowiedzi
na wszystkie swoje poprzednie pytania.

Wyznaczy¢ najmniejsza taka liczbe catkowita dodatnia k, ze Marvin zawsze moze spelni¢ swéj
cel zadajac maksymalnie k pytan.

Zadanie T—4

Skonczony ciag x1,x2,...,%, dodatnich liczb catkowitych nazwiemy palindromem, jedli x; =
ZTyry1—; dla wszystkich liczb catkowitych 1 < i <.

Niech a1, as, ... bedzie nieskoriczonym ciaggiem dodatnich liczb catkowitych. Dla dodatniej liczby
calkowitej j > 2, oznaczmy przez a[j] skonczony ciag ai,as,...,aj—1. Zalézmy, ze istnieje nie-
skonczony silnie rosnacy ciag by, bo, . .. dodatnich liczb catkowitych taki, ze dla kazdej dodatniej
liczby calkowitej n ciag alby,] jest palindromem oraz b,yo < byy1 + by,. Udowodnié, ze istnieje
dodatnia liczba catkowita T' taka, ze a; = a;+1 dla kazdej dodatniej liczby catkowitej i.

Czas: 5 godzin

Czas na zadawanie pytan: 60 minut 1 / 2
Za kazde zadanie mozna otrzymaé 8 punktow.

Kolejnoé¢ zadan nie zalezy od ich trudnodci.
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Zadanie T-5

Dany jest tréjkat ABC, w ktérym £/ BAC = 60°. Niech D bedzie punktem na prostej AC takim,
ze AB = AD oraz A lezy pomiedzy C' i D. Punkty E # F' lezace na okregu opisanym na trdjkacie
DBC spelniaja AE = AF = BC. Udowodnié, ze prosta EF przechodzi przez srodek okregu
opisanego na ABC.

Zadanie T—6

Punkt M jest srodkiem boku BC w trdjkacie ostrokatnym ABC'. Niech punkty I, J, K beda
srodkami okregdéw wpisanych odpowiednio w trojkaty ABC, ABM, ACM. Niech P, Q) beda
punktami lezacymi odpowiednio na prostych M K, M J takimi, ze ZAJP = ZABC oraz ZAK(Q =
/BC A. Niech punkt R bedzie punktem przeciecia prostych CP i BQ. Udowodnié¢, ze proste IR
i BC sa prostopadte.

Zadanie T-7

Sklejeniem liczb catkowitych dodatnich nazywamy zapisanie ich reprezentacji dziesigtnych jedna
po drugiej tworzac w ten sposéb nowa liczbe catkowita dodatnia.

Znalez¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie k, dla ktérych istnieje liczba catkowita Nj o naste-
pujacej wlasnoéci: dla wszystkich n > N, mozemy skleié¢ liczby 1,2,...,n w pewnej kolejnosci
tak, ze powstala liczba jest podzielna przez k.

Uwaga. Reprezentacja dziesietna liczby catkowitej dodatniej nigdy nie zaczyna sie¢ od zera.

Przyktad. Sklejenie 15,14,7 w tej kolejnosci daje liczbe 15147.

Zadanie T—8

Niech k bedzie dodatnia liczba catkowita oraz niech aj,asg, ... bedzie nieskonczonym ciagiem
dodatnich liczb catkowitych takim, ze

2
A;A4-1 ‘ k— a;

dla wszystkich liczb catkowitych ¢ > 1. Udowodni¢, Ze istnieje dodatnia liczba catkowita M taka,
ze Gn = apy1 dla wszystkich liczb catkowitych n > M.

Czas: 5 godzin

Czas na zadawanie pytan: 60 minut 2 / 2
Za kazde zadanie mozna otrzymaé 8 punktow.

Kolejnoé¢ zadan nie zalezy od ich trudnodci.



