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Priklad T-1

Uvazme dvé nekonecéné posloupnosti ag, a1, as, ... a by, b1, ba, ... redlnych ¢isel takové, ze ag = 0,
bo =0a
a b b apb +ap +1
k+1 = Uk k+1 — — 7 1
+ ’ + b +1

pro kazdé celé ¢islo k > 0. Dokazte, Ze asgas + bogoa > 88.

Priklad T—2

Naleznéte vsechny funkce f: R — R takové, ze

yf(x+1) = flx+y— f@) + f(2)f(f(y))

plati pro vSechna z,y € R.

Priklad T-3

U Vltavy sedi v fadé 2024 matematiki. Kazdy z nich se zabyva pravé jednim vyzkumnym
tématem a pokud se dva matematici zabyvaji stejnym tématem, vsichni sedici mezi nimi se jim
zabyvaji také.

Karel mé za kol pro kazdou dvojici matematika zjistit, zda se zabyvaji stejnym tématem. Mize
se libovolného matematika zeptat na nésledujici otazku: , Kolik z pritomnych 2024 matematikt
se zabyva tvym tématem?“ Otazky pokldda po jedné, tedy vzdy, kdyz se ptd, tak vi vSechny
predchozi odpovédi.

Naleznéte nejmensi kladné celé ¢islo k takové, ze Karel vzdy zvladne splnit svij kol polozenim
nejvyse k otazek.

Priklad T4

Konecna posloupnost kladnych celych éisel x1,zo,. .., x, je palindrom, pokud z; = x,41—; pro
vSechna celd ¢isla 1 <7 <.

Necht aq,as,... je nekoneéna posloupnost kladnych celych cisel. Pro kladné celé ¢cislo j > 2
oznacme a[j] jeji kone¢nou podposloupnost ai,as,...,aj—1. Predpokladejme, ze existuje ostfe
rostouci nekonec¢nd posloupnost kladnych celych cisel by, bo, . .. takova, ze pro kazdé kladné celé
¢islo n je posloupnost a[b,] palindrom a b, 19 < by,11 + by,. Dokazte, ze existuje kladné celé ¢islo
T takové, ze a; = a;+7 pro kazdé kladné celé ¢islo «.

Cas na vypracovani: 5 hodin
Cas na dotazy: 60 minut
Y 1/2

Kazda tloha je hodnocena nejvyse 8 body.
Ulohy nejsou fazeny dle obtiznosti.
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Priklad T-5
Méjme trojtuhelnik ABC, ve kterém plati | BAC| = 60°. Ozna¢me D bod na piimce AC' takovy,
ze |AB| = |AD| a A lezi mezi C a D. Predpokladejme, ze existuji body E # F na kruznici opsané
trojahelniku DBC' takové, ze |AE| = |AF| = |BC|. Dokazte, ze piimka EF prochazi stfedem
kruznice opsané trojihelniku ABC.

Priklad T-6

Méjme ostroihly trojihelnik ABC. Oznac¢me M stied strany BC'. Déale ozna¢me I, J, K po-
stupné stredy kruznic vepsanych trojihelnitkim ABC, ABM, ACM. Déle oznacme P, ) po-
stupné body na piimkach MK, MJ takové, ze |[<AJP| = |¥ABC| a |[XAKQ| = |xBCA|.
Nakonec oznac¢me R prusecik primek C'P a B(@. Dokazte, ze primky IR a BC jsou na sebe
kolmé.

Priklad T-7

Definujeme slepeni kladnych celych ¢isel jako jejich napsani v desitkové soustavé postupné za
sebou a interpretovani vysledku jako zapis jednoho kladného celého ¢isla v desitkové soustave.

Najdéte vsechna kladnd cela ¢isla k, pro ktera existuje celé ¢islo Ni s nasledujici vlastnosti: pro
vSechna n > Ny lze v néjakém poradi slepit ¢isla 1,2, ..., n tak, aby vysledné ¢islo bylo délitelné
k.

Poznamka. Zapis kladného celého ¢isla v desitkové soustave nikdy nezacind nulou.

Priklad. Slepeni 15,14,7 v tomto potradi ma vysledek 15147.

Priklad T—8
Necht k je kladné celé ¢islo a aq,ao, ... je nekonecénda posloupnost kladnych celych cisel takova,
ze
2
a;Qi41 ‘ k— a;
pro vSechna celd ¢isla ¢ > 1. Dokazte, ze existuje kladné celé cislo M takové, Ze a, = an4+1 pro
vSechna cela ¢isla n > M.

Cas na vypracovani: 5 hodin
Cas na dotazy: 60 minut
Y 2 /2

Kazda tloha je hodnocena nejvyse 8 body.
Ulohy nejsou fazeny dle obtiznosti.



