A 2025. évi Kiirschak-verseny feladatai és el6zetes
megoldasai

Ez a PDF csak bels6 hasznalatra van. A hivatalos PDF-ek a FeladatlapAVersenyre2025.tex és
a Megoldasok2025. tex latexelésével nyerhetSk, azokban a kommentek is el vannak rejtve.

1. feladat. Legyen n rogzitett pozitiv egész. Irjuk fel a 0,1,...,n — 1 szamokat egy tablara
valamilyen sorrendben. Két szam egymassal inverzidban dll, ha a nagyobb megel6zi a kisebbet.
Egy k szidmot nevezziink sajdtsdgosnak, ha pontosan k mésikkal all inverzioban. Legfeljebb
hany sajatsagos szam lehet a tablan?

1. megoldas. Megmutatjuk, hogy egy k szdm pontosan akkor sajatsédgos, ha az 6t megels-
76 szamok kozil pontosan annyi k-nal kisebb van, mint ahény k-nél nagyobb. Egy k£ szam
inverzidban all

e azon k-nal kisebb szamokkal, amik k& utan allnak a tablén, illetve
e azon k-nal nagyobb szamokkal, amik k el6tt allnak a tablan.

Az el6bbiek szamat jelolje z. Ekkor k pontosan akkor sajatsagos, ha az utobbiak széma k — x,
ami viszont éppen azon k-nal kisebb szdmok szama, amik £ el6tt allnak a tablan.
Kovetkezésképp egy szam csak akkor lehet sajatsagos, ha paros sok szém el6zi meg a tablan
(azaz paratlanadik pozicioban 4ll), igy legfeljebb [4] db sajatsidgos szam éllhat a tablan. Ennyi
lehet is: tekintsiik a
0,%,1,%,2,%,...

sorrendet, ahol a 2k + l-edik helyen a k szam &all k = 0,1,...,[n/2] — 1 esetén, mig a *-
gal jelolt paros poziciokban barmilyen szam &llhat, ami legalabb [n/2]. Ekkor minden k €
{0,1,...,[n/2] — 1} sajatsagos, mert k utdn nincs nala kisebb szédm, az el6tte 16v6 2k szdm
koziil pedig minden mésodik nagyobb nala, igy valéban pontosan k szdmmal all inverzioban.

2. megoldas. Megmutatjuk, hogy a tablan nem lehet két szomszédos sajatsdgos szam. Tegyiik
fel, hogy a és b szomszédos szamok a tablan (ab vagy ba sorrendben). Legyen a < b, és a
tobbi szamot osszuk harom csoportba nagysag szerint: a-nél kisebbek (kicsik), a és b kozottiek
(kdzepesek), valamint b-nél nagyobbak (nagyok). Jelolje az a, b eltt allo kicsi, kozepes illetve
nagy szamok szamat rendre xq, y; illetve z;. Hasonléan, az a,b utan allo kicsi, kozepes illetve
nagy szamok szama legyen x, v illetve z5. Vegyliik észre, hogy a kozepes szdmok szama

A =b—a—1.

1. eset: ab sorrend

Ekkor a pontosan x5 + y; + 21 szdmmal all inverzioban, mig b pontosan x5 + y» + 21 szdmmal.

Ha a és b is sajatsagos volna, akkor
b—a=(ra+yp+2)—(2+m+2)=p—n<pt+p=b—a—1,

ami ellentmondés.

2. eset: ba sorrend
Ebben az esetben a és b egymaéssal is inverzidoban &ll, igy a pontosan xs + y; + 21 + 1 szdmmal

all inverzioban, mig b pontosan xo + yo + 21 + 1 szammal. Ha tehat a és b is sajatsagos volna,
akkor

a—b=(m+pn+xn+l)—(o+p+xn+l)=ph—wp<yt+yp=a—>b-1,
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ami ellentmondas.

Ezt a gondolatmenetet esetszétvalasztas és képletek nélkiil is el lehet mondani: a és b szom-
szédos szamokra tekintsiik azokat a szamokat, amik pontosan az egyikkel allnak inverzioban.
Konnyen meggondolhatd, hogy ezek éppen a kozepes szamok, azaz b — a — 1 ilyen van. Te-
hat legfeljebb ennyiben térhet el a és b ,inverzio-szama”. Igy nem lehet mindketts sajatsagos,
kiilonben ez az eltérés b — a volna.

Vagyis a sajatsagos szamok kozott nincsenek szomszédosak, igy legfeljebb [n/2] sajatsagos
szam lehet a tablan. Ennyi el is fordulhat: tekintsiik az

n—1%xn—2%mn—3 ...

sorrendet, ahol a *-gal jelolt paros poziciokban barmilyen sorrendben allhatnak a maradék
szamok.

3. megoldas. Schmidt Botond megoldasa alapjan.

Egy tablan 1évs k szamra tekintsiik a pozicidjat (p) illetve a vele inverzioban allo szamok
szaméat (7). Azt allitjuk, hogy k + p + ¢ mindig paratlan.

Ez nyilvan teljesiil, amikor a szamok névekvd sorrendben vannak, hiszen ekkor p = k£ + 1 és
1 = 0. Most egy tetszdleges sorrend esetén vizsgaljuk, mi torténik, ha két szomszédos szamot
megcseréliink. Ha nincs koztiik k, akkor persze p és ¢ valtozatlanok maradnak. Ha az egyikiik
k, akkor pedig mind p, mind ¢ pontosan 1-gyel valtozik, vagyis p + ¢ paritasa ismét valtozatlan.
Mivel szomszédos szamok megcserélésével barmilyen sorrendhez eljuthatunk, belattuk, hogy
k + p 4 ¢ valéban mindig péaratlan.

« .0,

szamokkal eshet meg.

4. megoldas. Molnar Istvan Adam megoldasa alapjan.

Jelolje ¢ a tablan 1évs utolsd szamot. Ez a nala nagyobb szdmokkal all inverzioban, azaz
n — 1 — ¢ szammal. Vagyis pontosan akkor sajatsdgos, ha n = 2¢ 4 1. Vagyis ez csak paratlan
n esetén kovetkezhet be.

Tovabba vegyiik észre, hogy ha tordljiik f-et a tablarol, valamint minden ¢-nél nagyobb
szamot 1-gyel csokkentiink, akkor a sajatsagossig tulajdonsaga nem valtozik: az ¢-nél kisebb
szamok inverzid-szédma nem valtozik; egy ¢-nél nagyobb szamé ugyan 1-gyel csokken, de maga
a szam is ugyanigy valtozik.

Most vegyilik az n szam egy tetsz6leges sorrendjét. Minden 1épésben az utolsé szédmot a
fenti modon torolve elérjiik, hogy végiil {ires legyen a tabla. Az eredeti sorrendben m-edik szam
pontosan akkor sajatsdgos, ha n—m torlés utan megmarado m szam koziil az utolso6 sajatsagos.
Mint lattuk, ez az aktuélisan utolsé szam csak akkor lehet sajatsédgos, ha m paratlan. Ez azonnal
mutatja, hogy csak a paratlan pozicioban allo szidmok lehetnek sajatsagosak.

Ezzel a megkozelitéssel az is konnyen atgondolhatd, milyen sorrendek esetén lesz minden
paratlan pozicioban allo szadm sajatsagos.



2. feladat. Ebben a feladatban tizes szamrendszerben felirt szdmokroél lesz sz6. Megengediink
nullaval kezd6dé felirdsokat is. Egy paros sok szamjegybdl allo szamot vdghatonak neveziink,
ha két egyenls hosszu részre félbevigva a részek Osszegének négyzete az eredeti szam. Példaul
2025 = (20 + 25)% és 0001 = (00 + 01)? négyjegyti vaghaté szdmok. Bizonyitsuk be, hogy a
2n-jegyid vaghato pozitiv egész szamok szama minden n-re 2-hatvany.

Megoldas. Legyen ¢ =99...9 = 10" —1 = ¢, ---qs, ahol ¢, ..., ¢s egymashoz paronként
relativ prim primhatvanyok. Legyen ¢; € {0,1} (i = 1,...,s); ez 2° lehetGség. Az x = ¢; mod g;
(1 =1,...,s) szimultdn kongruenciarendszernek a kinai maradéktétel szerint pontosan egy x
megoldésa van az {1, ..., ¢} halmazban, hiszen ez teljes maradékrendszer mod ¢ - - - ¢;. Ekkor z?
egy 2n-jegyti vaghato pozitiv egész szam. Valoban, legyen z2 = 10"u +v, ahol u, v € {0, ..., q}.
Ekkor v < z, emiatt 1 —q < 0 < u+v < x+q, tovabba u+v = (¢+ Nutv =2’ =’ = =x
mod ¢; minden ¢-re, ahonnan u 4+ v =z mod ¢; emiatt u + v = x.

Minden 2n-jegyti vaghato pozitiv egész szamot pontosan egyszer kapunk meg a fenti elja-
rassal. Valoban, ha legalabb egy ¢; értékét megvaltoztatjuk, akkor z és igy z? is megvaltozik.
Mésrészt, ha 10"u +v = (u + v)? egy 2n-jegyli vaghato pozitiv egész szdm, akkor legyen
r=u+ve{l,...,q}. Ekkor z(z — 1) = 22 — x = qu, de x és ¥ — 1 relativ primek, igy minden
i-re x vagy x — 1 oszthato ¢;-vel.

Mindezek alapjan a 2n-jegyd vaghatd pozitiv egész szdmok szdma 2°.



3. feladat.

Adott n > 10 pont a sikon, nincs harom egy egyenesen. Bizonyitsuk be, hogy ki lehet ket
szinezni pirossal és kékkel gy, hogy minden félsik, ami legaldbb 10 pontot tartalmaz, tartalmaz
piros és kék pontot is.

Megoldas. 1. megoldas: Megmutatjuk, hogy az allitds 10 helyett 3-mal is teljesiil. Terme-
szetesen elég a pontosan harom pontot levago félsikokkal foglalkozni. Vegyiik a konvex burok
pontjainak egy olyan minimélis részhalmazat, ami lefogja az 0sszes, félsikkal levaghato ponthéar-
mast. (Vilagos, hogy minden ilyen pontharmas tartalmaz pontot a konvex burkon, tehat létezik
ilyen halmaz.) Ezek a pontok legyenek pirosak, az Gsszes tobbi kék. Most vagjunk le 3 pontot
egy félsikkal. Ezt a halmazt lefogja valamelyik piros pont, tehat piros van benne. Tegyiik fel,
hogy mind piros. Ekkor mindharom a konvex burkon van. Viszont ekkor a kézépsé nem kell az
Osszes harmas lefogésahoz, ellentmondva a minimalitdsnak. Tehat kék is van.

2. megoldas: Ez a megoldas 10 helyett 5-tel bizonyitja be az allitdst. Sorszamozzuk meg
a konvex burok pontjait korbe (1-essel kezdve). Szinezziik ki a konvex burkot pirosra, a belsé
pontokat kékre. Ez majdnem jo, csak az olyan, félsikkal levaghato 5-6s6kkel van gond, ami 5
egymas utani konvex burok pontbdl all, és nincs belsé pont. Minden ilyenben vegyiink egy paros
indext pontot ami nem az els§ és nem az utolsé (az 5 koziil). Ezeket a pontokat szinezziik &t
kékre. Most vagjunk le 5 pontot egy félsikkal. Ha csak konvex burok pontokat tartalmaz, akkor
vildgos, hogy van benne kék, és paratlan indext is, ami piros. Ha van bels§ pont is benne,
akkor az nyilvan kék. Ha legalabb két konvex burok pontot tartalmaz, akkor a paratlan index
piros. Ha csak egyet, akkor (4) bels6 pontot is tartalmaz, de ekkor ez a konvex burok pont nem
lehetett 5 egymés utani, belsé pont nélkiil levaghaté hatarpont nem els6 és nem utolsé pontja.
Minden ilyen vagas tartalmazza azt a 4 belsé pontot is. Tehat ez a pont piros.



