A 2024. évi Kiirschak Jo6zsef Matematikai Tanul6verseny
feladatainak el6zetes megoldasai

1. feladat. Az ABC'D négyszoget olyan hurnégyszogekre bontottuk fel, amelyeknek paronként
nincs kozos belsé pontjuk. A felbontasban szereplé hurnégyszogek csicsai koziil egy sem esik
egy maésik, felbontasbeli hurnégyszog oldalanak vagy az ABC D négyszog oldalanak belsejébe.
Bizonyitsuk be, hogy ABCD is hiirnégyszog.

Megoldas. ElGszor megmutatjuk, hogy az abraban szerepld csiicsok és oldalak egy paros grafot
alkotnak. Ehhez elegendd azt igazolni, hogy a grafban nincs paratlan kor.
Tekintslink egy tetszéleges K kort a graf-
ban, amelyek h éle van. A K belsejét is négy-
szogekre osztottuk; ezek szama legyen n, a K ‘
belsejében futd élek széma e. Az n négyszog-
nek Osszesen 4n éle van, ebben a K éleit egy-
szer, a belsG éleket kétszer szamoltuk, tehét
dn = h+2e; latatjuk, hogy h = 2(2n—e) péros.
A grafunk tehat egy péros graf; a négyszo-
gek cstcsait kiszinezhetjiik pirosra és kékre ugy,
hogy a szomszédos csticsok ellentétes szintiek le-
gyenek; legyen mondjuk A, C piros és B, D kék. . )
A bels6 piros pontok szama legyen p, a belsd e e
kék pontok szama k. Mindegyik csempében a
piros és kék szogek Osszege ugyanannyi, ezért
az Osszes piros és az Osszes kék cstcsu szog Osszege ugyanannyi. A piros és kék csucsi szogeket
a csucsok szerint is Osszeszamolva,

BAD<+ DCB<+p-360° = CBA<+ ADC< + k - 360°

BAD< + DCB< = CBA<+ ADC< (mod 360°)

A kongruencia mindkét oldalan a két szog Osszege 0 és 2 - 360° kozé esik, ezért
BAD< + DCB< = (CBA<« + ADC«,

ami mutatja hogy ABCD htrnégyszog.



2. feladat. Az okori Egydimenzios Birodalom egy egyenes mentén helyezkedett el. Kezdetben
nem voltak varosok. Egyenként alapitottak osszesen n kiilonbo6z6 pontszert varost; a méasodiktol
kezdve mindegyik tjonnan alapitott varos és a hozza legkozelebbi, mér 1étez6 varos (ha két ilyen
volt, akkor a régebbi) testvérvarossa nyilvanitottak egymast.

A birodalom fennmaradt térképén latszanak a varosok és a koztiik 1évs tavolsagok, de alapi-
tasuk sorrendje nem. A torténészek a térképbdl probalnak arra kévetkeztetni, hogy mindegyik
varosnak legfeljebb 41 testvérvarosa volt.

(a) n = 10° esetén adjunk meg olyan térképet, amelybél ez a kovetkeztetés levonhato.

(b) Igazoljuk, hogy n = 10'3 esetén ez a kovetkeztetés semmilyen térképbdl sem vonhato le.

Megoldas.

a. Els6 megoldas. Ez a gondolatmenet 10° helyett tetszéleges m < 22 pont esetén is
miikodik. Legyen m < 2%°. Vegyiink m pontot az egyenesen, egyméastol egységnyi tavolsigra.
Tegyiik fel, hogy valamilyen szamozas esetén a p; pont legaldbb 42 szakasz végpontja. A szaka-
szok masik végpontjai (p; szomszédai) koziil az egyik a p;-hez legkdzelebbi, kisebb indext pont.
A t6bbi, legalabb 41 szomszédhoz meg p; a legkozelebbi, kisebb indext pont. Ezek koziil p;
egyik oldalan talalhato legalabb 21. Legyenek ezek p;,, Dy, -+, iy 11 < T2 < o0 < gy, m > 21

Ekkor, mivel mindegyiknek p; volt a kisebb indexi legkozelebbi szomszédja, a pontok sor-
rendje az egyenesen éppen py,, Piy, - - -, Di,, Pi; €8 minden 2 < j < m-re |pp;;| < |pipi;_,|/2.
Tehét |pipi,1| < |pipi,|/2%°. De ez lehetetlen, mert m < 2% pontunk van, egyenletesen a szam-
egyenesen, ezért a legnagyobb és legkisebb tavolsdg aranya kisebb, mint m.

a. Masodik megoldas. Ez a gondolatmenet pedig 10° helyett tetszéleges m < 24 pont
esetén is mikodik. Legyen m < 24, Legyen 0 < r < m tetsz6leges. Irjuk fel r-t kettes szam-
rendszerben, ez legfeljebb 41 jegybdl all. Ha sziikséges tegyiink elé 0-kat tigy, hogy pontosan 41
jegyt legyen. Az r szam s-edik szamjegye (1 < s < 41) ennek a felirdsnak az s-edik szamjegye,
elolrsl szamolva. Most tekintsiik ezt a 41 hosszu 0—1 sorozatot, mint egy 10-es szdmrendszerbeli
szam. Ez a szam lesz p,, ennek (10-es szamrendszer szerinti) szamjegyei megegyeznek r (kettes
szamrendszer szerinti) szamjegyeivel. Legyen P = {p1,pa,...,pm}. Tetszleges x,y € P, x # y
esetén legyen d(x,y) értéke a legkisebb i, amelyre x és y i-edik szamjegye eltér egymastol.

Most legyen a € P és rogzitsiink egy sorrendet. TetszGleges 1 < ¢ < 41 esetén legyen

B, ={x € P |d(z,a)=1i},
A ={x € P|d(z,a) > i}.

Vilagos, hogy P = {a} U Ufil B; és a € A; minden i-re. Vegyiik észre, hogy tetszéleges
sorrend esetén A; és B; kozott legfeljebb egy él lehet, hiszen ha méar van egy a't’ él (¢’ € A;,
b € B;) akkor A; minden pontjahoz a’ kézelebb van, mint B; barmely pontja, és forditva, B;
minden pontjahoz b kozelebb van, mint A; barmely pontja. Ebbél pedig kovetkezik az allitas,
hiszen ekkor a-nak legfeljebb egy szomszédja lehet a By, Bs, . .., By; halmazok mindegyikében.

b. Legyen P egy tetszéleges, 10'® elemii szdmozatlan ponthalmaz. Elgszor definialjuk a
P D Py D -+ D Py, részhalmazokat és a ¢; € P; pontokat. Legyen Py P egy tetszéleges, 242 + 1
elemi részhalmaza, és legyen ¢y ennek az egyik szélsé pontja. Definidljuk a tobbi pontot és
részhalmazt rekurzivan. Tegyiik fel, hogy i < 42, |P| = 227" + 1 és ¢; D egyik szélsé pontja.
Legyen g1 P; kozépss pontja. Ekkor g1 Pi-t két 243~% 41 pontu részhalmazra bontja (Gir1-et
mindkét részbe beleszamitva). Legyen P,y az, amelyiknek kisebb az atmérGje, vagyis a két
széls6 pontjanak a tavolsdga. EgyenlGség esetén barmelyik lehet.

Ezutan legyen a pontok sorrendje a kévetkezs: quo, qo, g1, - - ., qa1, majd a tobbi pont tetszd-
leges sorrendben. Vagyis legyen p; = qu2, 2 < 7 < 43 esetén legyen p; = ¢;_2, majd a tobbi pont
tetszdleges sorrendben.



Azt allitjuk, hogy qso = p; Ossze lesz kotve a qg = p2,q1 = p3,...,qu = pa3 pontokkal.
Legyen 0 < j < i < 41. Mivel |qique| < |qqi-1| < |aiq;|, vagyis [piropi| < |piyopjio| ezért
minden 2 <7 < 43 esetén a p;-hez legkozelebbi pont a p; az i-nél kisebb indexi pontok koziil.
Vagyis p; legalabb 42 szakasz végpontja.



3. feladat.

Legyen p primszam és H C {0,1,...,p — 1} nemiires halmaz. Tegyiik fel, hogy minden
a € H elemhez talalhatok olyan, a-tol kiillonb6z6 b € H és ¢ € H elemek, amelyekre b+ ¢ — 2a
oszthato p-vel. Mutassuk meg, hogy p < 4%, ahol k a H halmaz elemeinek szamét jeloli.

1. megoldas. A tovabbiakban minden miivelet modulo p értendd, valamint a maradékokat
mindig a (—p/2, p/2) intervallumbol véalasztjuk.

Ha egy feladatbeli H halmazt eltolunk (azaz minden eleméhez hozzaadjuk ugyanazt a mara-
dékot), akkor H tovabbra is rendelkezik a megadott tulajdonsaggal, igy feltehets, hogy 0 € H.
Tovabba meg is szorozhatjuk minden elemét egy nemnulla » maradékkal. Azt allitjuk, hogy ha
p > 451 akkor ily modon elérhets, hogy H Osszes eleme a (—p/4,p/4) intervallumba essen.
Valoban, osszuk fel a (—p/2,p/2) intervallumot négy egyenld részre, és nézziik meg, hogy a
k — 1 nemnulla elem mely részekbe esik, ha kiilénb6z6 r maradékokkal szorozzuk meg Gket. A
skatulya elv szerint lennie kell kiilonbéz6 11,79 € {0, 1,...,45 71} szamoknak tgy, hogy a veliik
vald szorzasnal minden 0 # a € H elemre fennall, hogy ra és rya azonos részbe esik. Ekkor
viszont konnyen lathato, hogy az r = ry — ry # 0 szammal szorozva a halmaz minden eleme
a (—p/4,p/4) intervallumba esik. Ez pedig ellentmondés, mert akkor H legnagyobb eleméhez
biztosan nem tudunk megfelels b, ¢ elemeket talalni.

2. megoldas. Egy p primszédmra vegyiik a legkisebb k-t, melyre létezik a feladatbeli H =
{ai,...,a;} halmaz. Belatjuk, hogy erre a k-ra p < 4*=1 s6t, p < (\/é)kfl.

Tetsz6leges ¢ indexhez léteznek kiilonbozs 4, j indexek gy, hogy 2a, = a; + a;. Vagyis a
megfelel6 22y —x; —x; = 0 egyenletekbdl all6 rendszernek van paronként kiilonb6z6 maradékok-
bol allé6 megoldasa modulo p. Ehhez a linearis egyenletrendszerhez egy olyan k x k-as A matrix
tartozik, amelynek minden sordban harom nemnulla elem van: egy 2-es és két —1-es. Azt is tud-
juk, hogy az egyenletrendszernek R felett csak olyan megoldasai vannak, ahol z; = ... = x}.
(Valoban, jeldlje z az x;-k maximumat, és legyen L azon ¢ indexek halmaza, melyre z, = x.
Vilagos, hogy minden ¢ € L-hez tartozo i,j indexekre is szlikségképpen z; = z; = z, azaz
i,j € L. Igy az ay, ¢ € L, elemekbél 4ll6 halmaz is rendelkezik a feladatbeli tulajdonsaggal,
ami k minimalitasa miatt azt jelenti, hogy L = {1,...,k}, vagyis ; = x minden /(-re, ahogy
allitottuk.) Linearis algebrabol tudjuk, hogy ekkor az A matrix rangja k — 1, kévetkezésképp
van nemnulla (k — 1) x (k — 1)-es aldeterminansa. Ez az aldeterminans egy nemnulla egész
szém, aminek az abszolit értéke a trividlis becslés szerint legfeljebb (2 + 1 + 1)F=1 = 4k=1,
Tudjuk viszont, hogy az IF, test felett van nemkonstans megoldés is, tehat ott a rang legfeljebb
k — 2, azaz ennek az aldeterminansnak oszthatonak kell lennie p-vel, ami csak tgy lehetséges,
ha p < 4k1,

Megjegyezziik, hogy a méatrixok determinansara vonatkoz6 Hadamard-egyenldtlenséghdl va-
lamivel jobb becslést is kaphatunk: (\/6) i



