A 2023. évi Kiirschak Jozsef Matematikai Tanul6éverseny
feladatainak megoldasai

1. feladat. Legyen f(x) = Z?:o a;x', ahol d > 1, az ay, ..., aq egyiitthatok nemnegativ
egészek, ag > 0. Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan n pozitiv egész szam van, amelyre f(n) az
f(2), f(3), ..., f(n—1) szamok egyikével sem oszthato.

A megoldas soran az alabbi segédtételt is felhasznaljuk.
Lemma. Ha f = Z?:o a;z° egész egyiitthatos polinom és n = k' mod m, akkor f(n) = f(k)
mod m.

A Lemma bizonyitasa. Az ismert azonossag szerint
n' =k ==k +n Tk kTR

ezért ha n és k egészek, akkor n — k | n' — k' teljesiil minden pozitiv egész i-re. Kovetkezésképp
n—k| X% ai(n’ — k) = f(n) — f(k). Ha tehat m | n — k akkor m | f(n) — f(k) is fennall, és
nekiink pontosan ezt kellett igazolnunk. O]

Az 1. feladat megoldasa.

Nevezzik a p > 2 egész szamot f-primnek, ha nincs olyan 2 < k£ < p egész szam, amelyre
f(k)|f(p). Péeldaul p = 2 trividlisan f-prim. Azt kell bizonyitanunk, hogy végtelen sok f-
prim létezik. Ezt a végtelen sok prim létezésére vonatkozo, Euklidész-féle bizonyitas mintajara
tehetjiik meg.

Ha n > 2 egész, akkor van olyan p f-prim, amelyre f(p)|f(n). Ha ugyanis az n szam f-prim,
akkor p = n megfelels. Ha n nem f-prim, akkor van olyan 2 < k < n, amelyre f(k)|f(n). Ha p
a legkisebb ilyen tulajdonsagu k szam, akkor p olyan f-prim, amelyre f(p)|f(n).

Elég megmutatni, hogy tetszéleges py, ..., p. f-primek esetén létezik téliikk kiilonbozs f-
prim. Legyen n = 1+ [[/_, f(pi) és p; az imént felsorolt f-primek barmelyike. Ekkor n = 1
mod f(p;), ezért a fenti Lemma miatt f(n) = f(1) mod f(p;). Mivel az f polinom az z > 0
félegyenesen szigorian monoton névekeds, ezért 0 < ag < Z?:o a; = f(1) < f(p)), tehat
f(1) #0 mod f(p;) sigy f(p;) 1 f(n). Lattuk, hogy van olyan p f-prim, amelyre f(p)|f(n). A
legutols6 megallapitasunk miatt ekkor p kiillonbozik a py, ..., p,. f-primek mindegyikétsl. Fzzel
a bizonyitast befejeztiik. m

Holl6 Martin és Németh Marton masik utat talalt a megoldashoz, mégpedig a polinom egész
helyeken felvett értékei legnagyobb kozos osztojanak segitségével. Az itt kozolt gondolatmenet a
szamelmeélet alaptétele mellett azt is felhasznélja, hogy a primek szama végtelen. A modszerrel
a feladat allitasanak alabbi altalanositésa is igazolhato.

Allitas. Tegyiik fel, hogy f(z) = Zf:o a;x" egész egyiitthatos polinom, és K olyan kiiszob,
hogy n > K esetén f(n) # £D, ahol D az {f(n) : n € Z} halmaz elemeinek legnagyobb
kozos osztoja. Ekkor végtelen sok olyan n > K egész szam létezik, amire f(n) nem oszthato az
fIK+1), f(K+2),..., f(n—1) helyettesitési értékek egyikével sem.

Vilagos, hogy a versenyen kittizott feladatban szereplé f polinomra D < f(1) < f(2) < ...
miatt K = 1 valasztas mellett fennallnak a fenti allitasban megkivant feltevések.

Bizonyitas. Tetszoleges ¢ pozitiv egészre jellje p; a primek 2,3,5,7, ... sorozatanak i-edik
elemét, és legyen D kanonikus alakjaban a p; prim kitevsje h;. (Tehat ha p; 1 D, akkor h; = 0.)
A D definici6ja miatt minden pozitiv egész i-hez van olyan n; egész szam, amire p/* { f(n,).

A kinai maradéktétel szerint minden pozitiv egész j-re van olyan k; egész szdm, amire
i+l gll. S6t: az ilyen tulajdonsagn egész szamok egyetlen

minden ¢ < j esetén k; = n; mod p;



maradékosztalyt alkotnak modulo pi”“ . pSQH o p?j 1 Az imént definialt k; tehat valaszthato
K-nal nagyobbnak.

A fenti Lemma miatt f(k;) = f(n;) mod p/™ igy p/ ™ t f(k;) minden 1 <4 < j egészre.
Jelolje ¢; a legkisebb olyan K-nal nagyobb egész szamot, amire ittty f (g;) teljesiil minden
1 < i < j egészre. Mivel k; rendelkezik a ¢;-t6l elvart oszthatoségi tulajdonsaggal, ezért g;
joldefinialt.

Legyen n egy K és g; kozotti egész szam. A D definicidja és a K valasztasa miatt f(n) =D,
ahol |r| # 1. Ha r-nek nem volna a py,...,p; primek kozott osztoja, akkor az ellentmondana
q; valasztasanak. Van tehat olyan 1 < ¢ < j, amire p; | r, azaz amire Pt f(n). Mivel
plitty f(qj), ezért minden K < n < ¢; esetén f(n) { f(g;) teljesiil. Azt kaptuk tehat, hogy a
q1,qo, - . . szamok mindegyike rendelkezik az Allitasban elvart tulajdonsaggal.

A bizonyitas befejezéséhez méar csak azt kell megmutatni, hogy a {q1, go, ...} halmaz vég-
telen. Ennek érdekében azt igazoljuk, hogy barmely N egészhez taldlhat6é olyan g;, amire
|f(¢;)] > N. Ekkor ugyanis az f(q;) értékek végtelen sokfélék lesznek, igy a ¢;-k is végte-
len sokan vannak. Figyeljik meg, hogy ¢; valasztasa, D | f(q;) és D < |f(¢;)| miatt f(g;)-nek
van p;-nél nagyobb primosztéja. Ha tehat p; > N, akkor |f(g;)] > p; > N, nekiink pedig
pontosan erre van sziikségiink a bizonyitas befejezéséhez. O



2. feladat. Legyen n pozitiv egész szam. Nevezziik csicsnak a sikbeli derékszogi koordinéta-
rendszer azon pontjait, amelyeknek mindkét koordinataja az 1, 2, ..., n szamok koziil keriil ki.
Nevezziik élnek azon egységnyi hosszisagu szakaszokat, amelyeknek mindkét végpontja cstcs.
Néhéany élt pirosra szineztiink gy, hogy barmely két kiilonb6z6 cstics kozott pontosan egy piros
torottvonal vezessen. Az f piros él fontos az e él szamaéra, ha az e két végpontjat 6sszekots piros
torottvonal athalad f-en. Bizonyitando, hogy van olyan piros él, amely legalabb n él szaméra
fontos.

Megjegyzés. Az alabb kozolt megoldasok sordn az n > 1 feltevéssel éliink, ugyanis a
feladatban szerepld allitas n = 1 esetén nem igaz. Sajnos a feladat pontatlanul lett kittizve.

I. megoldas a 2. feladatra. Tekintsiik az A = (1,1), B = (n,1), C = (n,n) és D = (1,n)
csuicsokhoz a piros élekbdl allo AC és BD torottvonalakat. Mivel B és D a piros AC torottvonal
két ellentétes oldalara esik, ezért a piros AC és BD torottvonalaknak talalkozniuk kell, igy
bizonyosan van legaldbb egy kozos csticsuk. Ha P és @) ilyen kozos cstcsok, akkor a piros
AC és a BD torottvonalak mindegyike tartalmaz egy piros PQ) tordttvonalat is. A piros PQ)
tordttvonal egyértelmiiségébdl az kovetkezik, hogy a piros AC' ill. BD tordttvonalak mindegyike
ugyanazt a piros PQ torottvonalat tartalmazza. Ez pedig azt jelenti, hogy a piros AC' és BD
torottvonalak metszete egyetlenegy piros torottvonal, ami — mondjuk — egy X és egy Y
csticsot kot Ossze.

Ha X # Y, akkor legyen f a piros XY torottvonal egy éle. Azt allitjuk, hogy f legaldbb n
él szamara fontos.

Ha egy cstcsbol A-ba és C-be is vezetne f-et nem tartalmazo tordttvonal, akkor A es C
kozott is lenne f-et nem tartalmazo torottvonal, ami lehetetlen. Hasonldéan, ha egy cstcsbol az
A-ba és C-be vezetd torottvonal is tartalmazna f-et, akkor is lenne A és C' kozott f-et nem
tartalmazé toréttvonal. Tehat minden cstcsboél az A-ba és C-be vezet§ egyértelmi torottvonalak
egyike tartalmazza f-et, a mésik nem.

Szinezziik kékre azokat a cstucsokat, ahonnan A-ba, és sargara pedig azokat a cstcsokat,
ahonnan C-be vezet f-et nem tartalmazo piros toréttvonal.

Vegyiik észre, hogy ha egy e él egyik végpontja kék, a masik pedig sarga, akkor e szaméra
fontos az f €él, ugyanis ellenkezé esetben vezetne A és C kozott az f élt elkeriil$ piros toréttvonal.

Ha a most definidlt szinezésben B és D cstcsok azonos szintiek lennének, akkor mindkét
csticsbol vezetne egy-egy f élt elkeriil§ piros toréttvonal vagy az A vagy a C csticsba, ezért
vezetne B és D kozott is egy f élt nem hasznélo piros torottvonal. Tudjuk azonban, hogy az f
él rajta van a B-t D-vel 0sszekotd egyetlen piros toréttvonalon, ezért a B és D cstucsok koziil
az egyik kék, a masik pedig sarga.

Ha B kék, akkor van egy f-et elkeriil§ piros AB torottvonal, és ezért az (i,1) cstcs kék
minden 1 < i < n esetén. Hasonloan, az f-et elkeriil§ piros C'D torottvonal miatt az (i,n)
cstics minden 1 < ¢ < n esetén sarga. Ezért minden ilyen ¢-re van olyan 1 < j < n, amire
az (i,7) csucs kék, az (7,5 + 1) csics pedig sarga. Lattuk, hogy az e két csticsot Gsszekots él
szamara az f €l fontos. Mivel 1 < i < n tetszéleges lehet, talaltunk n olyan élt, ami szaméra
az f él fontos.

Hasonloan, ha B sarga és D kék, akkor minden 1 < i < n esetén a (1,4) csics kék és az
(n,i) cstcs pedig sarga. Igy aztdn minden 1 < i < n esetén van olyan 1 < j < n, amire a
(7,1) csucs kék, a (7 + 1,17) cstes pedig sarga. Ezért az ezen csticsokat 6sszekots él szaméara az
f él fontos, és mivel az i-t n-féleképp valaszthatjuk, ismét talaltunk n olyan élt, ami szadmara
f fontos.

Végiil az X =Y = (a,b) eset marad. Az abra esetleges elforgatasaval elérhetd, hogy a > "T“
ésb> ”T“ legyen. Mi annyit fogunk ebbdl hasznalni, hogy a+b > n+1. Legyen f az X A piros
torottvonal elsd (X-re illeszkedd) éle, és legyen X' = (a/, ) az f él X-t6l kiilonbo6z6 végpontja.



Vildgos, hogy ¢’ +bV >a+b—-1>n+1—1=n.

Szinezziik kékre most azokat a csiicsokat, amelyekbdl talalhato A-ba piros élekbdl allo, f-et
nem tartalmazo torottvonal, és legyen minden méas cstcs sarga. Ekkor minden 1 < i < d/ esetén
az x = 1 egyenes kék csticsban metszi az X’ A piros torottvonalat és sarga cstcsban metszi az
XD piros torottvonalat. Ezért az x = i egyenesen van olyan fiigg6leges él, aminek az egyik
csiicsa kék, a mésik pedig sarga. Lattuk, hogy ezen élek mindegyike szaméra fontos az f él.
Hasonloan, minden 1 < 5 < b esetén az y = j egyenes kék csticsban metszi az X'A piros
torottvonalat és sarga csucsban metszi az X B piros torottvonalat. Ezért az y = j egyenesen
van olyan vizszintes él, aminek az egyik csiicsa kék, a masik pedig sarga. és persze minden
ilyen €l szamaéra is fontos az f él. Azt kaptuk, hogy az f él legalabb o' fiigg6leges és legalabb
b’ vizszintes él szamara fontos. A feladatbeli allitas korabban latott a’ + ' > n megfigyelésbdl
kozvetleniil adodik. O

"II. megoldas a 2. feladatra" A grafelméletben hasznalt terminologiat segitségiil hivva
bemutatunk egy masik lehetséges bizonyitast is. Legyen G a feladatban definiélt cstcsok és élek
alkotta graf. Vilagos, hogy a piros élek a G graf egy F' feszitéfajat hatarozzak meg, tovabba,
hogy az F' fa egy f éle a G graf e éle szaméra akkor fontos, ha e végpontjai az F' — f kiilonb6z8
komponenseibe esnek.

Iranyitsuk F' minden e élét ugy, hogy e az F' — e tébb cstcsot tartalmazé komponense
felé mutasson; ha F' — e mindkét komponense pontosan ”72 csucsot tartalmaz, akkor e-t nem
irdnyitjuk. Tekintsiik F' egy tetszbleges v csticséat, és induljunk el v-bdl az imént iranyitott élek
irdnyitasat kovetve. Mivel F' kormentes, ezért ilyen moédon nem juthatunk el olyan cstcsba,
ahol kordbban mar jartunk. A V(F') cstcshalmaz végessége folytan el6bb-utobb tehat olyan u
csticsba érkeziink, ahonnan nem tudunk tovabb lépni, azaz u-bol nem 1ép ki iranyitott él. Az u
csucsra illeszkedd legfeljebb 4 él mindegyikénél vizsgaljuk meg, hogy az adott él elhagyéasa utan
hany cstcsa van az u-t nem tartalmazo komponensnek. A kapott értékek Osszege az F' fa u-t6l
kiilonbozs csticsainak szama, azaz n? — 1. A skatulya-elv miatt illeszkedik tehat u-ra olyan f él,

amire az F'— f graf u-t nem tartalmaz6 komponense legalabb ”24_ L csticsot tartalmaz. Raadasul

(F — f)-nek az u-t tartalmazo komponense legalabb ”72 csucsi, mivel az f él vagy u-ba van
irdnyitva vagy iranyitatlan. Az igy konstrualt f élrél a tovabbiakban csupan annyit fogunk
felhasznalni, hogy F' — f mindkét komponensének legalabb "24_1 csdcsa van.

Szinezziik zoldre a G — f graf egyik komponensének, fehérre pedig a masik komponensének
a csucsait. A célunk annak igazolasa, hogy G-nek legalabb n olyan éle van, ami zdld cstcsot
fehér csiicesal kot Gssze.

Vizsgaljuk meg, hogy a zold illetve fehér cstucsok elsé és masodik koordinatai hanyfélék
lehetnek. Figyeljiik meg, hogy ha nincs olyan zold cstcs, aminek az els§ koordindtaja j, akkor
minden olyan cstcs fehér, aminek j az els6 koordindtaja, és ezért a fehér cstcsok masodik
koordinatai minden lehetséges 1 és n kozotti értéket felvesznek. Ha tehat a zold csiicsok masodik
koordinatai n-féle értéket vehetnek fel, de az elsé koordindtaik nem lehetnek n-félék, akkor a
fehér csticsok masodik koordinatai szintén n-félék lehetnek. Ebbdl az kovetkezik, hogy a csticsok
altal meghatéarozott minden vizszintes egyenes tartalmaz zold és fehér cstcsot 6sszekots élt. Az
igy kapott n él mindegyike szdmara fontos az f él.

Hasonl6é médon fejezhetd be a bizonyités, ha a zold és fehér szinek valamelyikére igaz, hogy
az ezen szinre szinezett csicsok egyik koordindtaja n-féle lehet, a masik pedig n-nél kevesebb
értéket vehet fel. Ha pedig ez a tulajdonsag a két szin egyikére sem teljesiil, akkor van olyan
szin (mondjuk a fehér), hogy a fehérre szinezett cstcsok els6 és masodik koordinatai is n-félék
lehetnek. Tegyiik fel, hogy ekkor a zold csicsok els6 koordinatai k-félék, a méasodikak pedig ¢-
felék lehetnek. A zold cstucsok szama ekkor legfeljebb k-£. A zold és fehér csticsokat 6sszekots élek
kozott van legalabb k fiiggsleges és legaldbb ¢ vizszintes, hiszen minden zo6ld cstcsra illeszkedd




vizszintes és fiiggbleges egyenesen kell lennie ilyen élnek. A szamtani és mértani kozép kozti
Osszefiiggés és a zold cstcsok szamarol tett korabbi megfigyelés miatt

n?—1 k+0\°
<k {<|—
4 - _( 2 ) ’

ahonnan k40 > vn?2 — 1> vn?2 —2n+ 1 =n — 1 adoédik. Innen k + ¢ > n, igy a zold és fehér
csucsot 0sszekots élek szama ebben az esetben sem lehet n-nél kevesebb. O

Megjegyzés. A 2. feladat allitasa nem élesithet6 abban az értelemben, hogy nem biztos,
hogy olyan piros él is van, ami n + 1 él szdmara fontos. Ha példaul n = 2k — 1 pératlan, és a
piros élek halmaza P, U Py, ahol

P, = {(a,y)@+1y):0<z<kl<y<k}

U {(z,y)(z+1y):k<zx<2k—1,k<y<2k-1}
Py = {(zylz,y+1):1<a<k<y<2k-—1}

U {(z,y)(@y+1):0<y<k<z<2k-1}

akkor a (k, k) cstcsra illeszkedd 4 piros él pontosan n él szamara, minden més piros él pedig
n-nél kevesebb él szamara fontos. Ha n = 2k paros, akkor ennek a konstrukciénak alkalmas
modositasdval megadhato az élek olyan pirosra szinezése, amelyik mindossze harom olyan piros
élt tartalmaz, ami n él szaméara fontos.



3. feladat. Adott egy ABC'DE konvex hurdtszog és egy belsé P pontja tugy, hogy AB =
AE = AP és BC = CE. Az AD és BE egyenesek metszéspontja (). Az R és S pontok a C'P,
illetve a BP szakaszokon fekszenek tugy, hogy DR = QR és SR || BC. Mutassuk meg, hogy a
BEP és PQS korok érintik egymaést.

A 3. feladat megoldasa. Jelolje w a BPE haromszog koré irt kort; az AB = AE = AP
feltétel miatt ennek kozéppontja az A pont. Legyen T az w és a PQ) egyenes masodik, P-t6l
kiilénb06z6 metszéspontja, tovabba legyen U a QD szakasz felez6mer6legesének metszéspontja

a PD egyenessel. Mivel DR = QR, a QD szakasz felez6merdGlegese az R ponton is atmegy. A
Thalész-tétel miatt CD L AD, igy C'D és UR is merdleges AD-re, tehat CD || RU.

C

Azt allitjuk, hogy a T'D és QU egyenesek parhuzamosak vagy egybeesnek.
Vizsgéljuk elGszor azt az esetet, amikor az AQ D egyenes nem megy at a P ponton. Vegyiik

észre, hogy az AEQ és ADFE haromszogek hasonlok és ellentétes iranyitastak, mert AEQ< =

AE A
AEB< = FBA« = EDA«, és igy 1D A9 Mivel AE = AP = AT, az is igaz, hogy

~ AE
AP A AT A
D= A?’ és D= A?’ ami miatt az ADP és az AP(Q) haromszogek is hasonlok és ellentétes

irdnyitasuak, illetve az ADT és az AT(Q) haromszogek is hasonlok és ellentétes irdnyitasiak.
Tovabba az APT és DQU héaromszogek egyenld szaruak, igy

TDR1«=TDA<« = ATQ<x = ATP<=TPA< =QPA<=ADP<1<=QDU<x=UQD«,

és ezeknek a szogeknek az iranyitasa is megegyezik. A DT és a QU egyenesek tehat ugyanakkora
irdnyitott szoget zarnak be a D() szakasszal, vagyis parhuzamosak.

Ha az AQD egyenes atmegy a P ponton, akkor ez az egyenes tartalmazza a T és U pon-
tokat is, emiatt a T'D és QU egyenesek egybeesenek. Ezzel tehat igazoltuk, hogy T'D és QU
parhuzamosak vagy egybeesnek.



Végiil, a parhuzamos szel6k tételét haromszor alkalmazva,

PQ PU PR PS
PT PD PC PB’

Ebbdl kévetkezik, hogy a PQS kor az w kor P kézépponti nagyitasa, tehat a kozos P pontban
érintik egymaést. O

Megjegyzések. 1. Két versenyzd is megtalalta a 1" pontot és az APDT kort, de — talan
a rendelkezésre all6 id6 rovidsége miatt — nem tudtak befejezni a megoldast.

2. T6bb versenyzd is a mozgopont-modszer alkalmazéasaval probalta megoldani a feladatot,
ez azonban csak egyikiiknek sikeriilt. A mozgoépont-modszer segitségével geometriai illeszkedése-
ket lehet igazolni. A modszer szobanforgd valtozatanal az abrat meghatarozo egyik pontot ugy
mozgatjuk a stkon, hogy mindkét koordinatéaja az idének racionélis tortfiiggvénye legyen. Ennek
a pontnak a mozgasabol meghatarozhato, hogy hogyan mozog az adott konfiguracié tobbi pont-
ja, illetve vonala, és mindegyiket (igy az illeszkedének gondoltakat is) racionéalis tortfiggvények
segitségével lehet felirni. A bizonyitando6 illeszkedés végiil ugy fogalmazhat6 meg, hogy egy bizo-
nyos egyvaltozos polinom azonosan nulla. Ha e polinom fokszamét tigyesen megbecsiiljiik, akkor
— mivel n-edfokid polinomnak csak n gydke lehet — azt kapjuk, hogy a bizonyitand¢ illeszke-
dést elég a mozgod pontnak csak véges sok (a szoban forgd polinom becsiilt fokszaméanal 1-gyel
tobb), akar elfajulo esetére ellendrizni. Ha ezt megtessziik, akkor ezzel igazoljuk, hogy a mozgo
pont minden helyzetében fennall a bizonyitandé illeszkedés, és ezzel a bizonyitast befejeztiik.
Hangstulyozzuk, hogy bar a mozgdépont-modszer rendkiviil hatékony eszkoz az illeszkedés tipusa
Osszefiiggések bizonyitaséara, altaldban nem ad olyan geometriai megértést, mint egy szintetikus
bizonyitas (pl. a fenti), hanem ezt algebrai megértéssel helyettesiti.

A 3. feladat egy lehetséges mozgoépontos megoldasanak vazlata (Molnar-Szabd Vilmos dol-
gozata alapjan):

Legyen O a PQS kor kozéppontja; azt kell igazolnunk, hogy O az AP egyenesen van.

Az A, B,C, E, P pontokat rogzitjiik. A (Q pontot és vele egyiitt a D, R és S pontokat
mozgatjuk. A ) pont els6foku, és megmutathato, hogy D, R, S legfeljebb masodfokuak, O pedig
legfeljebb negyedfoku. Igy az, hogy O € AP, egy legfeljebb negyedfoki polinom eltiinésével
ekvivalens. Végiil ezt abban az 6t esetben ellendrizziik, amikor D = A, D = B, D = E, illetve
amikor D valamelyik ,abszolut pont” (azaz (1,+i) iranyt komplex végtelen tavoli pont).



Problems of the 2023 Kiirschak competition

1. Let f(z) = Z?:o a;x', where d > 1, the coefficients ao, ..., a; are nonnegative integers,
and ag > 0. Show that there exist infinitely many positive integers n such that f(n) is
not divisible by any of the numbers f(2), f(3), ..., f(n —1).

2. Let n be a positive integer. We call a point (x,y) of the Euclidean plane a vertex if
z,y € {1,2,...,n}. Furthermore, we call a unit segment connecting two vertices an edge.
Suppose that we color some edges to red in such a way that for any two distinct vertices
there exists a unique red broken line connecting them. We say that the red edge f is
important to the edge e if the red broken line connecting the endpoints of e contains f.
Prove that there exists a red edge which is important to at least n edges.

3. Suppose that for an inner point P of the cyclic pentagon ABCDFE we have AB = AE =
AP and BC = CFE. Let the lines AD and BE meet at (). Furthermore, the points R
and S lie on the segments C'P and BP, respectively, such that DR = QR and SR || BC.
Show that the circles BEP and PQJS are tangent to each other.



