A 2021. évi Kiirschak Jo6zsef Matematikai Tanul6verseny
feladatainak el6zetes megoldasai

1. feladat. A sikbeli derékszogi koordinatarendszer P, = (a;,b;) (i = 0,1,2) pontjai altal
alkotott haromszognek az O = (0,0) origd belsé pontja. Mutassuk meg, hogy a PoO Py, PyOP;,
P,OP, haromszogek teriiletei (ebben a sorrendben) akkor és csak akkor alkotnak mértani soro-
zatot, ha az

apx® + a1x + ay = boxr® + bz + by =0

egyenletrendszernek van valos x megoldasa.

1. megoldas: Legyenek o, 11, ¢y a feladatbeli teriiletek (ezeket pozitiv szamoknak tekintjiik
a haromszogek koriiljarasi iranyatol fuggetleniil). Legyen v; = (a;, b;). A tovg + t1vy + tavy
vektor mindegyik v;-vel parhuzamos (pl. vo-lal azért, mert a vy és vy vektorok vo-ra mergleges
komponensének aranya a —ts : ¢; arannyal egyezik meg), ezért nullvektor.

Vegyiik észre, hogy a feladatbeli egyenletrendszer ekvivalens az x2vg + xv; + vy = 0 vek-
toregyenlettel. Ha to, t, ty mértani sorozat, akkor a kvociens megoldasa a feladatbeli egyenlet-
rendszernek. Forditva, ha x megoldésa a feladatbeli egyenletrendszernek, akkor

0=0- tQO = (toVO + t1V1 + tQVQ) — tQ(ZL‘2V0 + vy + VQ) = (to — tQZEQ)VO + (tl — tgl‘)Vl,

ahonnan, mivel vy és v; nem parhuzamos, t) = 2%ty és t; = xts, tehat to, ¢, to mértani sorozat.

2. megoldas(vazlat): Vegyiik észre, hogy a P; pontokat az origé koriil tetszsleges szoggel
elforgatva a kérdéses teriiletek nem valtoznak, masrészt a két régi egyenlet lineédris kombinacio-
jaként elGallithato mindkét 4j egyenlet, és forditva. Ez azt jelenti, hogy elegendd az elforgatott
pontokra belatni a feladatbeli ekvivalenciat. Hasonl6an, minden pont x koordinatajat megszo-
rozhatjuk ugyanazzal a pozitiv valoés szammal.

Konnyen lathato, hogy ilyen transzformaciok egymasutanjaval minden esetben eljuthatunk
egy olyan pontharmashoz, amelynél P, = (1,0), P, = (0,1), valamint P, = (—a, —b) valamely
pozitiv a, b valos szamokra. Ekkor a teriiletek:

to=a/2, t1=0/2, ty=1/2;
a két egyenlet pedig a kovetkezo:
r—a=0, x—0b=0,
mely esetben a kérdéses ekvivalencia nyilvanvalo.

2. feladat. Csodaorszag n varosa kozott n légitarsasag ilizemeltet jaratokat. Minden egyes
légitarsasaghoz paratlan sok véaros tartozik, mondjuk vy, vs, ..., v;, amelyek kozott korjaratot
izemeltet mindkét iranyban: a v;v;44 illetve a v v; jaratokra lehet jegyet valtani 1 < 5 <4
esetén, ahol v; ;1 = vy. Igazoljuk, hogy talalhato paratlan sok varos, mondjuk wuy, us, . . ., ug gy,
hogy az wius, ugus, ..., up_1uk, upu, jaratokra lehet jegyet valtani csupa kiilonbozé légitarsa-
sagnal.



Megoldas: Minden lépésben vélasszunk egy 0j légitarsasagot (amit korabbi lépésekben
még nem valasztottunk) és ennek a tarsasdgnak egy jaratat (azaz két véarost, amik kozott
kozlekedik) arra tigyelve, hogy a kivéilasztott jaratokkal ne lehessen kérutazast csinalni. Ezt
addig csinaljuk, ameddig tudjuk. Legfeljebb n — 1 1épés lehetséges, hiszen n csicsi kérmentes
grafnak maximum n—1 éle lehet. Tehat mindenképp lesz olyan légitarsasag, amit egyik lépésben
sem valasztottunk.

Vegyiik azt az allapotot, amikor elakadunk. A kivéalasztott jaratok altal meghatarozott graf
kormentes, igy sziikségképpen péros graf, ami azt jelenti, hogy a varosok megszinezhetk piros
és kék szinnel dgy, hogy minden kivalasztott jarat egy piros és egy kék varos kozott megy.
Most vegyiink egy légitarsasagot, amit egyik 1épésben sem vélasztottunk. Az ehhez tartozé
paratlan kornek biztosan van olyan éle, ami két egyszind véarost kot Ossze. Mivel mér nem
tudtunk tobb lépést tenni, ez az él biztosan kort alkot néhény kivalasztott éllel. Ennek a kornek
minden jarata mas légitarsasdghoz tartozik, és biztosan péaratlan hosszi, mert két egyszind
varost kivalasztott éleknek csak péaros hosszi ttja kothet Ossze, végeztiink.

3. feladat. Adott az A;BsA;B;A3Bs hurhatszog, amelynek A;B;, AsBy és A3zBs atloi egy
ponton mennek at. Minden ¢ = 1,2,3 esetén az A;B; és az A;;1A; 2 atlok metszéspontja C;,
tovabba D; olyan, a B;-t6l kiilonb6z6 pont a hatszog koré irt koron, amelyre a B;C; D; kor érinti
az A;11Ai egyenest. (A pontokat modulo 3 szamozzuk, tehat Ay = A; és Ay = As.) Igazoljuk,
hogy az A1 Dy, Ay Dy és A3D3 szakaszok egy ponton mennek &t.

Megoldas: Mivel az A;,1A; 2 egyenes érinti a B;C;D; kort, a D; pont a koriilirt kérnek
ugyanazon az A; 1A, o tvén van, mint a B;, tehat az A;-vel szemkozt; az Ay, D3, Ag, Dy, Az, Do
ebben a sorrendben kovetik egymast a koron.

Lemma. Barmely P, P, P3Py Ps P hurhatszogben, a P, Py, P, P5 és P3P atlok akkor és csak
akkor mennek at egy ponton, ha PPy - P3P, - PsPs = PoP3 - Py Ps - PP,

Biz. Ha a harom atlo egy kozos () ponton megy at, akkor az egyenld kertileti szogek miatt
QPlpgA ~ QP5P4A, QP3P4A ~ QPlp(;A és QP5P6A ~ QPgPQA, ezért

PIPQ.P3P4.P5P6:QPI'QPS_QPE):1
P,Ps BsPr PP QP QP QP '




Megforditva, ha P Py- P3P, - PsPs = Py P3- P, Ps- PPy, akkor legyen QQ = Py PyN P, Ps, és legyen
P} a koriilirt kor és a P3(Q) egyenes metszéspontja. Az el6bbiek szerint Py P - P3Py - Ps P} =
PyPs - Py Ps - P[Py; a kett6t Osszevetve P3Py : PsPy = PsP} : P{P,, marpedig ez az arany
egyértelmien meghatéarozza a Ps pontot, ezért P; = Ps. (Nincs sziikség ra, de az altalanossag
csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy a Ps;PsP; koriv félkornél rovidebb, és akkor még jobban
latszik az egyértelmiiség.)

Alternativ bizonyitas kettGsviszonyokkal: a harom atlo atl6 akkor és csak akkor megy at egy
pOIltOIl7 ha (P1P3P2P4) = (P4P6P5P1), ami rendezve P1P2~P3P4'P5P6=P2P3~P4P5'P6P1.

A feltétel és a lemma szerint A1 Bs- Ay By - A3By = B1Ay- BoAg- B3 Ay, és azt kell igazolnunk,
hogy A1Ds3 - AsDq - A3Dy = D1 Ay - Dy Asz - D3 A

Legyen a koriilirt kor és a DC félegyenes metszéspontja F. A keriileti szogek tételébsl
A201B1<I = 01D1B1<I = E1D1B1<I = E1A131<I, fgy A1E1 || A2A3; az A1E1A2A3 IlégySZég
szimmetrikus trapéz, amelyben Ao FE; = A1 A3 és AsE; = A1 As.

A C1A3A A ~ C1B1 A/ és CrA1 A\ ~ C1A3B1 /A hasonlosagokbol
A2B1 A3A1 , B1A3 AIAQ , A2B1 A?)Al OIAQ
OB, GA, & o Ay MY B4, T AL Oy
Hasonloan, a CiA3EZA ~ C1 DA/ és CrE1 AN ~ C1A3D1 /A hasonlosagokbol
AQDI ASEl AlAQ L, D1A3 ElAQ ASAl . AQDI AIAZ ClAZ
CD, ~ Cidy  Cids © Ob, COA,  Cdy MY DA, T Aud, Cidy

Ezekbdl azt kapjuk, hogy

Ang . A2B1 AlA% (1)
D1A3 N BlAg AgA% .
Az (1) képletet hasonlosagok helyett, ismét csak kettsviszonyokkal is bizonyithatjuk: legyen I; az

Ao Aj irdnyu idealis pont. A koriilirt kort az A; pontbol az As A3 egyenesre, majd a Dy pontbél
visszavetitve,

(A A3B1Eq) = (A2A3C 1) = (A2A3D1 Ay);
kibontva
Ay By - E1A3 As Dy - AlAg

BlA3 -AQEl B D1A3 -A2A1
A2D1 A2B1 E1A3 'A1A2 A2B1 AlA%

D1As  BjAs AjEy-AjAs  BiAs AjA2Z
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Az indexelést ciklikusan elforgatva, az (1) megfelelsi

A3D2 B A3B2 AZA% 65 A1D3 B AlBg AgA%

DyA;  ByA; A A2 D3Ay  ByAy Ay A2

végiil

AyDy AsDy ADy  [A;By AJA3\ [A3By A A2\ [ AiBy AgAR\
D1A; DyA; D3A; <BlA3 ' A3A§> ' (BQA1 ' AlAg) ' (33A2 ' AgAg) B
. Ay By ' A3 By ' A B3 1

BIAS BQAl B3A2 ‘




