A 2020. évi Kiirschak Jo6zsef Matematikai Tanul6verseny
feladatainak el6zetes megoldasai

1. feladat. Legyenek n és k pozitiv egészek. Adott n zart korlap a sikon ugy, hogy koziiliik
barhogyan is valasztunk k + 1 korlapot, mindig van két olyan kivélasztott korlap, amelyeknek
nincs k6zos pontja. Bizonyitsuk be, hogy az n korlap besorolhaté legfeljebb 10k osztalyba gy,
hogy azonos osztalyba es6 két koérlapnak sosincs kozos pontja.

Megoldas: Legyen k > 1 rogzitett. 10k helyett 9k-t bizonyitunk, teljes indukciéval n szerint.
Az allitds n = 1-re trivialis, hiszen 9k > 9 > 1. Tegyiik fel, hogy n > 1 és kisebb értékekre mar
belattuk az allitast. Legyen D az n darab zart korlap halmaza, amelyek kozott nincs k-nal tobb
paronként metsz6. (Vagyis barmely k + 1 kozott van két diszjunkt.) Tegytik fel, hogy D € D
a korlapjaink koziil egy minimalis sugara. Feltehetjiikk, hogy D sugara 1 és kozéppontja O.
Legyenek Dq,..., D, € D a D-t metszd korlapok. Minden i-re (1 < i < /), D; sugara legalabb
1. Legyen z; € D N D;. Kicsinyitsiik le D;-t x;-b6l 1 sugarira, D. a kapott korlap.

Legyen C az O kozéppontu 3 sugart korlap. Mivel D) metszi D-t, D, C C'. Ugyanakkor, mivel
D; C D;, a D,Dj,...,D; egységsugart korlapok kozott nincs k-nal tobb paronként metszé.
Specidlisan, egy pontot sem tartalmaz koziiliik tobb, mint k. Ezért S0 t(D}) + (D) < kt(C),
tehat (¢ + 1)m < 9km, vagyis £ < 9k — 1. (¢(X) az X tertiletét jelenti.)

Az indukcios feltevés alapjan osszuk be a D\ D halmazba tartozé korlapokat a feltételeknek
megfelelGen legfeljebb 9k osztalyba. Mivel a D korlapot legfeljebb 9k — 1 korlap metszi, a 9k
osztaly koziil valamelyikben nincs a D-t metszd korok koziil egy sem. Tegyiik D-t ebbe az

osztalyba és ez egy megfelel§ beosztasat adja D korlapjainak. Ezzel belattuk az allitast.
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2. feladat. Hatarozzuk meg azokat a raciondlis szamok halmazan értelmezett, nemnegativ
valos értéki f fiiggvényeket, melyekre teljesiil, hogy tetszéleges x, y racionélis szdmokra

o flz+y) < fl@)+ fly),
o f(wy) = f(x)f(y),
e f(2)=1/2.

Megoldas: El6szor vegyiik észre, hogy

igy f(1) € {0,1}. Ugyanakkor
1/2=f(2) = f(1+1) < f(1) + f(1) =2f(1),

igy f(1) > 1/4, ennélfogva f(1) = 1.
Vegyiik azt is észre, hogy

0= (1)) = f(1) =1,

és mivel f(—1) > 0, ezért f(—1) = 1. Ebbdl az is kovetkezik, hogy minden a € Q-ra f(—a) =
f(=Df(a) = f(a).



Tovabba az 1-hez hasonloan a 0-ra is

£(0) = £(0%) = f(0)%,
igy f(0) € {0,1}. Ugyanakkor

FO) < f(4) + f(=4) =2f(2-2) = 2f(2)f(2) = 1/2,

tehat f(0) = 0.

Legyen most p > 3 tetsz6leges primszam, belatjuk, hogy f(p) < 1. Legyen ugyanis indirekte
f(p) = a > 1. Tegyiik fel, hogy p-nek a 2-es szamrendszerben m jegye van, ekkor minden k-ra
pF-nak a 2-es szamrendszerben legfeljebb mk jegye van. Ekkor p* felirhato legfeljebb mk darab
2-hatvany oOsszegeként, a 2-hatvanyokon f legfeljebb 1, igy azt kapjuk, hogy

ami ellentmondas, ha k elég nagy. [Ennek bizonyitasa: legyen A > 0 olyan, hogy 1+ h < a.
Ekkor k > 2-re of > (1+h)* > 14 (§)h? > 1+k2h?/4 (hiszen (§) = (k*—k)/2, és mivel k > 2,
a kivonandé k-t k?/2-vel feliilrél becsiilve (5) > (k* — k?/2)/2 = k?/4). Ha most k > 4m/h?,
akkor k*h?/4 > mk, tehat of > mk, ami valoban ellentmondas.] Tehat valoban, f(p) < 1.

Jegyezziik fel, hogy ekkor, mivel minden egész szam primek szorzata, azt is megkaptuk,
hogy f(n) <1, han € Z.

A kovetkez§ 1épésben ugyanerre a p > 3 primre azt is belatjuk, hogy f(p) < 1 is ellentmon-
dasra vezet. Tegytik fel ugyanis, hogy f(p) = 8 < 1. Valasszuk meg most k-t olyan nagynak,
hogy % < 1/2. |Ezt megtehetjiik: az el6z6 részben latottak alapjan 1/8 > 1-nek van olyan
hatvanya, ami 2-nél nagyobb, és ezen hatvany reciproka 5 egy 1/2-nél kisebb hatvanya.| Mivel
p* péaratlan szam, alkalmas n € Z-re p* + 2n = 1, azaz

FQ) < fO5) + f2n) ="+ f(2)f(n) <1/2+1/2=1,

ami ellentmondas.

Tehat az f fiiggvény minden paratlan primen az 1 értéket veszi fel.

A szamelmélet alaptételének egyszeri kovetkezménye, hogy minden nem-0 racionalis szam
egyértelmien irhato fel 2~ - ™ alakban, ahol m € Z, n € N egyméshoz relativ prim, paratlan
szamok, vagyis paratlan primek szorzatai, k pedig egész (negativ is lehet). Az eddigiek alapjan
vildgos, hogy f értéke ezen racionalis szamnal 2% kell legyen.

Be kell még latnunk, hogy ez az f megfelel. A szorzasi feltétel vilagos, az Osszeadasihoz
pedig vegyiik észre, hogy ha a; = 2% - s ax = k2 . 72 egymas ellentettje, akkor az allitas
trivialis, hiszen f(0) = 0. Ha pedig a; és as nem egymas ellentettje, akkor az Gsszegiikben a
2-es kitevGje legalabb min(ky, k), hiszen az Osszegiik

2k1—min(k’1,k2)m1n2 4 2k2—min(k1,k2)m2n1
)

k1 ko
2"'mang + 2"many _ omin(kyks) |

ning ning

a nevezG paratlan, a szamlalo pedig egy egész szam, mely esetleg még tartalmazhat 2-eseket
pozitiv kitevével, de negativval biztosan nem. Ekkor

flar + az) < min(f(a1), faz)) < flar) + f(az),

igy a bizonyitas kész.



3. feladat. Egy varosban N haz van. Télapé minden karacsonykor végigjarja a hazakat vala-
milyen sorrendben. Mutassuk meg, hogy ha N elég nagy, akkor teljesiil, hogy harom egymast
kovets évben mindig talalhaté 13 olyan héz, amit (a harom koziil) két évben is ugyanabban a
sorrendben latogatott meg. Hatarozzuk meg a legkisebb N szamot, melyre ez fennall.

Megoldas:

A héazak halmazat S-sel fogjuk jelolni. Azt, hogy az s hazat Télapo (a harom koziil) az
i-edik évben (ahol i € {1,2,3}) nem kés6bb latogatja meg, mint az s’ hazat gy jeldljik, hogy
s =; §'. Ez tehat azt jelenti, hogy vagy s = &', vagy s-et (szigoruian) elébb latogatta meg, mint
s'-t.

A hézak ezen bejarasi sorrendjeire gy is hivatkozunk majd, mint a hazak egy-egy sorba-
rendezése.

Legyen n = 13. Elészér megmutatjuk, hogy N = (n — 1) még nem elég. (Ebbdl persze
kovetkezik, hogy ennél kisebb N értékek sem megfelelk.) Megadjuk az S = {(i,7,k) : 1 <
i,j,k < n — 1} halmaz elemeinek haromféle sorbarendezését tugy, hogy ne létezzen n elem,
amelynek kétféle rendezés szerint is ugyanaz a sorrendje. A =; rendezés legyen az gy nevezett
lexikografikus rendezés:

(i,7,k) 21 (I, j K <= (i<i)vagy (i=1désj<j)vagy (i=1,j=j ésk <K).

A masik két rendezés definici6ja hasonld, azzal a kiilonbséggel, hogy bizonyos koordinatak
esetén ,forditott” sorrendet vesziink. Legyen

(i,5,k) 22 (I", ', k') <= (i>i) vagy (i=14"6sj <j) vagy (i=7"j=j és k=Fk),

(i,7,k) 23 (', j' k) <= (i>i)vagy (i=1d"¢ésj>j)vagy (i=1,j=7 ésk <K).

Megvizsgaljuk, hogy ¢ darab (kiilonb6z6) harmas milyen feltételek mellett alkothat névekvs
sorrendet kétféle rendezés szerint is.

Elgszor tegyiik fel, hogy (i1, j1, k1) =1« =1 (ig, jo, ke) és (i1, j1, k1) <o -+ <o (i, jo, ko). A
rendezések definiciojabol rogton kovetkezik, hogy i; = - -+ = iy =: ig. A harmasok tehat (ig, *, *)
alakuak. Tovabba, egy rogzitett jo mellett csak egyetlen (ig, jo, *) alakd elem lehet a harmasok
kozott, hiszen (ig, jo, k) =1 (40, jo, k') és (io, jo, k) =2 (0, Jo, k') esetén k < k’-nek és k > k'-nek
is teljesiilnie kell. Tehat ebben az esetben £ < n — 1.

Most tegyiik fel, hogy (i1, j1, k1) =1 -+ =1 (i¢, Je, ko) és (i1, 71, k1) =<3 -+ =<3 (i, jo, ko). Az
el6z6 esethez hasonléan kovetkezik, hogy iy = -+ = iy =: g és j1 = -+ = Jy =: Jo, tehat a
harmasok (ig, jo, *) alaktiak, szamuk szintén legfeljebb n — 1 lehet.

Végiil tegyiik fel, hogy (i1, j1, k1) =2 -+ =22 (ie, Je, ke) s (i1, 71, k1) =3 - =23 (ie, Je, ko).
Ekkor a definici6 alapjan az deriil ki, hogy barmely i, esetén csak egyetlen (ig,*,x*) alaka
hérmas lehet, ekkor is £ < n — 1.

Ez azt jelenti, hogy ebben a példédban nincs n haz, amiket két évben is ugyanolyan sorrend-
ben jart be Télapo.

Tehat (n — 1)% még nem feltétleniil elég. Belatjuk, hogy N = (n —1)% + 1 mar igen. Minden
hézhoz rendeljiink hozza egy rendezett harmast a kovetkezé moédon. Egy hazhoz akkor rendeljiik
az (a,b,c) harmast, ha

e a a leghosszabb olyan héazsorozat hossza, mely az els§ két rendezés szerint is novekvs
sorrendben van, és a szoban forgd hazzal kezdddik,

e ¢s ehhez hasonloan, b a leghosszabb olyan héazsorozat hossza, mely az elsé és a harmadik
rendezés szerint is névekvd sorrendben van, és a szoban forgd hézzal kezdédik,



e végil ¢ a leghosszabb olyan hazsorozat hossza, mely a masodik és harmadik rendezés
szerint is novekvd sorrendben van, és a szoéban forgd hazzal kezddédik.

Vilagos, hogy ha egy hazhoz az (a,b, c) harmast rendeljiik, akkor a, b, ¢ pozitiv egész szamok,
tovabba, ha van koztiik olyan, ami legalabb n, akkor készen vagyunk. Tegyiik fel tehat indi-
rekten, hogy nincs koztiik olyan, ami legalabb n. A lehetséges harmasok szama (n — 1)3, igy
mivel (n—1)3+1 héz van, a skatulya-elv szerint biztosan lesz két héz, s és s’, amihez ugyanazt,
mondjuk az (a, b, ¢) harmast rendeltiik. A két haz koziil valamelyiket a harom év koziil legalabb
kettében el6bb latogatta meg Télapo, mint a mésikat. Az évek (és a hazak) kozotti logikai szim-
metria alapjan feltehets, hogy példaul s-et az els§ és a masodik évben el6bb latogatta meg,
mint §'-t. Tudjuk, hogy van egy a hosszu hazsorozat, ami s'-vel kezd6dik, és az els két rendezés
szerint novekves sorozatot alkot. Ennek elejére téve s-et egy s-sel kezd6dd, a + 1 hosszi, az els
két rendezés szerint is novekvs hazsorozatot kapunk, ami ellentmond annak, hogy s-hez is az
(a,b,c) harmast rendeltiik. Ez az ellentmondas igazolja, hogy valoban lesz megfelels n hosszu
hézsorozat, vagyis n olyan haz, amit két évben is ugyanabban a sorrendben latogatott meg.

Ezzel megmutattuk, hogy létezik megfelels N érték, éspedig N = (n—1)3+1. A feladatban
n = 13, vagyis a legkisebb megfelel6 N értéke N = 1729.

Megjegyzés. A megoldés soran nem jatszott szerepet, hogy n = 13. A feladatot azért ezzel a
specialis értékkel tiiztiik ki, mert igy a valasz éppen 1729, ami az gy nevezett “taxicab number”
(vagy Hardy-Ramanujan szam): a legkisebb olyan szam, ami kétféleképpen is el6all két (pozitiv)
kobszam Osszegeként: 1729 = 103 + 9% = 123 + 13. Ezen tulajdonsaga a megoldés sordn persze
nem jatszott szerepet, de éppen idén volt Srinivasa Ramanujan halalanak 100-adik évforduldja,
igy az 6 tiszteletére valasztottuk ezt a specidlis értéket.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Taxicab_number

