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Bevezetés

Nemlinearis komplementaritasi feladat

Definicié (NCP)

Legyen F : R" — R" folytonosan differencialhaté fiiggvény. A
nemlinedris komplementaritasi feladat (NCP) célja meghatarozni az
x € R" vektort, melyre érvényes

x>0, F(x) >0, x"F(x) =0. (1)
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Bevezetés

Nemlinearis komplementaritasi feladat

Definicié (NCP)

Legyen F : R" — R" folytonosan differencialhaté fiiggvény. A
nemlinedris komplementaritasi feladat (NCP) célja meghatarozni az
x € R" vektort, melyre érvényes

x>0, F(x) >0, x"F(x) =0. (1)

Kutatas célja
Az NCP numerikus megoldasara szolgal6 nem monoton, simité

pontatlan Newton médszer feljavitasa.
N. Kreji¢, S. Rapaji¢, Globally convergent Jacobian smoothing inexact Newton

methods for NCP, Comp. Opt. Appl., 2008
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Bevezetés

Motivacid

A CP siir(in jelentkezik redlis probléméakban.
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Bevezetés

Motivacid

A CP siir(in jelentkezik redlis probléméakban.

» kozgazdasagtan: az altalanos egyenstlyallapot modellje
(Arrow-Debreu, Walras),

> kozlekedéstervezési problémak:
M. C. Ferris, J. S. Pang, Engineering and economic applications of
complementarity problems, SIAM Rev., 1997.
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Bevezetés

Az NCP megoldasa simité6 médszerrel

» az NCP nemlinearis egyenletrendszerre vald ekvivalens
atalakitasa

ahol ¢ : R" — R"™:
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Bevezetés

Az NCP megoldasa simité6 médszerrel

» az NCP nemlinearis egyenletrendszerre vald ekvivalens

atalakitasa

®(x) =0, (2)
ahol ¢ : R" — R"™:
sokszor olyan ekvivalens atalakitast hasznalunk, amelyben a ®
fuggvény nem sima (nagyobb numerikus stabilitas,
g-szuperlinedris konvergencia degeneralt NCP-re).
Az NCP x* € R" megoldasa degeneralt, ha létezik legaladbb
egy olyan 7 index, melyre érvényes

Xi = F;(X) = 07
kiilldnben a megoldas nemdegenerilt.
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Bevezetés

Az NCP megoldasa simité6 médszerrel

Fischer-Burmeister (FB) figgvény

o(a,b) = Va?+b>—a—b.
A. Fischer, A special Newton-type optimization method, Optimization, 1992.

Ekvivalens atalakitas

¢(x1, F1(x))
d(x) = 2 ,

(s Fo())
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Bevezetés

Az NCP megoldasa simité6 médszerrel

» az FB fuggvény altal definidlt ®(x) fuggvény félsima;
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Bevezetés

Az NCP megoldasa simité6 médszerrel

» az FB fuggvény altal definidlt ®(x) fuggvény félsima;
> a félsima fliggvénnyel rendelkez6 egyenletrendszereket a simité
mddszerekkel lehet megoldani;

> a ®(x) félsima fuggvényt a

ou(x1; F1(x))
®u(x) == : ;
©u(Xn, Fn(x))

sima fliggvénnyel approximaljak, ahol
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Bevezetés

Az NCP megoldasa simité6 médszerrel

ou(a,b) =y/a® + b2 +2u—a—b,

u > 0 a Kanzow-féle sima fliggvény.
C. Kanzow, Some noninterior continuation methods for linear complementarity
problems, SIAM J. Matrix Anal. A., 1996
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Bevezetés

Az NCP megoldasa simité6 médszerrel

ou(a,b) =y/a® + b2 +2u—a—b,

1 > 0 a Kanzow-féle sima fliggvény.

C. Kanzow, Some noninterior continuation methods for linear complementarity
problems, SIAM J. Matrix Anal. A., 1996

A mobdszer mindegyik [épésében egy sima, nemlineéris
egyenletrendszert kell megoldani:

®,(x) =0, (3)

ahol p — 0;
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Bevezetés

Az NCP megoldasa simité6 médszerrel

A médszer konvergenciasebessége lassii lehet, ha a ,,(x)
approximalé fiiggvény nem elégiti ki a

lim dist(®’ Oc®P =0.

im dist(®),(x). Oc®(x))
feltételt minden x € R", ahol d¢®(x) az altalanositott Jacobi
matrix Clarke-féle approximacidja.

F.H. Clarke, Optimization and Nonsmooth Analysis, John Wiley and Sons, New
York, 1983.
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Bevezetés

Az NCP megoldasa simit6, Newton médszerrel

> a simitd, Newton mddszerek minden iteracidban egy linearis
egyenletrendszert (vegyes Newton egyenlet) oldanak meg:

o (xF)d* = —o(x¥). (4)

» a nagydimenzids problémaknal a (4) linedris egyenletrendszer
megoldasa idGigényes lehet;
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Bevezetés

Az NCP megoldasa simit6, Newton médszerrel

> a simitd, Newton mddszerek minden iteracidban egy linearis
egyenletrendszert (vegyes Newton egyenlet) oldanak meg:

o (xF)d* = —o(x¥). (4)

» a nagydimenzids problémaknal a (4) linedris egyenletrendszer
megoldasa idGigényes lehet;

> a simit6, pontatlan Newton médszernél a (4) linearis
egyenletrendszert pontatlanul oldjak meg:

cb;k(xk)dk = —d(x¥) 4 rk, ahol ||r¥]| < t]|O(xF)|.  (5)
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Bevezetés

A simit6, pontatlan Newton médszer globalizaciéja

> globalizacié céljabdl vonalmenti keresést alkalmazunk;

> a vonalmenti keresésnél merit fliggvényt hasznalunk
1 :
V(x) = 3llo(x)|%
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Bevezetés

A simit6, pontatlan Newton médszer globalizaciéja

> globalizacié céljabdl vonalmenti keresést alkalmazunk;

> a vonalmenti keresésnél merit fliggvényt hasznalunk
1 :
V(x) = 3llo(x)|%

» mivel a d¥ keresési irdny nem csokkend, nem monoton
vonalmenti keresést kell hasznalni;
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Simité, pontatlan Newton médszer

Simit6, pontatlan Newton médszer

A kutatas célja egy globalisan konvergens algoritmus feljavitasa.
N. Kreji¢, S. Rapaji¢, Globally convergent Jacobian smoothing inexact Newton
methods for NCP, Comp. Opt. Appl., 2008
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Simité, pontatlan Newton médszer

Simit6, pontatlan Newton médszer

A kutatas célja egy globalisan konvergens algoritmus feljavitasa.
N. Kreji¢, S. Rapaji¢, Globally convergent Jacobian smoothing inexact Newton
methods for NCP, Comp. Opt. Appl., 2008

SPN Algoritmus

SO Legyen o,0,& € (0,1), 0 < Tmin < Tmax < 1,7 >0, t €[0,3=2), M €N,
e>0and x° e R".
Legyen {n«} > 0 egy olyan sorozat, melyre érvényes Z:io Nk < 00 és
{tx} olyan sorozat, melyre érvényes 0 < t; < t.
Legyen fo = [|®(x°)|[, o = (2) és k = 0.
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SPN Algoritmus

S1 Ha ||[®(x¥)|| <&, STOP,
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SPN Algoritmus

S1 Ha ||[®(x¥)|| <&, STOP,

S2 Hatéarozzuk meg a d* keresési iranyt, melyre érvényes

], (x)d* = =0(x*) + r*, ahol [|r¥|| < t||®(x")]l.
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SPN Algoritmus

S1 Ha ||[®(x¥)|| <&, STOP,

S2 Hatéarozzuk meg a d* keresési iranyt, melyre érvényes
o1, (x)d* = —(x*) + r¥, ahol [|r¥|| < til|D(xN)]l.

S3 Lépéshossz meghatarozasa a backtracking algoritmussal:
legyen & = 1.
Ha a vonalmenti keresés megallasi feltétele teljesil, ay = & és

Xk = xk 4 a,dk.

Ha a vonalmenti keresés megallasi feltétele nem teljesiil,
legyen atnew € [GTminy GTmax]), €S & = Qpew. Ellenérizd le, az
igy kapott & teljesiti-e a vonalmenti keresés megéllasi
feltételét.
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Simité, pontatlan Newton médszer

SPN Algoritmus

S4 Ha
|| < max{€By, $||¢(Xk“) — @, (Y1}, (6)

legyen Bri1 = ||®(x*H1)|| és puxy1 > 0, melyre teljesiil

(B bk 12
wwin <min{ (55 ) 6 oagermy 70 0

Ha (6) nem teljesil, akkor

Br+1 = Bi i fkg1 = k- (7)
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Simité, pontatlan Newton médszer

SPN Algoritmus

S4 Ha

[O( )| < max{€pk, éll‘b(xk“) =, (YL, (6)

legyen Bri1 = ||®(x*H1)|| és puxy1 > 0, melyre teljesiil

(B bk 12
wwin <min{ (55 ) 6 oagermy 70 0

Ha (6) nem teljesil, akkor

Br+1 = Bi i fkg1 = k- (7)

S5 Legyen k := k + 1, menj vissza az S1 |épésre.
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Simité, pontatlan Newton médszer

Vonalmenti keresés

Mivel a d* keresési irdny nem csokkend, nem monoton vonalmenti
keresést kell hasznalni:

JSIN
Wy (X akd”) < (14 ako (6 — 1))2W,,, (<) + s,
ahol o € (0,1), 8 € [0,1);

N. Kreji¢, S. Rapaji¢, Globally convergent Jacobian smoothing inexact Newton
methods for NCP, Comp. Opt. Appl., 2008
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Simité, pontatlan Newton médszer

Vonalmenti keresés

Grippo-Lampariello-Lucidi (GLL)
Nem monoton vonalmenti keresési stratégia a min{f(x) : x € R"}
feladatra.

< ; T dj.
f(Xk + Oékdk) < OSr'T%a}G’(_l f(Xk_J) + ’yaka(Xk) dy

L. Grippo, F. Lampariello, S. Lucidi, A nonmonotone line search technique for
Newton’s method, SIAM J. Numer. Anal., 1986
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Simité, pontatlan Newton médszer

Vonalmenti keresés

Li-Fukushima (LF)

\U#k(xk + akdk) < (1 + nk)\lluk(xk) - 'VOCink|’27
ahol v € (0,1) és {nx} > 0 olyan sorozat, melyre érvényes

D koo Mk < 09;
D.H. Li, M.N. Fukushima, A derivative-free line search and global convergence
of Broyden-like method for nonlinear equations, Optim. Methods. Softw., 2000
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Simité, pontatlan Newton médszer

Vonalmenti keresés

Grippo-Lampariello-Lucidi és Li-Fukushima (GLL-LF)

k ~ gk k—j
v, (x"+ad") < Ogjgmri?\?i(,M—l}wuk_j(X 9)
+ ok — 06V, (<), (8)

ahol o € (0,1) és M € N.
S. Rapaji¢, Z. Papp, A nonmonotone Jacobian smoothing inexact Newton
method for NCP, Comput. Optim. Appl., 2017
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Globalis és lokalis konvergencia

A JSIN Algoritmus tulajdonsagai

Tétel
Az SPN Algoritmus jél definidlt.
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Globalis és lokalis konvergencia

A JSIN Algoritmus tulajdonsagai

Tétel
Az SPN Algoritmus jél definidlt.

Tétel
Tegyiik fel, hogy az {x} sorozat az SPN Algoritmus altal lett
generalva. Akkor a {x*} sorozat mindegyik tagja a

L= {x € R"W(x) < (1+)2W(x°) + 2(1 + a)y/n¥(x0) + n}

nivéhalmaz eleme.
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Globalis és lokalis konvergencia

Az SPN Algoritmus tulajdonsagai

Definicié

Az F : R" — R" fiiggvény egyenletesen P-fliggvény, ha létezik egy
olyan ¢ > 0 konstans dgy, hogy minden x,y € R" [étezik legalabb
egy i index, melyre érvényes

(xi = yi)(Fi(x) = Fi(y)) = clly — x]*.
Tétel

Tegyiik fel, hogy az NCP F fiiggvénye egyenletesen P-fliggvény. A
W merit fliggvény

L(a) ={x e R"|V¥(x) < a}

nivéhalmaza korlatos.
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Globalis és lokalis konvergencia

Az SPN Algoritmus globalis konvergencidja

Tétel

Legyen az NCP F fiiggvénye egyenletesen P-fiiggvény és tételezziik
fel, hogy az {x*} sorozat az SPN Algoritmus 3ltal lett gener3lva.
Akkor a {x*} sorozat mindegyik torlédasi pontja egyben a W merit
fliggvény stacionarius pontja.
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Globalis és lokalis konvergencia

Az SPN Algoritmus konvergenciasebessége

Tétel

Legyen az NCP F fiiggvénye egyenletesen P-fiiggvény és az

x* € R" az SPN Algoritmus altal generalt {x*} sorozat torlédasi
pontja. Az SPN Algoritmusban definialjuk az {ny} sorozatot a
kévetkez6 médon

M= (2= 0 +2VI— o)+ (L — 0+ VI = 0)y/Znjue |0, (<H)]|.

Legyenek a Jacobi matrix Clarke-féle approimaciéinak elemei
OcP(x*) reguldris matrixok és legyen limy_, o tx = 0. Ekkor az
x* € R" pont az NCP megoldasa és az {x*} sorozat
g-szuperlinedrisan konvergal a x* pont felé.
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Numerikus kisérletek

Numerikus kisérletek

» a numerikus kisérletek folyaman az NCP megoldasara szolgald
SPN Algoritmust teszteltik a GLL-LF (JSIN-GLL-LF) és a
(JSIN) nem monoton vonalmenti keresési eljarasokkal;

> az algoritmusokat Matlabban hasonlitottuk ossze;

> a kisérletek folyaman az algoritmusok robusztusossagat és
teljesitményét tanulmanyoztuk;
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Numerikus kisérletek

Numerikus kisérletek

Teszt feladatok

> az algoritmusok robusztusossagat és teljesitményét 29 teszt
feladaton tanulmanyoztuk;

» mindegyik teszt feladat n = 10, n = 100 és n = 1000
dimenziéj;
> a tesztelésre szolgalé komplementaritasi feladatok F
fuggvényét mesterségesen szerkesztettilk meg f : R" — R”"
differenciabilis, fliggvények segitségével:
> J.C.P. Bus, Numerical Solution of Systems of Nonlinear Equations,
Mathematical Centre Tracts, vol. 122, Mathematical Centre,
Amsterdam, 1980
> L. Luksan, Inexact trust region method for large sparse systems of
nonlinear equations, J. Optim. Theory Appl.81, 1994
» E. Spedicato, Z. Huang, Numerical experience with Newton-like
methods for nonlinear algebraic systems, Computing 58, 1997
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Numerikus kisérletek

Numerikus kisérletek

» az algoritmusokat kiilon teszteltitk a degeneralt és a
nemdegenerdlt megoldassal rendelkezé komplementaritasi
feladatokon:

» az algoritmusokat az iteracidk szdma, és a
fuggvénykiértékelések szama alapjan hasonlitottuk Ossze;

> az algoritmusok robusztusossaganak és teljesitményének
mértékét a teljesitmény profil (performance profile)
segitségével mértiik;
E.D. Dolan, J.J. Moré, Benchmarking optimization software with

preformance profiles, Math. Program. Ser. A, 2002
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Numerikus kisérletek

Numerikus kisérletek

Teljesitmény profil
Legyen t € {iteracidk szdma, fuggvénykiértékelések szdma}.

» algoritmus teljesitmény hanyadosa (performance ratio):

talgoritmus ]
min{t : t € algoritmusok}’

» algoritmus teljesitmény profilja: annak valdsziniisége, hogy az
algoritmus teljesitmény hanyadosa valamilyen 7 tényez6tol
kisebb legyen

_ teszt feladatok szdma, melyre r < 7

p(t) =

Osszes teszt feladat szama
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Numerikus kisérletek

Numerikus kisérletek

Iteration number
T
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abra: Algoritmusok teljesitményprofilja nemdegeneralt teszt feladatokra
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Numerikus kisérletek

Numerikus kisérletek

Iteration number
T
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abra: Algoritmusok teljesitményprofilja degeneralt teszt feladatokra
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Koszonom a figyelmet!!!
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