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Páros összehasonlítási módszerek

Els½odleges cél: objektumok sorba rendezése

Szubjektív, nehezen mérhet½o szempontok

Nehézségek a skálázás területén

Páronkénti összehasonlítás lehetséges

Megválaszolandó kérdések:

Mi az objektumok sorrendje ?
Mi az egyes objektumok mér½oszáma?
Szigni�kánsak-e a különbségek?
Kon�denciaintervallumok?
Hogyan csoportosíthatók az objektumok?
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Alkalmazási területek

Menedzsment (döntéselmélet)

FMEA (hibák klasszi�kálása)

Sport (örökranglisták)

Pszichológia (bizalmat befolyásoló tényez½ok)

Politika (elutasítottság)

Pénzügyek (megítélési szempontok)

Oktatás (egyetemi rangsorok)

....
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Leggyakrabban használt módszerek I.

Thurstone (1927): normális eloszlás
L. L. Thurstone: A law of comparative judgement. Psychological
Review 34 (1927) 278-286.

két döntési opció

látens normális eloszlású v.v.-k

több verzió (pl. Thurstone V.)

ML becslés:
T. Pfei¤er, X. A. Gao, A. Mao, Y. Chen, and D. G. Rand: Adaptive
Polling for Information Aggregation. Proceedings of the 26th AAAI
Conference on Arti�cial Intelligence (AAAI �12),
2012.http://www.eecs.harvard.edu/econcs/

Bradly-Terry modell: a különbségek logisztikus eloszlású v.v.

Stern: gamma eloszlású v.v-k különbsége
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Leggyakrabban használt módszerek II.

AHP
L. Saaty: The analytic hierarchy process: planning, priority setting,
resource allocation. McGraw-Hill International Book Co., New York,
1980.

több opció lehetséges

súlyvektort ad, ami lehet½oséget biztosít a többszempontú döntésekre

nincsenek tesztek az objektumok azonosságának tesztelésére

nagy hangsúlyt helyez az összehasonlítások konzisztens voltára
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Megoldási módszerek

EM

LLSM (távolság-minimalizás)

Bozóki, S., Fülöp, J., & Rónyai, L. (2010). On optimal completion of
incomplete pairwise comparison matrices. Mathematical and Computer
Modelling, 52(1), 318-333.
nem csak teljes összehasonlítás esetén alkalmazható
bizonyított a megoldás egyértelm½usége
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Általánosított Thurstone módszer

alap: Thurstone ! továbbfejlesztve több döntési opcióra és más
eloszlásokra

paraméter becslési módszer: maximum likelihood becslés

valószín½uségek becslése

el½ony: hipotézisvizsgálat kidolgozott, nem teljes összehasonlítás
esetén is m½uködik

súlyok készítése érdekében szigorúan monoton transzformáció
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Thurstone klasszikus módszere
Alapfeltevések

a sorba rendezend½o objektumok: 1, 2, ..., n

látens valószín½uségi változók: ξ i , i = 1, 2, ..., n

döntés: ξ i � ξ j -r½ol, i < j , i = 1, 2, ..., n� 1, j = 2, 3, ..., n

két opció: i jobb, mint j : 0 < ξ i � ξ j , i rosszabb, mint j : ξ i � ξ j < 0

Feltételezések:
Thurstone: ξ i � N(mi , σ2i ), i = 1, 2, ..., n.
Thurstone V: ξ i � N(mi , σ2), f üggetlenek
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Általánosított Thurstone módszer
Több döntési opció

több döntési opció: egyforma, sokkal jobb,....
C1, ...,Cs $ I1, ..., Is , 2 � s
I1 [ ...[ Is = R, Ik \ Il = �, k 6= l a0 = �∞, as = ∞

C1 C2 ... Cs�1 Cs
j j j j

 �����������������������������������������������!
I1 a1 I2 a2 ... as�2 Is�1 as�1 Is

döntés: Cl () ηi ,j = ξ i � ξ j 2 Il , 1 � l � s
feltételezés: ηi ,j s N(mi �mj , 1)
általánosabb eset:
ηi ,j = mi �mj +Θ, Θ s½ur½uségfüggvénye szigorúan log-konkáv
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A likelihood függvény I)

Minta: r véleményez½ot½ol származó vélemények

Xi ,j ,k ,u=

8<:
1, ha az i . és a j . objektum összehasonlítása során

az u. véleményez½o döntése Ck
0, különben

.

Ai ,j ,k = ∑r
u=1 Xi ,j ,k ,u , azaz a Ckdöntések száma az i . és a j . objektum

összehasonlítása során
A =(Ai ,j ,k ), 3 dimenziós mátrix (általánosított páros összehasonlítási
mátrix)
Ai ,j ,k a Ck döntések száma az i . és a j . objektum összehasonlítása során
Likelihood függvény

L(Ajm1,m2, ...,mn, I1, ..., Is ) =
s

∏
k=1

n�1
∏
i=1

n
∏

j=i+1

�
P(ηi ,j 2 Ik )

�Ai ,j ,k
maximalizálás: m = (m1, ...,mn) és I1, I2, .., Is � ben.
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A likelihood függvény II)

P(ηi ,j 2 Ik ) = F (ak � (mi �mj ))� F (ak�1 � (mi �mj )),

L(Ajm1, ...,mn, a1, ..., as�1) =

s

∏
k=1

n�1
∏
i=1

n

∏
j=i+1

(F (ak � (mi �mj ))� F (ak�1 � (mi �mj )))Ai ,j ,k .

ML becslés

(cm1, ...,cmn, ba1, ..., das�1) =
argmax

(m1,...,mn ,a1,...,as�1),�∞<a1<a2<...<as�1<∞
L(Ajm1, ...,mn, a1, ..., as�1) (1)
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Egyforma hosszúságú közbüls½o intervallumok

ak � ak�1 = 2d , k = 2, 3, ..., s � 1, 0 < d , a1 = �as�1.
Likelihood függvény:

L(Ajm1 ,m2, ...,mn, d) =

n�1
∏
i=1

n

∏
j=i+1

F (�(s � 2)d � (mi �mj ))Ai ,j ,1 �

�
n�1
∏
i=1

n

∏
j=i+1

s�1
∏
k=2

�
F ((�s + 2k)d � (mi �mj ))�

F ((�s + 2 (k � 1))d � (mi �mj ))

�Ai ,j ,k
�

�
n�1
∏
i=1

n

∏
j=i+1

(1� F ((s � 2) d � (mi �mj )))Ai ,j ,s
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Változók transzformációja

új változó: mi ,j = mi �mj

L(Ajm1,2, ...,mn�1,n, d)
mi ,j +mj ,k = mi ,k , i < j < k

maximum létezése: a likelihood függvény korlátos zárt halmazon kívül kicsi
maximumhely egyértelm½usége: a log-likelihood függvény szigorúan konkáv,
ezért ha van maximuma, akkor az egyértelm½u
létezés és egyértelm½uség mi ,j -ben és d-ben) m1 = 0 rögzítése után
mj = �m1,j .
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Létezés és egyértelm½uség (általános szigorúan log-konkáv
s½ur½uségfüggvény a különbségekre)

Tétel
Tegyük fel, hogy van legalább egy i1 < j1 indexpár, amelyre 0 < Ai1,j1,k
valamely k = 2, 3, ..., s � 1 .Továbbá van legalább egy i < j indexpár,
amelyre 0 < Ai ,j ,l és 0 < Ai ,j ,k valamely 1 � l < k � 1 � s � 1 esetén.
De�niáljuk úgy a GR gráfot, hogy a csúcsai az 1, 2, ..., n objektumok, és az
i < j pár akkor van összekötve, ha vagy

0 < Ai ,j ,k valamely 1 < k < s esetén,

vagy
0 < Ai ,j ,1 és 0 < Ai ,j ,s .

teljesül. Rögzítsük m1 értékét 0-nak. Ha a GR gráf összefügg½o, akkor a
likelihood függvénynek van maximuma és a maximumhely egyértelm½u.
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Hipotézisvizsgálat
Az összes várható érték egyezésére

H0 : mi = 0 minden i = 2, 3, ..., n esetén

H1 : mi 6= 0 valamely i = 2, 3, ..., n esetén
Legyen ϑ = (m1,m2, ...,mn, d),SPö = f0gn xR+ ,
SP1 = f0g xRn�1xR+.
Próbastatisztika:

Dt = �2 log(
sup

ϑ2SPö
L(Ajϑ)

sup
ϑ2SP1

L(Ajϑ) )

aszimptotikusan n� 1 szabadsági fokú χ2 eloszlású v.v.
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Hipotézisvizsgálat
Két várható érték egyezésére

mi = 0.
H0 : mj = 0

H1 : mj 6= 0.
SPi = Ri�1x f0g xRn�ixR+ ,
SPi ,j = Ri�1x f0g xRj�i�1x f0g xRn�j�1xR+

Próbastatisztika:

Di ,j = �2 log(
sup

ϑ2SPi ,j
L(Ajϑ)

sup
ϑ2SPi

L(Ajϑ) )

1 szabadsági fokú χ2 eloszlású v.v.
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Súlyok készítése

wi =
exp(cmi )
n
∑
j=1
exp(cmj )

szigorúan monoton transzformáció

összegük 1, pozitívak

kiküszöböli az m1 = 0 hatását

többszempontú döntést tesz lehet½ové

klaszterezési lehet½oséget biztosít
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Valószín½uségek becslése

bpi ,j = P(ξ i � ξ j < 0) � F (0� (bmi � bmj ))
bpi ,j ,k � F (ak � (bmi � bmj ))� F (ak�1 � (bmi � bmj ))
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A módszer el½onyei

Egyesíti az AHP el½onyeit a probabilisztikus gondolkodásmóddal.

Több döntési lehet½oség, döntési kategóriák változtathatók.

Matematikailag megalapozott: létezés és egyértelm½uség biztosított.

Nem teljes összehasonlítás esetén is alkalmazható.

Súlyok kialakítása.

Hipotézisvizsgálat biztosított.

Valószín½uségek becslésének lehet½osége.
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Alkalmazás: n½oi top teniszjátékosok összehasonlítása

világranglista vezet½ok

bmi wi kl2 kl3 kl4
1 Graf 0,533 0,073 1 1 1
2 WilliamsS 0,526 0,073 1 1 1
3 Navratilova 0,423 0,066 1 1 1
4 Hingis 0,367 0,062 1 1 1
5 Henin 0,321 0,059 1 1 1
6 Davenport 0,311 0,059 1 1 1
7 WilliamsV 0,303 0,058 1 1 1
8 Clijsters 0,279 0,057 1 1 1
9 Szeles 0,108 0,048 1 2 2
10 Evert 0,046 0,045 2 2 2
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Alkalmazás n½oi top tenisz játékosok összehasonlítása

bmi wi kl2 kl3 kl4
10 Evert 0,046 0,045 2 2 2
11 Mauresmo 0 0,043 2 2 2
12 Austin -0,014 0,043 2 2 2
13 Sharapova -0,022 0,042 2 2 2
14 Capriati -0,032 0,042 2 2 2
15 Azarenka -0,050 0,041 2 2 2
16 Cawley -0,147 0,037 2 2 2
17 Vicario -0,226 0,034 2 3 3
18 Jankovic -0,286 0,032 2 3 3
19 Ivanovic -0,296 0,032 2 3 3
20 Sa�na -0,478 0,026 2 3 4
21 Wozniacki -0,506 0,026 2 3 4
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Megkülönböztethet½oség
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Szigni�kanciaszintek
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Valószín½uségek becslése

bpi ,j = P(ξ i � ξ j < 0) � F (0� (bmi � bmj ))
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Köszönöm a �gyelmet!
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