Egy specialis linearis feltételrendszer megengedett
megoldasanak meghatarozasa a valtozok szamaval
aranyos aritmetikai muveletek segitsegevel

Mihalyffy Laszl6 KSH
XXXIl. MAGYAR OPERACIOKUTATASI KONFERENCIA
CEGLED, 2017. JUNIUS 14-16



A feladat

Adott: elsddleges bekeriilési valdoszinliségek

O<rm<1 1=12,..,N, m+x,+..47,=n, n<N

Ismeretlen: 7;; masodlagos bekeriilesi valoszintsegek,
1<1, J<N, 1# ]

Feltételek:

O<7Z'ij =7Z'ji <7Z'i7Z'j, 7Tij :O, i=1,2,...,N

N
Zﬂ'ij :(n—l)ﬂ'i, | =1,2,....N

J#i




Kozelitd megoldas Brewer 1963, Rao 1965, Durbin 1967

Segédvaltozok: I=1, 2, ..., N esetén
N
=(n-D/((A+7)(n-27)), itt T=Z7zi/(n—27zi)
=1
egytitthatok: x; =u;+u;, 1,J=1,2, ..., N, 1#],

X11—X22—---—XNN —O,
ij = X% j1 ,j=1,2, .., N...

>O v 272'” (n—l)ﬂ'i v

J#I
zmij <77y <> 0<X;; <1 < n=2 eseten mindig,

n> 2 esetén nem mindig



Példa nem megengedett megoldasra (Xij)

0 1,104 0,992 0,960 0,932 0,925 0,895
1,104 0 0,950 0,917 0,889 0,882 0,853
0,992 0950 0 0,806 0,778 0,771 0,741
X = (Xij) =10,960 0,917 0,806 0 0,745 0,739 0,709

0,932 0,889 0,778 0,745 0 0,710 0,681
0,925 0,882 0,771 0,739 0,710 0 0,674
0,895 0,853 0,709 0,709 0,681 0,674 O

Cel: hasznaljuk a BRD kozelitést, ha x; <1 Vi, |

esetén, egyebként modositsuk, korrigaljuk ...




Egyenletek, tablazatos elrendezes

N

X:: 707 = (N —=1)7; részletesen::
2. NjTi 7T i
ji

0 + X7y + X373 + oot X NN T XN

X377, + X377, + 0 + Xy N1 Tno1 T XN TN

> S S
I
=




Egyenletek, matrix-vektor jeloléssel:

A=(aij), NxM, M=N(N-1)/2

AX

B

- (itt N=6, M=15)

-
o XNZ2 N—1: XN—2 N ’XN—l,N)

X X X X X X X X X X X X X X X

12113|14(15/16]23|24[25|26|34|35[36[45]|46]5,6 minusz

mom M T o 0 0o o 0o 0o o o0 o0 O b,

m 0 0 0 0 m»sm m»m m»= m»~ O O O O O O b,

O » 0 0 0 » 0 O O =m m»m = O O O bs

o 0 , 0 0 0 - 0 O m»s O O m»m m O b,

o 0o 0o , 0 0 0 m» 0 0 m»m 0 m 0O m bs

O 0O 0 O m 0 0 O w»n 0 0 m 0 m be
b:(n—l,n—l,...,n—l)T, beRN
X:(X12,X13,...,X1N,X23,X24,...,X2N, M

XeR




Az Ax =D egyenlet partikularis megoldasa

Legyen D=(d;;) NxM, djj; =1ha g; #0, egyébkent
dij =0. Legyen C= AD'" .

DC? az ,A” egyik alt. inverze,

X® = (X02, X300 XiN s X2, N XRn )| =DC T

az Ax =D egyenlet partikularis megoldasa

Tij = Xﬁ mi7j a BRD kozelitéssel azonos,

u=Cb az U; segédvaltozok vektora



Alapdtlet /a/, x,>1:

X1p:=1, 11X, ,;maradék egyenlet” megoldasa

A=(a;), NxM, M=N(N-1)/2 - (itt N=6, M=15)

X X X X X X X X X X X X X X X
12/13]14]115/16]23|24|25(26]34[35/36[45[46|56 minusz
m m»m m m»s m» 0 0 0 0O O O O O 0 O b,

- 0 0 0 O mm m == m»~ O O O O O O b,

O m 0 0 O m» O O O m m 0 0 0 |[=]|bs

O 0, 0 0 0 » O O m» O O ms m» O b,

O 0 0 m 0 0 O m» O O m»m 0 m O =m bs

o 0o 0o 0, 0 0 0 m»m 0 0 m»m O0 m = bs

b=(n-1Ln-1...n-D", beRN

X = (X12: X130+ XIN 1 X231 X2400-0 X2N » M
xeR

.
o1 XN=2,N-1: XN—-2,N + XN-1,N )



Alapotlet /b/, x;3>1:  xy5:=1, fix, ,,maradék egyenlet” megoldésa

A=(a;), NxM, M=N(N-1)/2 -- (itt N=6, M=15)

X X X X X X X X X X X X X X X
12113|14]15(16|23[24]|25]26|34/35[36/45[4,6|5,6 minusz
mL W M B 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 bl
m 0 0 0 0 m» m m»~ m»= O O O O O O b,
O » 0 0 0 » 0 O O m»m == m» O O O |=|bs
o 0 , 0 0 0 m» O O =m» O O m m O b,
o 0o 0 » 0 0 0 m» O O m»m 0 m 0 m bs
o 0o 0 00 m 0 O O m» O O m 0 m m bs
b=(n-1Ln-1...n-D", beRN
X = (X12: X1 3001 XIN » X231 X2400-0 XN » M
xeR

T
o XN=2,N-11 XN-2,N 1 XN-1,N )



Alapotlet /c/, X,3>1: X,4:=1, fix, ,,maradék egyenlet” megoldasa

A=(a;), NxM, M=N(N-1)/2 -- (itt N=6, M=15)

X X X X X X X X X X X X X X X
1213]14[15]16]23(24]25]/26|34|35|36/45/46|56 minusz
m m»m m m™» m O 0 0 0 0O 0O O O 0 O b,
m 0 O O 0 m»mm m m» »= O O O O O O b,
O m 0 0 0 m» O O O =m m» m» O O O |=|bs
o 0 » 0 0 0 m» 0 0 m»s 0 O =m= =m» O b,
o 0o 0 , 0 0 0 m» O O m»m O m O m bs
0 0 0 0 n 0 0 0 V(%3 0 0 3 0 /7 Y/ b6
b=(n-1n-1..,n-12)", beRrRN
X = (X12: X130 XIN 1 X230 X240 X2 M
XeR

T
o XN—2 N1 XN—2,N ’XN—l,N)



Alapdétlet /d/

Start: Ax° =b

T.f. a;az A elsd oszlopa, koefficiense X, >1.

— legyen xq, (1)) értéke 1, ezt rogzitsiik;

—hagyjuk el A-bol a;—et (A g érteke A’), vonjuk le b-
bdl, b’ =b—ay, és hagyjuk el x° elsé komponensét,
X{o-€t;

— oldjuk meg a ,,redukalt” egyenletet:

A'X' =D’

— eredeti egyenlet aktudlis megoldasa: Xq, és X'...
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Alapdétlet /e/

Ha xf,; <1 minden h, | indexparra, készen vagyunk.
Ha nem,

— T.f. A’ k-adik oszlopéanak koefficiense xp >1.

— legyen xu () értéke 1, ezt rogzitsiik;

— hagyjuk el A’-bél az a, oszlopot (A’ 4j érteke A"),
vonjuk le b'-bdl, b”" =b"—a,, és hagyjuk el X'-bdl az
X1 Komponenst;

— oldjuk meg a ,,redukalt” egyenletet:

A"X" =b"

Az eredeti egyenlet aktualis megoldasa X;o, X, és X" ...
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Olcso megoldas. ..

Kezdeti allapot: AX =b, a; = (75, 73,0,....0)", X¢» >1,
b=(-1)11,..,1)"

Segédvaltozok: u=C™*b, C=AD', ahol D=...
Alternativ: C=Y, a,dy M db diad

Hagyjuk el az a; oszlopot!

(C—ad] )Ju'=b-a; = u'=(C—ad{ ) *(b-a)
Morrison-Sherman azonossag:

A 1 I
(C-ayd{)'=C*+—=——Cad{C
1-d,C
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Algoritmus, eldkesziilet

Adott: 7y > 7y >...2 7y, plusz BRD kozelitések,
segédvaltozok: u; >u, >...>uy, koefficiensek:h > |
= Xih < Xifs Xpj < X

Jelzé(x;)=1 1=1,2,..,N-1, j=1+11+2,..., N.

Ha X;, <1, nincs sziikség az algoritmusra.

Ha x;» >1, legyen k=1 és kezdddjon az algoritmus

(A4 kovetkezokben X; jaz A" K-adik oszlopdhoz tartozo

koefficiens!)

14



Algoritmus: ciklus ,,A” oszlopain, K =1, 2, ..., M (=N(N-1)/2)

1. Ha x; <1es (i, ])) #(N-1LN), legyen k:=k +1, és
1ismeteljiik ezt a lepést. Ha xj; <1 ¢s
(i, ) =(N =1, N), az aktualis megoldas megengedett,
VEGE. Ha x;; >1, kovetkezzen a 2. Iépes.
2. Legyen Xx;; Uj erteke 1, jelzd(x;;)=0, b'=b—ay,
C'= C—ade, U’ =(C')*b < Sherman-Morrison!
3. Vi< ] & jelzd(Xjj)=1 esetén: x;; =Uj +Uj, Xj = X;j;
jelz6(*)=0 esetén X;; es X;; elozoleg rogzitett ,,1”

értéket kapott. Legyen K =k +1, kovetkezzen az 1.
1épés.
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Az algoritmus segitsegével korrigalt X matrix

X’

1,000
1,000
1,000
1,000
0,998
0,972

1,000 1,000
0 1,000
1,000 O
0,972 0,776
0,934 0,738
0,927 0,730
0,900 0,704

1,000 1,000
0,972 0,934
0,776 0,738
0 0,672
0,672 0
0,664 0,626
0,638 0,600

0,998
0,927
0,730
0,664
0,626
0
0,593

0,972

0,900

0,704

0,638

0,600

0,993
0
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Példa nem megengedett megoldasra (Xij)

0 1,104 0,992 0,960 0,932
1,104 0 0,950 0,917 0,889
0,992 0950 0 0,806 0,778
X = (Xij) =10,960 0,917 0,806 0 0,745

0,932 0,889 0,778 0,745 O
0,925 0,882 0,771 0,739 0,710
0,895 0,853 0,709 0,709 0,681

0,925
0,882
0,771
0,739

0,710

0,674

0,895
0,853
0,741
0,709

0,681
0,674
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Az algoritmus ¢€s a megoldas tulajdonsagai

1.Adott rendezés mellett egyszer vizsgal meg minden
oszlopot, lefaragja az egynel nagyobb X;; -Kket.

2.Bizonyitani kellett a kovetkezoket:
e a keletkez0 matrixok nem szingularisak,
e a segedvaltozok ¢s az x;; koefficiensek pozitivok,

e a segedvaltozok ¢s az x;; koefficiensek csokkend

érték szerint rendezettek
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