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Farkas lemma ... ahogyan mi ismerjiik

Lemma

Farkas lemma. Az alabbi két linearis egyenl6tlenségrendszer kéziil
pontosan az egyik oldhaté meg:

Ax =b yTA
R Y o

[ IA

1} R

ahol A € R™*™ matrix, b € R™ vektor. Az ismeretlenek n illetve
m elemii vektorai az x ésy.
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arkas lemm ahogyan Farka fogalmazta 1894-ben

1. Algebrai elézmény.

Lemm
. al 1. Definitiok. Egyszertisodnek képzeteink, ha minden adott
« toot = 0 vaey mind < O-ra fesvessik. Kovessik
Farkas Iemma, 1894. egyerflot'lens’egct 01'11, vagy mind < 0-ra Jeg)l.ezz"uk Kovessiik
az elébbi modot. Az ismeretleneket u, v, . . -vel jeldlve, legvenek
Legyen Ac RMXN &s ¢ c R". az adott egyonlotlenségek
n . Au- L. 20,
Az Ax >0 (x € R") linearis bt Byt =0
Aput-Byt ... 20, 4
egyenlétlenségrendszernek, a stb.

C TX >0 Kézis megoldasaikat rendszeriik megolddsainak nevezziik.

) . Ha még egy egyenlétlenséget csatolunk 4)-hez u. m.
lineéris egyenlétlenség a Ayt By ... 20, 3
kovetkezménye, akkor és akkor a 4) megolddsainak rendszere nyilvanképen vagy valtozat-

. m . lan marad, vagy megsziikiil, a szerint, a mint o 4)-nek minden
CsakIS akkor, ha El y € ]R‘@ . megoldasa 5)-nek is megoldasa, vagy nem. Ennek megfelelden nzt
mondjuk az 5)-rél, hogy nem 1j, vagy azt, hogy 4j a 4)-re néave.
m Egy kozos megoldis mindenesetre van, t. i. u==0, v=0, . . .
( i) Ha minden 4)-beli egyenldtlenség 1) a tobhinek rendsze-
Ch = E )/,' a 5 rére nézve, akkor a 4)-et forzsrendszernek nevezzik.
i=1 3. Szembe sz(}k(’);, hogy ha e'gy egyenldtlenség 5) batoldala

. () mdsok 4) baloldalainak linedris figgvényeként pozitiv multiphi-

és az a y Vektor az A katorokkal lifejezhetd, aklor nem 1j emezeknek a rendszerére
s O k o k nézve. Allitom. hogy forditva: ha valaiely eyyenlétienséy 5) md-
matrixnak az i. sorvektor. ) sok &) rewudszerdre wézve nem iy, aklkor mindiy kifejeshetd esel

pozthiv sokszorosainal: dsszeqével. Kz allitis mar éppenséggel
nem evidens és bebizonyitisa mar részletes kovetkeztetés keresz-

nyi Ertesits, 12:457—472, 1894. tlilvitelét kiveteli.

lliés Tibor A Farkas lemmatdl
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Farkas lemma

Lemma (Farkas lemma, 1894.)

Legyen A€ R™*" és c € R". Tekintsiik az alabbi linearis

egyenlétlenségeket
Ax > 0 (1)

c’x > 0. (2)

v

A (2) egyenlétlenség akkor és csakis akkor kbvetkezméney az (1)
egyenltlenségeknek, ha Jy € R dgy, hogy
c=>", yal, teljesiil.

Lemma (Farkas lemma, 1894. [Ekvivalens alak.])

Legyen A€ R™*" ésc € R". Az alsbbi két linedris
egyenlétlenségrendszer kéziil pontosan az egyik oldhaté meg:

Ax <0 ATy

= / (o}
c’x _1} (R4) y

o} ®

AVAN|

v
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Linearis egyenl6tlenség rendszerek vizsgalata

Lemma (Farkas-Minty tipusi elGjeles lemma.)

Legyenek adottak az {a1,...,a,,b}, {e1,... ,en} C R" vektorok és a
hozzajuk tartozé6 J = {1,2,...,n}, T ={1,2,...,m} indexek. Az alabbi
két (bazis) tabla kéziil pontosan az egyik allhat els:

Th b 1, T5 T
.
Th ‘
© 5 =
0 ’
Ty 0 : T 0
0

Klaszky E. és Terlaky T., A pivot technika szerepe a linearis algebra
néhany alapvetd tételének a bizonyitasaban. Alkalmazott Matematikai
Lapok 14:425-448, 1989. ~ irdnyitott matroidok
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Farkas-Minty tipusi el6jeles lemma bizonyitasa

JIr

Ip 0

Criss-cross algoritmus (CCA)

Ha a b oszlopaban a Jp indexekhez tartozé egyiitthatok kodzott csupa
nemnegativ szam van akkor az elsé esetet kaptuk. Kiilonben valamely
t, < 0, r € Jg elemen pivotalhatunk és a b vektor ekkor bekeriil a
bazisba, és az a, vektor tavozik.

Ha a b a bazisban van és a soraban a Jg oszlopaiban csupa nempozitiv
egylitthaté talalhaté akkor a masodik esetet kaptuk. Kiilonben valamely
the > 0, s € Jp elemen pivotalhatunk és a b vektor ekkor tavozik a
bazisbdl, és az as vektor.
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Farkas lemma - konstruktiv bizonyitas

Lemma (Farkas lemma.)

Az alabbi két linearis egyenlétlenségrendszer kéziil pontosan az
egyik oldhaté meg:

Ax = b yTA 0
R (Y e 20w

ahol A € R™*" matrix, b € R™ vektor. Az ismeretlenek n illetve
m elemii vektorai az x ésy.

IA

Kévetkezik a Farkas-Minty tipust elgjeles lemmabdl és (minimal indexes,
LIFO, MOSV) CCA végességébdl.

lllés Tibor, Mészaros Katalin, A Farkas lemma egy 0j és elemi bizonyitasa. In: Komlési Sandor, Szantai
Tamas Uj utak a magyar operéaciékutatasban: In memoriam Farkas Gyula. Budapest; Pécs: Dialég
Campus Kiadé, pp. 73-88, 1999. (XXIIl. Magyar Operacidkutatasi Konferencia, 1997, Pécs)

LIFO, MOSV - késébb:
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Linearis egyenl6tlenségrendszerek megoldasa

e Fourier-Motzkin eliminaciés médszer (Fourier (1828), Motzkin
(1936))

[Farkas Gy., 1896 - Fourier eliminacio, 1898 - Fourier eliminacié
dualisa] [Dines 1919 - felteszi, hogy van megoldasa]
Komplexitasa: duplan exponencialis. Kiterjeszthetd linearis
programozasi feladat megoldasara is.

@ Szimplex algoritmus elsé fazis

@ Criss-cross algoritmus (Klafszky és Terlaky, 1989; Illés és
Mészaros K., 1999)

o MBU szimplex algoritmus (Bilen, Csizmadia Zs. és lllés, 2007)
Iteraciok szama = m K, ahol K értéke, az Gsszes lehetséges
bazishoz tartozé determinansokbdl szamolhaté ki a Cramer-szabaly
alkalmazasaval.

Cimkézés technikaval erésen polinomialis valtozat készithetd
esetén megengedett feszitéfa (bazis)
keresésre (lllés és Molnar-Szipai, 2014).
° ...

lllés Tibor A Farkas lemmatal ...



MBU szimplex algoritmus (Bilen, Csizmadia, lllés, 2007)

S|

r — _ }IE

)
q 4F : }IB
D

@ @ |

bazis (nem bazis) index halmazok: g, Iy CZ, Ig = Ig UZg, ahol
Igz{iGIB:X;EO}, és Ip ={ie€lp:x <0}

Nem megengedettségi kritérium: ha létezik r € Zg : J,~ = () akkor
P =0, ahol J~ ={ieIn:t; <0}

vezér valtozé: r € Ig, ddntési paraméterek: s € J;~

b (b
01 :=— >0, és 92:_m|n{k|keI§9,tk5>0}_"20
trs ts tqs
Ha 6; < 0, akkor pivotalas a t,. elemen,

kiilonben  pivotalas a t,; elemen,
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Hipersik, féltér, kap ...

Legyen az a € IR", a # 0 adott vektor és a § € IR adott szam.
o (affin) hipersik: H={xe€R"|a"x=8};
o nyilt (affin) féltér:  Fs = {x € R"|a"x > 8};
o zart (affin) féltér:  F> ={x € R"|a’x > B}.

Legyen a C C R", C # 0 halmaz, és legyenek az )\, 1 nemnegativ
valds szamok.

@ A C kap, ha barmely a € C esetén Aa € C teljesiil.

@ A C konvex kap, ha barmely a,b € C esetén Aa+ ub € C
teljesiil.

@ A C poliedrikus kip, (vagy metszet-kip), ha létezik egy
A € R™*" matrix, amelyre C = {x e R" | Ax < 0} o

lliés Tibor A Farkas lemmatal ...



. végesen generalt kap, ... Weyl-tétel, 1935

Definicid.

Legyenek az aj,as,...,a, € R™ adott vektorok és 7 = {1,2,...,n}
index halmaz. A végesen generalt kip:

C(ai,az,...,a,) = {beR"| b:ijaj, x;>0,VjeJ}
j=1
= {beR"|Ax=b, x>0 megoldhaté }
végesen generalt kip polarisa:
C*(aj,az,...,a,) = {ycR"|y'a;<0,VjcJ}
{yeR"[yTA<0} o

|

Weyl-tétel, 1935.

Legyenek az {a;,a,...,a,} C R™ adott vektorok, ekkor léteznek olyan
{y1,¥2,---, ¥k} C R™ vektorok, amelyekre

C(alaa27 D) an) = C*(Y17YZ, RO Yk)

H. Weyl, Elementare Theorie der konvexen Polyeder. Commentarii
Mathematici Helvetici, 7:290-306, 1935.

lliés Tibor A Farkas lemmatal ...



Minkowski-tétele

Minkowski-tétel, 1896.

Legyenek az {aj,ay,...,ap} C R™ adott vektorok, ekkor léteznek
olyan {y1,y2,...,y¥x} C R™ vektorok, amelyekre

C*(al,az, ce ,a,,) = C(yl,yz,. . .,yk).

H. Minkowski, Geometrie der Zahlen (Erste Lieferung). Teubner, Leipzig,
1896.

Prékopa A., Linearis programozas I. Bolyai Janos Matematikai Térsulat,
Budapest, 1968.

Prékopa A., Az optimalizalaselmélet kialakulasanak a torténetérdl.
Alkalmazott Matematikai Lapok, 4:165-191, 1978.

A. Schrijver, Theory of linear and integer programming. John Wiley &
Sons., New York, 1986.
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Farkas-tétele

Farkas-tétel, 1898, 1902.
Tetszéleges {a1,az,...,a,} C R™ vektorrendszer esetén

C(ay,az,...,a,) = C™(a1,az,...,a,),

teljesiil.

e Farkas Gy., A Fourier-féle mechanikai elv alkalmazasanak
algebrai alapja, Mathematikai és Természettudomanyi Ertesits
16:361-364, 1898.

o J. Farkas, Uber die Theorie der einfachen Ungleichungen.
Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik, 124:1-27,
1902 (19017).

Kovetkezmény. Tetsz6leges konvex kap az IR™ térben pontosan akkor
metszet-kap, ha végesen generalt. o ~> Schrijver szerint:
Farkas-Minkowski-Weyl tétel, pedig egyszeriien Farkas-tétel, 1898

lliés Tibor A Farkas lemmatal ...



Farkas Gyula: ... akik nem érhetik meg eszméik diadalat.
£ (DML |icies &

Theorie der einfachen Ungleichungen.

(Von Herrn Julius Farkas in Kolossvir (Klausenburg).)

Theoriedere hen Ungleiehungen Dic naturgemiisse und zogleich systematische Behandlung der ana-

Iytischen Mechanik muss das zuerst von Fourier®) und dann epiter von
Journal fir die reine und angewandte Mathematik (1902) Gauss™) formulirte Ungleichheitsprineip der virinellen Versehiebungen zur
ez Granilage haben.

Die Moglichkeit einer solehen Behandlung erfordert aber gewisse
| Access Full Article : K i fiber die h z linearen ganzen Ungleichungen, welche
bisher so zu sagen glinzlich gefehlt haben.

Fourier hat sich selbst vielfach um Ungleichungen bemiiht***), aber
ohne erheblichen Erfolg. Spiiter befasste sich der russische Mathematiker
Ostrogradsky mit diesem Gegenstande.¥) Seine Betrachtungen passen aber
mur auf den Fall, dass die Anzahl der Ungleichungen, welche zum Aus-
drucke des mechanischen Zwanges dienen, diejenige der Componenten der
virtuellen Verschicbungen nicht ilbertrifft. Andere Publicationen, welche
iiber dieses Thema noch erschienen sind, zeigen anch keinen wesentlichen
Fortschritt,

Julius Farkas

B

MLA  BbTeX RIS

Farkas, Julius. Theorle der einfachen Ungleichungen. * Jou
9 124 (1902): 127,

httpS//eudml0rg/d0C/149129 *) o8ur la Statique*. 1 de 1o polyt. TL An VI (1798). Oecuvres, Tome I,
p. 477621 1800,

" **) 4Usber ein neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik®. Diesea Journal,
IV, 1829, Werke V. 1877,

o Principia generalia theorine figurae Muidorum in statu aequilibrii®, Comm. soc.
rog. seient. Gotting. rec. Vol VIL 1880, Waerke V. 1877,
* %) Oguvres, Tome JI. pp. 317—328. 1890. (1823, 1824). -

1) nConsldérations générales sur les momens des forces*. Mém. de I"Ac. imp.
des Sc. de St. Pétersbourg 1834,

Journal fiir Mathematik Bd. CXXIV, Hof 1. 1

H.W. Kuhn and A.W. Tucker, Nonlinear Programing. In: Neyman J. (editor), Proceedings of the Second
Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability (University of California Press,
Berkeley, California, 1950), 481-492, 1951.
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Hermann Minkowski, Farkas Gyula és Haar Alfréd

3
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1864 — 1909 ‘

1847 — 1930

")

1885 - 1933
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Linearis komplementaritasi feladatok (LCP)

Linearis komplementaritasi feladatok (LCP) és
a CCA variansai

Matrixosztalyok

Alternativa tételek (Ville, 1938; Fukuda és Terlaky, 1992)
Primal- és dual LCP

Fukuda és Terlaky (1992) LCP alternativa tétel

CCA variansai elégséges LCP-re és altalanositasai
Cameron és Edmonds (1990) EP-tétele

Fukuda, Namiki és Tamura EP-tétele (1998)
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Példak linearis komplementaritasi feladatokra

—Mu+v=aq,

u>0,v>0,

uv=20

Feladat

az M matrix tulajdonsaga

Primal-dual LP feladat
Primal-dual, linearis feltételes,
konvex QP feladat

Hatizsak feladat

Markov lancok feladat

Bimatrix jatékok
Arrow—Debreu feladat

ferdén szimmetrikus
biszimmetrikus
(diagonalis blokkok: PSD, és azon
kiviil: ferdén szimmetrikus)
alsé haromszog:
-1 a diagonalisban
nem negativ diagonalis és
nem pozitiv diagonalison kiviil
nem negativ elemek (q = —e)
nem pozitiv elemek (q = e,u # 0)

lllés Tibor A Farkas lemmatal ...




Linearis komplementaritasi feladatok

Matrix osztalyok

° Q, Qo

S, S

ferdén szimmetrikus

pozitiv definit, pozitiv szemidefinit
P, Py

oszlop/sor elégséges

P*(k), P*

e 6 6 o6 o o
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LCP — matrix osztalyok .

—Mu+v=q, u>0,v>0, uv=0

Az M € R™"™ matrixot pontosan akkor nevezziik @-matrixnak, ha
az LCP-nek barmely g € R"” vektor esetén van megoldasa.

Az M € R™" matrixot pontosan akkor nevezziik Qp-matrixnak, ha
az LCP megengedettsége elégséges feltétele a megoldhatésaganak
is.

Legyenek az M, X = diag(x) € R"*" matrixok, tetszéleges x € R”
vektor esetén. Azt mondjuk, hogy az M matrix

ferdén szimmatrikus, ha x"T™Mx =0

PSD (PD), ha x"Mx >0 (x"Mx > 0, ahol x # 0)

Ha az M € R™ " matrix ferdén szimmatrikus, PSD (PD) akkor az
M egyben Qp-matrix is.



LCP — matrix osztalyok II.

Lemma (J. Ville, 1938)

Legyen M € R"*" egy adott matrix. Az alabbi két linearis
egyenlétlenségrendszer kéziil pontosan az egyik oldhaté meg:

Mx > 0, x>0, (3)
MTu < 0, u>0 és u#0. (4)

Azokat az M € R"*" matrixokat, amelyek kielégitik a (3) feltételt,
S-matrixoknak nevezziik.

Az S-matrixok pontosan azok, amelyeknél az LCP feladatoknak
tetszéleges q € R” vektor esetén van megengedett megoldasuk.

A PD matrixok, természetesen S-matrixok.

Ha gyengitjiik a (3) linearis egyenlStlenségrendszert az alabbi
médon Mx >0, x>0, x#0, (5)
akkor az Sp-matrixokat kapjuk. Nyilvanvals, hogy S C Sp.

lllés Tibor A Farkas lemmatal ...



LCP — matrix osztalyok IlI.

Legyenek az M, X = diag(x) € R"*" matrixok, tetszéleges x € R”
vektor esetén. Azt mondjuk, hogy az M matrix

ferdén szimmatrikus, ha x"Mx =0
PSD (PD), ha  x"Mx >0 (x"Mx > 0, ahol x # 0)

P (Po):  ha barmelyik fdminora pozitiv (nem negativ)

CS: ha X(Mx) S 0 = X(M X) — 0 Cottle, Pang, Venkateswaran (1989)
RS: ha M7 CS-matrix.
SU: ha M CS- és RS-matrix, azaz elégséges matrix, ha oszlop-

€s sor elegseges matrix. Kojima, Megiddo, Noma, Yoshise (1991)

Pulr): (14+48) > xi(Mx)i+ > x(Mx); >0, (x>0, adott)

i€l (x) iel_(x)
ahol I1(x) = {i : x{(Mx); >0} és I_(x) = {i : x;(Mx); < 0}.

lllés Tibor A Farkas lemmatal ...



LCP — matrix osztalyok IV.

P = | Pulr)
k>0
e Kojima, Megiddo, Noma, Yoshise (1991): P. CCS
@ Guu and Cottle (1995): P, CRS
e Viliaho (1996): SU C P

Az elégséges matrixok, egyben Qp-matrixok is.

lllés Tibor A Farkas lemmatal ...



Egyszerii, strukturalt alternativa tétel

Lemma (Fukuda és Terlaky, 1992)

Legyen az M € R"*" és q € R" adottak. Az alabbi két linearis
egyenlétlenségrendszer kéziil pontosan az egyik oldhaté meg:

—Mx+s=q, x,s>0, (6)
y'M+z=0,y'q=-1, y,z>0. (7)

v

Nyilvanval6, hogy az LCP(M, q) feladatnak, pontosan akkor van
megengedett megoldasa, ha (6) teljesiil.

K. Fukuda and T. Terlaky, Linear complementarity and oriented matroids.
Journal of the Operations Research Society of Japan, 35(1):45-61, 1992,

lllés Tibor A Farkas lemmatal ...



LCP — primal és dual feladatok

A (primal) linearis komplementaritasi feladatot (P — LCP) az alabbi
modon adhatjuk meg

Fo={(u,v) eR*: -Mu+v=q, uv>0}
Fe={(u,v) eR?*": —Mu+v=gq, uv=0}
Fi=FsNR¥ & F =FunF
A (dual) linearis komplementaritasi feladatot (D — LCP) az alabbi

modon adhatjuk meg
x+MTy=0 q'y=-1, x,y>0, xy=0.
Dg = {(x,y) eR>" : x+ MTy =0, q"y=—1, x,y >0}
De={(x,y) ER*:x+MTy=0, q'y = -1, xy =0}
D, =DgNR3" & D =DgND,

lllés Tibor A Farkas lemmatal ...



LCP — alternativa (dualitas?) tétel

(P—LCP) —Mu+v=q,uv>0 uv=0
(D—-LCP) x+MTy=0, q'y=-1, x,y>0, xy=0

Indirekt bizonyitas — mindketté megoldhaté:
vy (-Mu+v)= -y " Mu+y'v=y'q=-1

u (x+M"y)=u"x+u"My=uT0=0
~ 0< u'x+ yTv = -1 ellentmondas.

Fukuda, Terlaky (1992)

Legyen az M € R"™" elégséges matrix, és a q € R" vektor adott.
Ekkor a kiivetkezd két allitas koziil pontosan az egyik teljesiil

(1) F*#£0, (2) D* £ 0.

Fukuda és Terlaky tétele CCA végességébdl kovetkezik.
CCA elégséges LCP feladatokra: Hertog, Roos, Terlaky (1993) LAA
Fukuda és Terlaky (eredetileg): iranyitott matroid programozasi feladatra

lliés Tibor A Farkas lemmatal ...



Criss-Cross algoritmus elégséges LCP feladatra

Input:
LCP feladat, ahol M elégséges matrix, M := —M, G:=q, r == 1,
Begin
J:={a€l:g, <0}
uj While (J # 0) do
: Legyen k a belépé valtozé indexe
vj = If (n_’:kk < 0) then
; diagonalis pivot az my, elemen
Diagonalis pivot Else
K:={a€l: mg <0}
If (K =0) then
% " Stop: Fp =0 Az LCP feladatnak nincsen
- megengedett megoldasa.
: Else
Vi r Legyen [ a felcserélés pivot valtozé indexe
° felcserélés pivot az my és my elemeken
Vg | oo — oo 0 L] = Endif
: Endif
Felcserélés pivot Endwhile
Stop:
End
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Véges Criss-Cross algoritmus variansai LCP feladatra

den Hertog, Roos, Terlaky (1993) | minimal index
Fukuda, Namiki, Tamura (1998) minimal index
Akkeles, Balogh, lllés (2004) LIFO, MOSV
Csizmadia, lllés (2006) LIFO, MOSV
Csizmadia, lllés, A. Nagy (2013) s-monoton

Szerzék & év pivot szabaly | matrix osztaly
Klafszky, Terlaky (1992) minimal index | biszimmetrikus
Viliaho (1992) minimal index | biszimmetrikus

elégséges
altalanos
biszimmetrikus
altalanos
altalanos

Lemma

Csizmadia, lllés, (2007)

Minimal index-, LIFO- és MOSV pivot valasztasi szabalyok egyben

s-monoton pivot valasztasi szabalyok is.

Tétel Csizmadia, lliés, A. Nagy (2013)

Criss-cross algoritmus az s-monoton pivot valasztasi szabalyok esetén
véges az elégséges (biszimmetrikus) matrixszal adott linearis

komplementaritasi feladatokra.

v
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EP-tételek

Tétel [EP (Existentially Polytime) tétel] Cameron, Edmonds (1990)

[Vx : F1(x) vagy Fa(x) vagy ... vagy Fi(x)]

ahol F;(x) egy a kévetkezé formaban adott allitas
Fi(x) = [3y;, amelyre [ly;]| < [Ix|" és fi(x,y;)] -

y
Tétel Fukuda, Namiki, Tamura (1998)

Tetsz6leges M € Q"*" matrix és q € Q" vektor esetén az alabbi allitasok
koziil legalabb egy teljesiil

(1) I(u,v) € F*, amelyek kédolasi mérete polinomialis korlata,
(2) 3(x,y) € D*, amelyek kédolasi mérete polinomialis korlata,

(3) az M matrix nem elégséges, és erre létezik egy bizonyiték, amelyek
kédolasi mérete polinomialis korlata.

Bizonyitas: altalanositott minimal indexes CCA algoritmussal.
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iss-Cross algoritmus altalanos LCP feladatra

Extra meméria és szamitas hasznalata
@ O(n?) extra meméria
@ O(n) extra szamitas

Ciklizalas ellenérzése
O Elgjel struktara ellenérzése

@ A mozgd, vezetd valtozé soranak vagy
oszlopanak a mentése

© Az utolsé mozgé valtozéd par soraval
vagy oszlopaval képezhetd skalaris
szorzatok kiszamitasa
Eredmények
© Az s-monoton szaballyal a CCA véges,
altalanos LCP-re (Csizmadia, lllés,
Nagy A., 2013).
Fukuda, Namiki, Tamura (1998) LCP
EP-tétele bizonyithaté a CCA-kal.
Numerikus szamitasok esetén, a LIFO-
és MOSV szabalyokkal a CCA
hatékonyabban, mint a minimal

indexes szaballyal. ]

lllés Tibor A Farkas lemmatdl

Input: Indulé, béazis tabla, r = 1, inicializalas Q.
Begin

While ((J := {i €-¢; < 0}) # 0) do
Tmax := {8 €:5(8) > s(a), for all @ € T}.
Legyen k € Jmax tetszdleges.
Ellendrzés —u’ - v’ — u” - v a Q(k) segitségével.
If (—u’-v" —u”-v" £ 0) then
Stop: M nem elégséges, bizonyiték: u’ — u
Endif
If (ti < 0) then
diagonalis pivot a tx elemen, frissitse s.
Q(k) = [Teitgl, ri=r+1.
Elself (t > 0)
Stop: M nem elégséges, bizonyiték el8allitasa

"

Else  /*tu=0%
K:={a€l: <0}
If (K = 0) then
Stop: (D-LCP) megoldasa.
Else
max = {8 € K :s(B) = s(a), for all a € K}.
Legyen /| Emax tetszoleges.
If ((tx, t%) vagy (t;,t') az elgjel struktara sériilt) then
Stop: M nem elégséges, bizonyiték el8allitasa
Endif
Felcserélds pivot a ty és ty elemeken, frissitse az s vektort
eldszor az (ux, vi), majd (uy, vi) helyeken
a kovetkez6 ket iteracioban.
Q(k) = [J,tq], QU) =[0,0], r:=r+2.
Endif
Endif
EndWhile
Stop: komplementaris, megnegedett megoldasunk van.



Kas Péter, Klafszky Emil, Terlaky Tamas, Komei Fukuda

l gt

Kas Péter (1949 — 2009), Komei Fukuda (19527)
Klafszky Emil (1934 — 2009),
Terlaky Tamas (1955 — )

oy . D
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Linearis komplementaritasi feladatok (LCP)

Linearis komplementaritasi feladatok (LCP) és
a bels6pontos algoritmusok (BPA)

o Elégséges LCP centralis atja és a BPA-k alapjai

o BPA elégséges és altalanos LCP-re
o lllés, Nagy M. és Terlaky LCP EP-tételei (2009, 2010)
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Centralis Gt feladat Sonnevend 1985; Megiddo 1989

—Mu+v=q, u>0,v>0, uv=ype uw>0

Kojima, Megiddo, Noma, Yoshise (1991)

Legyen az M matrix egy P.(x)-matrix. Ekkor a kdvetkezs allitasok
ekvivalensek

0f+7é®
o VYw > 0,3 (u,v) € Fr:uv=w,
o Vu >0, 3 (u,v) € Fy :uv =pe.

Megjegyzés. Legyen M € R"*" elégséges matrix ekkor a centralis
i ¢={(u,v) € Fy:uv=pepu>0}
egy egyvaltozés, sima gorbe a 2n-dimenziés térben, amelyik ha a

w — 0, akkor tart az (LCP) nem iires megoldas halmazahoz, az F*
halmazhoz.

Az el6z8 tétel egyszerii, elemi bizonyitasat dolgoztam ki 1997-ben.
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Newton-rendszer, centrum kozelitése

—Mu+v=q, u>0,v>0, uv=_pe ©w>0

Legyen (u,v) € F' adott megengedett megoldasa (belsépontja) az
(LCP)-nek. Szamoljuk ki egy adott (u(u),v(n)) € € C F*
p-centrum kozelitését az ut =u+ Au, v =v+ alakban,
agy, hogy (u™,v™) € FT teljesiiljon.

Newton—rendszer: — MAu+ Av = 0

VAu+ulAv = pe—uv

Allitas
Ha M € R"™*" egy P.(k)-matrix (Pp—matrix) akkor

-M

! _
=V 4

] regularis matrix,

barmely U, V € R"*" pozitiv diagonalis matrix esetén.

v
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Centralis Gt kornyezete és jellemzése

—Mu+v=gq, u>0,v>0, uv=_pe u>0

kérnyezet mértéke:  ¢(u,v,p) = ||\/£Z3_ ol

Legyen M € R™" egy elégséges matrix ekkor a centralis at a

¢ ={(u,v) € Fy : Y(u,v,u) = 0,0 > 0}.

a centralis Gt kornyezete:

Ne(r) = {(u,v) € Fy: (u,v, ) <7, >0},
ahol 7 > 0.



Belsépontos algoritmusok legfontosabb épitékovei

@ centralis Gt egyértelmiisége,
@ indulé belsépont elsallitasa,

@ cél centrum meghatarozasa (befolyasolja a Newton-rendszer
jobb oldalat),

@ kornyezet mérték (befolyasolja az algoritmus komplexitas
elemzését),

@ centralis at kdrnyzete,

@ |épéshossz meghatarozasa
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Altalanos BPA elégséges LCP-re

Input: LCP(M,q), where M is a sufficient matrix
duality gap parameter € > 0,
barrier parameter 0 < 0 < 1, centrality parameter 7 > 0
(uo,vo) € F4 and pg > 0 such that ¢(ug, vo, 1) < 7
Begin
u:=ug and v :=vg
while u”v > ¢ do
solve the Newton-system: (Au, Av)
find the step length 0 < o < 1 such that ¢ (u™,vt, u) <7,
where um =u+aAuvand vl =v+aAv

pi=(1-0)u
u:=utandv:=v"
endwhile
Output: (u,v) € Fy: u'v<e

End

lllés, Peng, Roos, Terlaky, A strongly polynomial rounding procedure yielding a maximally
complementary solution for P*(x) linear complementarity problems. SIAM Journal on Optimization

11(2):320-340, 2000.
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BPA algoritmus valtozatok LCP-re

Szerzék & év algoritmus tipusa | matrix osztaly
Dikin (1967) affine scaling SS, PSD
Sonnevend (1985) path following SS, PSD
Kojima, Mizuno, Yoshise (1989) | logarithmic barrier SS, PSD
Kojima, Megiddo, logarithmic barrier P x (k)

Noma, Yoshise (1991)

Ji, Potra, Sheng (1995) predictor-corrector P x (k)

lllés, Roos, Terlaky (1997) affine scaling P x (k)
Potra (2002) MTY-pc P x (k)
Potra, Lin (2005) MTY-pc elégséges
llles, M. Nagy (2007) MTY-pc P x (k)
lllés, M. Nagy, Terlaky (2010) logarithmic barrier altalanos
lllés, M. Nagy, Terlaky (2010) affine scaling altalanos

lllés, M. Nagy, Terlaky (2010) predictor-corrector altalanos

lllés Tibor A Farkas lemmatal ...



Néhany BPA iteracidinak a szama elégséges LCP-re

Szerzék & év komplexitas

Kojima, Megiddo,
Noma, Yoshise (1991) | O(v/n(1+ k) L)
O(vn(1+r)L)

Potra, Lin (2005)

llles, M. Nagy (2007) O(yn(1+r)2 L)
Wang, Bai (2009) O(v/n(1+2k)L)
Le3aja, Roos (2010) O(Vn(1+2k)L)
Kheirfam (2013) O(v/n(1+2k)L)
Table 1 The number of
iterations Name pro. Proposed algorithm  algorithm [13]  algorithm [6]
M1 43 92 50
M2 54 113 59
M3 (n=20) 103 213 101
M4 (n=10) 67 201 71

take 7 = % for the algorithms. We stop the iteration of each algorithm if the duality
gap xTs < € = 107, The number of iterations is presented in Table 1.

algorithm [6] — Illés, Nagy M., A Mizuno-Todd-Ye type
predictor-corrector algorithm ... EJOR 181: 1097-1111,,2007



Kojima, Lesaja, Potra, Roos, Terlaky, Todd
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Linearis komplementaritasi feladatok jellemzése

—Mu+v=q, u,v>0 uv=0

Legyen F £ () és M € P.(k) matrix, akkor az F* = (), konvex,
zart és korlatos halmaz.

x+I\/ITy:0, qu:—l, x,y >0, xy=0.

Lemma lllés, M. Nagy, Terlaky (2007)

Legyenek M sor elégséges matrix és q € R" adott vektor. Ha
(x,y) € Dg, akkor (x,y) € D*, azaz D* = Dg, # (), zart, konvex
poliéder. Tovabba, a dual LCP polinomislis idé6ben megoldhatd.

| A\

Tétel Fukuda, Terlaky (1992)

Legyen az M € R™*" elégséges matrix, és a q € R" vektor adott.
Ekkor a kiivetkezé két allitas koziil pontosan az egyik teljesiil

(1) F*#0, (2) D* # 0.




LCP EP-tételek II.
Tétel (EP 1) lllés, M. Nagy, Terlaky (2008)

Tetsz6leges M € Q"*" matrix és q € Q" vektor esetén polinomialis
id6ben megmutathato, hogy legalabb egy allitas teljesiil

(1) 3(x,y) € D*, amelyek kédolasi mérete polinomialis korlata,
(2) 3 (u,v) € Fg, amelyek kédolasi mérete polinomialis korlata,

(3) az M matrix nem sor elégséges, és erre létezik egy bizonyiték,
amelyek kédolasi mérete polinomialis korlata.

Tétel (EP 2) lliés, M. Nagy, Terlaky (2008)

Tetsz6leges M € Q"*" matrix és q € Q" vektor esetén polinomialis
idében megmutathatd, hogy legalabb egy allitas teljesiil

(1) 3 (u,v) € F*, amelyek kodolasi mérete polinomialis korlatd,

(2) 3(x,y) € D*, amelyek kédolasi mérete polinomialis korlata,

(3) M & P.(i), valamely adott & > 0 paraméter esetén.

v
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EP-tételek osszehasonlitasa

Tétel Fukuda, Namiki, Tamura (1998)

Tetszéleges M € Q™™ matrix és q € Q" vektor esetén legalabb egy
az alabbi allitasok koziil teljesiil

(1) 3 (u,v) € F*, amelyek kédolasi mérete polinomialis korlata,

(2) 3(x,y) € D*, amelyek kddolasi mérete polinomialis korlatu,

(3) az M matrix nem elégséges, és erre létezik egy bizonyiték,
amelyek koédolasi mérete polinomialis korlata.

Tétel lllés, M. Nagy, Terlaky (2008)

Tetszéleges M € Q™" matrix és g € Q" vektor esetén polinomialis
idében megmutathatd, hogy legalabb egy allitas teljesil

(1) 3(u,v) € F*, amelyek kédolasi mérete polinomialis korlata,
(2) 3(x,y) € D*, amelyek kodolasi mérete polinomialis korlata,
(3) M & P.(k), valamely adott & > 0 paraméter esetén.

v
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Linearis komplementaritasi feladatok jellemzése

Bels6pontos Algoritmusok
(altalanos) LCP-re
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Long step algorithm — LP

x:=x° s:=5% belxs, ) = || /2 - /&
while x”s > ¢ do
p= (=)
while dc(xs, 1) > 7 do
compute the Newton direction (Ax, As);

a = argmin {dc(x(a)s(@), ) :  (x(x),s()) > 0} ;

end
end
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Long step algorithm — P* (Potra’s idea)

x=x,s:=80 k:=1; )= 2 - &
while x”s > ¢ do
=1 =)

while d.(xs, 1) > 7 do
compute the Newton direction (Ax, As);

a = argmin {dc(x(a)s(@), ) :  (x(x),s()) > 0};

if (5g(xs, 1) — 82(x(a&)s(a), 1) < ﬁ) then
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Long step algorithm — p*

X = XO S =0 = (0r dc(xs, p) == H\/%—\/%

while xTs > ¢ do
= (1=
while d.(xs, 1) > 7 do
compute the Newton direction (Ax, As);

a = argmin {dc(x(a)s(a), ) = (x(a),s(a)) > 0};
if (52(xs p) — 62(x(a)s(a), u) < (1+4»€)> then
determine r(Ax, As);

Kk = Kk(Ax, As);
x = x(a@), s =s(@);
end ) 1 AXTAs
end K(Ax, As) = IS, Dxds
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Long step algorithm — general matrix

x:=x% s:=58 k:=0; belxs, ) = || /2 - /&
while x”s > ¢ do
p=1=7)m
while dc(xs, 1) > 7 do
compute the Newton direction (Ax, As);
if (the Newton direction does not exist or not unique) then
return the matrix is not Po;
a = argmin {d.(x(a)s(a), 1) 1 (x(a),s(a)) > 0};
if (5g(xs, 1) — 82(x(a&)s(a), 1) < ﬁ) then
determine r(Ax, As);
if (k(Ax, As) is not defined) then
return the matrix is not P;
else k = k(Ax, As);
else x = x(&), s = s(a);
end 1 Ax"As

K(AX,AS) = ——~ —————
end 421 AX,'AS,‘
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Long step algorithm — general matrix, polynomial (approximation)

algorithm with & > 0 parameter

x=x s:=5% k:=0; Oc(xs, 1) i= H\/?*\/E
while x"s > ¢ do
p= (1=
while éc(xs, ) > 7 do
compute the Newton direction (Ax, As);
if (the Newton direction does not exist or not unique) then
return the matrix is not Py;
a = argmin {dc(x(a)s(@), ) :  (x(a),s(@)) > 0} ;
if (5§(xs, 1) — 82(x(a)s(a), ) < ﬁ) then
determine k(Ax, As);
if (k(Ax, As) is not defined or k > &) then
return the matrix is not P.(&);
else k = k(Ax, As);
else x = x(a), s = s(a@);
end 1 Ax"As

K(AX,AS) = — = ——"———
end 4%, Ax;As;
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Tanitvanyok: Arif (2004), Zsolt (2007), Marianna (2010),
Adrienn (2015) — Koszonjiitk szépen a figyelmet!
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