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Egy Kiirschdk feladat (2007/3)

Bizonyitandd, hogy a sik racspontjainak tetszdleges véges H
halmazabdl kivalaszthaté olyan K részhalmaz, melyre teljesiilnek
az alabbi tulajdonsigok:

1. a sik barmely tengelyparhuzamos (azaz fiiggéleges vagy
vizszintes) egyenese K-t legfeljebb 2 pontban metszi,

2. H\ K barmely pontja rajta van egy K-beli végpontokkal

rendelkez0, tengelyparhuzamos szakaszon.
| | |
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Stabil parositasok

Def: Legyen G = (V, E) véges graf és minden v csicsara legyen
=<y, a v-re illeszkedd élek egy linedris rendezése. Stabil
parositasnak a G olyan M pdarositdsat nevezziik, amely dominal
minden M-en kiviili élt, azaz tetsz. e € E \ M élre van olyan v
csucs és m € M parositasél, amelyre m <, e all.
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Stabil parositdsok és graf-kernelek
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nem valtozik , azaz minden stabil megmarad és (ij sem keletkezik.

(2) Az (1)-hez nem sziikséges, hogy G paros legyen.

(3) Ha G paéros, akkor a lanykérd algoritmus (1) szerint torol
éleket. ElObb-utdbb a fidk kilonbozé lanyt fognak megkérni. A
lanykérésekhez tartozd élek stabil parositast alkotnak, ami a fitk
szamara a legjobb, a lanyoknak a legrosszabb.

Megf: Két stabil parositds szimmetrikus kiilonbségének minden
komponense ,,preferenciakor”.



A Gale-Shapley algoritmus kulcsa

w w

1
U m m Um m

Rutin lépés: Ha a w lany kezét az m és m’ is megkéri, és w
kozlliik m-et valasztja, akkor toroljik az m'w élt G-bél.
Valéjdban tobbet is megtehetiink:

Megf: (1) Ha w az m legjobb partnere, és torliink minden ennél
w szerint rosszabbélt, akkor igy a stabil parositasok halmaza
nem valtozik , azaz minden stabil megmarad és (ij sem keletkezik.

(2) Az (1)-hez nem sziikséges, hogy G paros legyen.

(3) Ha G paéros, akkor a lanykérd algoritmus (1) szerint torol
éleket. ElObb-utdbb a fidk kilonbozé lanyt fognak megkérni. A
lanykérésekhez tartozd élek stabil parositast alkotnak, ami a fitk
szamara a legjobb, a lanyoknak a legrosszabb.

Megf: Két stabil parositds szimmetrikus kiilonbségének minden
komponense ,,preferenciakor”.



A Gale-Shapley algoritmus kulcsa

w w

1
U m m Um m

Rutin lépés: Ha a w lany kezét az m és m’ is megkéri, és w
kozlliik m-et valasztja, akkor toroljik az m'w élt G-bél.
Valéjdban tobbet is megtehetiink:

Megf: (1) Ha w az m legjobb partnere, és torliink minden ennél
w szerint rosszabbélt, akkor igy a stabil parositasok halmaza
nem valtozik , azaz minden stabil megmarad és (ij sem keletkezik.

(2) Az (1)-hez nem sziikséges, hogy G paros legyen.

(3) Ha G paéros, akkor a lanykérd algoritmus (1) szerint torol
éleket. ElObb-utdbb a fidk kilonbozé lanyt fognak megkérni. A
lanykérésekhez tartozd élek stabil parositast alkotnak, ami a fitk
szamara a legjobb, a lanyoknak a legrosszabb.

Megf: Két stabil parositds szimmetrikus kiilonbségének minden
komponense ,,preferenciakor”.
Kov: A stabil parositdsok halétulajdonsiga.



Kétoldalu piacok: az egyetemi felvételi probléma

Modell:

» Az A és C szinosztélybeli csiicsok a jelentkezdk ill. a szakok
» a paros graf élei a jelentkezések,

» g(c) a c szak keretszama.

» Minden jelentkez6 linedrisan rendezi a jelentkezéseit,

» akarcsak a szakok a hozzajuk befutd jelentkezéseket.

Megoldas vagy felvételi séma a jelentkezések olyan halmaza,
amelyben minden jelentkez6hoz legfeljebb egy, minden ¢ szakhoz
pedig legfeljebb g(c) jelentkezés tartozik.
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Cél: Kivalasztasi fiiggvényekre és grafokra alapozott targyalds.



Kivalasztasi fuggvények és stabilitas

Altalanositott modell: adottak a jelentkezék ill. a szakok
kivdlasztasi fliggvényei a G graf élein:

Ca(F)C F ill. Cc(F)CF VYFCE.

Példa: Ca(F) = minden jelentkezd kivélasztja az F-beli legjobb
élt. Cc(F) = a szakok szamara legjobb F-beli jelentkezések,
amelyek még beférnek a keretszamokba.

Stabil megoldas: Az élek S részhalmaza, melyre
S=Cc(S)=Ca(5) (megoldas) és
edS=e¢&Cc(SU{e}) vagy e ZCa(SU{e}) (e nem blokkol)
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Ha E; = Ej11 akkor Ca(E;) stabil megoldis.



Lanykérés kivalasztasi fliggvényekkel

2 1 4 1 2 3

Gale-Shapley Tétel: Mindig van stabil pérositas.

Biz. Lanykérés és kikosarazas valtakozik, amig vkit kikosaraznak.
Kivalasztasi fliggvényekre torténd altalanositas.

Legyen Eo =E és Ei+1 = E,' \ (CA(E,') \Cc(cA(E,)))

Ha E; = Ej11 akkor Ca(E;) stabil megoldis.



Lanykérés kivalasztasi fliggvényekkel

2 1 4 1 2 3

Gale-Shapley Tétel: Mindig van stabil pérositas.

Biz. Lanykérés és kikosarazas valtakozik, amig vkit kikosaraznak.
Kivalasztasi fliggvényekre torténd altalanositas.

Legyen Eo =E és Ei+1 = E,' \ (CA(E,') \Cc(cA(E,)))

Ha E; = Ej11 akkor Ca(E;) stabil megoldis.



Lanykérés kivalasztasi fliggvényekkel

2 1 4 1 2 3

Gale-Shapley Tétel: Mindig van stabil pérositas.

Biz. Lanykérés és kikosarazas valtakozik, amig vkit kikosaraznak.
Kivalasztasi fliggvényekre torténd altalanositas.

Legyen Eo =E és Ei+1 = E,' \ (CA(E,') \Cc(cA(E,)))

Ha E; = Ej11 akkor Ca(E;) stabil megoldis.



Lanykérés kivalasztasi fliggvényekkel

2 1 4 1 2 3

Gale-Shapley Tétel: Mindig van stabil pérositas.

Biz. Lanykérés és kikosarazas valtakozik, amig vkit kikosaraznak.
Kivalasztasi fliggvényekre torténd altalanositas.

Legyen Eo =E és Ei+1 = E,' \ (CA(E,') \Cc(cA(E,)))

Ha E; = Ej11 akkor Ca(E;) stabil megoldis.



Lanykérés kivalasztasi fliggvényekkel

2 1 4 1 2 3

Gale-Shapley Tétel: Mindig van stabil pérositas.

Biz. Lanykérés és kikosarazas valtakozik, amig vkit kikosaraznak.
Kivalasztasi fliggvényekre torténd altalanositas.

Legyen Eo =E és Ei+1 = E,' \ (CA(E,') \Cc(cA(E,)))

Ha E; = Ej11 akkor Ca(E;) stabil megoldis.



Lanykérés kivalasztasi fliggvényekkel

2 1 4 1 2 3

Gale-Shapley Tétel: Mindig van stabil pérositas.

Biz. Lanykérés és kikosarazas valtakozik, amig vkit kikosaraznak.
Kivalasztasi fliggvényekre torténd altalanositas.

Legyen Eo =E és Ei+1 = E,' \ (CA(E,') \Cc(cA(E,)))

Ha E; = Ej11 akkor Ca(E;) stabil megoldis.



Lanykérés kivalasztasi fliggvényekkel

2 1 4 1 2 3

Gale-Shapley Tétel: Mindig van stabil pérositas.

Biz. Lanykérés és kikosarazas valtakozik, amig vkit kikosaraznak.
Kivalasztasi fliggvényekre torténd altalanositas.

Legyen Eo =E és Ei+1 = E,' \ (CA(E,') \Cc(cA(E,)))

Ha E; = Ej11 akkor Ca(E;) stabil megoldis.



Lanykérés kivalasztasi fliggvényekkel

2 1 4 1 2 3

Gale-Shapley Tétel: Mindig van stabil pérositas.

Biz. Lanykérés és kikosarazas valtakozik, amig vkit kikosaraznak.
Kivalasztasi fliggvényekre torténd altalanositas.

Legyen Eo =E és Ei+1 = E,' \ (CA(E,') \Cc(cA(E,)))

Ha E; = Ej11 akkor Ca(E;) stabil megoldis.



Lanykérés kivalasztasi fliggvényekkel

2 1 4 1 2 3

Gale-Shapley Tétel: Mindig van stabil pérositas.

Biz. Lanykérés és kikosarazas valtakozik, amig vkit kikosaraznak.
Kivalasztasi fliggvényekre torténd altalanositas.

Legyen Eo =E és Ei+1 = E,' \ (CA(E,') \Cc(cA(E,)))

Ha E; = Ej11 akkor Ca(E;) stabil megoldis.



Lanykérés kivalasztasi fliggvényekkel

2 1 4 1 2 3

Gale-Shapley Tétel: Mindig van stabil pérositas.

Biz. Lanykérés és kikosarazas valtakozik, amig vkit kikosaraznak.
Kivalasztasi fliggvényekre torténd altalanositas.

Legyen Eo =E és Ei+1 = E,' \ (CA(E,') \Cc(cA(E,)))

Ha E; = Ej11 akkor Ca(E;) stabil megoldis.

Kelso-Crawford Tétel: Ha a C4 és Cc kiv. fv-ek komonotonok

és utfliggetlenek, akkor a fenti algoritmus stabil megoldast talal.
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Kelso-Crawford Tétel: Ha a C4 és Cc kiv. fv-ek komonotonok
és utfliggetlenek, akkor a fenti algoritmus stabil megoldast talal.
Buta kérdés: Mitél miikodik a fenti algoritmus?




Tarski fixponttétele

Def: Az F halmazfiiggvény monoton, ha A C B = F(A) C F(B).
Megf: Legyen C(X) = X \ C(X).

Ekkor a C kiv. fv pontosan akkor komonoton, ha C monoton.
Knaster-Tarski fixponttétel: Ha F : 2F — 2F monoton, akkor
létezik fixpontja: F(X) = X (valamely X C E-re).

Réaddasul a fixpontok halét alkotnak: ha F(X) =X és F(Y)=Y
akkor X N'Y tartalmaz fixpontot, és ezek kozott van egy legb&vebb
ill. az X U Y-t tartalmazé fixpontok kozt van egy legsziikebb.
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Def: Az F halmazfiiggvény monoton, ha A C B = F(A) C F(B).
Megf: Legyen C(X) = X \ C(X).

Ekkor a C kiv. fv pontosan akkor komonoton, ha C monoton.
Knaster-Tarski fixponttétel: Ha F : 2F — 2F monoton, akkor
létezik fixpontja: F(X) = X (valamely X C E-re).

Réaddasul a fixpontok halét alkotnak: ha F(X) =X és F(Y)=Y
akkor X N'Y tartalmaz fixpontot, és ezek kozott van egy legb&vebb
ill. az X U Y-t tartalmazé fixpontok kozt van egy legsziikebb.
Cantor-Bernstein tétel: Ha |A| < |B| és |B| < |A| akkor |A| = |B].
A véges eset Mivel ) C F(0)), a monotonitds miatt

F(0) € F(F(0)). Ezért F(0) C F(F(0)) C F(F(F(@®)))<...
igy FO)(0) = FUHD(0) = F(FD(0)) valamely i-re, és

X = F(9) fixpont. (A F(E) 2 F(F(E)) 2 F(F(F(E)))2...
sziikiilé lanc is fixpontra zsugorodik.)

Megf: A Gale-Shapely algoritmus egy monoton fiiggvény
iteracidja: Ei+1 = F(E;), ahol
F(X) = X\ (Ca(X) \ Ce(Ca(X)) =(PI-b8l)= E\ Cc(E \ Ca(X)
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Fiu- és lanyoptimalitas: A GS algoritmus a stabil megoldasok
kozil azt taldlja meg, amelyik a fidknak a lehet6 legjobb és a
ldnyoknak a lehetd legrosszabb. (Az E D F(E) D F(F(E)) D...
lanc a legbdvebb fixponttal ér véget.)

Erdekellentét: fitknak a legjobb = lanyoknak a legrosszabb.
Def: Egy S megoldds akkor jobb (a jelentkezéknek), mint S’, ha
Ca(SUS’)=S. (Jelolés: S <4 5')

Tény: Ha Ca komonoton és Pl akkor <4 részbenrendezés.

Blair tétele: Ha C4 és Cc komonoton és Pl, akkor a stabil
megolddsok a <4 rendezésre halét alkotnak. Azaz, ha 51 és S
stabil megoldasok, akkor van egy S = $1 A S5, stabil megoldas,
amire S <4 51, S <4 Sy, tovabb3 ha S’ stabil és S’ <4 51,

5/ jA 52, akkor 5/ jA S.



Kovetkezmények

,,Lattuk”: Stabil megolddsok = fixpontok (...)

Fiu- és lanyoptimalitas: A GS algoritmus a stabil megoldasok
kozil azt taldlja meg, amelyik a fidknak a lehet6 legjobb és a
ldnyoknak a lehetd legrosszabb. (Az E D F(E) D F(F(E)) D...
lanc a legbdvebb fixponttal ér véget.)

Erdekellentét: fitknak a legjobb = lanyoknak a legrosszabb.
Def: Egy S megoldds akkor jobb (a jelentkezéknek), mint S’, ha
Ca(SUS')=S. (Jeldlés: S <4 S")

Tény: Ha Ca komonoton és Pl akkor <4 részbenrendezés.

Blair tétele: Ha C4 és Cc komonoton és Pl, akkor a stabil
megolddsok a <4 rendezésre halét alkotnak. Azaz, ha 51 és S
stabil megoldasok, akkor van egy S = $1 A S5, stabil megoldas,
amire S <4 51, S <4 Sy, tovabb3 ha S’ stabil és S’ <4 51,

5/ jA 52, akkor 5/ jA S.

Erdsebb halétulajdonsag: Ha C4 és Cc komonoton és
novekedo, akkor a fenti haldmiiveletek explicit megadhatdk:
SiNS = CA(51 U 52) ill. 51 vS = CC(51 U 52).



Példa: egy , alternativ’ hazassidgi modell



Példa: egy , alternativ’ hazassagi modell

A néket kizardlag a férfiak izomzata és bankszamlaja érdekli.



Példa: egy , alternativ’ hazassagi modell

A néket kizardlag a férfiak izomzata és bankszamlaja érdekli.
A férfiaknak csak a né kinézete és fOztje szamit.



Példa: egy , alternativ’ hazassagi modell

A noket kizardlag a férfiak izomzata és bankszamlaja érdekli.
A férfiaknak csak a né kinézete és fOztje szamit.
Mindenkinek két hazastarsra vagyik:

» a nok egy kigylrt és egy gazdag férjre
> a férfiak pedig egy bombandre és egy szakacsnére.



Példa: egy , alternativ’ hazassagi modell

A noket kizardlag a férfiak izomzata és bankszamlaja érdekli.
A férfiaknak csak a né kinézete és fOztje szamit.
Mindenkinek két hazastarsra vagyik:

» a nok egy kigylrt és egy gazdag férjre

> a férfiak pedig egy bombandre és egy szakacsnére.
Egy hazasitas soran mindenki legfeljebb két partnert kap.



Példa: egy , alternativ’ hazassagi modell

A noket kizardlag a férfiak izomzata és bankszamlaja érdekli.
A férfiaknak csak a né kinézete és fOztje szamit.
Mindenkinek két hazastarsra vagyik:
» a nok egy kigylrt és egy gazdag férjre
> a férfiak pedig egy bombandre és egy szakacsnére.
Egy hazasitas soran mindenki legfeljebb két partnert kap.
Egy hézasitas stabil ha m és w nem hazasok (de azok lehetnének),
akkor



Példa: egy , alternativ’ hazassagi modell

A noket kizardlag a férfiak izomzata és bankszamlaja érdekli.
A férfiaknak csak a né kinézete és fOztje szamit.
Mindenkinek két hazastarsra vagyik:
» a nok egy kigylrt és egy gazdag férjre
> a férfiak pedig egy bombandre és egy szakacsnére.
Egy hazasitas soran mindenki legfeljebb két partnert kap.
Egy hézasitas stabil ha m és w nem hazasok (de azok lehetnének),
akkor

» m-nek van w-nél jobban kinéz6 és jobban f6z6 felesége is



Példa: egy , alternativ’ hazassagi modell

A noket kizardlag a férfiak izomzata és bankszamlaja érdekli.
A férfiaknak csak a né kinézete és fOztje szamit.
Mindenkinek két hazastarsra vagyik:
» a nok egy kigylrt és egy gazdag férjre
> a férfiak pedig egy bombandre és egy szakacsnére.
Egy hazasitas soran mindenki legfeljebb két partnert kap.
Egy hézasitas stabil ha m és w nem hazasok (de azok lehetnének),
akkor

» m-nek van w-nél jobban kinéz6 és jobban f6z6 felesége is
> vagy w-nek van m-nél izmosabb és tehetésebb férje is.



Példa: egy , alternativ’ hazassagi modell

A noket kizardlag a férfiak izomzata és bankszamlaja érdekli.
A férfiaknak csak a né kinézete és fOztje szamit.
Mindenkinek két hazastarsra vagyik:
» a nok egy kigylrt és egy gazdag férjre
> a férfiak pedig egy bombandre és egy szakacsnére.
Egy hazasitas soran mindenki legfeljebb két partnert kap.
Egy hézasitas stabil ha m és w nem hazasok (de azok lehetnének),
akkor
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Kov: Ebben a modellben mindig van stabil hdzasitas.



Példa: egy , alternativ’ hazassagi modell

A noket kizardlag a férfiak izomzata és bankszamlaja érdekli.
A férfiaknak csak a né kinézete és fOztje szamit.
Mindenkinek két hazastarsra vagyik:

» a nok egy kigylrt és egy gazdag férjre
> a férfiak pedig egy bombandre és egy szakacsnére.

Egy hazasitas soran mindenki legfeljebb két partnert kap.
Egy hézasitas stabil ha m és w nem hazasok (de azok lehetnének),
akkor

» m-nek van w-nél jobban kinéz6 és jobban f6z6 felesége is
> vagy w-nek van m-nél izmosabb és tehetésebb férje is.

Kov: Ebben a modellben mindig van stabil hdzasitas.

Biz: A férfiak és nék vélasztasat is komonoton és Pl kivalasztdsi
fuggvények irjdk le. Lehetséges hazassagok egy F halmazara
Cw(F) az F altal meghatarozott legerésebb és leggazdagabb
férfiakat rendeli minden néhoz. Hasonldan, Cp(F) minden férfhoz
az F-beli legcsinosabb és legjobban f6z6 partnert vélasztja. Ilgy
mind Cyy, mind Cp; komonoton és Pl, tehdt a GS algoritmus
helyesen miikodik. O
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Egy specialis eset

Sorok=fitk, oszlopok=lanyok,
pettyek=lehetséges hazassagok.
Bal=csinosabb, jobb=jobban f&z,
fel=izmosabb, le=vagyonosabb
Lassuk a GS algoritmust.

A fid-optimalis stabil hazasitas a ,,legszélesebb” kivant
tulajdonsdgu racsponthalmaz, mig a lany-optimdlis a

,,legmagasabb”.



A splitting tulajdonsag

Tétel (Roth): G = (V,E) péros graf, g : V — N kvétak, <,
preferencidk. Ha Az, As stabil g-pdrositdsok akkor tetszdleges
x € V csticsra A1(x) = Aa(x) vagy |A1(x)| = |A2(x)| = q(x)
teljestil és utébbi esetben az A;(x) U Az(x) halmaz <, szerinti
legjobb g(x) eleme vagy A;(x) vagy Ax(x).
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Kov. (splitting tulajdonsag): Minden x csticsra az x-bél
indulé élek g(x) osztdlyba sorolhatdk dgy, hogy minden stabil
g-parositas legfeljebb egy élt hasznal minden osztalybdl.



A splitting tulajdonsag

g=3 X g=3 &

] ]
Tétel (Roth): G = (V,E) péros graf, g : V — N kvétak, <,
preferencidk. Ha Az, As stabil g-pdrositdsok akkor tetszdleges
x € V csticsra A1(x) = Aa(x) vagy |A1(x)| = |A2(x)| = q(x)
teljestil és utébbi esetben az A;(x) U Az(x) halmaz <, szerinti
legjobb g(x) eleme vagy A;(x) vagy Ax(x).
Kov. (splitting tulajdonsag): Minden x csticsra az x-bél
indulé élek g(x) osztdlyba sorolhatdk dgy, hogy minden stabil
g-parositas legfeljebb egy élt hasznal minden osztalybdl.
Kov: A stabil g-parositdsok poliéderének linedris leirdsa.
(Implicit leirds kovetkezik a halépoliéderek elméletébdl, a splitting-
és halétulajdonsigokbdl egy ,,explitebb” leirds adddik.)



A splitting tulajdonsag

NN

Tétel (Roth): G = (V,E) péros graf, q: V —>N kvétdk, <.,
preferencidk. Ha A1,A2 stabil g-pdrositasok akkor tetszdleges
x € V csticsra A1(x) = Aa(x) vagy |A1(x)| = |A2(x)| = q(x)
teljestil és utébbi esetben az A;(x) U Az(x) halmaz <, szerinti
legjobb g(x) eleme vagy A;(x) vagy Ax(x).

Kov. (splitting tulajdonsag): Minden x csticsra az x-bél
indulé élek g(x) osztdlyba sorolhatdk dgy, hogy minden stabil
g-parositas legfeljebb egy élt hasznal minden osztalybdl.

Kov: A stabil g-parositdsok poliéderének linedris leirdsa.
(Implicit leirds kovetkezik a halépoliéderek elméletébdl, a splitting-
és halétulajdonsigokbdl egy ,,explitebb” leirds adddik.)
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partnerhalmazt valasztjak, akkor egy My V M, stabil parositast
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partnerhalmazt valasztjak, akkor egy My V M, stabil parositast
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Medidn stabil parositasok

Tény: Ha My, M, stabil g-parositasok és a fiik a jobbik
partnerhalmazt valasztjak, akkor egy My V M, stabil parositast
kapunk, amelyben a lanyok a rosszabb partnerhalmazt kapjak. (A
lanyok vélasztdsaval My A M, adédna.) O
My, M, ..., M stabil g-parositasok minden v csilics szdmara
linedrisan rendezettek: My <X, My =<, ... X, M/.

Tétel (F '03, Klaus-Klijn "06): A fenti My, My, ..., My
esetén ha minden fid az /-dik legjobb partnerhalmazt valasztja
akkor olyan stabil parositast kapunk, ahol minden lany az /-dik
legrosszabb partnerhalmazt kapja.

Biz: Legyen

1
MO = \/ A m.
v fidi=1
Ez stabil, és minden fi(i pontosan az ¢-dik halmazzal van pérositva.

Konnyi beldtni, hogy a lanyok az ¢-dik legrosszabb halmazt
kapjak. O



Utak linking tulajdonsdga

A GS tételbédl igazolhatd, hogy a gammoidok matroidok.

Pym’s linking thm: Legyenek P és Q a G digraf pontdiszjunkt
(piros és zold) utajaibdl 4llé6 halmazok. Ekkor taldlhaté
pontdiszjunkt (pink) utaknak olyan R halmaza, melyre

» minden pink Gt egy piros és egy zold Ut konkatenacidja,

» minden piros Ut kezdépontjabdl indul, es minden zold Gt
végpontjaba érkezik pink (t, és

» minden pink Gt egy piros vagy zold kezd6pontbdl indul és egy
piros vagy zold végpontba érkezik.
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Utak linking tulajdonsdga

Biz A piros-zold véltdsokat leiré csiicsok halmaza hatdrozza meg
az ‘R uthalmazt, ilyet akarunk taldlni.

Stabil hazassagi modellt készitiink: a piros utak a ndk, zoldek a
férfiak, kozos csticsok a lehetséges hazassagok. (Lehetnek
parhuzamos élek is.)

Preferenciak: Mindenki a sajat Gtjanak a lehetd legrovidebb
részét szeretné a pink Utba beadni. A piros it a kezd6ponthoz
kozelebbi, a zold a végponthoz kozelebbi csiicsokat kedveli jobban.
A valtasokat leiré csticshalmaz pontosan akkor lesz megfelel6, ha
stabil parositdsnak felel meg.
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Paros graf él-listaszinezése

LCC: X/(6) = X(6)

Janssen: xj(Knn) <n+1
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Ujabb apré lépés: Kiterjesztjik Galvin eredményét.
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Megf:
Minden véges, hurokmentes G grafra x'(G) < x}(G) teljesiil.
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Tény: A csicsok listaszinezése esetén x(G) < x/(G) is
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A kiterjesztett listaszinezési eredmény

Tétel: Legyen G = (V, E) véges graf, c: E — {1,2,... k}
ennek egy élszinezése, valamint L(e) C N a G minden e élére. Tth
> |L(e)| > k teljesiil a szinlistdkra és
> az i-szinezheté élek G; := (V,L~1(i)) gréfja minden i szinre
paros.
Ekkor G is L-él-listaszinezhetd.
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iranyitott Gt ill. kor legyen. Minden e € E(v) érlre legyen

re,v) = i ha e a v-be mutat
T k+1— ha e a v-bél indul.

Legyen e <, f ha r(e,v) < r(f,v). Vildgos, hogy ha

r(e,v) = r(f,v), akkor e = f. Ezért <, linedris rendezés E(v)-n.
Ezaltal minden e élhez legfeljebb k — 1 olyan él tartozhat, amelyik
e-t valamelyik fenti rendezésben megelézi.
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Innen Galvin médszerét kovetjiik. Feltettiik, hogy
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Ha az e él nem kap meg egy i € L(e) szint, akkor az M; stabilitdsa
matt egy f <, e él i szinli lett. Mivel L(e) legaldbb k szint
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hogy L(e) semelyik szinét se kapja meg az e él. Vagyis minden élt
kiszineztlink, tehat a bizonyitdssal végeztiink. |
Kérdés: Mennyire dltaldnosithaté Galvin médszere?



Egy mddositott egyetemi felvételi probléma

Gale-Shapley: az egyetemi felvételi problémdban (szigor
rendezés, keretszamok) mindig van stabil megoldds.

(GS, optimalitds, halétul)

Hamada-Miyazaki-lwama: Ha a szakoknak alsé kvétdja is van,
akkor nem kozelithetd a blokkold élek minimalis szama.
Biro-F-lIrving-Manlove: A szaknak alsé kvétai vannak, és egy
szak nem indul el, ha nincs elég jelentkezd. A stabil megodlas
eldontése NP-teljes.
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Eszkoz: matroid-alapt kivalasztasi fliggvények.



Matroid gyorstalpalé

Matroid: M =(E,Z)st(1)0eZ, (2QJACBeI=>AcT,
(3) A,BeZ |Al<|Bl=3beB\A:AU{b} €.
Példak: (1) Linearis matroid (lin. ftn. vektorok)
(2) Grafikus matroid (graf kormentes élhalmazai)
(3) Trividlis matroid (Z = 2F)
(4) Uniform matroid trividlis csonkolasa
(5) Particiés matroid

(E=EUEU...UE particié. 1 €Z ha |l NE;| <1).
(6) Uniform matroidok direkt 6sszege (E = E; U E; U... U Ey
egy particid, by, ba, ..., by adottak. I € Z ha |I N E;| < b;¥i).
Bazis: E-beli maximalis ftn (szdmossdga csak M-tél fiigg)
Rang fv: rk(A) = max{|A’| : A C A fiiggetlen}.
Span: sp(A) :={e € E: rk(AU {e}) = rk(A).
Moho tul: Egy maxsilyd fuggetlen halmaz megkaphaté mohén,
egyenként dontve az elemek bevételérdl, csokkend stlysorrendben.
Kov: A mohé algoritmus matroidon novekvé komonoton
kivdlasztasi figgvényt definial.



Matroidok és stabil megoldasok

Kov: A mohé algoritmus matroidon novekvé komonoton
kivalasztdsi fiiggvényt definial.

Kov: Ha C¢ és Cp mohé kiv. fv.-k, akkor mindig van stabil
megoldds, a GS algoritmus ezt megtalalja, és természetes
halémiivelet van a stabil megoldasokon.



Matroidok és stabil megoldasok

Kov: A mohé algoritmus matroidon novekvé komonoton
kivalasztdsi fiiggvényt definial.
Kov: Ha C¢ és Cp mohé kiv. fv.-k, akkor mindig van stabil
megoldds, a GS algoritmus ezt megtalalja, és természetes
halémiivelet van a stabil megoldasokon.
Példak: (1) Stabil hazassagok Cpy, Cyy particiés matroidok.
(2) Egyetemi felvételi keretszamokkal

Ca: particiés matroid, C¢: uniform matroidok direkt osszege.
(3) Kvotak meghatarozta poligam hazassagok

C1,Cy: uniform matroidok direkt osszege.

(4)Egyetemi felvételi keretszamokkal laminaris szakhalmazokon
Ca: particiés matroid,
Cc: trividlis matroidokon csonkoldsok és direkt Gsszegképzések.
(A k-csonkolds fliggetlenjei a legfeljebb k méretii fliggetlenek.
Direkt osszeg: diszjunkt matroidok egyesitése.)



Matroidok és stabil megoldasok

Kov: A mohé algoritmus matroidon novekvé komonoton
kivalasztdsi fiiggvényt definial.
Kov: Ha C¢ és Cp mohé kiv. fv.-k, akkor mindig van stabil
megoldds, a GS algoritmus ezt megtalalja, és természetes
halémiivelet van a stabil megoldasokon.
Példak: (1) Stabil hazassagok Cpy, Cyy particiés matroidok.
(2) Egyetemi felvételi keretszamokkal

Ca: particiés matroid, C¢: uniform matroidok direkt osszege.
(3) Kvotak meghatarozta poligam hazassagok

C1,Cy: uniform matroidok direkt osszege.

(4)Egyetemi felvételi keretszamokkal laminaris szakhalmazokon
Ca: particiés matroid,
Cc: trividlis matroidokon csonkoldsok és direkt Gsszegképzések.
(A k-csonkolds fliggetlenjei a legfeljebb k méretii fliggetlenek.
Direkt osszeg: diszjunkt matroidok egyesitése.)
,,Rural hospitals” Tétel: Ha C¢ és C4 is mohd kiv. fv-k, akkor a
stabil megolddsok spanje mindig ugyanaz.



A | classified stable matching” probléma

Input: G =(CUA,E) paros graf, E a jelentkezések halmaza,
Qc, Qa C 2F laminaris halmazrendszerek (elemei a
kvétahalmazok), /,u: QaU Qa4 — Ny alsé és felsé kvdtak
(keretszdmok) és <¢ ill. <4 preferenciarendezések, amelyekre
minden kvétahalmaz linedrisan rendezett.



A | classified stable matching” probléma

Input: G =(CUA,E) paros graf, E a jelentkezések halmaza,
Qc, Qa C 2F laminaris halmazrendszerek (elemei a
kvétahalmazok), /,u: QaU Qa4 — Ny alsé és felsé kvdtak
(keretszdmok) és <¢ ill. <4 preferenciarendezések, amelyekre
minden kvétahalmaz linedrisan rendezett.

Megoldas: Olyan F C E, amely teljesiti a kvétakovetelményeket:
Q) <|FNQI<u(@) VQeQcUQn.



A | classified stable matching” probléma

Input: G =(CUA,E) paros graf, E a jelentkezések halmaza,
Qc, Qa C 2F laminaris halmazrendszerek (elemei a
kvétahalmazok), /,u: QaU Qa4 — Ny alsé és felsé kvdtak
(keretszdmok) és <¢ ill. <4 preferenciarendezések, amelyekre
minden kvétahalmaz linedrisan rendezett.
Megoldas: Olyan F C E, amely teljesiti a kvétakovetelményeket:
Q) <IFNQ<u(@ VQeQrUQa.
Az F megoldast az F # e = ca jelentekzés blokkolja, ha
» F U {e} minden Qc-hez tartozd kvétat teljesit, vagy ha van
olyan e <¢ f € F jelentkezés, amelyre F U {e} \ {f} teljesit
minden Qc-hez tartozé kvotat és
> ,ugyanez” teljesiil Qa-ra és <p-rais.
Stabil megoldas: olyan megoldds, amit semmi sem blokkol.



A | classified stable matching” probléma

Input: G =(CUA,E) paros graf, E a jelentkezések halmaza,
Qc, Qa C 2F laminaris halmazrendszerek (elemei a
kvétahalmazok), /,u: QaU Qa4 — Ny alsé és felsé kvdtak
(keretszdmok) és <¢ ill. <4 preferenciarendezések, amelyekre
minden kvétahalmaz linedrisan rendezett.
Megoldas: Olyan F C E, amely teljesiti a kvétakovetelményeket:
Q) <IFNQ<u(@ VQeQrUQa.
Az F megoldast az F # e = ca jelentekzés blokkolja, ha
» F U {e} minden Qc-hez tartozd kvétat teljesit, vagy ha van
olyan e <¢ f € F jelentkezés, amelyre F U {e} \ {f} teljesit
minden Qc-hez tartozé kvotat és
> ,ugyanez” teljesiil Qa-ra és <p-rais.
Stabil megoldas: olyan megoldds, amit semmi sem blokkol.
Modszer: A fenti eredmények felhasznalasa.
Kulcskérdés: hogyan dontiink az egyes jelentkezések
elfogaddsardl, ha azok csokkend preferenciasorrendben érkeznek.



A szakok kivélasztasi fluggvénye

upper quota
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A szakok kivélasztasi fluggvénye
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Megf: A szaggatott kvétahalmazok ,,implicit” telitettek, oda mar
nem lehet felvenni senkit.



A szakok kivélasztasi fluggvénye

100 upper quota
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16 1 36: | 10 10 current situation
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g5 lower quota

Megf: A szaggatott kvétahalmazok ,,implicit” telitettek, oda mar
nem lehet felvenni senkit.
Rekurziv definicié: F C E, ha Q a Q¢ egy legsziikebb tagja, akkor
d(Q, F) :=max{|F N Q,/(Q)}.
Ha Q € Q¢ maximalis fiai Q1,... Qx akkor
d(Q, F) :=max{d(Q1,F)+...d(Qk, F),I(Q)}



A szakok kivélasztasi fluggvénye

100 upper quota

10,10 ~1g—10 OO0
16 1 36: | 10 10 current situation
4o LA 0....20L_hol_ho|,

5 lower quota

Megf: A szaggatott kvétahalmazok ,,implicit” telitettek, oda mar
nem lehet felvenni senkit.
Rekurziv definicié: F C E, ha Q a Q¢ egy legsziikebb tagja, akkor
d(Q, F) :=max{|F N Q,/(Q)}.
Ha Q € Q¢ maximalis fiai Q1,... Qx akkor
d(Q, F) :=max{d(Q1,F)+...d(Qk, F),I(Q)}
Kules: Te .= {F CE:d(Q,F) < u(Q) VQ € Qc} matroidot.



A szakok kivélasztasi fluggvénye

100 upper quota

10,10 ~1g—10 OO0
16 1 36: | 10 10 current situation
4o LA 0....20L_hol_ho|,

5 lower quota

Megf: A szaggatott kvétahalmazok ,,implicit” telitettek, oda mar
nem lehet felvenni senkit.
Rekurziv definicié: F C E, ha Q a Q¢ egy legsziikebb tagja, akkor

d(Q, F) :=max{|F N Q,/(Q)}.
Ha Q € Q¢ maximalis fiai Q1,... Qx akkor

d(Q, F) :=max{d(Q1,F)+...d(Qk, F),I(Q)}

Kules: Te .= {F CE:d(Q,F) < u(Q) VQ € Qc} matroidot.
Kov: A Cc¢ és Cp kiv. fv-ekhez mindig van CcCa-stabil megoldas.



A szakok kivélasztasi fluggvénye

0 upper quota

100
10,10 ~1g—10 OO0

16 1 36: | 10 10 current situation
4o LA 0....20_hol_ho|

lower quota

Megf: A szaggatott kvétahalmazok ,,implicit” telitettek, oda mar
nem lehet felvenni senkit.
Rekurziv definicié: F C E, ha Q a Q¢ egy legsziikebb tagja, akkor

d(Q, F) :=max{|F N Q,/(Q)}.
Ha Q € Q¢ maximalis fiai Q1,... Qx akkor

d(Q, F) :=max{d(Q1,F)+...d(Qk, F),(Q)}

Kules: Te .= {F CE:d(Q,F) < u(Q) VQ € Qc} matroidot.
Kov: A Cc¢ és Cp kiv. fv-ekhez mindig van CcCa-stabil megoldas.
Tritkk: A, rural hospital” tétel dltaldnositdsa miatt vagy minden
CcCa-stabil megoldas teljesiti az alsd kvotakat is, és ezért stabil
megoldds az eredeti feladatra is, vagy egyetlen egy CcCa-stabil
megoldas sem teljesiti az alsé kvétakat, ezért nincs az eredeti
feladatnak stabil megolddsa. Ha tehat a GS algoritmus adta
megoldads nem j6, akkor egydltaldn nincs stabil megoldas. O



Koszonom a figyelmet!



