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nem teljesen kitoltott paros dsszehasonlitas matrix graf
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A logaritmikus legkisebb négyzetek (LLS) modszere

2
min Z [log a;; — log (%)]
J

1,7 :
a;; Ismert

w; > 0, 1=1,2,...,n.

n n
Normalizalas: »  w; =1, vagy [[ w; =1, vagy w; = 1.
1=1 1=1
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Téetel (Bozoki, Fulop, Ronyai, 2010): Legyen A egy nem
teljesen kit6ltott paros dsszehasonlitas matrix, amely G
grafja 6sszefiiggo. Ekkor a logaritmikus legkisebb
negyzetes feladat optimalis megoldasa (w = expy)
egyértelmil és az alabbi egyenletrendszer megoldasakent
adodik:

(Ly),; = >  logay mindeni=1,2,... n-re,
k:e(i,k)eE(G)
y1 =0

ahol L a G graf Laplace-matrixa (¢;; az i. csucs foka és
l;; = —1 pontosan akkor, ha az . és j. csucsok
szomszédosak).
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A feszit 6fas megkozelités (Tsyganok, 2000, 2010)
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A feszit 6fas megkozelités (Tsyganok, 2000, 2010)
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A feszit 6fas megkozelités

Minden feszitdfa indukal egy sulyvektort.
A sulyvektorok — pl. szamtani vagy meértani kdzeppel

torténo — aggregalasaval kapott sulyvektor is egy értelmes
megoldasa a sulyozasi feladatnak.
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Tetel (Lundy, Siraj, Greco, 2017): A teljesen kitoltott paros
dsszehasonlitas matrix 0sszes feszitofajabol szamolt
sulyvektor mértani kdzepe a logaritmikus legkisebb
négyzetes feladat megoldasa.
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Tetel (Lundy, Siraj, Greco, 2017): A teljesen kitoltott paros
dsszehasonlitas matrix 0sszes feszitofajabol szamolt
sulyvektor mértani kdzepe a logaritmikus legkisebb
négyzetes feladat megoldasa.

Ugyanez igaz a nem teljesen Kkitoltott esetben is:

Tetel (Bozoki, Tsyganok): A teljesen vagy nem teljesen
kitoltott paros 6sszehasonlitas matrix dsszes feszitdofajabol
szamolt sulyvektor meértani kozepe a logaritmikus legkisebb
négyzetes feladat megoldasa.
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bizonyitas
Jelblje £(G) a G gréaf éleinek halmazat, e(i, j) pedig az i. és
a j. csucs kozott futo élt.

A G gréaf feszitofait jelolje 71,72, ...,7%,...,7°, ahol S a
feszitofak szama. A 7% feszitofa éleinek halmazat E(7T7)-sel
jeloljuk.

A T feszitofabol szamolt sulyvektort w8, s =1,2,....5,
jeloli. w* skalarral valo szorzastol eltekintve egyertelmd.
Feltehetjuk, hogy w{ = 1.

Legyen tovabba y* :=logw?®, s =1,2,...,5 (elemenkénti
logaritmus).
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bizonyitas

Jeldlje wit> a logaritmikus legkisebb négyzetes feladat
optimalis megoldasat (a wf*> = 1 normalizalassal) és
legyen y&° .= log wit°. Ekkor

(LyLLS) = > b minden i =1.2. ... n-re,
k:e(i,k)eE(GQ)

ahol b;;. = loga;;, minden e(i, k) € E(G) élre.

bir = —bp; minden e(i, k) € E(G) élre.

A tétel bizonyitasahoz eleg igazolni, hogy

S
1 ) . .
<L§ ;:1 y ) — E bk mindeni=1,2,..., n-re.

i kee(i,k)eEE(G)
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bizonyitas
Nehézséq: az egyes feszitofakhoz tartozo Laplace-
matrixok kulénboznek a G graf Laplace-matrixatol.

Tekintstink egy tetszoleges T feszitdoat. Ekkor z— = a;;

J

minden e(i, j) € E(T?) esetén.

Definialjuk az A% nem teljesen kit6ltott paros
dsszehasonlitas matrixot az alabbiak szerint:

aj; == a;; minden e(i, j) € E(T?)-re es

a3; =2 minden e(i, j) € E(G)\E(T*)-re. Legyen most is
bj; = log afj(: Y — y;)

Vegyuk észre, hogy az A és A° nem teljesen kitoltott paros
dsszehasonlitds matrixok Laplace-matrixai megegyeznek.

—p. 15/33



bizonyitas
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bizonyitas

Mivel a T¢ feszitofa a w* sulyvektort indukalja, ez utobbi
egyuttal az A° nem teljesen kitoltott paros 6sszehasonlitas
matrixszal felirt logaritmikus legkisebb négyzetes feladat
optimalis megoldasa is. Teljesul tehat az alabbi
egyenletrendszer:

(Ly?), = Z bir+ Z o Vi=1,...,n-re.
kie(i,k)EE(T?) kie(i,k)EE(G)\E(T*)

Lemma: Mindeni=1,2,...,n esetén

S

Z Z bik + Z k| =95 Z bik

s=1 \k:e(i,k)eE(T?) k:e(i,k)eE(G)\E(T*?) k:e(i,k)eE(G)
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a lemma bizonyitasa
1
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a lemma bizonyitasa
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a lemma bizonyitasa
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a lemma bizonyitasa

biy = b15 + bsa + bag + b3o
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a lemma bizonyitasa
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a lemma bizonyitasa

biy = b15 + bsa + bag + b3o
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bis = bia + bag + b3g + bys
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a lemma bizonyitasa
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a lemma bizonyitasa
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a lemma bizonyitasa
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bizonyitas

A tétel bizonyitasahoz vegyuk az alabbi egyenletek
0sszegéts =1,2,...,5-re:

(Ly*), = Z bir. + Z 5 Vi=1,...,nre

k:e(i,k)eE(T?) k:e(i,k)eE(G)\E(T?)
és alkalmazzuk a lemmat:

S

S we X om]es ¥ ow
s=1 \k:e(i,k)eE(T?) k:e(i,k)eE(G)\E(T?) k:e(i,k)eE(G)
LLS 1 S

y =32y -
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Megjegyzes: A fenti bizonyitas a teljesen kit6ltott paros
Osszehasonlitas matrixokat (S = n"~?) specialis esetként
tartalmazza.
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KonklUzid

Megmutattuk ket sulyozasi mddszer ekvivalenciajat.
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