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1. Bevezetés és jelolések

Az alkalmazott jelolések koziil az ismert szokasos fogalmak és jelolések értel-
mezésével nem foglalkozunk. (Sziikség esetén segitenek az online keressk.)
A tovabbiakban azokra az elnevezésekre és jelolésekre koncentralunk, ame-
lyek elsG réanézésre esetleg nagyon szokatlannak vagy furcsdnak tinhetnek.
[lyeneket magyarazunk a kdvetkezs felsorolasban:

1. Megnovelt binomialis egytitthatonak nevezzilk a normal binomialis
egyiitthatora hasonlito, de jobbrol dupla zardjellel lezart formaciot, amit
a kovetkezSképpen értelmeziink:

, ) ha k=0,
()~ () + () ba 1<ksn

Definialhatjuk és gyors kiszamitas céljabol hasznélhatjuk dGket egy
olyan aszimmetrikus Pascal-haromszog elemeiként is, melynek jobb szél-
s6 l-eseit 2 értékire noveljiik. Ugy is lehet magyarazni, hogy egy
Pascal-haromszoget egy masik, DK-i iranyban 1 egységgel eltolt Pascal-
haromszoggel szuperponélunk olyan értelemben, hogy az egymast feds
szamoknak az Osszegét vessziik.

A kétféle Pascal-haromszog hasonlésagéanak és kiilonbozGségének a
szemléltetésére megmutatjuk mindkettének egy rovid részletét. A nor-
mal Pascal-haromszog néhany kezdé sora:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Az aszimmetrikus Pascal-haromszog néhany kezdd sora pedig a kovet-
kez6:



1 2
1 3 2
1 4 o} 2
1 5 9 7 2
1 6 14 16 9 2

1 8 27 50 25 36 13 2

Az elemek képzési szabalya mindkét fajta Pascal-haromszogre azonos:
Valamennyi belsé elem értéke a két f6lotte elhelyezkedd elem Osszegével
egyenls. Vegyiik észre azt is, hogy n > 1 esetén az (a+0)" +b(a+b)"
polinom egyiitthatoi éppen az aszimmetrikus Pascal-hdromszog elemei.
Egyébként tobb mas, a miénktsl tobbé-kevésbé eltérd aszimmetrikus

Pascal-haromszogekrdl lehet olvasni a szakirodalomban, egy a miénkhez

hasonld, &m annak tiikorképe (ugyanis a bal peremre helyezi a 2-eseket)
lathato Belbachir és Szalay [I] cikkében (Figure 2., 1349. old.), t&bb
mas jellegli Pascal-hdromszog abrajaval egyetemben.

Egy tovabbi altalanositast fogunk bevezetni a [3 szakaszban, amit csak
ott hasznélunk, és ezért ezt a bevezetd szakaszt nem bonyolitjuk el vele.

. Egyvéltozos polinom feliilvonasaval azt a transzformaciot jeloljik, amely

az n-edfoki P,(x) polinomot a 2n-edfoki P,(z) = z"P, (z + 1) poli-
nomba képezi le.

Konnyen lathato, hogy ez a transzformacié multiplikativ, tehat fennall
k
Py (2)Qn(x) = Py(x)-Qn(x) és kovetkezésképpen [P, (z)]F = [Pn(x)] :

ha k pozitiv egész.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha egy P, (x) polinom oszthato egy mésik
Qu() polinommal, akkor P,(x)/Qn(x) = Bu(z)/Gon(r).

. A &, () korosztasi polinomokhoz tarsithato W, (x) fiiggvények értelme-
zését kibovitjiik a kovetkez6képpen. Legyen

Ui(z) =vae—2, Uy(z)=+vax+2.
n > 3 esetére U, (x)-et az ismert képlettel definidljuk:

U, (x)= ]] (x - 20082’“7”) .

0<k<n/2
ged(k,n)=1

A fenti négyzetgyokos kifejezések, melyeket besoroltunk a W, (x) poli-
nomok kozé, elvileg zavart is okozhatnak egyrészt azzal, hogy az ér-
telmezési tartomanyuk nem az egész valos szamegyenes, masrészt az
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is megkérdezhets, hogy a négyzetgyokok két értéke koziil melyiket va-
lasszuk. Ilyen problémak mégsem jelentkeznek amiatt, mivel Wy (x)-nek
és Wy ()-nek mindeniitt csak a négyzetét fogjuk hasznalni a tovabbiak-
ban. Ettdl fiiggetleniil azoknak a képleteknek a helyességét, amelyekben
ezek eléfordulnak, megkiilonboztetett gondossaggal ellendrizziik.

A U, (x) fiiggvények ilyen kibovitett hasznélatéval azt nyerjik, hogy
a modositott Csebisev-polinomok kiilonbozé valtozatai egységesen tar-
gyalhatoak, valamint a Csebisev-polinomos kifejezéseknek, ill. azok
transzformaltjainak a faktorizacidja teljes szinkronba keriilnek egymas-

sal, lasd a [§H11l tablazatok képleteit.

Hasonloan, a kovetkezs szakaszban értelmezett T (x) £ h és U (z) £
h polinomok faktorizaci6janak egységes targyalasat teszi lehetévé, ha
bevezetjiik az alabbi jeloléseket:

Ui (x) = Va2 + 4,
U (x) = |V, (ix) Ve, (iz)], ha n (> 1) paratlan egész,
U (x) = |V, (ix)|, ha n oszthatd 4-gyel.

Nem nehéz megmutatni, hogy V'*(z) egész egylitthatos polinom, ha
n > 3 és n paratlan vagy oszthato 4-gyel.

Ismeretes (lasd pl. Kearnes, Kiss és Szendrei [3]), hogy n > 3 esetén
a W, (z) polinomokbdl a feliilvonas transzformacio alkalmazasaval meg-
kapjuk a @, (z) korosztasi polinomokat, ennek alapjan a W, (z)-cket
nevezhetjiikk korosztasi el6polinomoknak. A félreértés elkeriilése célja-
bol tegyiik mindjart hozza, hogy ténylegesen soha nem igy allitjuk el6 a
korosztasi polinomokat, hanem a W, (x) el6polinomokat és a ®,,(x) kor-
osztasi polinomokat egymastol fiiggetleniil generdljuk. Az el6bbieket a
modositott Csebisev-polinomok faktorizacioja, az utobbiakat az 2" — 1
vagy ahhoz hasonlo polinomok faktorizacioja segitségével. A W, () és
®, () polinomok ilyetén modon térténd generalasat a [L1] szakaszban
targyaljuk részletesebben.

Koszonetnyilvanitas.

A szerz6 koszonetét fejezi ki Szilassi Lajosnak és Szildgyi Ferencnek az abrak
gondos elkészitéséért.



2. A Csebisev-polinomok értelmezési médjai és verzidi

A Csebisev-polinomokra eredeti formajukban is tobb kiilonb6z6 definiciot

hasznalhatunk. A legegyszertibb talan az alabbi tipusd rekurzios képletek
alkalmazésa (lasd Wikipédia [19, 20]):

A T, (z) elséfaju Csebisev-polinomokra
To(ZC) =1
Ti(x)==x
Toi1(z) = 22T, (z) — Ty -1 (),
az U, (r)masodfaji Csebisev-polinomokra pedig
Uo(ilf) =1
U(z) =2z
Upi1(z) = 22U, () — Uy_1(2).
Egy masik, tobbszoros szogek szogfiiggvényeinek két képletével kifejezett de-
finicio:
cos(nf) = T,(cosh),

sin((n + 1)8) = sin 6 U, (cos 0).

A fentieken kiviil lehet definicionak tekinteni az alabbi ismert explicit kép-
leteket is:

n & p(n—k—1)! n—2k
T.(x) = 7 kz (—1) Rl — 2] (2x) for n >0,
=0
[n/2] n— k
Up(x) = Z(—l)k< . )(2x)”_2k for n > 0.
k=0

A kevésbé ismert harmad-, illetve negyedfaju Csebisev-polinomot Mason és
Handscomb [8], 17. old.| az alabbi trigonometrikus képletekkel vezetik be:

COS (n+ %) 0

1
coS 20

Vp(cos ) =

illetve

sin (n+ %) 0

W (cos ) = s 10
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Az el6bbi két egyenlGségbdl kozismert trigonometrikus azonossigok haszné-
lataval egyszertien kovetkezik, hogy
2sin(n + 1)6

W, (cosf) + V,(cos ) = 7 = 2U,(cos 0)
in

és .
2 sinnd

W (cos8) — V,(cosf) =

= 2U,,—1(cos 0).

sin
Ebbdl adodoan
Vo(z) = Uy(x) — Uyi(x) és Wy(x) = Uy(x) + Up—q(2).

Késobb kideriil, hogy a V,,(z) és W, (z) polinomok faktorizacioja soran sze-
rephez jut a T,,(z) és T,,—1(x) polinomok 6sszege, ill. kiilonbsége altal defi-
nialt két polinom. Ezért taldn érdemes lehet az utébbiakat is a Csebisev-
polinomok kozé sorolni, 6tdd-, ill. hatodfaju Csebisev polinomként, Y, ill. Z
betivel jelolve, azaz legyen

Yo(x) =T, (x) — Tho1(x) és Zp(x) = Ty (x) + Tho1(x).

A Csebisev-polinomokrol szolva nem szabad emlités nélkiil hagyni ezek alkal-
mazasanak a jelentGségét az approximéacidelmélet és a differencidlegyenletek
teriiletén. Ilyen alkalmazésokkal azonban itt nem kivanunk foglalkozni. Akit
a Csebisev polinomok témakorének ez az oldala érdekel, azoknak javasoljuk
pl. az oktatasban is mar régota hasznalt Natanszon [9] konyvet. Egyuttal
az approximécidelmélet mivel6i szamara szeretném javasolni az itt targyalt
modositott Csebisev-polinomok valamint a kovetkezd szakaszban bevezetés-
re keriil6 kevert faju Csebisev-polinomok tesztelését, alkalmazhatosaganak a
vizsgalatat.

Ebben a munkiban els6sorban a hat Csebisev-polinombol széarmaztatott
alabbi T} (z), Uy (x), Vi (), Wi(z), Y (2), Z;(z), T (x), Uy (z), W™ (=),
és 27 (x) modosulatokkal foglalkozunk.

T (x)-et és U}(x)-et zsugoritast eredményezd linearis transzformacioval 4l-

litjuk el6 a T),(x) els6faju, ill. U, (z) méasodfaju Csebisev-polinombol a ko-
vetkezdképpen:

Liw) =21, (5).  Uile)=Ua(5). (1)

Az ilyen modon zsugoritott Csebisev polinomok egyik elénye, hogy mindkét
polinom fGegyiitthatoja tetsz6leges pozitiv egész n esetén 1 értékire valto-
zik, tehat lényegesen csokken. A konstans tag esetleges kivételével a tobbi
egyiitthato abszolat értéke is csokken vagy valtozatlan marad.
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Megjegyezziik, hogy ugyanezt a két polinom sorozatot Wituta és Stota [13]
cikkében a szerzdk Q,(x), ill. V,,(x) jeloléssel definialtak elss-, ill. masodfaju
modositott Csebisev-polinomként. (Ennek a V,(x) polinomnak semmi ko-
ze a fentebb emlitett harmadfaji Csebisev-polinomhoz; az egyforma jelolés
csak véletlen.) Tovabba azt is meg kell még emliteniink, hogy az elséfa-
ja modositott Csebisev-polinomra szokas még a Lucas-polinom elnevezés és
az L,(x) jelolés hasznalata is, lasd Wolfram MathWorld: Lucas Polynomial
[23]. Szamomra szimpatikusabb a Csebisev-polinomok betdjének a megtar-
téasa, csillag jellel torténé megkiilonboztetéssel, ezaltal kifejezve a kapcsolatot
az eredeti Csebisev-polinomok és a megfelel6 modositott Csebisev-polinomok
kozott.

Az els6 két modositott Csebisev-polinomhoz hasonléan minden pozitiv egész
n esetén 1 lesz a fGegyiitthato a

Vi(@) = Us(@) = Upi (@) =V (5) (2)
Wi(@) = Up(@) + Ui (@) = Wa (5) (3)
Vi(@) = Ti() = Ty (o) = 2% (5) (4)
) Zi(w) = Ti(@) + Ty (@) = 22, 5) (5)

zsugoritott harmad-, negyed-, 6t6d, ill. hatodfaju Csebisev-polinomban is.

Ismeretes, hogy a T)¥(x) els6faju Csebisev polinom két kiilonbozs foki ma-
sodfaja Csebisev-polinom kiilonbségeként megkaphato:

T,(z) = Uy(z) = Uy (). (6)

Ennek alapjan az 0tod- és hatodfaji Csebisev-polinomot négy szomszédos
masodfaji Csebisev-polinombol tudjuk felépiteni:

Yi(z) = Up(e) = Up_y () = Up_o(2) + Uy _5(x) (7)

Zy(x) = Up(@) + Uy (2) = Uy p(2) = Uy _3() (8)

Tovébbi két modosulatot, T,*(x)-et és U}*(x)-et, ugy hozunk létre T (z)-
bol és U (x)-bol, hogy minden negativ egyiitthatot az ellentettjére, pozitivra
valtoztatunk. Képlettel kifejezve:

T (z) = (=0)"T,(z), U, (x) = (=0)"Uy (). (9)
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Ezek a moédosulatok a hiperbolikus polinomok képleteinek egy részében jat-
szanak ugyanolyan szerepet, mint amilyet 77" (x) és U(x) a tobbszoros szo-
gek szogfiiggvényeinek a képleteiben.

Bér trigonometrikus vagy hiperbolikus képlettel nem (vagy esetleg csak na-
gyon bonyolult médon) tudjuk 6sszefiiggésbe hozni, a teljesség kedvéért beve-
zetjik még a T (x)-hoz és U*(x)-hoz hasonloéan csupa nemnegativ egytitt-
hatot tartalmazo

Wy (2) = Up(x) + Uy (2),  Z)(2) =T, (2) + T2 (x) - (10)

n—1

polinomokat.

A Csebisev-polinomok modosulatai kozé sorolhatjuk még a T (x) és T, (x)
polinomoknak 1-gyel és 2-vel novelt vagy csokkentett értékét, valamint az
Ui(x), Vi(z), Wi(z), Y (), Z:(x), U (x), W*(z) és Z*(x) polinomok-
nak 1-gyel novelt vagy csokkentett értékét, vagy altalanosabb értelemben a
felsorolt polinomoknak tetsz6leges egész szammal novelt vagy csokkentett
értékét. Mindezek tobb vagy kevesebb részletességgel targyalasra keriilnek a
munka tovabbi részében. A felsorolt Csebisev-polinom modosulatok kozott,
mint latni fogjuk, van egy erds kapocs, nevezetesen az a tény, hogy a széban
forgd polinomok faktorizécidja a legtobb esetben minden pozitiv egész n-re,
néhany esetben pedig minden paros pozitiv egész n-re leirhaté a korosztasi
el6polinomok segitségével.

Az ([1)—(10) képletekkel bevezetett modositott Csebisev-polinomokra fiigget-
len definicioként ugyanazok a lehetGségek allnak rendelkezésre, amelyek az
eredeti Csebisev polinomokra. Egyrészt rekurzios képletek:

Ty(x) =2
T (x) ==

i1 (2) = 2T (x) =T, (x),

Uj(z) =1
Uf(z) ==
() = U (@) — Ul (2),
17 () =2
T (x) =x

i1 (1) = 2T (2) + 1,74 (2),
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ill.
Up'(z) =1
U (x) ==
(@) = 2U"(x) + U2 (@)

Mivel Vj(x), Wi(x), Y5 (x), Z;(x), Wi (x) és Z§*(x) nem értelmezhetd,
ezért a tovabbi esetekre 1-es indexszel torténé kezdéssel érvényesek az aldbbi
rekurziok:

Vi(r)=2—1
Vi(z) =2 —x —1
V(@) = 2Vii(z) = Vo (2),

Wi(z)=x+1
Wi(z)=a2*+x—1
w1 () = aWi(z) = W, (2),

Wit (z) =2 +1
Wit(z) =2 + 2 +1
() = Wi (z) + Wiy (2),

V() = o — 2
Yy(z) =2® —x—2
Vi) =Y, (z) = Y, (2),

Zi() =2 +2
Zy(x) =2t + 1z -2
Zon () = x2,(2) = Z, (7)),

Z{(x) =2+ 2
73 (z) =2+ +2
Zyn(a) =22, (x) + Z,7 (2).
(Megjegyezziik, hogy ha technikai célbol bevezetjitk a V(z) = Wj(x) =
Wi (z) =1, Y (v) =2 — 2, Zj(x) =2+ x 68 Z"(x) = 2 — x jeloléseket,
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akkor a fenti rekurzios egyenléségek mar n = 2-re is fennallnak, noha Y (x),
Z§(x) és Zj*(x) paradox modon nem konstans, hanem elséfokd polinom, és
az is furcsa, hogy Z3*(x) nem csupa nemnegativ egyiitthatos polinom.)

Megadhatok tobbszoros szogek szogfiiggvényeivel kifejezett definiciok:

2cosnf =T (2cos), (11)

2sin(n + 1)8 = (2sin0)U (2 cos 0), (12)

2 cos (n + %) 0 = (2 oS %9) V*(2cos ), (13)
2sin (n + %) 0 = (2 sin %9) W (2cosf), (14)
322}111299 } = T**(2sinh §), (15)

2sinh(n + 1)0

2 cosh(n +1)0 } = (2cosh 0)U,;™(2sinh 0). (16)

Ahol a bal oldalon kapoccsal 6sszekotott két kifejezés all, ott paratlan n
esetén a felss, paros n esetén az also kifejezéssel érvényes a képlet. A defi-
nicidhoz a tobbszoros szogek szogfiiggvényeinek a képletei kozil elég ennyi.
A t6bbszoros szogek képleteinek néhény egyéb lehetséges varidciojat a [l
tablazat tartalmazza.

Veégiil itt is adhatok definiciok explicit képletekkel:

I = 5y G 7

k=0

vagy masképpen

Viw) =) (-1 (Ln@/kz;fj ) =, 20)
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vagy masképpen

3. Kevert faji moédositott Csebisev-polinomok

Ertelmezziik az U (x), U* () és U:_,(x) polinomok két valés paraméterrel
stlyozott Osszegét:

Qn(x) = U, () + aU,_y(x) — bU, (7). (33)

(U}(x)-hez csak az 1 sulyt engedjitk meg annak érdekében, hogy Q () f6-
egylitthatoi 1 értekiek legyenek.)

Hasonloan, harom szomszédos foku U;*(x) polinom sulyozéasaval legyen

Q, (2) = Uy (2) + alUy % () + 0U, (). (34)

Ezzel egytttal létrehoztuk az elsé négy modositott Csebisev-polinom kozos
altalanositésat, abban az értelemben, hogy mind a négy médositott Csebisev-
polinom a @ (x) polinomnak egy-egy specialis esete, mivel a = 0,b = 1
valasztassal QF(z) az els6faju, a = 0,b = 0 vélasztéssal a mésodfaju, a =
—1,b = 0 valasztassal a harmadfaji, a = 1,0 = 0 valasztassal pedig a
negyedfaji Csebisev-polinomra redukalodik. Hasonloan a Q*(x) polinom
a = 0,b = 1 vélasztassal a T (z) polinomra, a = 0,b = 0 valasztéssal az
Ui (x), a =1,b= 0 vélasztéassal pedig a W, *(z) polinomra redukéalodik.

Ezekre a stlyozott polinomokra is az egyes modositott Csebisev-polinomok
esetére az el6s6 szakaszban felirt rekurziv képletekhez hasonl6 képletek érvé-

nyesek:
35

36
37

(
(
(
(38

)
)
)
)

Explicit képletek a Q;: (x) és a Q*(z) polinomra az U (x), ill. U;*(z) polinom
explicit képletébdsl vezethetsk le:
n—1)/2

I
Q,(z) =

Cyp <” o 1) (& + a)a" 21y

k=0
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[n/2]
e (" 1) b+ a2 = 39

k=1
[n/2] L(n=1)/2]
n—k B — k- 9k
:<_1)k2( ) )9%” 2k az ( >x 2k 1’
k=0

illetve

k=0
[n/2]
—k—1
+ (n' )(b—rl)x"‘2k:: (40)
— k—1
|n/2] L(n—1)/2]
_ (” ) k» P a Y (“ e 1):6”—%—1.

k=0

Uj jelolés a fenti két képletben a bevezetésben definialt megnévelt binomialis
egyiitthato tovabbi dltalanositasaként

(Z) ha k=0,

CD;: @y+@_1xmﬁ ha 1<k<n.

k—1

Az alabbiakban megadjuk az egyiitthatokra lebontott rekurziv Osszefiiggést
csak a Q¥ (x) polinomra, melynek valamennyi egyiitthatoja nemnegativ, ha
a,b > 0. A Q}(z) polinom egyiitthatoinak abszoliut értéke megegyezik a
Q¥ (z) polinom egyiitthatoival, az elGjelek véltakozasanak mikéntjét pedig
a képlet mutatja.

A (35)—-(38) rekurzios szabalybol megkapjuk a

= Z qnkx" (41)
k=0

polinomok egyiitthatoira lebontott rekurzids osszefiiggést:
Go =1 (n>1),

g =a (n>1),

_ [ b+1 ha n paros (n>0),
=19 @ ha n paratlan (n > 1),

Gnt1k = Gk + n-14—2 (2 <k <n).
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Explicit kifejezéssel a fGegyiitthatotol paros tavolsagra 1éve egyiitthatok ér-

tékét a L1 b1
n—k— n—k—
n = 1

kifejezés, a paratlan tavolsdgra 1évé egylitthatok értékét pedig a

B n—~kFk—1
dn2k+1 — @ I

kifejezés adja meg, ahol mindkét esetben 1 < k < VLT_lJ A bizonyitas egy-
szeri, szimpla teljes indukcioval végezhets, amit ezért az olvasora hagyunk.

Szemléltetés céljabol vazoljuk az egyiitthatok szamitasanak a séméajat n < 6-
ig, majd az alatta kovetkezd tablazatban a szamitas eredményét n < 9-
ig bezarolag. (Mindkét séméra vonatkozoan a sorok hossza szabja meg a
kitoltés hatérat. )

doo

dqio 411

q20 q21 q22

430 931 432 = 22 + 410 433

G40 G41 Qa2 = q32 + G20 43 = 433 T+ G21 q44

450 G51 G52 = Q42 + Q30 Q53 = Q43 + 31 G54 = Qa4 + G32 55

460 q61 962 = Q52 + Qa0 q63 = 453 T q41 Q64 = Q54 + Q42 Q65 = G55 1+ q43 Q66

b+1

1 a

1 a b+1

1 a b4+2 a

1 a b4+3 2a 0b+1

1 a b4+44 3a 2043 «a

1 a b+4+5 4a 3b+6 3a b+1

1 a b+6 5a 4b+10 6a 3b+4 a

1 a b+7 6a 5b+15 10a 6b+10 4a b+1

1 a b+8 T7Ta 6b+21 15a 10b+20 10a 4b+5 a

Ha a fenti séma szerkezetet két részre bontjuk oly modon, hogy két kiilon
tablazatba helyezziik el a paratlan, illetve paros sorszamu oszlopokat, majd
minden egyes oszlop kitoltott részét felesusztatjuk a tablazat kezdd soraiba,
akkor az alabbi két sematikus abrat kapjuk, melyek mindegyikét jobbra 45
fokkal elforgatva, feliil egy aszimmetrikus Pascal-haromszog jelenik meg b+ 1

19



értékekbdl allo jobb oldali peremmel, az als6é részt pedig a normal Pascal-
haromszog a-val megszorzott elemei toltik ki.

qo=0+1 go=0+1 qu=0+1 qe=0+1 g =0b+1
qio =1 Q32=b+2 Q54=2b+3 Q76:3b—|—4 qQ8:4b—|—5
g0=1 q=0+3 gu=3b+6 qgg=06b+10 qios =100+ 15
@Bo=1  @go2=0+4 qu=4b+10 g9 = 100+ 20

=1 qgo=0+5 gy =>5b+1>5

Go0=1 qr=>0+6

qoo = 1

qi1 = a 433 = a ds5 = a qrr = a o9 = a
21 = a Q43 = 2a J65 = 3a qs7 = 4a q10,9 = da
31 = a gs3 = 3a q7s = Ga qo7 = 10a q11,90 = 1da
qu = a ge3 = 4a qss = 10a q10,7 = 20a

I51 = a q73 = da q95 = 15a

d61 = @ qs3 = ba

qmn = a

Egyébként az 6todfaju Y (x), a hatodfaju Z*(x) polinom és az utobbinak
Z**(x) modosulata is tulajdonképpen kevert Csebisev-polinom, melyek négy
szomszédos foka U} (x), ill. U*(z) polinom kiilonbozs elGjeles Gsszegzésével
allithatok eld.

4. A moédositott Csebisev-polinomok f6bb geometriai és analitikus
tulajdonsagai

Szimmetria szempontjabol a targyalt modositott Csebisev-polinomok koziil
négy polinom mint fliggvény egyforman viselkedik. Paratlan n-re T (x),
Uk(x), T,*(x) és Ur*(x) mindegyike paratlan fliggvény, paros n-re viszont
mindegyikiik paros fiiggvény. Ennek alapjan a felsorolt polinomokra a to-
vabbi fliggvényvizsgalatot elég lehet az x > 0 félsikra elvégezni, mert az
eredménybdl a paros/paratlan szimmetria miatt konnyen kévetkeztetni tu-
dunk a komplementer félsik esetére. Nyilvanval6an a négy fiiggvény egyike
sem korlatos, +oo-re vonatkozo hatarértékiik egyarant 4+oo, a szimmetriajuk
folytan pedig a —oo-re vonatkozd hatarértékiik paros n esetén +oo, paratlan
n esetén —oo.

A csupa nemnegativ tagot tartalmazo T, (x) és U}*(x) polinomok nyilvan-
valéan monoton ndévekvék az x > 0 félegyenesen és n paritasatol fliggGen
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monoton novekvk vagy csokkendk az x < 0 félegyenesen. Lokalis szélsGér-
tékiik csak paros n esetén van, melynek helye x = 0, tipusa minimum, értéke
pedig T (x) esetén 2, U *(x) esetén pedig 1. Ennél tobbet nem érdemes
mondani a T,7*(z) és U}*(x) polinomok geometriai viselkedésérdl.

A T (x) és Uk(x) polinomok fiiggvénygorbéje, kiilonosen az utobbié mar
sokkal érdekesebb. Néhany kisebb n esetére dbréval szemléltetjiik ezeket a
gorbéket (IH3] abra). Ezeknek az dbrdknak a kiegészitésére szolgdlnak a
B3H55l tablazatok, amelyek az abrak rajzéahoz tartozo fontosabb numerikus
adatokat tartalmazzdk. Az abrakrol leolvashato, valamint a tablazatokban
is megtalalhato, hogy a megrajzolt 1" (z) és U(x) polinomoknak az abrézolt
esetekben n kiilonboz6 valos gyoke, valamint a gyokok kozott elhelyezked6
n — 1 lokalis szélsGértékhelye van. Az utobbiak fele maximum, fele minimum
hely. (Paros n esetén a minimum helyek szdma 1-gyel t6bb a maximum he-
lyek szamanal.) T (z) esetén minden n-re valamennyi lokalis szélsGérték —2,
ill. +2 értekd, U (z) esetén viszont a lokalis szélsGértékek abszolut értékei
adott n-re sem azonosak egymassal, kiilonb6z6 n-ekre pedig n névelésével a
lokélis szélsGértékek abszolut értékei is novekvs tendencidt mutatnak. Nem
nehéz megmutatni, hogy mindezek a tulajdonsagok altalanosan, minden po-
zitiv egész n-re érvényesek. Ehhez szitkség van a T (x) és U (x) polinomok
gyokeire és lehetGség szerint a derivaltjaik gyokeire.

Kezdjik T (x) gyokeinek a meghatarozasaval. A trigonometrikus alakra
attérve, az (11 azonossag alapjan megéllapithatjuk, hogy T (2cosf) = 0
ekvivalens a cosnf = 0 egyenlettel, melynek Gsszes megoldasa

(4dk + 1)m
g=——"— (k=0,1,....n—1
2n 7( 07 ) 7” )7
tehat T (z) gyokei
4k + 1
x:2cosu, (k=0,1,...,n—1),
2n

vagy masképpen, a m-nél nagyobb koszinusz argumentumokat 2w-bél kivon-
va, és a gyokoket monoton csckkend sorrendbe szedve,

(2k+ 1)
2n

x = 2cos , (k=0,1,...,n—1). (42)

Hasonloan, a ([12)) azonosség alapjan megallapithatjuk, hogy U(2cosf) = 0
esetén szitkségképpen 2sin(n + 1)0 = 0, melynek megoldasai




Mivel az U}(x) polinomnak nem lehet n-nél t6bb gyoke, és a hamis gyok
csak a k = 0-hoz tartozo z = 2cos0 = 2 lehet, ezért U’ (z) gyokei

kT
n +

2 cos

T (k=1,...,n). (43)

Kicsit mas a helyzet a V*(x) és W*(x) polinomokkal, mivel ezek — fiiggvény-
ként megrajzolva — nem sajat maguknak, hanem egymasnak a tiikorképei.
Paratlan n esetén V' (x) és W (z) egymasnak centrélis tiikorképei az origora
nézve, mivel fennall W*(z) = —V*(—x) ha n paratlan. Paros n esetén pe-
dig V*(x) és W (x) egyméasnak az y tengelyre vonatkozo tiikorképei, mivel
fennall W (z) = V*(—xz) ha n paros. Pontosan ugyanilyen dualis viselkedés
mondhato el az Y,*(x) és Z*(x) polinom pérrol is.

Most réatériink V*(x) gyokeinek a meghatéarozaséra.

coS (n+ %) 0

V*(2cosf) = =0
i ) cos 16
csak tgy lehetséges, ha
1
cos (n+—) 0 =0,
2
amibdl
 (2k+1)m
2n+1
vagyis
2k + 1
T = 2cos u
2n+1
V*(x) gyokei tehéat csokkend sorrendben, k helyére célszertden k — 1-et téve,
és az x = 2cosm = —2 hamis gyckot elhagyva:
(2k — 1)m
=2cos———— (k=1,2,...,n).
L COS 2n + 1 ( Y ) 7n)

W (x) gyokei ezek ellentettjei, melyeket megadhatunk a

2k

=2
x 0082n+1

(k=1,2,...,n)
képlettel.

A lokalis szélsGértékhelyek vizsgélata céljabol az és ( trigonometrikus
alakok derivalasaval azt kapjuk, hogy

dTiw)
2 U (a), (44)
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dU,(z)  (n+ )T, (x) —2U; ()
dr x? —4 ' (45)

A egyenlGség szerint 17" (x) szélsGértékhelyei azonosak U’ (x) gyokei-
vel, ennélfogva a szélsGértékek az

k
r = 2cos —, (k=1,...,n—1) (46)
n

helyeken vannak, ahol a megfelels fiiggvényértékek

k
T <2cos —) = 2coskr =2 (=1,
n

tehat a felsorolasban megadott szélsGértékhelyek péaratlan £ esetén —2
értékd minimum értékeket, paros k esetén pedig +2 értékd maximum érté-
keket szolgaltatnak.

U’ (z) esetén a trigonometrikus alakban felirt derivalt bonyolultsédga mi-
att a derivalt gyokeit nem tudjuk trigonometrikus modszerrel meghatarozni,
néhany konkrét n értékre viszont polinomidlis egyenletek megoldasaval ki
tudjuk szamitani a szélsGértékhelyeket. Ennek targyaldsat azonban késébb-
re halasztjuk.

Mivel T (z) és U}(x) trigonometrikus definicioja, lasd ¢s ([12), csak a
—2 < x < 2 intervallumban érvényes, és ezen a szakaszon kiviil helyettiik a
megfelel6 hiperbolikus definicio (1asd [4] tablazat) lép érvénybe, ezért érdemes
itt még foglalkozni a két fliggvénynek az x = =£2 intervallum hatarokon
felvett értékével is. Ezeket az értékeket T7¥(2cosf) és U (2cosf) egyarant
af=0,ill. § =7 argumentumoknal veszi fel. T)*(z) esetén a szoban forgd
értékek egyszertd behelyettesitéssel megkaphatok, példaul

T:(—=2)=T;(2cosm) =2cosnm =2 (—1)".

U’ (x) esetén valamivel tobb dolgunk van, mivel a trigonometrikus formula
hasznalata sorén az .
sin(n + 1)0

sin 6

U(2cosf) =

azonossag jobb oldaldba nem tudjuk a 6 = 0, ill. 8 = 7 értékeket csak
tgy siman behelyettesiteni, mert ilyenkor a nevezé értéke zér6. A megfelel
hatarértékek azonban ismertek, igy pl.

I 1
Ur(2) =U;(2cos0) = lim sinfn + 1)6

- =n-+ 1.
0—0 sin 6
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Az ellentétes féltérre vonatkozo helyettesitési értékre a paros/péaratlan szim-
metria alapjan kovetkeztethetiink, igy 775(2) = 2¢és U (—2) = (n+1)-(=1)".

Lattuk, hogy T (z) és U’ (x) Osszes gyoke —2 és +2 kozott helyezkedik el,
kovetkezésképpen ugyanez fennéll a két polinom lokalis szélsGértékhelyeire is.
Mivel a legkisebb és a legnagyobb szélsGértékhelyet 0sszekots intervallumon
kivill a T7f(x) fiiggvény sziikségszertien monoton, a fentiek alapjan megalla-
pithatjuk, hogy T7¥(x) a (2 cos(7/n), +00) intervallumban monoton névekve,
a (—o0, —2cos(m/n)) intervallumban pedig n paritasatol fiiggden monoton
névekvs vagy monoton csokkend. A fliggvény gorbéje a gyokok kozotti sza-
kaszokon valtoz6 hullamhosszt, de azonosan 2 amplitidoja félhullamokat ir
le. A félhullamok hossza, jobbrol balra haladva a gyokok kozott, azok
szerinti indexelését alkalmazva,
(2k — D)m 2k + 1)m T . km

2co8 ———— — 2¢c0s ———— = 4 sin — sin —,
2n 2n 2n n

ahol kK =1,2,...,n — 1, tehat a legnagyobb vagy a legkisebb értékd széls6
gyoktdl befelé haladva egyre hosszabba valnak a félhullamok. Paros n ese-
tén k = n/2-re, paratlan n esetén k = (n + 1)/2-re kapjuk a leghosszabb
féelhullamot. (Ha a félhullamokat nem a gyokok kozotti, hanem az inflexios
pontok kozotti gorbeszakaszokként értelmezziik, akkor a félhullamhosszakra
vonatkozo szamitasok csekély mértékben modosulnak. )

Ugyanaz a gondolatmenet, amit 7)*(x)-re alkalmaztunk a monotonitas meg-
allapitasara, lényegében véve U (x)-re, V¥ (z)-re és W (x)-re is alkalmazha-
t6: A legkisebb és a legnagyobb szélsGértékhelyet 6sszekotd intervallumon
kiviil ezek is monoton fel- vagy lefutastak. Sajnos a szélsGértékhelyeket
altaldnosan nem ismerjiik, de a legkisebb és legnagyobb gyok értékét hasz-
nalva a legkisebb és legnagyobb szélsGérték x koordinataja helyett, mégis
numerikusan is le tudjuk irni, hogy pl. U}(x) a (2cos(w/(n + 1)), +00) in-
tervallumban monoton névekvs, a (—oo, —2 cos(m/(n + 1))) intervallumban
pedig n paritasatol fiiggéen monoton névekvs vagy monoton csokkend. Az
U (z) figgvény gorbéje a gyokok kozotti szakaszokon véltozod hullamhossza,
és valtozd amplitudoja félhullamokat ir le. A félhullamok hossza, jobbrol
balra haladva a gyokok kozott
km (k+1)m , T . (2k+D)w

2cos —— — 2cos ——— = 4sin sin ,
n+1 n+1 2(n+1) 2(n+1)

ahol £k =1,2,...,n — 1, tehat a legnagyobb vagy a legkisebb értékd szélsé
gyoktol befelé haladva egyre hosszabbé valnak a félhullamok. Leghosszabb-
nak a félhullam péros n esetén k = n/2-nél, paratlan n esetén k = (n£1)/2-
nél bizonyul, ugyantgy, ahogy 77 (x)-re is megallapitottuk.
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Jeloljitk A, x-val az U}(x) polinom x,; = 2 cos nk—ﬁ éS Tp 41 = 2COS %
gyokei kozotti felhullam amplitadojat (ami egyuttal a két gyok kozotti lokalis

szélsGérték abszolut értéke). Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt.

4.1. Tétel. Bdrmely rogzitett k esetén az xpj €5 Tpp+1 gyokok kozotti
félhullam A, ;; amplitiddjdra fenndll

1 2(n+1
A > 5 siy 2R ~ (2(/::1);’
SN 5Ty

és kovetkezésképpen

lim A, = 4o0.
n——+00

Bizonyitds. Vegyiik két szomszédos gyok kifejezésében szereplé koszinusz
argumentumok szamtani kozepét, valamint az ehhez a kozépértékhez mint
argumentumhoz tartozo

(2k+ D)7

2(n+1)

helyeket (k = 1,2,...,n —1). Az y; helyet kozrefogo két szomszédos gyok
kozotti felhullam A, ;, amplitidoja nem lehet kisebb, mint az U} (x) fiiggvény
abszolit értéke az vy helyen, melyre az azonossag alapjan azt kapjuk,
hogy tetszdéleges rogzitett k esetén

Y = 2COoS

2 sin ZkHUT 1
* _ 2 _
|Un (i) = @kt | o) @Rt D < Ank, (47)
2(n+1) S S50

tehéat limy, 00 | Uk (yi)| = +00, és kovetkezésképpen limy, o Ay g = 400,

valamint fennall az

i} 2(n+1)
Uy (yr)| ~ 2kt D

aszimptotikus egyenldség, q.e.d.

(48)

Az |U} (yx)|-ra —ben megadott egyenlGség alapjan erGsen sejthetd, hogy a
szomszédos gyokok kozotti félhullamok a legnagyobb vagy a legkisebb értéki
széls6 gyoktél befelé haladva nemcsak egyre hosszabba, hanem ugyanakkor
egyre laposabba is valnak. Ezt a sejtést erdsiti meg, s egyuttal n < 8-ra
bizonyitja az U (x) fiiggvénynek néhéany n esetére felrajzolt abraja.

5. Az U}(z) polinom szélsGértékeinek meghatarozasa n < 8 esetén

[rjuk fel az U*(x) polinomnak a formula alapjan szamitott derivaltjat
kiilon paros és kiilon paratlan n esetére. Az igy kapott képletekben alkal-
mazzuk a w = 2?2 jelolést.
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Paratlan n-re

(n—1)/2
av’ —k
k=0
paros n-re pedig
(n—2)/2
auv’ —k
k=0

A derivalt gyokeinek a kiszamitasa w-ben L”—lj -edfokt egyenlet megoldéasét

igényli. Az egyenlet n < 10 esetén legfeljebb negyedfokd és igy matemati-
kai modszerrel elvileg megoldhatd, n > 11 esetén viszont 6tod- vagy annal
magasabb foku, ezért az Abel-Ruffini tétel (més megnevezéssel Abel lehetet-
lenségi tétele, lasd Wikipédia [17]) szerint kicsi ra az esély, hogy véletleniil
ezek valamelyike megoldhato legyen matematikai modszerrel. A legfeljebb
harmadfoki egyenlettel megoldhato esetek megoldasara korlatozodva kisza-
mitottuk, hogy az U’(z) polinom 2 < n < 8 esetén az alabbi x helyeken
vesz fel lokélis szélsGértéket:

%p = 2x = 0 egyetlen megoldasa z = 0;

dUin) = 3w — 2 = 0 két megoldasa xr = +

dUgf) = z(4w — 6) = 0 megoldasai x =0 és x = £

dng(x) = 5w’ — 12w + 3 = 0 megoldésai x = i—ﬁ?/ﬁ, az alternativ elGje-

leknek mind a 4 variaciojat figyelembe véve;

dng(x) = z(6w? — 20w + 12) = 0 megoldésai z = 0 és v = £+ 5;tﬁ, az

alternativ elGjeleknek mind a 4 variaciojat figyelembe véve;

dUﬂx) = 7w — 30w? + 30w — 4 = 0 megoldisai = =
i\/Qﬁcos arccc:sr+2]”]+10 (]C:O,:El);
dUs( )

= (8w’ — 42w? + 60w — 20) = 0 megolddsai z = 0 és z =
cos| 3 arccos § 2k
i\/G AT =0, 41).

A ol tablazatokban megadjuk a lokalis szélsGértékhelyek és az ezeken a
helyeken felvett fiiggvényértékek kozelitését 5 tizedesjegy pontossiggal.
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6. AT!(z)—hés T *(x)—h polinomok gyokeinek szamitasa altalanos
h konstans esetén

Tr(z) — h valos gyokeinek a meghatarozasaval kezdjiik. Tekintsiik elGszor
azt az esetet, amikor |h| < 2. Ebben az esetben z = 2cosf jeloléssel a
trigonometrikus alakra attérve, az ([11)) Osszefiiggés szerint

T(2cosf) —h=2cosnd —h =0

akkor és csak akkor all fenn, ha

arccos(h/2) + 2k

Y

n
tehat 1) (x) — h gyokei

arccos(h/2) + 2km
- :

2cosb, (k=0,1,...,n—1), ahol ) = (51)

h > 2 esetén hasonloan kapjuk az ([11)) 6sszefiiggés hiperbolikus megfeleldje
(a[d] tablazat kozépss oszlopanak a mésodik képlete) alapjén, hogy ilyenkor
paratlan n esetén T)'(x) — h egyetlen valos gyoke

arcosh(h/2)

2cosh —————=,
n

péaros n esetén viszont a T;"(x) — h polinomnak 2 valos gyoke van. Az egyiket
ugyanigy kapjuk, ahogy paratlan n esetén, a masik pedig annak ellentettje.
Ennek az n paritasatol fiigegs eltérésnek az az oka, hogy paratlan n esetén
T (x) paratlan fiiggvény, paros n esetén viszont péaros fiiggvény. Ugyanez
az oka annak is, hogy h < —2 esetén paros n-re a vizsgalt polinomnak
egyaltalan nincs valos gyoke, paratlan n-re viszont ilyenkor is egyetlen valos
gyoke van. FEzzel az utobbi esettel sziikségtelen kiilon foglalkozni, mivel
visszajatszhato a h > 2 esetre, ha a T, (x) — h polinomot (—z) polinomjava
alakitjuk at.

Ratérve a T (x) — h polinomra, itt a Osszefligges vezet célra. T (x) —h
masodik (h > 2) esetéhez hasonloan adodik, hogy tetszdleges h és paratlan
n esetén az egyetlen valos gyock

5 <l arsinh(h/2) |
n

h > 2 és paros n esetén pedig 2 valés gyok van, mégpedig
arcosh(h/2)

+2sinh — 12
n
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viszont egyetlen valos gyok sincs, ha n paros és h < 2.

A fentiek kapcsédn érdemes kiilon emlitést tenni az n = 3 esetrél és a har-
madfoku egyenlet trigonometrikus, ill. hiperbolikus megoldasi modszerérdl.
A kanonikus alakba hozott harmadfoku egyenletbdl a valtozd egy tovabbi
linearis transzformaciojaval elérhetd, hogy ennek elvégzése utan az egyenlet
vagy 2% — 3z — h = 0, azaz T5(z) — h = 0 vagy pedig 2 + 3z — h = 0, azaz
T5*(x) — h = 0 alakot 6lt. A harmadfoku egyenlet matematikai megoldasi
modszereird] részletes kifejtés talalhato Keéri és Szilagyi 7] munkajéban.

Ratériink a komplex gyokok keresésére. h > 2 esetén az képlet hiperbo-
likus véltozata alapjan az Osszes (valos és komplex) gyok a kovetkezGképpen
adhato meg:

h  2km

1
x = 2 cosh [—arcosh— +
n 2 n

], (k=0,1,...,n—1).

Ebbdl a cosh(z+1iy) = cosh x cos y+i sinh x sin y azonossag felhasznélasaval
T (x) — h gyokeire a kiovetkezs képletet kapjuk:

2k 1 h 2k 1 h
2z = 2cos =L cosh |—arcosh— + 27 sin P sinh | Zarcosh— ,
n n 2 n n 2

(k =0,1,...,n —1). Ebben az esetben a k = 0-hoz tartozé gyck valos.
Péaros n esetén van még egy valos gyok, amely k = n/2-hez tartozik. A
tovabbi n — 1 vagy n — 2 gyok nem valos értékd.

Ha h < —2 és n paratlan, akkor x helyére —x-et helyettesitve az el6z6 eset
gondolatmenete alkalmazhato, és azt kapjuk, hogy

xr = —2cos 2k—7T cosh larcosh —ﬁ —21 8in %—W sinh larcosh —E ,
n n 2 n n 2

(k=0,1,...,n—1). Ebben az esetben is egyetlen valos gytk van.

Ha h < —2 és n paros, akkor a T (z) — h egyenletnek nincs valos gyoke, ami
legegyszertibben a

T3 (x) = [T))p()] —2

azonossaggal bizonyithatd. A komplex gyokok meghatarozasa ebben az eset-
ben T (z) — h szorzatta alakitéséval visszavezethets a

)= 31 (1) s - eviee

egyenletek megoldasara.
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Veégiil T, (x) — h esetére a ([15]) azonossag alapjan az el6z6 gondolatmene-
tekhez hasonloan adodik, hogy

2 1 2 1
xr = 2cos ﬁ sinh —arsinhé + 2isin ﬁ cosh —aursimhﬁ :
n n 2 n n 2

(k=0,1,...,n— 1), ha n paratlan, és
2k 1 h 2k 1 h
z = 2c0s =L sinh | ~arcosh + 24 sin £87 cosh | =arcosho ,
n n 2 n n 2

(k=0,1,...,n— 1), ha n paros és h > 2. Ekkor n paritasatol fiiggéen a
gyokok kozott 1 vagy 2 valos gyok van.

Legvégiil, ha n paros és h < 2, akkor az egyenletnek nyilvianval6an nincs
valos gyoke. Az egyenlet ismét dekomponélhato két kisebb foku egyenletre,
amelyek most a kovetkezdsk:

A
=3 (P ) e ey cie

k=0

7. A T*(xz) — h polinom gyo6keinek szarmaztatasa és abrazolasa a
komplex egységkoron |h| < 2 esetén

Az el6z6 szakaszban méar alkalmazott x = 2 cos 8 jeloléssel trigonometrikus
alakra attérve, a T(x) — h polinom gyoktényezés alakja a

n—1

H(x — 2cosb)

k=0

szorzattal fejezhetd ki, ahol 6 a (51)) alatt megadott kifejezés.

Kovetkezésképpen a feliilvonassal jelolt transzformécié multiplikativ tulaj-
donséaga szerint

n—1 n—1
Tr(x) —h= H (x —2cosby) = 1_[($2 — 2cosOpxr + 1).
k=0 k=0

Komplex aritmetikaban az utobbi szorzat tényez6i tovabb bonthatok az alab-
bi gyoktényezdkre:

2% — 2cosOpx + 1 = (z — %) (x — %),
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Ha most T*(x) — h gyoktényezds felbontasaban a gycktényezdket a kovetke-
z6képpen csoportositjuk:

Tr(x) —h = l:I(:L‘ — ¢l . I:I(x ) (52)
k=0 k=0

akkor itt mindkét szorzathoz tartozo gyokok egy-egy szabélyos n-szog csi-
csaiban helyezkednek el a komplex szamsik egységkorének a keriiletén. A
két szabalyos n-szog egymasnak a valos tengelyre vonatkozo tiikorképe. El6-
fordulhat, hogy ez a két szabalyos n-szog egybeesik, ez a helyzet h = 2
és h = —2 esetén (lasd [4], ill. [f| dbra). Az els6 esetben ennek a sokszog-
nek a csucsai, tehat TF(z) — 2 gyokei éppen az n-edik egységgyokok, va-
lamennyi kétszeres multiplicitassal. A masodik esetben a sokszog csicsal,
vagyis T (x) + 2 gyokei a paratlan indext 2n-edik egységgyokok, szintén va-
lamennyiiik kétszeres multiplicitassal. Egy tovébbi esetben (h = 0) a két
n-sz0g csucsai egyiitt egy szabalyos 2n-szoget alkotnak @ dbra). Ebben az
esetben a két sokszog csicsai, vagyis W gyokei egyiittesen a paratlan in-
dexti 4n-edik egységgyokoknek felelnek meg. Két esetben (h =1ésh = —1)
a két n-szog csticsai egy szabalyos 3n-szog 2n csticsaba keriilnek oly médon,
hogy a 3n-szog cstcsai koziil kimarado csicsok egy szabalyos n-szog cstcsai
(M, ill. B abra). Az ebben a bekezdésben emlitett valamennyi abran egy
paratlan (n = 3) és egy paros (n = 4) esetre szemléltettiik a T (x) — h
polinom gyokeit.

T (x) — h gyokeibdl vissza tudunk kévetkeztetni 17" (x) — h gydkeire, vagy
a képlet alapjan direkt modon kiszamithatjuk ezeket a gyokoket az
el6bbi gondolatmenetben szereplé h paraméterértékek esetére. A szoban
forgo esetekhez tartozo gyokoket a [57] tablazatban adjuk meg.

Az el6bbi felsoroléasban sorra vett valamennyi esetben T (x) — h gyokei
komplex egységgyokok. E tény alapjan az itt felsorolt 5 esetben egy-egy élta-
lanos képlettel megadhato a T*(z) — h polinom faktorizicioja, majd ennek
segitségével a Ty(x) — h polinom faktorizacioja is. Mindezt a 9] szakaszban
fogjuk részletesen kifejteni.

A fenti gondolatmenethez kapcsolodoan felvetsdik az a kérdés, hogy létezik-e
mas olyan egész, vagy legalabb raciondlis h érték a |h| < 2 tartomanyban,
melyre a T (z) — h polinom gyokei komplex egységgyokok. Ehhez az kellene,
hogy a fokban kifejezett 0, és h = 2cosnf; mindegyike raciondlis szam
legyen. A vélasz nemleges, ami Niven alabbi tételébdl (10, Corollary 3.12])
kovetkezik.
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7.1. Tétel. Ha a 0 szog fokban kifejezve raciondlis, vagyis 6 = 27r va-
lamely r raciondlis szamra, akkor 6 trigonometrikus figguvényeinek raciond-
lis szamii értéker csak a kovetkezdk: sin6,cosf = O,i%,il;sec 0,cscl =
+1,£2;tané,cot§ =0, £1.

Niven fenti tételébdl logikai titon egyszeri kovetkezményként adodik az alab-
bi tétel allitasanak az igazsaga:

7.2. Tétel. Ha x = 2cos@ jeliléssel € barmilyen rendd komplex egység-

gyok, akkor h = T (x) = 2cosnf értékére a h = 0,£1, £2 értékeken kivil
mdas raciondlis érték nem lehetséges.

8. Komplex egységgyokok és korosztasi polinomok

A komplex egységeyokok az x" — 1 polinom gyokei: e = COS%T” +
isin %TW’ (k=0,1,...,n — 1), ahol n tetsz6leges pozitiv egész szam. Egy

n-edik komplex egységgyok primitiv egységgyok, ha semmilyen n-nél kisebb
m pozitiv egész szdm esetén nem m-edik egységgyok.

A korosztasi polinomok olyan polinomok, melyek gyokei azonos foku primi-
tiv egységegyokok. Tetszbleges pozitiv egész n esetén az n-edik korosztési
polinom explicit képlete

n)

O, (z) = | | (= = &),

1

5

e
I

ahol &, (kK = 1,2,¢(n)) az n-edik primitiv egységgyokok, ¢(n) pedig az
Euler-fiiggvény, amely egy adott pozitiv egész szamhoz a nala nem nagyobb
relativ prim pozitiv egész szamok szamat adja meg.

Az alabbiakban felsoroljuk a korosztasi polinomok néhany fontos ismert tu-
lajdonsagat, melyekre a tovabbiakban sziikségiink lesz:
1. A korosztéasi polinomok olyan egész egyiitthatés polinomok, amelyek
irreducibilisek a racionélis szamtest felett.

2. Tetsz6leges pozitiv egész n Gsszes osztojahoz tartozod korosztasi polinom
szorzata megadja az £ — 1 polinomot. Képlettel kifejezve:

2" —1 =[] @alx). (53)
dln
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3. Tetsz6leges 1-nél nagyobb péaratlan n-hez és annak kétszereséhez tartozo
korosztasi polinom kozott fennall az aldbbi Osszefiiggés:

Oy, () = O (—2).

4. Az els6 két korosztasi polinom &4 (x) = x—1és $o(x) = x+1 kivételével,
amelyek els6foktak, az 6szes tobbi korosztasi polinom paros fok.

5. Tetszoleges pozitiv egész n esetén a @, (x) korosztasi polinom gyokté-
nyezds szorzat formajaban a kovetkez6képpen adhatéd meg:

Ou(x)= [ (@—e7).

1<k<n
ged(k,n)=1

Megjegyzés: Mivel n > 1 esetén n sajat magdhoz nem relativ prim, ezért
az n = 1 eset kivételével a produktum jel alatti kettds egyenlStlenség,
ha tgy tetszik, 1 < k < n-re cserélhetd.

6. TetszGleges 2-nél nagyobb n esetén létezik olyan ¢(n)/2 foka W, (x)

polinom, melyre W, (z) = ®,(z), és amely gyoktényezss alakban a ko-
vetkezdképpen adhaté meg:

U, (z) = ] (m - 2C0$2k77r> .

0<k<n/2
ged(k,n)=1

Megjegyzés: Mivel 2-nél nagyobb péaros n esetén n/2 és n nem relativ
primek, ezért itt a produktum alatti kettés egyenlétlenség kivétel nékiil
minden esetben tetszés szerint akar 0 < k < n/2, akar 0 < k < n/2
alakban is megadhato. Mindkét valtozatban helyes a képlet.

7. A korosztasi polinomokhoz hasonléan tetszéleges 2-nél nagyobb n esetén
U, (x) egész egyiitthatos irreducibilis polinom (lasd Kearnes, Kiss és
Szendrei [3], 4.1 Tétel]).

Az n =1 ésn =2 esetekre ilyen U, (x) polinom nem létezik, mar csak azért
sem létezhet, mert ezekre az n értékekre p(n)/2 nem egész szam. &q(x) =
z — 1 és ®y(x) = z + 1 négyzetéhez viszont hozzarendelhetjiik a [¥q(x)]* =
x — 2, ill. [Uy(x)]*> = z + 2 polinomot, melyekre nyilvanvaléan [¥y(x)]2 =

(@1 ()] és [Wa(x)]* = [a(x)]*.

9. A vizsgalt polinomok faktorizacidja

Egész egylitthatos polinomok faktorizacidja alatt az egészek folotti irredu-
cibilis faktorizaciot értjiikk. A Csebisev-polinomok faktorizacidjara vonat-
kozoan a kovetkezs elgzményekrsl tudunk: Hsiao [2] nehezen hozzaférhets
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cikkére torténé egy hivatkozasban olvashato, hogy a szerz6 meghatarozta,
hogyan kell csoportositani a polinom gyokeit az irreducibilis faktorok elal-
litasa céljabol. Ennek az eredménynek a méasodfaji Csebisev-polinomokra
vonatkozo kiterjesztése Rivlin [I1] konyvében olvashat6. A The On-Line
Encyclopedia of Integer Sequences [12] 6sszeéallitas tartalmazza az irreduci-
bilis faktorok darabszamanak a sorozatéat a T),(x) elsé- és U, (z) mésodfaju
Csebisev-polinomok, valamint a T, (z) — 1, T,(x) + 1, Up(x) —1 és Up(x) + 1
polinomok esetére. (T,,(x) £ 1-nek T (z) £ 2 felel meg, ha attériink a mo-
dositott Csebisev-polinomokra.) T (x) £ 1 azaz Q,(z) & 1 faktorizaciojat
illetGen semmilyen elézményr6l nem tudunk. A faktoroknak korédbbi pub-
likdciokban tortént explicit megadasarol sem talaltam informaciot. Viszont
sok publikacio talalhato olyan szamitogépes algoritmusok ismertetésére, ame-
lyek a Csebisev-polinomok egyiitthatoinak, ill. faktorainak a kiszamitasaval
foglalkoznak.

A modositott Csebisev-polinomok valamennyi esetében az ebben a munka-
ban részletezett faktorizéciok a modositott Csebisev-polinomok és a kor-
osztasi polinomok kapcsolatan alapulnak. El6szor megmutatjuk, hogy
T#(z) £ h faktorizaciojaban a h paraméter néhany értéke esetén a bizonyi-
tottan irreducibilis ®,,(x) korosztéasi polinomok jelennek meg. Ebbdl pedig
kovetkeztetni tudunk arra, hogy T (x) + h irreducibilis faktorai a ¥, (z)
korosztasi elépolinomok. (Egyes esetekben a nem-polinom Wq(z) és Wy (x)
négyzete, amelyek viszont mar polinomok.) Hasonl6 mondhaté a t6bbi mo-
dositott Csebisev-polinomra.

A T (x) + h polinomok faktorizéciojat nagymértékben megkonnyitik a kor-
osztasi polinomoknak az el6z6 szakaszban felsorolt tulajdonsagai valamint a
feliilvonas transzforméciora vonatkozo alabbi nyilvanvalo tulajdonsagok.

1. Tetszoleges n-edfoka P,(x) polinom és tetszbleges a # 0, b valos szamok
esetén

aP,(z) +b=aP,(x) + bz". (54)

2. Két polinom, P,(x) és Q,,(x) dsszegére, ahol n > m, fennall

Py(x) + Qum(z) = Py(x) + 2" " Qm(x). (55)

3. Ha valamely F'(z) polinomra fennall

12, (=" - 1)
F(z) = 44 , 56
) [T (@ — 1) %)
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akkor N
B [Tz [, Walz)

F(x) 7 :
Hj:l Hd|mj V()

(Ehhez figyelembe vettiik a (H3)) azonosségot is.)

(57)

A . szakaszban belattuk, hogy T#(z) — 2 gyokei egybeesnek az n-edik egy-
séggyokokkel, kétszeres multiplicitassal. Ennélfogva

TH(z) — 2= (2" — 1)* = 2™ — 22" + 1.
Ebbdl szerint kovetkezik, hogy

- 2n_12
T;L‘(x)—l—2:a:2”+2:c”+1:(:U”+1)2=(x )

@ =1
4an
— " —1
TH(x) = 22" +1 =
5 Sn_l
T 1=z "+ 1=
*(z) + ™+ 2"+ 1

(2% — 1) (2™ — 1)

(xQn _ 1)(x3n _ 1)'

Az itt felsorolt azonossdgokra (56)—(p7) alkalmazéasdval megkapjuk T7f(x) £h
faktorizaciojanak a képletét a tekintetbe vett h értékekre:

THz) —1=a*" —2"+1=

i) -2 = [Tt (58)

() +2 = %22:[5’5((5))}5 = [Twator (59)
() = % = [ vato), (60)
Ti(x)+1= % = 1|‘[ Wy(x), (61)
G e e S
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Tanulsagos lehet megnézni ugyanezeknek a faktorizacios képleteknek az ere-
deti Csebisev-polinomra atfogalmazott alakjat is. melyek a kovetkezok:

1

L) =1=5- [ [1wa(22)P,
dln
1
To(x)+ 1= | [lwa(22)?
s
1
Ti(w) =5+ [T wa(2e),
don
1 _
To(z)+5=5]] Va(22),
2 2 4
difs
1 _
To(z)—===-]] Ya(22)
2 2 4.
d|2n
d|Bn

Az elsé harom esetben a bal oldalon egész egyiitthatés polinom all, ezért
a jobb oldalon all6 faktorok kozott kell lenni olyannak, amelynek minden
egylitthatoja paros szam. Egy ilyen W;(2z) polinomot az 1/2-szeresére cse-
rélve, s egyuttal a produktum jel el6l az 1/2 szorzot elhagyva, az igy szérmaz-
tatott képletek is az egészek f06l6tt irreducibilis felbontést eredményeznek. A
két utolso esetben a bal oldalon all6 polinom konstans tagja nem egész szam,
ezért ilyenkor nem létezhet olyan irreducibilis faktorokra torténd felbontas,
ahol minden faktor egész egyiitthatos polinom. Ezért most két lehet&ségiink
van. Vagy megelégsziink azzal, hogy az eredeti Csebisev-polinomra torténd
atfogalmazés utan a racionalis szamtestre vonatkozo irreducibilis felbontast
kapunk, vagy tugy keriiljiik meg ezt a probléméat, hogy 27, (z) + l-et, ill.
2T, (z) — 1-et bontjuk fel egészek 6l6tti irreducibilis faktorokra.

Ratérve a masodfaji modositott Csebisev-polinom faktorizaciojara, abbol
indulhatunk ki, hogy szerint U (x) gyoktényezds felbontasa

Ur(z) = H(a: — 2cosby).

ahol most 0y = km/(n+1). Most a[7] szakasz gondolatmenetéhez hasonloan
a transzformaltakra attérve azt kapjuk, hogy

n n 2n—|—2

Ui(@) = [J@ =) [J(@ = e #7) = —— —Zx% (63)
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mivel itt a gyoktényezls szorzat a +1 és —1 egységgyokok kivételével az
Osszes tObbi (2n 4 2)-edik egységgyokot tartalmazza. Ebbdl az képlet
szerint adodik, hogy

R S =

és

Up(@)+1=) 2 +a" = (x(; __11))((; n_—1)1)' (65)

Most ismét alkalmazésaval kapjuk U} (z) + h faktorizaciojanak a
képletét h = 0, +1-re.

Hd\2n+2 ‘de
U(x) = Uy(x 66

d|2n+2

U*(x) 1= Hdln \Pd( )Hd|2n+4 \de H \I/d H \de(x)’ (67)

" Hd|n—|—2 \I}d( ) Hd|2 \de d>3 d>3
d|n d|2n+4
dja+2
Hd\n+2 V() Hd|2n ‘Dd H H
U:;(ilj) +1= \Ifd \Ifd (68)
Hd\n \I]d( ) Hd|2 lljd a>3 d>3
d|n+2 ddlli:L

A harmad- és negyedfaju modositott Csebisev-polinomok faktorizacidja cél-
jabol elgszor kifejezziik V*(x) és W¥(x) transzformaltjat

$2n+2 —1 :U2n -1 2n .
)£ U) = Ui Ui ) = e Sy = D)

alakban. Ebbdl az 6sszefiiggésbdl adodoan

x2n+1 +1
Vi(g) = — "~
+ (@) x+1
x2n—|—1 -1
Wi(z) =

és kovetkezésképpen

(ZL“n 1)(1.71—&-1 1)
* 1 =
1 n+1 1
Vﬁk(x)H_(w +1)(@"" + )7
r+1
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(& — D" +1)
rz—1

(2" + 1) (2™ — 1).
r—1

Wi(z)—1=

és
Wi(x)+1=

Ezekbdl az egyenlGségekbdl a korabban alkalmazott technikakkal és ismét
(— alkalmazasaval kapjuk az aldbbi faktorizacios képleteket:

d>3
dldn+2
d|2n+1

= ] =), (70)

d>3
d|2n+1

(x) = 1= ][ Walz) [ Yalz) (71)

d;é2 d#£2
d|n+1

)+ 1= ] Walx) J] Wal2), (72)
d#2 d#2
d\2n d|2n+42
djp+1

—1=]] W) [] wal2), (73)
d>2 d|2n+2
djp+1

)+ 1= ]] Yalx) ][] Yal). (74)
dinin W

Az 6t6d- és hatodfaji modositott Csebisev-polinomok faktorizacidjara lé-
nyegében megismételheté a harmad- és negyedfaju esetre elvégzett gondo-
latmenet elsé rasze.

Ti(x) £ T y(z) =Ty(z) £z - Ty (z) =
= (2" + 1) £z 2+ 1)

alakban. Ebbdl addéddan
Vi) = (@ = )z —1) = (e — AW, (2) RIEE

d|2n—1

és

Zi(@) = (@™ '+ D@+ 1) = (z+ 1%V () = [@a(2)]” ][] Pale
d>3
jir
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Kovetkezésképpen a Y, (x) és Z* () polinomokra az alabbi faktorizacios kép-
leteket kapjuk:

Y (2) = i) [] Wal). (75)

a>3
d|2n—1

Zn(w) = [Ta(2)* J] Pale). (76)

d>3
d|4n—2
d|gn—1

Most felirva az el6bbiekbdl kovetkezd
Yi)£l=(""'—D@-1)+ta" =z -2 1 £2" -z +1
és
Zix)£l=(a" '+ D+ ) xa" =2+ Tt 2" 4o+ 1

azonossagokat, ezek alapjan sajnos azt kell megallapitanunk, hogy nem ad-
hato meg a korabbi esetekhez hasonlo szép faktorizacios képlet. Azért a
Polynomial Factorization [16] alkalmazas hasznalataval megnéztiik, hogy az
1 < n < 20 tartomanyra szoritkozva mit mondhatunk e kérdést illetGen.
Az deriilt ki, hogy Y, *(z) + 1 oszthato (z — 1)-gyel n = 3,7,9,13,15 és 19
esetén, oszthato (2 —x — 1)-gyel n = 4,12 és 14 esetén, oszthato (2% — 3)-
mal n = 3,4,15 és 16 esetén, de irreducibilis n = 1,2,5,6,8,10,11,17, 18
és 20 esetén. Y (z) — 1 oszthato (z — 1)-gyel n = 4,6,10,12,16 és 18
esetén, oszthatod (22 —x —1)-gyel n = 7,9, 17 és 19 esetén, oszthato (z? — 3)-
mal n = 9 és 10 esetén, de irreducibilis n = 1,2,3,5,8,11,13,14,15 és
20 esetén. Z(x) + 1 oszthato (22 + z — 1)-gyel n = 4,7,9,12,14,17 és
19 esetén, oszthato (22 — 3)-mal n = 4,9 és 16 esetén, de irreducibilis
n=1,23,506,810,11,13,15,18 és 20 esetén. Z*(x) — 1 oszthato (v + 1)-
gyel n = 3,4,6,7,9,10,12,13,15,16, 18 és 19 esetén, oszthatd (22 — 3)-mal
n = 3,10 és 15 esetén, de irreducibilis n = 1,2,5,8, 11,14, 17 és 20 esetén.

A T (x) és Ur*(x) polinomok faktorizéciojanak az el6készitését az alabbi
gondolatmenettel kezdjiik.

A Csebisev-polinomok transzformaltjanak séméju kifejezései — konkré-
tan (58H60), illetve (66H68) — folytan kapjuk a Csebisev-polinomok kozotti

alabbi Osszefiiggéseket:
T, () +2 = [T, (2) ],
Ty, () = 2 = (1 ([ Ta ()] [U (@),
Uyn(z) + 1 =T, (2)U, (2),
Ugp(2) =1 =T, 1 (2)U,, 4 (2).

n—1
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Ha most x helyére iz-et helyettesitiink, akkor a T (x) és az U *(z) polino-
mokra kapunk hasonl6 Osszefiiggéseket:

T5n(2) +2- (-1)" = [T ()], (77)
Ton(z) = 2+ (=1)" = [7 (@) *[U;7 (2)), (78)
Uy () + (=1)" = T, (2)U," (). (79)
Upp () = (=1)" = T2 (2) U4 (@) (80)

Mindezek alapjan T (z) és U**(x) faktorizaciojara is tudunk az irreducibi-
litds hatarozott allitdsa nélkiili eredményeket megfogalmazni. Ehhez elGszor
egy kis triikkkel T (x) és U (x) faktorizacios képletét atalakitjuk a kovetkezd
alakra:

Ti(2) = [ Caale), (81)

és

Un) =[] Wa@) J] Yalz)Po(x).

d>3 d>3
d|2n+2 d|2n+2
d=0 (mod 4) d=1 (mod 2)

A paratlan indext korosztasi polinomoknak az [§. szakaszban is emlitett is-
mert tulajdonsiga alapjan egyszertien kévetkezik, hogy tetszéleges paratlan
egész d esetén Woy(x) = £W,(—x), ahol az elGjelet ugy kell megvalasztani,
hogy +W,(—x) f6egyiitthatoja +1 legyen.

Az utobbi két képletben allo

Uyg(z) =[] [ﬁ — 4 cos? (g—g)] ,

0<k<d
ged(k,4d)=1

() Wa(r) = ][ [xQ o’ (2]{7%)]

0<k<d/2
ged(k,d)=1

polinomokban x helyére 1x-et téve, és az igy kapott polinomok abszolit érteé-
két véve, legyen Uhh(x) = |Wy(ix)|, valamint minden 1-nél nagyobb parat-
lan d-re U5 () = |Va(iv)Vaq(iz)| = |Va(iz)Wy(—ix)|. Ezekkel a jelolések-
kel T7*(x) és U}*(x) nemnegativ egész egyiitthatos polinomok szorzataként
allithato el6 a kovetkezd képletekkel:

Ty (x) =[] v (82)

d|4n
dl/2n
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ill.
U@y = [ v (83)

d>3
d|2n+2
d#2 (mod 4)

Hasonl6 modon bizonyithato, hogy

Toi(x)+ (D)= ][ (=), (84)
o
d#2 (mod 4)
és

Ton(2) — (=1)" = ][ wi(@). (85)
d|12n
d|An
d|n

Ennél is egyszertibben adédnak, hasonléan csak péros foku polinomokra, a
(77)—(80) azonossagok segitségével az alabbi formulak:

To(x) +2- (=1)" = [ 17 (2)", (86)

d|dn

d|/2n
Ton(x)—2-(-1)"= ] W@ (87)
d%Zd(lr?:(L)d 4)
Ui(a) + ()" = 1] vr@) ] i@, (88)
om o2
d#2 (mod 4)

és

Usi(z) = (=1)"= [ Wi [] v (89)

a>3 a>3
dj2n d|dn+4
d#Z2 (mod 4) dl/2n+2

Hatra van még a W) *(z) £ h és Z*(x) & h polinomok faktorizaciojara vo-
natkozo vizsgalat. Erre vonatkozoan elGszor is megallapithatjuk, hogy az
online faktorizacios alkalmazasok szerint W'*(x), Z**(x) és Z*(x) — 1 irre-
ducibilis az 1 < n < 20 tartomanyban, amibdl valoszintsiteni lehet, hogy
minden més n-re is igy van. W (z)+£1 faktorizalasara lényegében ugyanazt
a gondolatmenetet alkalmazhatjuk, amit 7, (x) £ 1 és U*(x) £ 1 esetén is
alkalmaztunk. A negyedfaji Csebisev-polinom faktorizacios képletei segit-
ségével direkt kovetkeztetéssel adodnak az ] tablazat bal oldali oszlopaban
a W5 (x) £ 1 és W3, (x) £ 1 polinomokra felirt azonossagok. Az z argu-
mentumok helyére ix-et téve bizonyithatoak az ugyanannak a tablazatnak a
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jobb oldali oszlopaban megadott Wy (x) £ 1-re és W3, (x) % 1-re vonatkozo
azonossagok. Az utobbiak jobb oldalan &llo kifejezések részét képezd T, (x),

(@), Urt(x) és Tyt (z) polinomok faktorizacios képletét mar ismerjiik,
a W (x) és Z* | () résszel pedig nem tudunk mit kezdeni, mivel ezek 20-ig
bizonyitottan, 20 f6lott pedig lehetséges irreducibilis polinomok. FEzzel el-
jutottunk a[12] tablazatban megadott, a Wix(x) £ L-re és Wir, () £ L-re

vonatkozd faktorizacios képletekhez.

A vizsgélt polinomok kozill tgy latszik, hogy legkevésbé lehet a Z'*(x) & h
polinomokat két vagy tobb faktor szorzatara bontani, mivel Z**(z)-r6l és
Z"*(x) — 1-r6l kideriilt, hogy irreducibilisek az 1 < n < 20 tartomany-
ban, Z**(z) + 1-r6l pedig azt talaltuk, hogy n = 3,4, 9, 10, 15, 16 kivételével
minden mas n-re irreducibilis az 1 < n < 20 tartomanyban. Azt pedig
altalanosan is be tudjuk bizonyitani, hogy ha n = 3 vagy 4 (mod 6), akkor
Z**(x)+1 oszthato a Wi3(x) = 22+ 3 polinommal, tehét legalabb két faktor
szorzatara bonthato. Ez abbol kovetkezik, hogy a T, (z)-re és T (x) + 1-re
kapott faktorizacios képletek szerint megéllapithato, hogy T, (x) oszthato a

15(x) polinommal, ha n = 3 (mod 6), T*(x) + 1 pedig oszthato ugyanez-
zel a polinommal, ha n = 2 vagy 4 (mod 6). Ennélfogva a Z'*(z) polinom
definiciojat figyelembe véve Z*(x) = T, (x) + (1,7 (x) + 1) valoban oszthato
a Wi3(x) polinommal, ha n = 3 vagy 4 (mod 6).

A faktorizacios eredmények Osszefoglalasa.

L. ATHx)L£h, Ui(x)L£h, Vi(z)Lh és W(x)+h polinomok faktorizacio-
jat kifejezé — altaldnos képletek, valamint az ezeknek megfelels,
a [14H30] tablazatokban az n < 20 esetre listazott szorzat kifejezések
bizonyitottan irreducibilis faktorizéciot valositanak meg.

2. A T (z) £ h és Ui*(x) &+ h polinomok faktorizaciojat kifejezs (82)—(89)
altalanos képletek esetére az ezekben szerepls U**(z) faktorok irredu-
cibilitasat altalanosan nem tudjuk bizonyitani, csak sejtjiik, mivel az
ezeknek megfelels, a [36H44] tablazatokban az n < 20 esetre listazott
szorzat kifejezésekrsl a Factoring Polynomials Calculator [15] web al-
kalmazas segitségével egyenként igazoltuk, hogy ebben a tartomanyban
igaz az irreducibilis faktorizécié fennéllasanak a ténye.

3. Ugyancsak a [15] web alkalmazas hasznalataval bizonyitottuk, hogy
T (x) £2, T7(x) £ 1 és Ur*(x) £ 1 irreducibilis polinom, ha n < 20
paratlan egész szam. (Ezért a paratlan n értékekhez tartozo sorokat ki
is hagytuk a [37}40| és |43/ 44] tablazatokbol.) Igy aztan ezzel is tgy va-
gyunk, hogy altaldnosan minden paratlan pozitiv egész n-re csak sejtjiik,
de egyel6re nem tudjuk bizonyitani az irreducibilitést.
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4. Szintén a [15] web alkalmazas hasznalatéval bizonyitottuk, hogy W, (x),
Z*(x) és Z*(x) — 1 irreducibilis, ha 1 < n < 20,

5. A Z**(x) + 1 polinom szintén irreducibilis n < 20 esetén, kivéve ha

n = 3 vagy 4 (mod 6). A kivételes esetekben Z**(x) 4+ 1 oszthato a

*(x) = x* + 3 polinommal az n nagysdgara vonatkozo korlétozas
nélkil is.

6. Az altaldnos faktorizécios képleteket egy helyre is Osszegyjtottiik a
[12] tablazatokban, a faktorok szaimanak a megadasaval kiegészitve.

10. Altalanositasi lehet&ségek

A modositott Csebisev-polinomok &ltaldnositasaként tekintsiik a kovetkezd
polinomot, amelyrdl latni fogjuk, hogy az el6z6 szakasz faktorizacios mod-
szereihez hasonloan korosztési polinomok segitségével faktorizalhato.

Qulw) = Uj(x) + 3 (H ) e (@), (90)

RCs; \ieR

RA(
Itt j adott tetszGleges nemnegativ egész, S; = {1,2,...,7}, a k; adatok
egymastol kiillonboz6 pozitiv egészek, az €;-k pedig elGjel kifejezésére szolgald
adatok, melyekre ¢, = +1 vagy ¢, = —1 (i € 5j).

A 27 szamu tagbol 4llo jobb oldali kifejezés specialis esetként magéban fog-
lalja, mind a hat moédositott Csebisev-polinomot. A legegyszeribb j = 0
esetben @, () azonos az U (x) masodfajua modositott Csebisev-polinommal.
Ha j =1¢és ky = 1, akkor Q,(z) = U}(z) £ U}_,(x) az eljeltd] fiiggGen
a harmad- vagy negyedfaji modositott Csebisev-polinomra redukalodik. Ha
j=1k = 2és e = —1, akkor @Q,(x) az els6faju modositott Csebisev-
polinomra, ha j = 2, ky = 1, ke = 2 és e9 = —1, akkor pedig az ¢ értéke
altal meghatarozott elGjeltdl fliggden az 6to6d- vagy hatodfaji modositott
Csebisev-polinomra redukalodik.

Ha a Q,(z) polinom értelmezésére szolgalo adatokra teljesiil hogy n >
!1_| ki, akkor |mb jobb oldalara az (D azonossigot alkalmazva azt kapjuk,

hogy

Qu(x) =Us(z)+ ) (H si> paeh s o (w). (91)

RCS; \i€R
R#D
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Ha most a képletet jobb oldalanak minden tagjara alkalmazzuk,
akkor az

(xQ_l)Qn( ) 2n+2 1+Z<H€Z> 2n+2-3 " p ki _Z<H5>x enk

RCS; \icR RCS; \i€R

(92)
egyenldséghez jutunk, melynek jobb oldala a kévetkezd szorzatta alakithato:

(2% = 1)Qn(z) = <x2”+2231 H51> H ite). (93)

=1
Annak bizonyitasahoz, hogy és jobb oldala azonos egymassal, elég

mindkettében az egymasnak megfelels egyiitthatok azonossagat ellenGrizni.

Most ¢ = — HZ 1€i6s kg =2n+2— > 7 k; jeloléssel (9 . a kovetkezd
egyontetiibb alakba frhato:

j xki E;
gt = ol re) Ll T [T || T T ot

i€S;u{0} d|k’ 1€S;0{0} d|2k;
€; <O g >0 dlk;

(94)
Jeloljiik yq-gyel az S; U {0} halmazban 1év6 indexekhez tartozo negativ e;-k
szamat, yo-vel pedig az S; U {0} halmazban 1év6 indexekhez tartozo azon
negativ e;-k szamat, melyekre k; péaros, plusz azon pozitiv ;-k szamét, me-
lyekre k; paratlan. Ezekkel a jel6lésekkel a kovetkezSképpen is irhato:

Qu(x) = [®1(2)" @) | ] 1] 2@ || 1] ]I ®at=)

i€S;U{0} d=>3 ies;u{0} d=3
g; <O d|k; e >0 d|2k
7

(95)
Most a transzformalatlan polinomra attérve, @, (z) irreducibilis faktorizaci-
6jara a kovetkez6 képletet kapjuk.

Qu(x) = (z=2) V2 (e42)0 V2L TT T Wa2) ([ T]T T ale)

i€S;uU{0} d>3 i€eS;u{0} d>3
g4 <0 d|k; €5 >0 dJQk
(96)
(Mivel nyilvanvaloan HZ 0 = —1 és Y1 k; paros, kovetkezésképpen 7

és o paratlan, tehéat az ezekkel kifejezett kitevok egészek.)
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Végiil nézziik meg, mit ad az altaldnos (96) képlet arra a viszonylag egysze-
riibb speciélis esetre, amikor 5 = 2. Ez az eset még mindig altaldanosabb a
hat modositott Csebisev-polinom eseténél, azok mindegyikét magéban fog-
lalva, viszont ebben az esetben nincs sziikség a legédltalanosabb esetet kissé
nehézkessé tevs ~v;-k hasznalatara. Az e és g9 kétféle elGjelének, valamint ky
és ko kétféle paritasanak megfelelg 16 variacié mindegyikét figyelembe véve
konnyen meghatarozhato, hogy ~v; és v, mely esetekben veszi fel az 1 értéket
¢és mely esetekben veszi fel a 3 értéket. (Mas értékitk nem lehetséges, ha
j = 2.) Ennek alapjan azt kapjuk, hogy

U;(x)+51U;7k1($)+52U;7k2($)+5152U:{7k17k2(x) = E’Y'EO'EI'E27 (97)
ahol

4

(x —2)(x+2) hae <0, e9 <0, ky paros és ko péros,
(x —2) hae; <0, e <0, de k; és ko nem mindegyike paros,
(x+2) haey >0, ey >0, ky paratlan és ko paratlan,

vagy €1 > 0, g9 < 0, ky paratlan és ko paros,

vagy €1 < 0, g9 > 0, ky paros és ko paratlan,

1 minden més esetben,

Hd|2n+§§;17k2 \de($) ha g1e9 > 0,
B (99)
IT,..28 ., Val@) haees <0,
d|2n+2—ky —kg
i = 1,2 mindegyikére
[l Wa(x) hae; <O,

d|k;

E; = (100)
H d>3 \Ild(x) ha g; > 0.

d|2k;
dlk;

11. A V,(z) korosztasi el6polinomok és a ¢,,(x) korosztasi polino-
mok generilasa

Az el6z6 szakaszban faktorizacios képletek tobb sorozatét allitottuk el a mo-
dositott Csebisev-polinomok kiilonb6z6 verzidira. A médszer 1ényege minden
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esetben az volt, hogy adott P(x) polinom esetén elGszor a P(x) polinom fak-
torizalasat tiztiik ki célul, és ezéltal jutottunk el a P(x) polinom irreducibi-
lis faktorizaciojahoz. Valamennyi konkrét esetben P(z) faktorai kizérolag a
korosztasi polinomok koziil, és kovetkezésképpen P(z) faktorai a W, (z) kor-
osztasi elpolinomok koziil keriiltek ki. A két polinom tipus Osszefiiggésének

az értelmezéséhez kiillon magyarazatra volt sziikség azokban az esetekben,
amikor a képletekben a nem-polinom Wy (z) és/vagy Wy (z) valamelyike meg-
jelent. Az egyszertiség kedvéért az ilyen eseteket most mell6zziik. Ezt azért
is megtehetjiik, mivel a faktorizacios képletek koziil az ebben a szakaszban
megfogalmazott célhoz elég lesz szamunkra a T)'(x) és a W' (z) modositott
Csebisev-polinom. A tobbi verziora elvileg itt nem is lenne sziikség, azonban
bizonyos paratlan n egészek esetén a T (z) + 1 polinom hasznalataval haté-
konyabban lehet meghatarozni a W, (z) és &, (x) faktorokat, mint a W (z)
polinom hasznéalataval. (Nevezetesen olyan esetekben, amikor n azonkiviil,
hogy pératlan, még 3-mal is oszthato.)

Ha megnézziik a fent emlitett faktorizacios képleteket, azt latjuk, hogy T (x)
faktorizaciojaban minden n esetén részt vesz a Wy, () polinom, W) (z) fak-
torizaciojaban pedig minden n esetén részt vesz a Wo, 1 () polinom. Ezek
Osszegyijtése utan mar csak az 1-nél nagyobb paratlan szamok kétszeresé-
hez tartozo Wy, o(x) polinomok hidnyoznak. Az utobbiakat megkaphatnéank
V*(x) faktorizacioja alapjén, erre azonban nincs sziikség, mivel tudjuk, hogy
Uypia(x) = £Wg,41(—2), ahol paros foka polinom esetén a + elGjel, parat-
lan fokt polinom esetén pedig a — elGjel érvényes. A megfelel§ korosztési
polinomokra viszont kézismert, hogy ®y,i0(x) = Popi1(—x), ha n pozitiv
egeész.

A fent kérvonalazott modszerrel a T (), ill. T*(z) = 2*" + 1 (1 < n < 30)
polinomok faktorizacidja segitségével meghataroztuk és tablazatba foglaltuk
a V,(z), ill. ®,(x) polinomok kifejezését az 1 < n < 120 tartoméanyban
a 4-gyel oszthato n-ek esetére. Ezt kovetGen a Wi (x) polinomok faktori-
zaciojaval n = 31 kornyékén elakadtunk, eddig a hatarig birta a Factoring
Polynomials Calculator [15] alkalmazas kapacitasa. Ezaltal az 1 < n < 63
tartoméanyba es6 péaratlan n-ekre tudtuk meghatarozni a W, (x) polinomok
kifejezését. Kicsit késbb talaltunk egy olyan web alkalmazast (Polynomial
Factorization [16]) melynek segitségével sikeriilt a 31-nél nagyobb indexekhez
tartozo W¥(x) polinomok faktorizdciojat meghatarozni, egészen n = 59-ig.

Veégiil az n = 4k + 2 alaka indexekhez tartozo U, (x) és @, (z) kifejezéseket
az n = 2k 4 1-hez tartozo hasonlé polinomok elGjel valtasi szabalya alapjan
hataroztuk meg.
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Az ismertetett modszerrel generalt W, (x) és ®,(x) polinomok kifejezését
parba allitva a tobb lapot atfogo [49] tablazatban soroljuk fel.

12. A faktorizacios képletekbdl levezethetd oszthatésagi szabalyok

A (B8)—(68) faktorizacios képletekbol kikovetkeztethets, hogy a A T (x),
THz)+£2, THx) £ 1, Ulx), U(x) &+ 1 polinomok milyen feltételek mellett
tartalmazzak osztoként az egyes Wy(x) faktorokat vagy azok négyzetét. A
lehetséges linearis faktorok: [W(2))? = 2—2, [¥s(2))? = 242, U3(x) = z+1,
Uy(z) = x és Ug(x) = o — 1 esetére szoritkozva, a [p1] és 2 tablazatban
osszefoglaltuk ezeket az oszthatosdgi szabélyokat. A két tablazat mutatja
egyuttal a targyalt polinomok valés gyokeinek a halmazat. Természetesen
ugyanezt az eredményt megkaphatjuk ugy is, hogy a[p7] és b8 téablazatban
megadott Osszes (valos és komplex) gyok koziil kivalogatjuk a valosakat és a
valos gyokokbdl kovetkeztetiink a linearis faktorokra.

13. Tablazatok és Abrak

Elséként az [1. tablazat fels6 szegmensében olyan nyilvanvalo vagy kénnyen
bizonyithat6 azonossidgokat sorolunk fel, amelyek magyarazatul szolgélnak a
2l tablazatban Osszegytjtott rekurziv Osszefiiggésekre, valamint a [3. tabla-
zatban Gsszegytjtott bonyolultabb explicit képletekre. Az [I] tablazat also
szegmensében pedig a Pell-egyenlettel kapcsolatos hdrom azonossagot, va-
lamint az els6faji Csebisev-polinom kompozicidjara vonatkozo azonossagot
fogalmazzuk &t az e munkiban targyalt modosulatok esetére. A kovetke-
z6 harom tablazatban a modositott Csebisev-polinomok harom kiilonb6zé
(rekurzio, explicit képlet, ill. trigonometrikus vagy hiperbolikus fiiggvények
segitségével torténd) definiciojanak megfelels formulakat soroljuk fel.

Az ] téblazatban olyan érdekes azonossagokat sorolunk fel, amelyek a [9)]
szakaszban targyalt és a [0 és[I1] tablazatban Osszefoglalt faktorizéacios kép-
letekbdl vezethetdk le, ill. a [I2] tablazat esetén forditva, az ott megadott
képleteknek a megalapozasat képezik. A [6] tablazatban Gsszegytjtottik a
Csebisev-polinom modosulatoknak a [9 szakaszban végzett targyalas soran
kapott transzformaltjait, amelyekhez felhasznaltuk a feliilvonas transzforma-
cionak a[7] tablazatban felsorolt szabélyait.

Ezutan tovabbi 6t dltalanos érvényt tablazat kovetkezik. A 9] és a[l1] tabla-
zatban a T (x), T (x)£2, T (x)£1, Ui (x), Ul (x)£1,ill.a Vi (z), V.M (x)+1,
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W(x), Wr(x) £ 1, Y, (x), Z!(x) polinomok irreducibilis faktorizaciojara a
9] szakaszban kapott eredményeket gytjtottiik ossze. Az eléjiik helyezett
Bl és [10. tablazat a szoban forgd polinomok transzforméltjara vonatkozo
faktorizacios képleteket tartalmazza, amelyek alapjan bizonyitottuk a mo-
dositott Csebisev-polinomokra vonatkozo faktorizacios képleteket. Ezeknek
a képletsoroknak az egymas mellé allitdsaval arra is ré szeretnénk vilagitani,
hogy — mint a bevezetésben mér emlitettiik — a Csebisev-polinomok modo-
sulatainak és azok transzformaltjainak a faktorizacioja valamennyi vizsgalt
esetben teljes szinkronban van egymaéssal annak koészonhetGen, hogy a kor-
osztasi el6polinomok kozé becsempésztiink két négyzetgyokos kifejezést. A
faktorok szama viszont a teljes szinkron ellenére eltérést mutat azokban az
esetekben, amikor a transzformélt polinomok faktorizaci6jaban megjelenik
[B1(x)]? vagy [@2(x)]?, mivel itt ezek két faktort jelentenek, a transzfor-
malatlan polinomok faktorizaciés képletében viszont az ezeknek megfelel6
(U (2)]? és [Wo(x))? kifejezések csak egy-egy faktort képeznek. Az ebbe
a kategoridba tartozo négy faktorizacios tablazatban a faktorizacio képlete
mellett minden egyes polinom esetére megadjuk a faktorok szamat 7(n) se-
gitségével kifejezve, ahol 7(n) jeloli az n egész osztoinak a szamat. Bizonyos
esetekben a tablazatok jobb szélén megadjuk még a faktorok szamanak mint
egész sorozatnak az On-line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS) [12]
adatbéazisban szerepld azonositojat.

A[12] tablazat a T (x), T (2)£2, T (x)£1, U* (), U (x)£1, W (z)+1
polinomok egy-egy altaldnos faktorizacios képletét tartalmazza az el6z6 tab-
lazathoz hasonlo altalanos megfogalmazasban. Az ezekben megadott fakto-
rok irreducibilitasat azonban nem tudjuk altalanosan bizonyitani.

Ezutan lista jellegd tablazatok kdvetkeznek, ahol a Csebisev polinomok mo-
dositott valtozataival kapcsolatos tablazatokban mindeniitt az 1 < n < 20
tartomanyra listdzunk. Mind a hat modositott Csebisev-polinom esetén ezek
sima listazéasaval kezdjiik, majd ezt kovetGen a9 és a[l1] tablazatban meg-
adott faktorizacios képleteket konkrétizaljuk n kiilonb6z6 eseteire. Ugyanigy
jarunk el a T7*(x), U (x), W*(z) és Z*(z) polinomok vonatkozisdban
is. A[13 ¢és[19 tablazatban az els6-, ill. masodfaju modositott Csebisev-
polinomoknak a konkrét esetekre torténd felsoroléasat az n-szeres szogek szog-
fliggvényeinek a régi MTA SZTAKI honlapon talalhato [4] listéibol vettiik at,
ahol a bévebb 1 < n < 50 tartomanyra tortént a listazas. A harmad- és ne-
gyedfaji modositott Csebisev-polinomok téablazatanak . és . tablazat) a
sorait a masodfaju modositott Csebisev-polinomok [19] tablazatanak a sorai
alapjan, az 6tod- és hatodfaji modositott Csebisev-polinomok tablazatanak
(B1] es[33] tablazat) a sorait pedig az els6faji modositott Csebisev-polinomok
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13 tablazatanak a sorai alapjan képeztiik.

A modositott Csebisev-polinomok és ezekbdl szarmaztatott tovabbi polino-
mok faktorizaciojat konkrét n értékekre (1 < n < 20 esetére) felsorolva
a [14H18], R0H22, stb. téblazatban adjuk meg, a tdblazatok minden sorat
két kiilonbozs valtozatban felirva. Elgszor a W, (z), Ui*(x) polinomokkal
fejezziik ki a faktorizaciot a0 [11] és[12 tablazatok altalanos képletei alap-
jan, mésodszor pedig a ¥,,(x), U*(x) polinomoknak a[d9H50] tablézatokban
megadott explicit kifejezéseivel.

A t5bb lapot atfogo [49] tablazatban a W, (z) kdrosztasi el6polinomokat és a
®,,(x) korosztési polinomokat parba allitva listazzuk az 1 < n < 120 tarto-
manyban. (Hogy miért éppen 120-ig mentiink el, annak az a magyarazata,
hogy Wi99(z) a legnagyobb indext korosztési el6polinom, ami eléfordul a

34| tablazatokban.)

A U, (z) polinomokbol szérmaztatott (a bevezetésben definialt) néhény pa-
ratlan indexd W5*(x) polinom kifejezését gytjtottiik ossze afp0] tablazatban.
A paratlan indextd U**(z) polinomokon kiviil més WU**(x) kifejezések lista-
zésa szlikségtelen, mivel azokat nagyon egyszertien megkapjuk a W, (z) po-
linomokbdl dgy, hogy az Osszes negativ egyiitthato értékét az ellentettjére,
pozitivra valtoztatjuk.

A [B]] ésp2] tablazat a[12] szakaszban téargyalt oszthatosagi tulajdonsagokat
foglalja tablazatba.

A kotet végére helyeztiik el az abrakat és az azokhoz tartozo tdblazatokat. Az
[MH3] abrék, amelyek mindegyikét az dbra f6bb numerikus adatait tartalmazo
egy-egy tablazat koveti, a T (x) és U (x) polinomok gorbéjét szemléltetik ki-
sebb n értékek esetére, az dbréakhoz tarsitott [H3H50] szamu tablazatok pedig
ezeknek a polinomoknak az &brakon illusztralt rajzokkal megadott vizua-
lis informacioit egészitik ki a gyokok és szélsGértékek numerikus adataival,
valamennyi adatot 5 tizedesjegyre kozelitve.

A V¥ (z) és Wi¥(x) polinomokhoz hasonlo abrédkat nem adunk, ezek meg-
rajzolasat az olvasora hagyjuk, amennyiben szeretne ilyen rajzokat is latni.
Megadunk azonban egy értéktablazatot . tablazat), melynek segitsege-
vel t6bbé vagy kevésbé vizualisan is el lehet képzelni a V*(z) polinomok
gorbéjét. Az ebben szerepld adatokat magasabb foka egyenletek kozelits
megoldéasaval szamitottuk ki, de a kozelités jelét elhagytuk a tablazatban.
Mivel tudjuk, hogy V*(x) és W} (x) tiikorképei egymasnak, ezért {6losleges
az ilyen szamitast mindkettére elvégezni.
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Az [57 és b8l tablazat rendeltetésiiket illetGen nem igényel magyarazatot.
Azonban az[p7] tablazat értelmezéséhez azt a megjegyzést kell tenniink, hogy
a tablazat els6 két soraban — legfeljebb egy vagy két gyok (a 2 abszolut érté-
ki gyok vagy gyokok) kivételével — csupa kétszeres gyok szerepel. A tablazat
kozépst oszlopaban a dupla gyokok kétszeresen keriilnek felsorolasra, a jobb
oldali oszlopban viszont a rendezés kovetkeztében csak egyszeresen. A téb-
lazat tobbi sordban, valamint az b8 tablazatban megadott gyokok mind
egyszeresek.

Végiil a nyolc utolsé abraval az eddigiekben targyalt polinomok gyokeit vi-
zualisan szemléltetjiik, parhuzamosan a transzformalatlan 77 (z) — 2 stb. és
a transzformélt T)*(x) — 2 stb. polinomokra. Az el6bbiek minden esetben a
2 cos O, kifejezéssel megadhato, a [—2, +2] intervallumba es6 valos szamok, az
utobbiak pedig az e <% kifejezéssel megadhato komplex szamok, melyek a
komplex szamsik egységkorén dbrazolhatok vizualisan. A transzformalatlan
polinomok intervallumat felére kicsinyitve, annak abrazolt mérete azonossa
valik az egységkor atmérdjének abrazolt méretével. Helyezziik el ezeket a
valos gyokoket tartalmazo szakaszokat gy, hogy az egységkor vizszintes at-
mérGjének a sikjara merdlegesen levetitve pontosan fedjék ezt a vizszintes
atmérst. Ekkor a szakaszon abrazolt valos gyokokbdl a kor vizszintes dtmeé-
rGjére merdleges egyeneseknek a korrel vald metszés- vagy érintési pontjai
altal meghatarozott komplex szdmok éppen azonosak a transzformalt poli-
nom gyokeivel. A gyokok helyét a szakaszokon és a korokon is a szokasos
modon, kis karikaval jeloljiik. Kétszeres gyok esetén két egymassal érintkezé
kis karikat helyeziink el az egyenes szakasz, ill. a korvonal két oldalan.

A vizualis szemléltetés céljabol minden targyalt esetben egy péros és egy
paratlan n értékhez, konkrétan n = 3-hoz, ill. n = 4-hez tartozo abrat
készitettiink el, kdvetkezésképpen a rajzokon dbréazolt transzformalatlan po-
linomoknak 3, ill 4 valos gyoke van, a transzformélt polinomoknak pedig 6,
ill 8 komplex gyoke. A transzformalatlan polinomok gyotkeinek abrazolésa-
hoz az [p7HpE| tablazatokban talalhato képleteket konkretizaljuk n = 3 és
n = 4 esetére.

Al és[ol abra kiilonleges, mivel ezek olyan esetekhez tartoznak, amikor a
transzformalatlan polinomok gyokei legfeljebb 1 vagy 2 kivétellel kétszeres
gyokok, a transzformélt polinomok gyokei pedig kivétel nélkiil valamennyien
kétszeres gyokok. A [I0] és[I1] abrak esetén pedig a gyokoket két-két gyok-
halmaz definidlja, ezért vildgosabb az abra, ha a transzformalatlan polinom
gyokeit ezen a két abran két-két egyenes szakaszon helyezziik el.
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1. tablazat. Definicié szerinti, ill. kézismert vagy kdnnyen bizonyithaté azonossiagok

T (x) = Up(z) — Uy ()
Ty (x) = 2U5 (2) — aU;_y ()
Vi(z) = Up(z) = Uy ()
W) = Up(x) + Uy ()
Yi(2) =Ta(z) = Th 4 (2)

Zp() = Ty (x) + T3y (2)

Ty (x) = Up™(z) + UpZy(x)

Ty (x) = 205" (2) — 2Ug™ (@)

Wi (x) = Up*(z) + Up~, (2)

Zy () = T (x) + T (z)

(a-+Va?=A)

T;: (x) + U;:—l(x> x2 - 4 = 2n71
Ti(z) — Up_y(2)Va? — 4= C=ym it

[T3(2)]* — (* = 4) [U;,

n n—1

(@) =4

T () = T3, [ T3 ()]

T (z) + Up* ) (2)Va? + 4 = Ehyeiedt

T (z) — Up* (@) Va? + 4 = Eoyedt

(T3 (2))? — (22 +4) [U* 4 (2)]° = (-1)" - 4

paratlan n esetén T (x) = T [Tr* (x)]
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2. tablazat. Az eredeti és a modositott Csebisev-polinomok rekurziv képzési szabalya

To(x) = 1 Ty (2) = Tg* () = 2
Up(z) =1 Uj(z) =Ui*"(x) =1
Ti(z) ==z T (z) =T (x) =z
Ui(z) =2z Ui(z) =U*(z) ==

Toii1(x) = 22T (x) — Th1 ()

Unt1(z) = 22Uy (z) — Up—1(z)

T (z) = 2Ty (z) — T4 (2)

U§+1($) =aUn(x) = Uy (x

T () = o1 (x) + T3 (2)

w1 (2) = 2Uz(x) + U™y (z)

Vi(z) =2x —1,Wi(z) =22+ 1

Yi(z) =2z —1,Z1(x) =x+1

Vi(e) =2 =1, Wi(z) = Wi (z) =z + 1

Yi(2) =2 — 2, Zi(2) = Zi"(a) = +2

Vo(z) = 422 — 22 — 1, Wh(x) = 42 + 22 — 1

Yo(z) =222 — 2 — 1, Z5(z) = 22° + o — 1

Vi) =2 -z -1, Wi(x) =2+ -1
Yi(r)=a® -2 —2,Z5(z) =2> +2 -2
Wi*(x) =22+ +1

75 (z) =2 + 2+ 2

Vot1(z) = 22V, (z) — Vo1 ()
Wit (x) = 22Wy(z) — Wy—1(x)
Yot1(z) = 22Y, () — Yi—1(2)

Zny1(x) =222, (x) — Zp—1(x)
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3. tablazat. Az eredeti és a modositott Csebisev-polinomok explicit elgallitasa

Ty () = SR (1) (") 2n -2k 1gm=2k
Un() = S (< 1)k (7 F) 2n—2hgn=2k

Va(w) = S (1) (B2 egn=2k — 5 D 2 gk (no ity gne 2k o2
Wi () = M2 (1) (kY gne2kgn2k y SLD/2] (b (nk=t) gn2k—1 yn—2k—1

Yn(x) = IEZ/(?J (_1)k(n;k))2n—2kmn—2k EL n—1) /2J( 1)k(nfllzfl))2n_2k_1xn_2k_1

Zp(x) = ,El/[fj (—1)k (" F)2n—2kgn—2k 4 Zk(;lo—l)/% (—1)F(nktygn-2h—1gn—2k-1

TH(x) = IEZ/O% (_1)k (n;kz))l‘n_gk

Vi(z) = ki/()%(_l)k(n;k)xnﬂk _ IE(S(J—I)/QJ(_1)k(n—llz—1)xn72k71

W*(l') _ £1/02J<—1)k(n;k)xn72k+Z]|;(£0_1)/2J(—1) (n k— 1) n—2k—1

n

Yi(x) = ,EZ/OQJ (=1)F (" F)an—2k — ZII;(:TL(;D/QJ(_1)k(n—llz—1))xn—2k—1

n

Zi(e) = SR (e S (a2

Ty (@) = S (" an
Upt(z) = i (k) an 2k
W (z) = IEH/O2J (n k) n— 2k+2 n—1)/2] (n ]iz 1) n—2k—1

Z;*( ) ’En/oﬂ (n k)) n— 2k+an 1)/2] (n I]: 1)) n—9k—1

Uj jelolés:
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4. tablazat. T6bbszoros szogek szogfliggvényei a modositott Csebisev-polinomokkal

2 cosnb = T*(2cos0)
2 coshné = T7¥(2cosh#®)
n paratlan: | 2sinnf } o \n/2) e o
n paros: | 2cosnf = D T (2sin6)
n pératlan: | 2sinh nf } B w0y
n paros: | 2coshnf = T3*(2sinho)
Sing&?) d = U}(2cosb)
w = U}(2cosh®)
. .| sin(n+1)6
n paratlan: o5
o } = (=2 Ur(2sin6)
n PAros: 7C°SC(ZSJ;1)9
< . | sinh(n+1)6
n paratlan: | —_ 7~
ho } —  U*(2sinh6)
n paros: 7(305({10(;21)6
cos(n+3)0 = (cos30) V7 (2cosb)
cosh(n+3)60 = (cosh36)V,(2cosho)
sin(n+1)0 = (sing6) Wy (2cos0)
sinh (n+%)6 = (sinh36) W} (2cosh6)
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5. tablazat. A faktorizacios képletek segitségével feltart kevésbé ismert azonossagok

Ta(2) + Ti(x) = Wiga (2) — Wiy (2) = [Pa(2) PV (@)

Tia(2) = Ti(x) = Vi (@) = Vi (@) = [0 (@)W (@)

Us,(x) +1 = T3 (2)Uy (2) Usn (@) + (=1)" = Ty (2)Uy* (2)

Usn(2) =1 ="T51(2)Us_ () Usn(z) = (=1)" = T34 () UpZ, (2)
Usni1 () = T pa (2)Up(2) Usnir () = Tph (2)U"(2)

T3 () +2 = [T (2)]? Tii(x) +2- (-1)" = [T (2)]?

T3 () = 2 =[Oy (2] [Yo(2) P[Uy; 4 (2)]? Tii(x) =2 (-1)" = [I7* @ [U3"4 ()]

Vo (z) + 1 =T (x)V,; (z)
Vo (2) = 1= [0 (2)PUys_ (2) Wi ()
Vopi(x) +1 =T, (z)V,; (z)

Vi (@) = 1= [0 (2)]2U; (2) Wi (@)

W3, () + 1= T3 (x) W5 (x) Wai () + (=1)" = T ()W (x)
W3, (x) = 1=Uy ()21 () = [Wa(2) PUG_(2) Vi (2) | W3 (2) = (=1)" = Uy (2) 2,734 (@)
Wi (@) + 1= Ui(@)Z; 4 (2) = [To(2) PUS (@) Vi (2) | Wanga(2) + (-1)" = Up*(2) 2344 (2)

Wsia(2) =1 =T, (2)W5(2) Wini (@) — (=1)" =T33, () W™ (x)

V(@) = [1(2)P W5y (@) = (v — 2)W,;_y(x)

Zy(x) = [T2(2) PV, (@) = (2 + 2)V; 4 (2)
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6. tablazat. A ’feliilvonas’ transzformécié eredménye a modositott Csebisev-polinomokra

Uy ()

Ty (x) = Up(z) = Uy ()

Vi(2) = Up(z) = Uy ()
Wi(x) = Up(x) + Uy (z)
Yi(e) = Th(2) = T4 (2)

Zy(w) = Ti(w) + Ty ()

m == ZZ:l z?n

T3(w) = Vi) — 20 y()

Vi) = Uilz) = 2Us 4 (@)

Wi(2) = Uz (@) +2U;_, @)

Yi(x) =Tyi(z) —aT;_(v)

n

Zi@) = Ti(@) + 4T (7)

x2n+2 1
z2—1

Uz + ) =

2" T (x + l) 2

T

ny/ * 1\ m2n+1+1
z Vn (x + 5) =I5

z2ntl_1
z—1

"Wz + ) =
B"Yi(x L) = (@ - D)E? 1)

" ZHz+ 1) = (z+ 1) (2?1 +1)

Up(z) +1
Up(z) -1
Ty (x) +1
Th(z) -1
T, (x) +2
T5(x) -2
Vi(z) +1
Vi(z) -1

Wy (z) +1

Wi(z) —1

U:;(x) +1= U;’;(.Z‘) g

Ui(w) =1 = Uy(w) - a"

Tﬁk(l') +1= T;{(:L’) g

Ti(z) — 1 =Tkx) — 2"

T () + 2 =T () + 22"

Tﬁk(w) — 2= T;Z(x) _opn

V¥(z) —1=V*(z) — 2"

n

Wi(z) =1 =Wi(z) —a”

a" [Un(z+3)+1] = %ﬂiﬁfl)
(z"=1)(z"T2+1)
r2—1

U+ 1)~ 1] =

o [Tr+ L)+ 1] = @D

rz—1

2" [Tr(z+ 1) —1] = (xi’:n

o [T+ 1) + 2] = (a7 + 1)2
a" [Ty (x + %) —2] = (" — 1)

2" [Vi(z +3) +1] :%

o (Wi + 1) +1] = @E=)
(z"=1)(z" ' +1)
r—1

z" [W;(l’ﬂL i) — 1] —
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7. tablazat. A ’feliilvonas’ transzforméci6 f6bb tulajdonsagai

P,(z) +a= P,(x) + ax"

n > m esetén

Po(z) + Qm(z) = Po(z) + 2" " Qm ()

aPy,(x)

aPy,(x)

ha a P,(z) polinom
oszthato a Qp,(x)

Po(2)Qm(x) = Po(z) - Qm(z)

polinommal, akkor

Bo(2)/Q@m () = Pa(2)/Qm(x)

8. tablazat. T (x) —h (h=0,£2,£1) és U} (x) —h (h =0,+1) irreducibilis faktorizaci6ja

d|n+2

dlh

polinom faktorizaciod faktorok szama OEIS
T (z) =22 41 [Tajan @a(z) 7(2n) — 7(n)
d|2n
Tx(z)—2 = (2" —1)? [T [®al2)]? 27(n) A062011
Ti(xz) +2 = (2" +1)? H%n [@g4(x)]? 27(2n) — 27(n) A054844
Ti(x)—1 =2t [Taen ®a(x) 7(6n) — 7(2n) — 7(3n) + 7(n)
d|8n
Ti(r)+1 = 2=l [Taisn ®a(x) 7(3n) — 7(n)
dlh
U (x) = [1 a5 ®a(x) T(2n 4 2) — 2
d|2n+2
Up(e) =1 = &20E@D Ty By(a) [ ass Bal) | 7(20 +4) + 7(n) — 7(n+2) — 2
d|n cil\;?j;
i@ +1 = D ] s @a(a) [T as Rale) | 7(20) +7(n+2) = 7(n) =2
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9. tablazat. T, (x) —h (h=0,£2,£1) és U;(x) —h (h =0,+£1) irreducibilis faktorizacioja

polinom | faktorizaci6 faktorok szdma OEIS
T*(z) [Tain Val2) 7(2n) — 7(n) A001227
dlz2n
27(n) — 1 (paratlan n esetén)
* o U 2
Ta(@) =2 | Han[Pa(@)] 27(n) — 2 (paros n esetén) A086369
T (:C) 19 Hdl% [‘I’d(:t)]z 27’(271) — 2T(n) -1 (paratlan n) A0R6374
n dlh 27(2n) — 27(n) (péarosn)
Tr(x) =1 | [ aen Pa(x) 7(6n) — 7(2n) — 7(3n) + 7(n) ——
i
TH(z)+1 Hd|§n Ui(x) 7(3n) — 7(n) ——
dla
Ui(x) II 4z U4(x) T(2n +2) —2 A086327
d|2n+2
Ui(z) =1 | [[azs Va(z)[] a3 Palz) | 7T(2n+4)+7(n) —7(n+2) —2 | A086389
d|n dd‘;?:—;
Ui(z)+1|]] a3 Ua(x)[] a3 Uy(z) | 7(2n) +7(n+2) —7(n) — 2 A086375
d|ln+2 d|2n
dlh
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10. tablazat. V¥(z) —h (h = 0,£1), Wi(x) —h (h = 0,£1), Y¥(z) és Z}(x) irreducibilis
faktorizacioja

polinom faktorizaciod faktorok szama
Vile) =g [T w5 @g(x)
d|4n+2
i T2n+1) -1
Wi (z) = % I azs Pg(x)
d|2n+1
Viw) -1 =iy [Tz ®ao) [T g2 @alx) | 7(n+1)+7(n) =1
d|n d|ln+1
Vi) +1 = @Heiey [T arz ®a(@)[] are ®a(x) | 7(2n+2) — 7(n+ 1) + 7(2n) — 7(n) — 1
P Py
Wi(r) —1 = @=0eel T2 ®a(x) [Taonso Pa(z) | 7(2n+2) — 7(n+1) + r(n) — 1
dln djp+1
Wi(r) +1 = &=l [T 22, ®a(@) [Lazn ®a(e) | 7(20) = 7(n) +7(n+1) =1
n+1 dlfh
Y (z) = (z—1@@* ! = 1) | [®1(2))? [T, 25 Pal)
T(2n —1)+1
Z3(x) =@+ D@+ 1) | [@2@)P [T =5 Pale)
dlgn—1
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11. tablazat. V*(x) — h

(h = 0,£1), Wi (xz) —h (h = 0,£1), Y (x) és Z}(x) irreducibilis

faktorizaciéja
polinom faktorizacio faktorok szama OEIS
V() [T as Vg(x)
d|4n+2
dian (20 +1) — 1 A095374
W (z) [T a>s W4()
d|2n+1
V;(l’) -1 HddTQ \I/d(a;) Hdcli;éfl \I/d(ac) T(n + 1) + T(n) -2 ——
Vi) 4+ 1 | [Taze Ya(@)[] aze Yy(z) | 7(2n+2) —7(n+1)+7(2n) — 7(n) — 1 ——
i g7
ain U (x LU (z) |T@2n+2)=7(n+1)+7(n) -1 (pératlann) |
Wi(@) -1 Hddwznz al )H@@Jf () T(2n+2) —7(n+ 1)+ 7(n) —2 (péaros n)
. U (x W (x 7(2n) —7(n) + 7(n+ 1) — 2 (paratlan n) L
Wa(z) +1 Hd‘ﬁfl ol )Hdd‘ih (%) T(2n) —7(n) +7(n+1) — 1 (paros n)
Y () (@1 ()] Il =0 Wal2)
r(2n — 1) A099774
Zy(x) [Wa(2)]?[] 425 Wa(x)

dl4n—2
d|2n—1
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12. tablazat. T)*(z) —h (h=0,£2,%+1), U*(z) —h (h=0,£1) és W;*(z) —h (h = +£1) nem
bizonyitottan irreducibilis faktorizaci6ja

T (x) = [Taan U5 ()
dl/2n
(@) +2-(=1)" = [Taun [ (2)]?
dl/2n
Tyr(x) —2- (=)™ = ] aea [P35 (2))?
d#2 (mod 4)
i@+ (0 = 0 g
d#2 (mod 4)
T - (0" = T ¥ )
dln
Uz (a) S e UP@)
d|2n+2
d=2 (mod 4)
Us¥(x) + (—-1)" = ][ ai4n \I’:l*(:r) [T ass \IJZ*(QZ)
dl/2n d|2n+2
d#2 (mod 4)
Unp(@) = (=1 = 11wz @I e 95 (2)
d#2 (mod 4) dl/2n+2
W)+ (1) = W) g W)
Win(@) — (D" = Z3@)]IT e ¥5(2)
d#2 (mod 4)
Wi @)+ (0" = Z@I] e W)
d#2 (mod 4)
Winii(x) = (=1)" = Wi (@) [T aan+a V5 (z)
dl/2n+2
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13. tablazat. Az elséfaju médositott Csebisev-polinomok listaja

n | Tr(x)

1 |x

)

3 3 _ 3¢

4 |zt — 422+ 2

5 | x° — 5a3 + 5

6 |25 —62%+ 922 —2

7|27 —Tab 4 1423 — Tz

8 | 28 — 825 +202* — 1622 + 2

9 | 22 — 927 + 272% — 3023 + 9z

10 | 219 — 1028 + 3525 — 502* + 2522 — 2

11 | &'t — 112% 4+ 4427 — 772 + 5523 — 11z

12 | 212 — 12210 4 5428 — 11226 + 1052* — 3622 + 2

13 | '3 — 132 + 652Y — 15627 + 1822° — 9123 + 13z

14 | 2™ — 142" 4+ 7720 — 21028 + 29426 — 1962* + 4922 — 2

15 | 21 — 15213 4+ 90z — 27529 + 45027 — 37825 + 14023 — 15z

16 | 10 — 162 + 10422 — 352210 + 66028 — 67225 + 3362* — 6422 + 2

17 | 217 — 1721 4+ 119213 — 4422 + 9352° — 112227 + 71425 — 20423 + 17z

18 | '® — 18216 + 13521 — 54622 + 1287210 — 178228 + 138625 — 5402 + 8122 — 2
19 | 219 — 19217 4+ 15221 — 665213 + 1729211 — 271729 + 250827 — 12542° + 28523 — 19z
20 | 220 — 20218 4+ 170216 — 8002 + 2275212 — 4004210 + 42902° — 264025 + 8252* — 10022 + 2
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14. tablazat. Ty (x) irreducibilis faktorizacioja az 1 < n < 20 tartomanyban

n | T (x) kifejezése T () kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a U fiiggvényekkel
1| Uy(x) x
2 | Ug(x) 2 -2
3 | Uy(x)Via(z) z(z? - 3)
4 | Wig(x) zt —42% + 2
5 | Uy(x)Wgo(x) z(xt — 522 +5)
6 | Ug(x)Way(x) (22 —2)(2* — 42% + 1)
7 | Uy(z)Was(x) w(28 — 7ot + 1422 - 7)
8 | Wsa(x) 28 — 820 4 200 — 1622 + 2
9 | Uy(x)Vio(x)Ws6(z) | w(2? — 3)(2® — 62* + 922 — 3)
10 | Ug(z)Wy0(2) (2% — 2)(2® — 82% 4 192 — 1222 + 1)
11| Wy(z)Wyy(x) r(x! — 1128 4 4428 — 772 + 5522 — 11)
12 | Uyg(z)Wys(2) (2t — 422 4 2)(2® — 825 + 202" — 1622 + 1)
13 | Wy(z)Wso(x) r(x'? — 13219 + 652% — 15626 4 1822* — 9122 + 13)
14 | Ug(x)Us6(x) (22 — 2)(2'? — 12210 + 532 — 10425 + 862" — 2422 + 1)
15 | Uy(z)Wia(2) Vo (z) | (2% — 3)(2* — 522 4 5) (28 — 725 + 142* — 822 + 1)
11160(33)
16 | Ugy(x) 216 — 162 + 10422 — 352210 + 66028 — 67225 + 3362* — 6422 + 2
17 | Uy(x)Wes() r(z1® — 172 + 119212 — 442219 + 93528 — 1122264
+714z* — 20422 + 17)
18 | Ug(2)Woy(x)Ura(x) | (22 —2)(z* — 422 + 1)(2'? — 12210 4 5428 — 11220 + 1052 — 3622 + 1)
19 | Wy(x)Vrg(x) r(z'® — 19216 + 15221 — 665212 + 1729210 — 271728+
1250828 — 12542* + 28522 — 19)
20 | Wy6(z)Wso() (2t — 422 4 2)(2'0 — 1621 + 104212 — 352210 + 6592° — 66425+

+3162* — 4822 + 1)
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15. tablazat. T (x) — 2 irreducibilis faktorizacidja az 1 < n < 20 tartoményban

n | T (z) — 2 kifejezése a ¥ fiiggvényekkel Tx(x) — 2 kozvetlen kifejezése faktorizaltan

1| [¥y(2))? r—2

2 | [W1(2)]?[a(2)]? (x—2)(z+2)

3 | [Wi(2))?[P5(2))? (z —2)(z +1)?

4| [W1(2)] [0 (2)*[Wa()]? (z = 2)(z + 2)2?

5 | [Wi(2)]?[@5(2))? (z = 2)(2® + 2 —1)?

6 | [W1(2)]?[Po(2)*[Ws(2)]? [P (2)]? (z=2)(z+2)(z+1)*(z—1)

7 | [Py (2)]?[Wr(x))? (r —2) (23 + 22 — 22 — 1)?

8 | [Wi(2)]?[Pa(2) P [Wa(2)]?[Ps(2)]? (z = 2)(z + 2)2%(2* - 2)°

9 | [W1(2)]?[Ps(2)*[Wo(2)]? (z = 2)(z +1)*(2° — 3z +1)?

10 | [0y (2) P [Wa ()] (05 (2) P [W10()]? (z = 2)(z +2)(a* + 2 — 1)2(952 —x—1)

11| [Ty (2))?[T11(2)]? (v —2)(2® + 2* — 423 — 322 + 32+ 1)?

12 | [0y (2) P [Wa ()] [ @3 (2)]*[Wa ()] (z = 2)(z +2)(z +1)*2*(z — 1)*(2” - 3)?

[Wo(2)]*[W12(x)]?

13 | [Wy(2)]?[P13(2))? (z —2) (25 + 25 — 5 — 423 + 622 + 32 — 1)?

14 | [0y (2)P[Wa ()] [0 (2) [ W14(2)]? (z = 2)(z +2) (2 + a? =2z — 1)
(23 — 22 — 22 +1)2

15 | [0y (2) P [W3 ()] [0 (2) [ W15 ()] (z = 2)(z +1)*(2* + = — 1)?
(x4—ac3—4x +4x+1)

16 | [0y (2)*[Wa ()[04 (2) P [Ws(2)]*[P16(2)] | (2 - )(56 + 2)562( 2) (z* — 42”4 2)?

17 | [O(2)]?[W17(2)]? (x —2)(2® + 2" — — 625 + 1524+
—I—le 10:1: — 4z +1)2

18 | [0y (2) P [Wa ()] [P (2)]* [We ()] (z = 2)(z +2)(z +1)*(z — 1)?

[Wo(z)]?[W18(z)]? (3 — 3z +1)%(2% — 32 — 1)?

19 | [Uy(2)]?[W19(2)]? (x —2)(2 + 28 — 827 — 720 4 212°+
+152% — 2023 — 1022 + 52 + 1)?

20 | [0y (2)]?[Pa(2)*[Wa(2)]?[05(2)]? (z = 2)(z +2)2%(2* + 2 —1)*(2* -z — 1)

(
(x* — 52% + 5)2
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16. tablazat. T, (x) + 2 irreducibilis faktorizacidja az 1 < n < 20 tartoményban

n | T (z) + 2 kifejezése T (x) 4 2 kozvetlen kifejezése faktorizdltan

a W fiiggvényekkel
1| [Wa(z)]? x+2
2 | [Wy(x)]? z?
3 | [a(o) 2(We ()2 (2 +2)(0 —1)°
1| [ws(a))? (a2 - 2)°
5 | [ ()2 [W10(x) (z+2)(a? 2 —1)?
6 | [Ta(2)*[Tr2(2)] a?(a® - 3)?
T | [Pa(2)]?[T14()]? (z +2)(z® —2® — 2z + 1)
8 | [Wi6(x)]? (2t — 42? + 2)?
9 | [ (@)]2[Wo (@) 2[W15(x)] (2 +2)(x — 1)2(2® — 32— 1)?
10 | [Wy(2)]?[Pao(w)]? 2?(z* — 5a? 4 5)?
11 | [Wa(z))?[War(x)]? z+2)(2° — 2t — 423 + 32% + 3z — 1)?
12 [\Ifg(x)]2[\1/24({£)]2 (.1'2 — 2)2($4 — 4.7)2 + 1)2
13 | [Wa(z))?[Was(7)]? (z +2)(25 — 25 — 5 + 423 + 622 — 32 — 1)?
14 | [Wa(z)]?[Was(z))? 22(2% — 72t + 1422 — 7)?
15 | [Wo(2))2[We(2)])?[W10(2)]2[¥s30(2)]? | (z + 2)(z — 1)%(2? — 2 — 1)? (2t + 23 — 422 — 42 + 1)?
16 | [U32(2)]? (28 — 820 + 202 — 1622 + 2)?
17 | [Wa(2))?[W34()]? (z+2) (2% — 27 — 725 + 62° + 1521 — 1023 — 102% + 42 + 1)?
18 | [U4()]*[W12(x)]?[P36(x)]) a?(a? — 3)*(2° — 62* +92” — 3)°
19 | [Uy(2)]?[Wss(x)]? (x4 2) (2% — 28 — 827 + 720+

+212° — 152* — 2023 + 1022 + 50 — 1)?

20 | [Wg(2)]?[Wao(w)] (22 — 2)2(2® — 82°% + 192 — 1222 + 1)?
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17. tablazat. T, (x) — 1 irreducibilis faktorizacidja az 1 < n < 20 tartoméanyban

n | Tr(x) — 1 kif. | T*(z) — 1 kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a U fv-ekkel
1 | Ug(x) x—1
2 \1/12([13) 1’2 -3
3 | Uig(x) w3 —3r—1
4 | Woy(x) ot — 42?41
5 | Ue(x)Usp(x) | (x—1)(z* + 23 —42? —da + 1)
6 | Wsg(x) 25 — 62* + 922 -3
7 | Ug(z)Wsa(x) | (2 —1)(2® + 2% — 62% — 623 + 822 + 8z + 1)
8 | Wyg(x) 28 — 828 4 202* — 1622 + 1
9 | Wsy(x) 29 — 927 4+ 2725 — 3023 + 92 — 1
10 | Wio(x)Weo(z) | (22 —3)(2® — 728 + 142* — 822 + 1)
11| Ug(z)Wee(x) | (2 —1)(20 + 2% — 1028 — 1027 + 3425 + 3425 — 4321~
—4323 + 1222 + 122 + 1)
12 | Upo(2) 212 — 12210 4 5428 — 11225 4 1052 — 3622 + 1
13 | Ug(z)Ursg(x) | (2 —1)(z'2 + 2t — 12219 — 1227 + 5328 + 5327 —
—1032% — 10325 + 7924 + 7923 — 1222 — 122 4 1)
14 | Uio(2)Wss(z) | (22 —3)(z'? — 11210 + 4428 — 7820 + 602* — 1622 + 1)
15 | Wig(x)Wog(z) | (23 — 32 — 1)(2'? — 12210 4 29 4 5428 — 927 — 11226 4 2720
+105z% — 3123 — 3622 + 127 + 1)
16 | Ugg(x) 216 — 162 + 1042'2 — 352210 + 6602% — 67225 + 3362* — 6422 + 1
17 | Wg(2)Vip2(z) | (z —1)(2'6 + 215 — 162 — 16213 + 10322 + 10321 — 339210 — 33929+
+5962% + 59627 — 52625 — 52625 + 188z* + 18823 — 1622 — 162 + 1)
18 | Wypg(x) 218 — 18216 + 135214 — 54622 4+ 1287210 — 17822% + 13862 — 5402% 4 8122 — 3
19 | Ug(2)Wia(z) | (z—1)(2'® + 217 — 182106 — 1821° 4 1342 + 134213 — 531212
—5312M + 1198210 + 119827 — 151928 — 151927+
+98925 + 98925 — 265z* — 26523 + 2022 + 20z + 1)
20 | Wou(x)Wiog(z) | (z* — 422 + 1) (2! — 162 4 105212 — 364210 4 71428 — 784254

+440z* — 9622 + 1)
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18. tablazat. T, (x) + 1 irreducibilis faktorizacioja az 1 < n < 20 tartoményban

n | Ty(x) + 1 kifejezése T (x) + 1 kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a W fiiggvényekkel

1 \1’3(1‘) x+1

2 | U3(x)Ts(2) (x+1)(z—1)

3 | Ug(x) 23 -3z +1

4 | U3(z)Ve(z)V1o(x) (x+1)(z—1)(z% - 3)

5 | Ug(x)Uy5(x) (x+1)(z* — 23 — 422 + 42 + 1)

6 | Uo(x)U1s(x) (23 =3z +1)(2® — 32 — 1)

7 | Us(z)Pa(x) (z +1)(2® — 25 — 62" + 62 + 822 — 8z + 1)

8 | W3(x)We(x)Wia(x)Woy(x) | (z + 1)(x — 1)(2? — 3)(2* — 422 + 1)

9 | Wor(x) 29 — 927 + 2725 — 3023 + 92 + 1

10 | W3(2)We(2)W1s(2)Ws0(x) | (x4 1) (2 — 1) (2* — 23 —4a? + 4o + 1) (2* + 2% — 422 — 42 + 1)

11 | U3(z)Us3(x) (z + 1) (2! — 2° — 102® + 1027 + 3425 — 3425 — 432+
+4323 4+ 1202 — 122 + 1)

12 | Ug(z)W15(z)Ws6(x) (23 — 3z +1)(2® — 32 — 1)(2% — 62* + 922 — 3)

13 | Wy(x)Wgg(x) (z + 1) (2'? — 2t — 12210 4 1229 + 5328 — 5327~
—1032% 4+ 1032° + 792* — 7923 — 1222 + 122 + 1)

14 | U3(z) V() War (2)Wya () | (v + 1)(x — 1)(2% — 2° — 62* + 623 + 822 — 8x + 1)
(28 4+ 25 — 62 — 62% + 822 + 8z + 1)

15 | Ug(z)Wy5(x) (23 — 3z + 1)(2'? — 12219 — 29 + 542 4 927 — 11226 — 2725+
+105z% + 3123 — 3622 — 122 + 1)

16 | U3(z) V() W12(z) Wy () | (2 + 1)(x — 1)(z? — 3)(2* — 422 + 1)

U ys() (28 — 825 4 202* — 1622 + 1)

17 | Wg(2) Vs (x (z +1)(2'0 — 215 — 1621 + 16213 + 10322 — 103211 -
—339x10 4 3392° + 5962 — 59627 — 52626+
+5262° + 188z* — 1882 — 1622 + 162 + 1)

18 | Wor(x)Wsy(w) (29 — 927 + 272° — 3023 + 9z + 1)
(29 — 927 + 2725 — 3023 + 9z — 1)

19 | U3(z)Us7(z) (z+ 1) (28 — 217 — 18210 + 18215 + 13424 — 134213 — 531212+
+5312M 4+ 1198210 — 119827 — 151928 + 151927+
+9892% — 98925 — 26521 + 26523 + 202? — 20z + 1)

20 | U3(2)We(2)W1a(z)Wis(x) | (z+1)(z — 1)(2% - 3)(2* — 2% — 42 + 42 + 1)

(2t + 2% — 42 — 4o + 1) (2® — 720 + 142* — 822 + 1)
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19. tablazat. A masodfaju médositott Csebisev-polinomok listaja

n | Uy(z)

1 |x

2 [22—-1

3|2 -2

4 |24 —322+1

5 5 423 + 32

6 |25 -5zt +622—1

7 | 27 —62° 4 1023 — 4z

8 | a8 — 728 +152% — 1022 + 1

9 | 29 — 8x7 + 2125 — 2023 + bz

10 | 210 — 928 4+ 2825 — 352 4+ 1522 — 1

11 | 't — 1022 + 3627 — 562 + 3523 — 6z

12 | 212 — 11210 + 4528 — 8426 + 702* — 2122 + 1

13 | 213 — 122" + 5529 — 12027 + 1262° — 5623 + Tz

14 | 2% — 132" + 66210 — 16528 4 21025 — 1262* + 2822 — 1

15 | 15 — 142" + 782 — 22029 4 33027 — 2522° + 8423 — 8z

16 | 216 — 152™ 4+ 9122 — 286210 + 49528 — 46225 + 2102* — 3622 + 1

17 | 17 — 162" 4+ 10521 — 3642 + 7152° — 79227 + 46225 — 12023 + 9z

18 | 218 — 17216 + 1202 — 455212 + 1001210 — 128728 + 92425 — 3302* + 4522 — 1
19 | 219 — 18217 4+ 13621 — 56023 + 1365z — 200222 + 171627 — 7922° + 16523 — 10z
20 | 220 — 19218 4+ 153216 — 68024 + 1820212 — 300320 4 300328 — 171625 + 4952* — 5522 + 1
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20. tablazat. U} (x) irreducibilis faktorizacidja az 1 < n < 20 tartomanyban

n | Uy (z) kifejezése a ¥ fiiggvényekkel | U (x) kozvetlen kifejezése faktorizaltan
1| Uy(x) x
2 | Wa(x)We(a) (o + 1) —1)
3 | Uy(x)Us(z) z(2? —2)
4 | Wy(x)Wqo(x) (22 +2—1)(z2—2—-1)
5 | Wa(2)Wa(2)We(2) W1 () (& + Dar(w — 1)(2? - 3)
6 | Ur(z)Ug(x) (23 4+ 22 =22 —1)(2® — 22 — 22 4+ 1)
7| Uy(z)Ps(z)¥i6(x) z(z? — 2) (2t — 422 + 2)
8 | Us(z)Wg(z)Wo(z)¥is(x) (z+1)(x—1)(z% -3z + 1)(2® -3z — 1)
9 | Uy(z)Us(z)Wi0(z)Po(x) r(x? +x—1)(2? — 2z —1)(z* — 52% +5)
10 | Uy (z)Waa(z) (2% + 2% — 423 — 322 + 32 + 1)
(25 — 2t — 423 + 322 + 32 — 1)
11| U3(z)Uy(x)We(x)Ps(z) (z + Da(z — 1) (22 — 2)(2? — 3)(z* — 422 + 1)
W1a(z) Vo ()
12 | Wyg(2)Wag(z) (28 + 2° — 5zt — 423 + 622 + 32 — 1)
(8 — 25 — 5% + 423 + 622 — 3z — 1)
13 | Uy(z)V7(2)W1g(z) Wos () z(zd + 2% -2z — 1) (23 — 2% - 22+ 1)
(8 — T2* + 1422 - 7)
14 | Us(z)Us5(z)We(z)P10(x) (z+D)(@?+2—-1)(x—1)(z2 -2 1)
Ui5(x)Wsp () (z* — 23 —42? + 4z + D (2* + 23 — 42?2 — 42+ 1)
15 1114(.%)\118(37)\1116(1’)\1132 (1‘) x(mz — 2)(x4 — 4x2 + 2)(.%'8 - 8.%'6 + 20%4 — 161‘2 + 2)
16 | Uir7(z)Us4(2) (28 + 27 — 725 — 625 + 152* + 1023 — 1022 — 4z + 1)
(28 — 27 — 728 + 625 + 152% — 1023 — 1022 + 4z + 1)
17 | Us(z)Uy(z)Ve(z)Po(x)¥i2(x) (z+ Da(z — 1) (23 — 3z +1)(z2 - 3)
g (x)Usg(x) (23 — 32 — 1)(2% — 62* + 922 — 3)
18 | Wyg(x)Wsg(x) (29 + 2% — 827 — 725 + 212° + 152* — 202% — 1022 + 52 + 1)
29 — 28 — 827 + 720 + 212° — 152* — 2023 + 1022 + 52 — 1)
19 | Uy(z)Us(z)Ws(z)¥i0(x) z(z? + 2 —1)(2? - 2)(2? —z — 1)(2* — 522 + 5)
Woo(x)Wyo(z) (8 — 825 + 192* — 1222 + 1)
20 | U3(z)Ve(z) U7 (x)U1y4(z) (z+1)(x—1)(23+2% 22— 1)(23 — 2% — 22+ 1)
W

(25 — 2° — 62* + 623 + 822 — 8 + 1)
(25 + 2° — 62 — 623 + 822 + 8z + 1)
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21. tablazat. U} (x) — 1 irreducibilis faktorizacidja az 1 < n < 20 tartomanyban

n | Ur(z) — 1 kifejezése U (x) — 1 kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a W fliggvényekkel

1 \1/6(.%') (IZ —1

2 | Ug(x) z2 -2

3 | W3(x)Wqp(x) (x+1)(z? -z —1)

4 | [Wy(2)]?P1a(z) 2?(2? - 3)

5 | Us(x)Uqg(x) (22 4+ 2 —1)(23 — 22 —22+1)

6 | U3(x)Ug(z)W16(m) (z+ 1) (x —1)(z* — 42% + 2)

7 | Ug(x)Wr(z)Vig(x) (x—1)(2® + 22 22— 1)(2® — 32 — 1)

8 | [Vy(2)]?Vg(z)Wap(m) ;ﬂ@l—m@4—m¥+@

9 | Usg(x)Wg(z)Waa(x) (x4 1)(z3 =3z + 1)(2® — 2* — 423 + 322 + 32 — 1)

10 | Us(z)Us(z)Wio(z)WPau(x) (% +x— 1)(a: - 2)(3; —z— 1) (2t — 422 +1)

11 \1’11([[))\1’26(1,‘) (SL’ —|—{L‘ —4£E — 322 + 3x + )
(28 — 25 — 52 + 423 + 622 — 3z — 1)

12 | W3(2)[Wy(2)]?Ve(z) V1o (z + 1D)z?(z - 1)(9U2 —3)(2% — T2t + 1422 - 7)

13 | Ug(z)W1o(z)P13(x)Psao(x) (x—1)(2? -2 — 1)(306 + 25 — 5ot — 423 4 622 + 3z — 1)
(x* 4+ 23 —42? — 42+ 1)

14 | Uy(z)W14(x)Vsa(x) @-+ﬁ—ax—n@<—x—2x+m
(28 — 825 + 2024 —16$ +2)

15 | W3(z)Us(x)W15(x)Psy (x+ 1) (2?2 + 2 —1)(z* - 4:c + 4z +1)(28 — 27—
—72% 4+ 625 + 15m 1023 — 1022 + 4z + 1)

16 | [Wy(z)]?Ug(2)T12(2) 2?(z? — m@hmmh4ﬂ+mﬁ—mﬂwﬁ—$

17 | Uy7(2)Wsg(x) (28 + 27 — 725 6ﬁ+4&r+1m:—1m:—4x+n

(29 — 28 — 827 + 720 + 212° — 152* — 2023 + 1022 + 52 — 1)
18 | Us(z)Wg(z)Ws(z)Py(x) (z+ 1)(x )(a: — 2)(x —3z+1)(2® -3z 1)
Uig(z)Wao(x) (x - Sx +192% — 1222 + 1)
19 | Ug(z)U1g(z)Pr9(x)Pao(x) (z —1)(2® — 22 — 22 + 1)
(29 + 2® — 827 — 725 + 212° + 152* — 202 — 1022 + 5z + 1)

(20 4+ 25 — 62 — 62% + 822 + 8z + 1)

20 | [Wy(x)]*¥s5(x)Wip(z) 22(2? + 2 - 1)(2? — 2 — 1)(2* — 522 +5)

(210 — 1128 4 4425 — 772* 4 5522 — 11)
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22. tablazat. U} (x) + 1 irreducibilis faktorizacidja az 1 < n < 20 tartomanyban

n | Ur(z) + 1 kifejezése Uy(z) + 1 kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a W fliggvényekkel

1 \I/g(.%') x+1

2 | [Wy(x)]? z?

3 | Us(x)Ug(x) (22 4+ 2 —1)(z—1)

4 | Us(x)Vg(x)¥s(x) (x4 1)(z —1)(2? - 2)

5 | Ur(z)Uqp(x) (23 + 2% 22— 1)(2% —2 - 1)

6 | [Vy(2)]>Vg(z)W1a(m) 22(2? — 2)(2? - 3)

7 | Us(2)Wo(z)W14(x) (x+1)(23 -3z +1)(2® — 22 — 22+ 1)

8 | Us(z)W1p(z)¥i6(x) (22 +z—1)(22 -2 —1)(a? — 422 + 2)

9 | Wg(x)U11(x)P1g(x) (x—1)(2® + 2% — 423 — 322 + 32 + 1) (23 — 32 — 1)

10 | U3(2)[Wy(x)]?Wg(x) (x + 1)z?(z — 1)(2? — 3)(2* — 5z +5)

Wi2(z)Wao(z)

11 | Uy3(z)Waa(x) (28 4+ 25 — 52 — 423 + 622 + 32 — 1)
(25 — 2% — 423 + 322 + 30 — 1)

12 | Uy(z)Ws(2)W1g(z) Way(m) (23 + 2% =22 — 1)(2? = 2)(2® —2? — 22 + 1)(z* — 422 + 1)

13 | Us(z)Us(z)W1i5(x)Pas(x) (x4+1)(2?+2—1)(z* — 23— 42% + 40 + 1)
(25 — 2% — 5a* + 423 + 622 — 32 — 1)

14 | [Uy(2)]?Vg(z)V16(z)Was(x) | 2%(2? — 2)(z* — 422 + 2) (2 — T2t + 1422 — 7)

15 | Wg(z)W1p(x)Wi7(x) P30 () (x—1)(2? =2 —1)(28 + 27 — 728 — 625 4 152* + 1023 )
—102% — 4o + 1) (2t + 2% — 42% — 42 + 1)

16 | W3(z)We(z)Wg(z)¥ig(2) (x+1)(z—1)(z3 -3+ 1)(2® -3z — 1)

Wso(x) (28 — 825 + 202 — 1622 + 2)

17 | Wig(z)Ws3y(x) (29 + 28 — 827 — 726 + 212° + 152* — 2023 — 1022 + 5z + 1)
(28 — 27 — 725 + 62° + 152 — 1023 — 1022 + 4z + 1)

18 | [Ty(2))2)Us(2)W10(z)¥r2(z) | 22(22 + 2 — 1) (22 — 2 — 1) (22 — 3)

Woo(2)W36() (z* — 522 + 5) (2% — 62* + 922 — 3)
19 | Us(z)Ur(z)Wa () ¥as(x) (x+ 1) (2% + 22 — 22 — 1)(2® — 25 — 62* + 62% + 822 — 8z + 1)
(9 — 28 — 827 + 72 + 212% — 152* — 2023 + 1022 + 52 — 1)
20 | Wg(2)W11(2)Wan(z)Wyo(w) | (22 —2)(2® + 2t — 423 — 322 + 32 + 1) (25 — 2* — 423 + 322+

+3z — 1)(28 — 828 + 192* — 1222 + 1)
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23. tablazat. A harmadfaji médositott Csebisev-polinomok listaja

n | Vi(x)

1 |z—-1

2 22—z —1

3 322 _92x+1

4 |zt =23 —322+22+1

5 St —4a3 4+ 322+ 3x—1

6 6 25 — 5t + 423 +622 -3 -1

7 |27 — 25 —62® + 52t + 1023 — 622 — 4 + 1

8 | a® — 27 — 725 4+ 6a° + 152* — 102® — 1022 + 4z + 1

9 9 a8 —8x” + 7a8 + 2125 — 152% — 2023 + 1022 + 52 — 1

10 | 210 — 29 — 928 + 827 + 2826 — 212° — 3524 + 2023 + 1522 — 5r — 1

11 | 2 — 210 — 1022 4+ 928 + 3627 — 282° — 562° + 352* + 3523 — 1522 — 62 + 1

12 | 22 — 2 — 11219 4 102° + 4528 — 3627 — 8420 + 562° + 702* — 3523 — 2122 + 62 + 1

13 | 213 — 212 — 1221 4+ 11210 4+ 5529 — 4528 — 12027 + 8425 + 12625 — 702* — 5623 + 2122 + Tz — 1

14 | 2™ — 213 — 13212 + 122 + 66210 — 552° — 16528 + 12027 + 2102° — 1262° — 1262*+
+5623 + 2822 — Tx — 1

15 | 21 — 21 — 14213 4+ 13212 + 782! — 66210 — 22027 + 16528 + 33027 — 21025 — 25225+
+1262* + 8423 — 2822 — 8x + 1

16 | 216 — 21 — 152 4 14213 + 91212 — 78211 — 286210 + 2202 + 49528 — 33027 — 46225 + 2522°+
+210z* — 8423 — 3622 + 8x + 1

17 | 27 — 216 — 16215 4 1521 + 105213 — 91212 — 3642t + 286210 + 71529 — 49528 — 79227+
+46225 + 4622° — 2102* — 12023 + 3622 + 9z — 1

18 | 218 — 217 — 17210 + 162 + 12024 — 105213 — 455212 + 3642 4+ 1001210 — 7152° — 128728+
+79227 + 92420 — 4622° — 3302* + 12022 + 4522 — 9z — 1

19 | 219 — 218 — 18217 4+ 17216 + 136215 — 1202'* — 5602 + 455212 + 13652 — 1001210 — 200222+
+128728 4+ 171627 — 92425 — 7922° 4 3302* + 1652% — 4522 — 10z + 1

20 | 220 — 219 — 19218 + 1827 + 153216 — 1362'° — 68024 4 56023 + 1820212 — 136521 — 3003210+

+20022° + 300328 — 171627 — 171625 + 79225 + 4952* — 16523 — 5522 + 10z + 1
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24. tablazat. V' (x) irreducibilis faktorizacioja az 1 < n < 20 tartoményban

n | V¥(x) kif. a U fliggvényekkel | V*(x) kozvetlen kifejezése faktorizaltan

1 \116(3:) z—1

2 | ¥ig(x) v —x—1

3| Uiy(x) w3 — 22— 2x+1

4 \116(.%')\1118(.%') (JZ — 1)(1‘ —3x — 1)

5 | Woa(x) 2® —xt — 423 + 322 + 32 — 1

6 | Uog(x) 25 — 2% — 5t + 423 + 622 — 32 — 1

7 | Ug(z)Wi0(x)¥a0(x) (x—1)(2? -z — 1)(33 + 23— 42? — 42 + 1)

8 | Way(x) a8 — a7 — 728 + 625 + 152% — 102% — 1022 + 42 + 1

9 | Us(x) 2 — 28 — 827 + 720 + 212° — 15934 — 202 4+ 1022 + 52 — 1

10 | We(2)W1g(x)Wya(x) (z — 1)(x — 2% — 20+ 1) (2% + 2% — 62* — 623 + 822 + 8z + 1)

11| Wyp(z) ot — 210 — 102° 4 928 + 3627 — 28245 — 562° + 352* + 3523~
—1522 — 6z + 1

12 | Wyg(x)Ps0(x) (22 — 2 — 1)(21° — 102® + 3520 — 2° — 502* + 523 + 2522
—5z — 1)

13 | Ug(z)U1s(z)Usa(x) (z —1)(2® — 3z — 1)(2% — 927 + 2725 — 3023 + 9z — 1)

14 | Usg(x) 1t — 213 — 13212 4+ 12011 + 6621 — 5529 — 1652° + 12027+
+21025 — 12625 — 1262* + 562° + 2822 — Tz — 1

15 | Wga(x) 1P — 214 — 1421 4+ 13212 + 782! — 66210 — 2202 + 16525+

+33027 — 2102% — 25225 + 1262* + 842° — 2822 — 8z + 1

16 | Ug(z)Waa(z)Wes(x) (z —1)(z° — 2% — 423 + 32% + 32 — 1) (2! + 2 — 1028
—102" + 34956 + 3425 — 432* — 4323 + 1222 + 122 + 1)

17 | Wio(z)Wr4(z) Uro() (22 —x — 1)(3: —2? =2z 4 1) (2% + 2! — 12210 — 1129+
+5428 + 4327 — 1132% — 7125 4+ 1102*+
+46x3 — 4022 — 8z + 1)

18 | Upy(x) 18 — 217 — 17216 4 1621° + 12021 — 105213 — 455212+
43642 41001210 — 7152° — 128728 + 79227+
+92425 — 46225 — 3302* + 12023 + 4522 — 9z — 1

19 | Ug(z)Wog(z)Wrs(x) (x —1)(2% — 25 — 52t + 423 + 622 — 32 — 1) (2'? + 21!
—12210 — 1229 + 5328 + 5327 — 1032° — 10325+
+792% + 7923 — 1222 — 122 + 1)

20 | Wgo(x) 220 — 219 — 19218 + 18217 + 153216 — 13621° — 68024+

4560213 + 1820212 — 13652 — 3003210 + 200229+
+30032% — 171627 — 171625 + 7922° + 4952* — 16523 —
—5522 + 10z + 1
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25. tablazat. V' (x) — 1 irreducibilis faktorizacija az 1 < n < 20 tartomanyban

n | V¥(z) — 1 kifejezése V¥ (x) — 1 kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a W fiiggvényekkel
1| [¥y(z)]? r—2
2 | [04(2)P s () (¢ - 2)(w+1)
3| [ ()] 2Ws() Ui () (2 - 2)(a+ 1)
4 | [W1(2)]2Wy(x)Us5(z) (z —2)x(2® +2—1)
5 | [W1(2)]*Ps3(2) Us(2) To(x) (z=2)(z+ 1)@ +2-1)(z - 1)
6 | [V (2)]>U3(x)Vg(x)Pr () (x—2)(x+1)(z—1)(z3 + 22 —22 - 1)
7 | [U1(2))2Vy(z) Ve (2)Us() (x —2)x(2® + 2% — 20 — 1)(2? — 2)
8 | [W1(2)]?U3(x)Vy(x)Ws(x)Wo(x) | (2 —2)(x+ 1)3:(:1:2 —2)(z% -3z +1)
9 | [U1(2))2V3(z)U5(2)Wo(2)P19(z) | (x —2)(z + 1)(2? + 2 — 1)(2® — 32 + )(x —z— 1)
10 | [¥1(2))2Us5(z)W1p(x)P1q () (x—2)(2* + 2 —1)(2® — 2 — 1)(3: +at — 423 — 322 + 3z + 1)
11| [Uy(2)]?V3(2)Vy(x)Vs() (x —2)(z + VDa(r — 1)(z° + 2* — 423 — 322 + 3z + 1) (2? — 3)
Uy (x)Wia(x)
12 | [0 ()P U () U () U ) (@~ D)@ + ale — 1)(a? - 3
Uig(x)Wy3(x) (28 4 25 — 52t — 423 + 622 + 32 — 1)
13 | [U1(2))2U7(2)W13(2)Uiy() (r—2)(z® + 22 — 22 — 1)(z 6+x — 5t — 423+
+62% + 3z — 1) (2 — 21‘ +1)
14 | [U1(2)]?V3(2)Us5(2) V7 (2)W14(z) | (2 —2)(x + 1)(37 +a— 1)( — 2z —1)
Uys5(x) (3 — 22 — 2z + 1)(m4 — 42% + 4ZE + 1)
15 | [U1(2))2Us(2) Wy (x) s (2) V() | (2 — 2)(2: + 1)z (:t: +z— )(x2 - 2)(1‘ — 2% — 42 + 4z + 1)
\If15($)\1116($) ( — 422 + 2)
16 | [Uy(2)])?2Vy(z)Vg(z)V1i6(x) (x —2)z(z? — 2)(2* — 422 4 2)
Ui () (28 + 27 — 725 — 625 + 152 + 1023 — 1022 — 4z + 1)
17 | [W1(2)]2V3(2)We(z)Wo(x)U17() | (z —2)(x + 1)(x — 1)(2® — 3z + 1) (2% + 27 — 725 — 625+
U g() +152% 4+ 1023 — 1022 — 42 + 1)(2® — 32 — 1)
18 | [Uy(2)]?U3(2)V6(x)Wo(x)Wg(z) | (2 —2)(x + 1)(z — 1)(23 — 32 + 1)(33‘5 — 3z — 1)(2” + 28—
Uig(x) —8x7 — 72% + 212° + 152% — 2023 — 1022 + 52 + 1)
19 | [U(2))2V4(z)Us5(2)Ur0(z) (z —2)x(2? + 2 — 1)(;U —x—1)(2% + 2% — 827 — Tab+
Uig(x)Wag(x) +212° + 1521 — 2023 109c2 + 5z + 1)(z* — 522 +5)
20 | [V (2)]2W3(2)Vy(z)Us5(2) U7 (x) | (2 — 2)(:5 + 1)z (:U +x— 1)(x +x2 -2 — 1)(302 —z—1)
Uyg(x)Woo(z)Way(z) (z* — 522 + 5)(2% — 2° — 62% + 623 + 822 — 8z + 1)
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26. tablazat. V*(x) + 1 irreducibilis faktorizacioja az 1 < n < 20 tartomanyban

n | V¥(z) + 1 kifejezése V¥(x) + 1 kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a W fiiggvényekkel

1| Uy(x) x
2 \114(x)\116(a:) IIJ(LL’ — 1)
3 | Ug(x)Us(z) (x —1)(z? - 2)
4 | Wg(x)Wio(z) (22 —2)(2? —2z — 1)
5 | Uy(z)W1p(z)Pi2(x) z(x? — 2 —1)(22 - 3)
6 | y(z)Uio(x)Piyg(x) z(x? = 3)(23 — 2% — 22+ 1)
7 | Ua(z)¥i6(x) (23 — 2% — 22 + 1) (2t — 422 + 2)
8 | Wg(x)Wi6(x)P1g(x) (z —1)(z* — 42% + 2)(2® — 32 — 1)
9 | Wy(x)Vs(z)W1s(7)Woo(x) | z(x — 1) (23 — 32 — 1)(2* — 5% +5)
10 | Wy(z)Wop(x)War(x) z(xt — 522 +5)(2° — 2t — 423 + 322 + 3z — 1)
11 | Ug(z) Voo (z)Was(x) (22 — 2) (2 — 2 — 423 + 322 + 32 — 1) (2 — 422 + 1)
12 | Wg(z)Woy(x)Wog(x) (22 — 2)(2* — 42% + 1)(25 — 2° — 5zt + 423 + 622 — 32 — 1)
13 | Uy(z)Wog(z)Wag(x) o(28 — 2% — 5t + 403 + 622 — 32 — 1)(28 — 7ot + 1422 - 7)
14 | Uy(z)Ve(z)W10(z)Was(x) | 2(x — 1)(z? — 2 — 1)(2% — 7o + 1422 — 7)

Usp(z) (x* 4 23 — 42? — 4x + 1)
15 | Ug(z)Wqg(x) U (x (z—1)(2? -2 - 1)(a* + 23 — 42 — 4z + 1)

Wsq(x) (28 — 825 + 202* — 1622 + 2)
16 | U3o(x)W34(x) (28 — 825 + 2021 — 1622 + 2)

(28 — 27 — 725 + 62° + 152* — 1023 — 1022 + 42 + 1)

17 | Wy(z)W1a(x)Wsy(z) z(z? - 3)(2® — 27 — 72% + 62° + 1521 — 1023 — 102?% + 42 + 1)

\1136(213) (IL‘G - 6.’L‘4 + 9!132 - 3)
18 | Wy(z)W1a(2)Ws6(x) z(2? — 3)(2® — 62* + 922 — 3)

W3s () (29 — 28 — 827 + 726 + 212° — 152* — 2023 + 1022 + 5z — 1)
19 | Ug(z)Wsg(x) W0 (x) (22 — 2) (2 — 28 — 827 + 720 + 2125 — 152 — 2023+

+1022 4+ 5z — 1)(28 — 825 + 192 — 1222 + 1)

20 | Wg(x)Ws(x)Wig(x)Wyo(z) | (2 — 1)(2? — 2)(2® — 22 — 22 + 1)(2® — 825 + 192* — 1222 4 1)

(25 + 2° — 62 — 623 + 822 + 87 + 1)
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27. tablazat. A negyedfaji modositott Csebisev-polinomok listéja

n | Wy(z)

1 |x+1

2 | 2?2421

3|3 4+22—22—1

4 |z*+ 23 —322 -2 +1

5 | a®+at —4a3 — 322+ 32+ 1

6 | 28 +a° —5at — 423 + 622+ 32— 1

7 12"+ 26 — 62° — 52t + 1023 + 622 — 42 — 1

8 | a® + 27 — 725 — 625 + 152* 4+ 102% — 1022 — 4z + 1

9 |29+ 28 — 827 — 728 + 2125 + 152% — 2023 — 1022 + 5z + 1

10 | 210 + 29 — 928 — 827 + 2825 4 212° — 352* — 202% + 1522 + 5x — 1

11 | 21 + 219 — 102 — 928 + 3627 + 2826 — 562° — 352 + 3523 + 1522 — 62 — 1

12 | 212 + 211 — 11210 — 102° + 4528 + 3627 — 8425 — 562° + 702* + 352% — 2122 — 62 + 1

13 | 213 + 212 — 1221 — 11210 + 5522 + 4528 — 12027 — 8425 + 12625 + 702* — 5623 — 2122 + Tz + 1

14 | 2™ 4+ 213 — 13212 — 1221 + 66210 + 552° — 1652° — 12027 + 21025 + 1262° — 12624 —
—5623 + 2822 + Tz — 1

15 | 21 4+ 2™ — 14213 — 13212 + 782! + 66210 — 22027 — 16528 + 33027 + 21025 — 25225 —
—1262* + 842> + 2822 — 8z — 1

16 | 216 4+ 21 — 152 — 14213 + 91212 + 78211 — 286210 — 2202 + 49528 + 33027 — 46225 — 2522°+
+210z* + 8423 — 3622 — 8x + 1

17 | 217 + 216 — 1621 — 15214 + 10521 + 91212 — 3642 — 286210 + 71529 + 49528 — 79227 —
—46225 + 4622° + 2102* — 12023 — 3622 + 9z + 1

18 | 218 + 217 — 17210 — 1621° + 1202 + 105213 — 455212 — 3642 + 100120 + 71529 — 128728 —
—79227 + 92425 + 46225 — 3302* — 12023 + 4522 + 9z — 1

19 | 219 4+ 218 — 18217 — 17216 + 13621 + 120214 — 560213 — 455212 + 13652 + 1001210 — 20022° —
—128728 + 171627 + 9242% — 79225 — 3302* + 16523 + 4522 — 10z — 1

20 | 220 + 219 — 19218 — 1827 + 153216 + 1362'° — 68024 — 560213 4 182022 4 1365z — 3003210—

—20022Y + 300328 + 171627 — 17162% — 7922° + 4952* + 16522 — 5522 — 102 + 1

6]




28. tablazat. W) (x) irreducibilis faktorizécidja az 1 < n < 20 tartomanyban

n | Wr(z) kif. a U fiiggvényekkel | W} (z) kozvetlen kifejezése faktorizaltan

1 \I’g(x‘) r+1

2 | YU5(z) P +ax—1

3| Ur(x) 34 2?—2r—1

4 | U3(z)Vy(x) (x+1)(23 =3z +1)

5 | Uyg(x) 5+t — 423 - 322 + 3z +1

6 | Ui3(x) 25 + 2% — 5ot — 423 + 622 + 32 — 1

7| Us(z)Us(x)¥i5(x) (x+1)(2% + 2 —1)(2* — 23 — 422 + 42 + 1)

8 | Wyr(x) 28 4+ 27 — 725 — 62° + 152 + 1023 — 1022 — 4z 4+ 1

9 | Wig(x) 29 + 2% — 827 — 728 + 2125 + 152% — 2023 — 1022 + 5z + 1

10 | U3(z)Ur(x)War(x) (x4 1)(23 4+ 22 — 22 — 1)(2% — 2° — 62* 4 623 + 822 — 8z + 1)

11| Wos(x) o1t 4+ 210 — 1029 — 928 + 3627 + 2825 — 562° — 352 + 3523+
+1522 — 62 — 1

12 | Uy(z)Was(2) (22 + 2 — 1) (21 — 102® + 352% + 25 — 502 — 523 + 2522+
+5x — 1)

13 | U3(2)Vg(z)War () (z+ 1) (23 — 3z + 1)(2° — 927 + 272° — 3023 + 9z + 1)

14 | Wog(x) o1+ 213 — 13212 — 12211 + 66210 + 5529 — 1652% — 12027+
421025 + 1262° — 1262* — 562 + 2822 4 Tz — 1

15 | W3 () o1+ 2 — 1428 — 13212 + 7821 + 66210 — 22027 — 16525+
+33027 + 21028 — 2522° — 1262% 4 8423 + 2822 — 8z — 1

16 | U3(z) Wy (7)Us3() (z+1)(2° + 2t — 423 — 32% + 32 + 1) (2! — 29 — 1028+
+1027 + 3425 — 3425 — 432* + 4323 + 1222 — 122 + 1)

17 | Uy (2)Vr(z)Us5(2) (22 + 2 — 1) (23 + 2% — 22 — 1) (212 — 21 — 12210 + 112+
+5428 — 4327 — 11325 + 712 + 11024~
—4623 — 4022 + 8z + 1)

18 | W3r(x) o8 + 217 — 17216 — 1621° + 1202 4 105213 — 455212 —
—364z1! + 1001210 + 7152 — 128728 — 79227+
+92425 + 46225 — 330z* — 12023 + 4522 + 9z — 1

19 | Us(z)U13(z)Ws9(x) (z +1)(2% + 25 — 52 — 423 + 62% 4 32 — 1) (21?2 — 21—
—1221% + 122° + 532 — 5327 — 1032° + 10325+
+792% — 7923 — 1222 + 122 + 1)

20 | Uyq () 220 4 219 — 19218 — 18217 + 153216 + 136215 — 680214 —

—560x3 + 1820212 4+ 13652 — 3003210 — 200229+
+30032% + 171627 — 171625 — 7922° + 4952 + 1652° —
—5522 — 10x + 1
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29. tablazat. W) (x) — 1 irreducibilis faktorizacioja az 1 < n < 20 tartoméanyban

n | Wi (z) — 1 kifejezése W(x) — 1 kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a U fiiggvényekkel
1| Uy(x) x
2 | [0a(w) s () (2 +2)(x —1)
3 | Us(z)Ws(z) (z +1)(2? - 2)
4| [Wa(2)2 Wy (@) P10 (@) (z +2)x(2® —z — 1)
5 \I/4(x)\115(3:)\1112(w) x(ac2 +x — 1)(%2 — 3)
6 | [Va(z))?U3(z)We(z)W14(T) (x+2)(z+1)(z—1)(z® 22 —22+1)
7 | Ur(z)Pi6(x) (23 + 2% — 22 — 1)(2* — 422 4 2)
8 | [Ua(2)]2Wy(z) V() Us(x)P15(z) | (7 +2)z(z — 1)(2? — 2)(z® — 3z — 1)
9 | U3(x)Wy(z)Py(x)Wag(x) (z + )z(2® — 3z + 1)(2* — 52% + 5)
10 | [Wo(2))2Us5(z)W1g(7)Paa(x) (z+2)(2® + 2z — 1)(9:2 —z—1)(2% — 2 — 423 + 322 + 32 - 1)
11 | Ug(x)W1p(2)Was(x) (22 —2)(2® + 24 — 322 43z + 1) (2t — 422 + 1)
12 | [Wo(2))2Us3(2) Wy (x)We(2)Via(x) | (z+2)(x+ 1)z (x - 1)(3: —3)
Wog () (336—;1: — 52t 423 4 622 — 32 — 1)
13 | Uy(z)Uq3(z)Was(x) z(2% + 2° — 5ot — 423 + 622 + 3z — 1)(2% — T2t + 143: -7
14 | [Wo(2))2V6(2) U7 (2)W10(z)U14(2) | (7 + 2) (2 — 1)(1‘ + 22 —2r—1)(22 -2 —1)(2® — 2% — 22+ 1)
Uso () (x* + 23 — 42% — 42 + 1)
15 | Us(z)Us(z)V15(z)¥saa(x) (x4 1D)(2?+2—1)(z* — 23 — 422 + 42+ 1)
(28 — 825 + 202 — 1622 + 2)
16 | [Wo(2))2Uy(z)Us(2)W16(2)Uss(z) | (z + 2)z(2? — 2)(2? — 422 + 2)
(28 — 27 — 728 + 62° + 152* — 102% — 1022 + 42 + 1)
17 | Uy(z)W1o(2)V17(2)Us6(z) z(z? — 3)(2® + 27 — 72% — 625 + 152* + 1023 — 1022 — 42 + 1)
(2% — 62 + 922 — 3)
18 | [Wa(2)]2Ws(2)We(z)Wo(x)Wis(z) | (x+2)(x+1)(z —1)(23 — 3z +1)(2® — 3z — 1)(95 — 8-
Wag(x) —827 + 728 4 212° — 152 — 2023 + 1022 + 5z — 1)
19 | Ug(z)W1g(x)Wyp(x) (22 — 2) (2 + 2% — 827 — T2® + 2125 + 152 — 2023~
—1022 + 52 + 1)(2® — 825 + 192* — 1222 + 1)
20 | [Wo(2)]2Wy(2)Ws(x)We(2)W10(x) | (z+2)x(2® + 2 —1)(z — 1)(96 —z—1)(z3 —2? - 22 +1)

W14(2)Woo(z) Wiz ()

(z* — 522 + 5)(2% + 2° — 62* — 623 + 822 + 8z + 1)
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30. tablazat. W (x) + 1 irreducibilis faktorizacioja az 1 < n < 20 tartoméanyban

n | Wi(z)+ 1 kifejezése Wi (z) 4+ 1 kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a W fliggvényekkel
1| [Wa(z)]? x+2
2 | Ug(x)Uy(x) (x+ 1)z
3 | [Wa(x)]*Wa(z) Ve () (z +2)z(x — 1)
4 | Us(x)Vs(x) (22 4+ 2 —1)(2? - 2)
5 | [Wo(x)]?U3(x)We(x)W10(x) (x + 2)(:1c +1)(z — 1)(x —x—1)
6 \1’4($)\IJ7($)\I/12(33) $(SU + :L‘ —2x — 1)( — 3)
71 [Wa(2)])? Wy () Vg (2) P14 () (x4 2)x(2? — 2)(2® — 2% — 20 + 1)
8 | Ws3(z)Wy(z)Vi6(x) (z+ 1) (23 — 3z + 1) (2 — 42 + 2)
9 | [Wo(2)]?Us5(2) V() U10(2)U1s() | (2 +2)(2% + 2 — 1)(1‘— (2% -2 —1)(2® -3z —1)
10 | Uy(z)Wqq(z)Wa0(x) o(z® + 2t — 423 — 322 + 32 + 1)(2* — 52 +5)
1L | [a() W (0)2a(a) V() Prala) |+ 2o + Dalo — (e —3)
Wao () (25 — 2t — 423 + 322 + 32 — 1)
12 | Ug(z)Wy3(z)Was(x) (22 — 2) (2 + 25 — 5ot — 423 + 62% + 3z — 1)(2* — 422 + 1)
13 | [Ua(2)]2 U7 (2)U14(2) Wag() (z +2) (2 + 2% — 22 — 1)(:63—3:2 —2x+1)
(25 — 2° —5x4+4x +6:c —3x—1)
14 | Ug(z)Uy(z)Us(2)P15(x)Pag(x) (x4 Va(x® + 2 — 1)(:U — a3 —d2? +4x + 1)
(26 — 72t + 1422 - 7)
15 | [Wo(2)]?Uy(2)V6(x)Us(2)W10(z) | (z+2)x(x — 1)(x —2)(2% -z —1)(z* — 42% +2)
16(z) U30() (z* + 23 — 42? — 42 + 1)
16 | Wi7(z)Wsa(x) (28 + 27 — 725 — 625 + 152* + 1023 — 1022 — 4z + 1)
(28 — 82% 4 202 — 1622 + 2)
17 | [Wo(2)]2W3(2)V6(2) Vo (2)Vis(z) | (z+2)(z+1)(z — 1)(z3 — 32+ 1)(2® — 32 — 1)
Wsy () (28 — 27 — 728 + 62° + 152 — 102% — 1022 + 42 + 1)
18 | Uy(z)W1a(z)Wig(x)¥as(x) r(z? — 3)(3:9 + 28 — 827 — 720 4 2125 + 152* — 2023~
—1022 + 5z + 1)(2% — 62* + 922 3)
19 | [Wo(2))2Uy(z) U5 () 10(z)Wao(2) | (z + 2)z(2? + 2 — 1)(2% — 2 — 1)(3: — 522 + 5)(3: — 8-
Uss(x) —8x7 4 72 + 212° — 152* — 2023 + 1022 + 5z — 1)
20 | U3 (x)¥r(x)Ws(x) Va1 (x)Uyo(z) (z+ 1) (2> + 22 — 22 — 1) (2% — 2)(2% — 2° — 62* + 623+

+82% — 8z + 1)(2® — 825 + 192% — 1222 + 1)
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31. tablazat. Az 6tddfaji modositott Csebisev-polinomok listaja

n | Yy (z)

1 |xz—2

2 |22 —x—2

3|3 —22—-3zx+2

4 | 24— 3 — 472 4+ 312+ 2

5 | 2% — a2t — 523 + 422 + 5x — 2

6 |25 — 25— 62*+ 523 + 922 — 5z — 2

7|27 — a8 —7a® + 62t + 142® — 922 — T + 2

8 |28 — 27 — 825 + 725 + 202* — 1423 — 1622 + Tz + 2

9 | 22 — 2% — 927 4 826 + 272° — 202* — 3023 + 1622 + 92 — 2

10 | 210 — 29 — 1028 + 927 + 3525 — 2725 — 502* + 3023 + 2522 — 9z — 2

11 | 2 — 219 — 1129 + 1028 + 4427 — 3526 — 7725 4 502* + 5523 — 2522 — 11a + 2

12 | 212 — 21 — 12210 4 1129 + 5428 — 4427 — 11220 + 7725 4+ 1052* — 552% — 3622 + 11x + 2

13 | 213 — 212 — 1321 4 12219 4+ 6522 — 5428 — 15627 + 11226 + 1822° — 1052* — 9123+
+3622 4+ 132z — 2

14 | M — 213 — 14212 + 132 + 77210 — 652° — 21028 + 15627 + 29425 — 18225 — 1962*+
+9123 + 4922 — 132 — 2

15 | 21 — 21 — 15218 4+ 14212 + 902! — 77210 — 27529 + 21028 + 45027 — 29425 — 37825+
+1962* + 1402° — 4922 — 15z + 2

16 | 216 — 21 — 162™ + 152 + 10422 — 902! — 352210 + 27529 + 66028 — 45027 — 67225+
+3782° + 3362* — 14023 — 6422 + 15z + 2

17 | 27 — 216 — 17215 4+ 1621 + 119213 — 104212 — 4422 + 352210 + 93529 — 66025 —
—112227 4+ 67220 + 7142° — 3362* — 204> + 6422 + 17z — 2

18 | 218 — 217 — 18210 + 1721 + 13521 — 119213 — 546212 + 4422 4 1287210 — 93527 —
—1782x% + 112227 + 138628 — 71425 — 5402* + 20423 + 8122 — 17z — 2

19 | 219 — 218 — 19217 4+ 18216 + 152215 — 135214 — 665213 + 546212 4+ 17292 — 1287210~
—2717x% 4+ 178228 + 250827 — 13862% — 125425 + 5402* + 28523 — 8122 — 19z + 2

20 | 220 — 219 — 20218 + 19217 4+ 170216 — 15221% — 800z + 665213 + 2275212 — 1729211 —

—4004210 + 27172° + 429028 — 250827 — 264025 + 12542° + 8252 — 28523 —
—100x% 4+ 192 + 2
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32. tablazat. Y, (x) irreducibilis faktorizacidja az 1 <n < 20 tartoméanyban

n | Y, (z) kifejezése Y. " (z) kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a W fiiggvényekkel

1| [W]?(x) r—2

2 | [¥1)*(2)P3(x) (z—2)(z +1)

3 | [T1)*(2)T5(x) (z—2)(2* + 2 —1)

4 | [W1)?(2)Wr(x) (x —2) (23 + 22 — 22 — 1)

5 | [1)%(z)U3(z)Wy(x) (x —2)(x+1)(z% — 3z + 1)

6 | [U1]%(2)Pqy(z) (z — 2)(2® 4+ 2 — 423 — 322 + 32 + 1)

7 1 [91)%(2)W3(x) (z — 2) (2 + 2% — 5ot — 423 4+ 622 + 3z — 1)

8 | [U1)3(2)Ws(z) U5 (2)Vi5(z) | (2 —2)(z+ 1) (2?2 + 2 —1)(a! — 23 — 42? + 42 + 1)

9 | [U1]%(x)Py7(x) (z —2)(2® + 27 — 725 — 62° 4+ 152* + 1023 — 102% — 42 + 1)

10 | [W1)%(2)V1g(7) (z —2)(z° + 28 — 827 — 728 + 212° + 152* — 2023 —
—102? + 5z + 1)

11| [ (2)U3(2)r(2)War(z) | (z—2)(z+ 1)(2® + 2% — 22 — 1)(2® — 2° — 62* + 623+
+82% — 8z + 1)

12 | [U1]2(2)Was(z) (. —2) (2" 4+ 219 — 102° — 928 + 3627 + 2825 — 562° — 352%+
+3523 4+ 1522 — 62 — 1)

13 | [U1)%(2)Us5(z)Wos(x) (z —2)(z% + 2 — 1)(21° — 1028 + 3525 + 25 — 502* — 523+
252% + 5z — 1)

14 | [1)%(2)V3(2)Wo(z)War(z) | (z —2)(z + 1)(2® — 3z + 1)(2? — 927 + 272 — 3023 + 92 + 1)

15 | [¥1]?(2)Wag(x) (z —2) (' + 213 — 13212 — 122" + 66210 4 5527 — 16525~
—12027 4 21025 4 12625 — 1262* — 5623 + 2822 + 7z — 1)

16 | [¥1]?(2) U3 () (z —2)(z" + 2! — 14213 — 13212 + 78211 + 66210 — 22027 —
—16528 + 33027 + 2102° — 25225 — 1262* + 8423+
+2822 — 8x — 1)

17 | [@1]2(2)U3(2) Ty (2)Us3(x) | (2 —2)(z + 1) (2° + 2* — 423 — 322 + 32 4+ 1) (20 — 29 — 1028+
+1027 + 3425 — 3425 — 432* + 4323 4+ 1222 — 122 + 1)

18 | [1)%(2)U5(2)Wr(z)¥s5(z) | (2 —2) (2% + 2 — 1) (23 + 22 — 22 — 1)(2!? — 2™ — 12210+
+1127 + 5428 — 4327 — 11325 4 7125 + 1102* -
—4623 — 4022 + 8z + 1)

19 | [¥1]?(2) V37 () (z —2) ('8 + 27 — 17210 — 162'° + 12024 + 10523 — 455212~
—364z + 1001210 + 71529 — 12872% — 79227+
+92425 + 46225 — 330z* — 12023 + 4522 + 9z — 1)

20 | [U1)%(2)W3(x)V13(2)Ws9(z) | (z — 2)(x + 1) (2 + 2° — 5ot — 423 + 622 + 32 — 1)(2'? — 21—

—12219 + 1229 + 5328 — 5327 — 1032% + 10325+
+792% — 7923 — 1222 + 122 + 1)
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33. tablazat. A hatodfaju modositott Csebisev-polinomok listdja

n | Zy(x)

1 |z+2

2 |22 +2-2

3|3 +22-3x—-2

4 |24+ 23 — 422 — 32+ 2

5 | 2 + 2% — 523 — 422 + 51 + 2

6 | 25+ 2° — 62t — 523 + 922 + 5 — 2

712"+ 20 —72® — 62t + 1423 + 922 — 72— 2

8 |28+ 27 — 825 — 75 + 202 + 1423 — 1622 — Tz + 2

9 | 22 + 2% — 927 — 826 + 272° 4 202* — 3023 — 1622 + 9z + 2

10 | 210 + 29 — 1028 — 927 + 3528 4 2725 — 502* — 3023 + 2522 + 9z — 2

11| ' + 219 — 112° — 1028 + 4427 + 3525 — 7725 — 5021 4 5523 + 2522 — 112 — 2

12 | 22 4 211 — 12210 — 1129 + 5428 + 4427 — 11220 — 7725 4+ 1052* + 552% — 3622 — 11x + 2

13 | 213 + 212 — 1321 — 12219 + 6527 + 5428 — 15627 — 11220 + 18225 + 1052* — 9123 —
—362% + 132 + 2

14 | 2™ 4+ 213 — 14212 — 1321 + 77210 + 652° — 2102% — 15627 + 29425 + 18225 — 19624 —
—9123 4+ 4922 + 132 — 2

15 | 21 4+ 2™ — 15218 — 14212 + 902! + 77210 — 27529 — 21028 + 45027 + 29425 — 37825 —
—1962* + 1402> + 4922 — 152 — 2

16 | 216 4+ 21 — 162 — 1521 + 104212 + 9021 — 352210 — 27529 + 66028 + 45027 — 67225 —
—37825 + 3362* + 1402% — 6422 — 15z + 2

17 | 217 + 216 — 1721 — 1621 + 119213 + 104212 — 44221 — 352210 + 93529 + 66025 —
—112227 — 67225 + 7142 + 3362 — 20423 — 6422 + 17z + 2

18 | '8 + 217 — 18216 — 17215 + 135214 + 119213 — 546212 — 4422 + 1287210 + 93529 —
—1782x% — 112227 + 138625 + 7142° — 5402* — 20423 + 8122 4+ 17z — 2

19 | 219 4 218 — 19217 — 18216 + 152215 + 135214 — 665213 — 54622 4+ 17292 + 1287210~
—2717x% — 178228 + 250827 + 13862% — 125425 — 5402* + 28523 + 8122 — 192 — 2

20 | 220 4+ 219 — 20218 — 19217 + 170216 + 15221° — 80024 — 665213 4 2275212 4+ 1729211 —

—4004210 — 27172° 4 429028 + 250827 — 264025 — 12542° + 825x* + 28523 —
—10022 — 192 + 2
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34. tablazat. Z7(z) irreducibilis faktorizacioja az 1 < n < 20 tartoméanyban

n | Z%(x) kifejezése Z*(x) kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a W fiiggvényekkel

1| [Wo)2(x) T+ 2

2 | [@a)*(2) V() (z+2)(z—1)

3 | [W2]*(z)T10(x) (z+2)(2* -z —1)

4 | [Wo]?(x)Wi4(x) (x+2)(2® — 22 — 22 + 1)

5 | [Wa)?(2)We(x)Wg(x) (x4 2)(z —1)(z3 — 32 — 1)

6 | [Uo]?(x)Was(z) (x+2)(x° — 2t — 423 + 322 + 32 — 1)

7 | [Wa)?(z)Wag(x) (v +2) (2% — 25 — 52t 4 42 + 622 — 30 — 1)

8 | [Wo]?(2)Vg(2)W1p(x)Us0(x) | (z+2)(x —1)(z? — 2 — 1) (2 + 23 — 42? — 4z + 1)

9 | [Ua]?(x)W3y(x) (x+2)(x® — 27 — 725 + 62° + 152* — 1023 — 102% + 42 + 1)

10 | [Wo)%(z)Uas(x) (x+2) (2% — 2% — 827 + 720 + 212° — 152 — 2023
+102? + bz — 1)

11 | [Wo]?(2)V6(2)W1a(z)Vga(x) | (z+2)(x —1)(2® — 22 — 22 + 1)(2% + 2° — 621 — 623+
+87% + 8z + 1)

12 | [Wa]?(2)Wyg(x) (z +2)(z™ — 210 — 102° + 928 + 3627 — 2825 — 562 + 352*+
+3523 — 1522 — 62 + 1)

13 | [U2]?(z)W10(z)Us0(x) (z+2) (2% — 2z — 1) (2% — 1028 + 3525 — 2% — 502* + 53+
+2522 — 5r — 1)

14 | [Wa]?(2)Ve(z)U1s(2)Uss(x) | (z+2) (2 — 1)(2® — 3z — 1) (2 — 927 + 2725 — 3023 + 9z — 1)

15 | [Uo)%(z)Uss(x) (z +2)(x! — 21 — 13212 + 1221 + 66210 — 552 — 16528+
+120z7 + 2102 — 1262° — 1262* + 5623 + 2822 — 7o — 1)

16 | [Wa]?(x)Vga(x) (z+2) (2 — 2™ — 14213 + 13212 + 78211 — 66210 — 22027+

+16528 + 33027 — 2102° — 25225 + 1262* + 8423 —
—2822 — 8z + 1)

17 | [Wa]?(2) V() Waa(7)Ves(x) | (z+2)(x — 1)(1’ —at — 423 + 322 + 32 — 1) (210 + 2% — 1028~
—1027 + 3425 + 34:c — 43x* — 4323 + 1222 + 122 4+ 1)

18 | [Wo)2(2)W1o(2) W14 (2)Wrg(2) | (24 2)(2? — 2 — 1)(3: —z? -2z + 1)(x12 + ot — 12219~
— 1129 + 5428 + 4327 — 11325 — 712° + 1102*+
+46x3 — 4022 — 8x + 1)

19 | [Wo)?(2)Wry(x) (z +2)(z™® — 27 — 1726 + 162'° + 1202 — 10523 — 455212+
+364z + 100121 — 7152° — 128728 + 79227+
492425 46295 — 3302 + 12023 + 4522 — 9z — 1)

20 | [Wo]?(2)Wg(x)Wag(x)Urs(z) | (z+2)(z — 1)(2® — 2° — 52t + 423 + 622 — 30 — 1)(212 + 21!

—12219 — 1229 + 532% + 5327 — 10326 — 10325+
+792% 4+ 7923 — 1222 — 122 + 1)
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35. tablazat. A T,"*(z) polinomok listaja

T (x)

© 00 O Ui WK

D = = s = e s e
SO © 00O Ui W+~ O

X

242

23 + 3z

422+ 2

x° + 523 + 5

28 + 624 + 922 + 2

xl + Tad + 1423 + Tz

28 + 820 + 202* + 1622 + 2

29 + 927 + 2725 + 3022 + 9z

210 + 1028 + 3525 + 502t + 2522 4 2

o+ 1129 + 4427 + 772° + 552° + 11z

212 4+ 12210 + 5428 4+ 11225 + 1052* + 3622 + 2

13 4+ 132 + 6522 + 15627 + 1822° 4+ 9123 + 13z

o' 4 14212 + 77210 4+ 21028 + 29428 + 1962* + 4922 + 2

15 4 15213 + 902 + 27529 4 45027 + 37825 + 14023 4 15z

216 4 162 + 104212 4 352210 + 6602° 4 67220 + 3362t + 6422 + 2

27 4+ 1721 + 119213 4 4422 + 93529 + 112227 + 71425 + 20423 + 17z

218 4+ 18216 + 1352 + 546212 + 1287210 + 178228 + 138625 + 5402 + 8122 + 2

19 4+ 19217 + 152215 4 6652 + 172921 + 271727 4 250827 + 125425 4 28523 + 19z
220 + 2028 + 170216 + 800214 + 2275212 4 4004210 + 429028 + 264026 + 8252* + 10022 + 2
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36. tablazat. T, (x) irreducibilis faktorizacidja az 1 < n < 20 tartoményban

n | T7*(x) kifejezése T (z) kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a U** fiijggvényekkel
1| Wy (x) T
2 | U () r? 42
3 Wt (2)¥iz(e) x(z* + 3)
4 | Uig(x) ot 4 4a? + 2
5 | U3 (x)Wi5(x) (z* + 52 4 5)
6 | Ug"(x)W33(x) (2% +2)(z" + 42 + 1)
7 U (@) Pss(z) w(x8 4 7ot + 1422 +7)
8 | Uis(x) 8 + 820 4 202* + 1622 + 2
9 | Uit (2) W15 () Whs(2) | z(2? + 3) (2 + 62 + 92 + 3)
10 | Wg*(a)¥ig(x) (22 + 2) (28 + 826 + 192* + 1222 + 1)
11 | U (x)Uhh(x) z(210 + 1128 4 4425 + 772% + 5522 + 11)
12 | Wi (2) Wig(x) (z* + 422 + 2)(2® + 820 + 202* + 1622 + 1)
13 | U3 (z)UEs(x) z(z'? + 13219 + 652% + 15625 + 1822% + 9122 + 13)
14 | U5t (z) W55 (x) (% +2) ("2 + 1220 + 532° + 1042° + 862 + 242° + 1)
15 | Wit (2)Wis(2)U5s(2) | 2(2? + 3)(a? + 52% + 5)(a® + Ta® + 142" + 827 + 1)
o (@)
16 | Wi(z) 210 + 1624 + 104212 + 352210 + 6602 + 67225 + 3362 + 6422 + 2
17 | U3 (z)Ugs(x) o(x10 + 1721 + 119212 + 442210 4 93528 4- 112225+
+714z* + 20422 + 17)
18 | Wi (z)Wsh(z)WEs(z) | (22 + 2) (2 + 42? + 1) (212 + 12210 + 542% + 11225 + 1052 + 3622 + 1)
19 | U3 (z)Usi(z) 2 (218 + 1926 4+ 152214 + 66522 4 1729210 + 271728+
4250820 4 12542 4 28522 + 19)
20 | Uik ()W (x) (2t + 42? + 2) (210 + 162 + 104212 + 352210 + 65928 + 66425+

+3162* + 482% + 1)
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37. tablazat. T, (x) — 2 irreducibilis faktorizaci6ja az 1 < n < 20 tartomanyban

n | kifejezés a U** fiiggvényekkel kozvetlen kifejezés faktorizaltan

2 | [ (2)? a?

4| [ (2) P[5 () (22 + 4)2

6 | [ (2)2[0]5(2))? a?(2? +3)°

8 | [W7 (@) P[5 ()P [Pg* (2)] (22 + 4)2?(2? + 2)?

10 | (W3 (@) [W55 ()] ?(z* + bz? + 5)

12 | (W7 ()P [W5* (2) P[0 () P[P13(2)]? | (22 + 4)(2® +1)%2°(2® + 3)°

14 | [U5 ()P [ W55 (x)]? 22 (28 4 7ot + 1422 4+ 7)2

16 | (W7 ()2 [ ()P[0 () PPi5(2)] | (22 + 4)a®(2? +2)* (2" + da? + 2)°
18 | [ (2)]2[ W55 ()2 Wis (2)]2 2?(z? + 3)%(2% 4 62 + 922 + 3)?
20 | [0 (@) P[5 () P[5 (2) 2 P35(2)]? | (22 + 4)2® (2" + 32? +1)* (2" + 52® + 5)°

38. tablazat. T, (x) 4 2 irreducibilis faktorizacija az 1 < n < 20 tartoméanyban

n | kifejezés a U** fiiggvényekkel | kozvetlen kifejezés faktorizaltan

2 | [ (z))? 2+ 4

4 | [wg*(2)) (2% +2)?

6 | [} (2)]*[W5"(2)] (2% + 4)(2” + 1)

8 [\Il”fg(x)]z (x* 4 42? + 2)?

10 | [W3*(2)]2[WE* (x)]? (22 4 4) (2% + 322 + 1)2

12 | [Wg* ()P W55 (z)]? (2% +2)% (2" + 42® +1)?

14 [\Il’{*(a:)]Q[\Ilé*(a;)]Q (22 4+ 4) (25 + 5z + 622 + 1)2

16 | [U35(2))? (28 4 825 + 202 4 1622 + 2)2

18 | [U7*(2)]?[W5* ()] Ug* (2)] (2% + 4) (2 +1)*(2° 4 62* + 922 + 1)
20 | [P (z))2[5s(2))? (22 4 2)2(2® 4 825 + 192* 4 1222 + 1)2
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39. tablazat. T, (x) — 1 irreducibilis faktorizacija az 1 < n < 20 tartoméanyban

n | T (z) — 1 kifejezése | T (x) — 1 kozvetlen kifejezése faktorizaltan
a U** fiiggvényekkel
2 | Ui () 22 +1
4 | UsH(x) ot + 422 +1
6 | U5 (x) 25 + 62* + 922 + 1
8 | Wii(z) 28 + 825 4 202 + 1622 + 1
10 | U3 (z) Uit (2) (22 4 1)(2® 4 925 + 262 + 2422 + 1)
12 | Uki(x) 212 4+ 12210 + 5428 + 1122° + 1052* + 3622 + 1
14 | U (2)Uht(z) (22 + 1)(2'? + 13210 + 642° 4 14625 + 1482* + 4822 + 1)
16 | Ui (x) 210 + 162 + 104212 + 352210 + 6602 + 67225 + 33621 + 6422 + 1
18 | Wit (x) 218 4+ 18216 + 1352 + 546212 + 1287210 + 178228+
4138625 + 5402* + 8122 + 1
20 | Uik (z)Wiho(z) (2 + 422 + 1) (20 + 1621* + 105212 + 364210 + 71428 + 78425+
+440z% + 9622 + 1)
40. tablazat. T"*(z) + 1 irreducibilis faktorizacioja az 1 < n < 20 tartomanyban
n | kifejezés a U** fiiggvényekkel | kozvetlen kifejezés faktorizdltan
2 | Wis(w) 2?43
4 | U5 (2)Ui5(x) (2® + 1)(2? + 3)
6 | Uig(x) 2% + 621 + 922 + 3
8 | Wi (2)Uis(z)Uhi(x) (22 +1)(z% + 3)(z* + 42% + 1)
10 | W5 (x)Ugh(x) (22 4 3) (28 4 728 + 142* 4 822 + 1)
12 | U (x) Uik (z) (2% + 621 + 922 + 1) (2% + 621 + 922 + 3)
14 | Ui (x) Ui (z) (22 + 3)(2'? + 11210 4 4428 4 7825 + 602 + 1622 + 1)
16 | U5*(z) U5 (z)Wh; () ¥is(x) (22 + 1) (22 + 3)(z* + 422 + 1)(2® + 82° + 202* + 1622 + 1)
18 | Wiks(z) 218 4 18216 4 135214 + 546212 + 1287210 + 178228+
+13862° + 5402 + 8122 + 3
20 | U5* () Wis(2) Wit (z)WEs(x) (22 + 1) (2 + 3) (28 + 925 + 262* + 2422 + 1)

(28 + 725 + 142 + 822 + 1)
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41. tablazat. Az U}*(x) polinomok listaja

Up*(x)

© 00 O Ui WK

R e N T e T e e e T
SO © 00O Ui W+~ O

X

241

x>+ 2z

zt 4+ 322 + 1

x° + 423 + 3z

28 + 524 + 622 + 1

27 + 625 + 1023 + 4z

28 4+ 720 4+ 152% + 1022 + 1

2 4+ 827 4 212° + 202° + 5z

219 4 928 4 2825 4 3524 + 1522 + 1

o'+ 1027 4 3627 + 562° + 3523 + 62

212 4+ 11210 + 4528 + 8426 + 702* + 2122 + 1

B + 122 + 552° + 12027 + 1262° + 5623 + Tz

' + 13212 + 6620 + 16528 + 21025 + 1262* + 2822 + 1

15 4 14213 + 782 4 22029 + 33027 + 25225 + 8423 + Sz

210 4+ 1521 + 91212 + 286210 + 49528 + 46220 + 2102* + 3622 + 1

7 4+ 162 + 105213 4 3642 + 71527 4+ 79227 + 4622° + 12023 + 9z

218 4+ 17216 + 120214 + 455212 + 1001220 + 128728 + 92426 + 3302 + 4522 + 1

19 + 18217 + 1362 + 56023 4 136521 + 20022° + 171627 4+ 792x° + 1652> + 10z
220 + 192" + 153216 + 6802 + 182022 + 3003210 + 300328 + 171625 4+ 4952* + 5522 + 1

87




42. tablazat. U *(x) irreducibilis faktorizacioja az 1 < n < 20 tartomanyban

n | kifejezés a U** fiiggvényekkel | U*(x) kizvetlen kifejezése faktorizéltan
1| ¥ (x) x
2 | U5 (2) 22 +1
3| U (z)0g(z) x(z? 4 2)
4 | U (x) xt + 322 + 1
5 | U (x)U (z)¥is(x) (22 4+ Da(2? +3)
6 \Ilé*(x) 20+ 52t + 622+ 1
7|y (@) Vg () Vi () z(z% + 2) (2t + 422 + 2)
8 | V3" (2)Vg () (2 4 1)(25 + 62* + 922 + 1)
9 | Ui (z) V5" (x)W5(x) z(z* + 322 4+ 1)(2* 4 522 + 5)
10 | ¥ (z) 219 4 928 4 2825 4 352 + 1522 + 1
11| U5 (2) ¥y (2) Vg (2) (22 + Da(2? 4 2) (22 + 3)(a* + 422 4+ 1)
U35 (z) U3 ()
12 | Uii(x) 22 + 11210 + 4528 + 8425 + 702* + 2122 + 1
13| U3 (a) W7 (z) W33 (x) 2(28 + 5at + 622 + 1) (2 + 72t + 1422 + 7)
14 | U3 (z) V5" (2)Vi5(2) (22 + 1)(z* + 322 + 1) (2® + 925 + 262 + 2422 + 1)
15 | Wi (2)Ug* () Uig(x) a5 (x) | x(a® +2)(2* + 4a” + 2)(a® + 82° + 202" + 1627 + 2)
16 | Wik(z) 210 + 1521 + 91212 + 286210 4 49528+
+46225 + 2102t + 3622 + 1
17 | 5" (2) ¥y (z)¥g* (x) (22 4+ Da(2® + 62* 4+ 922 + 1) (22 + 3) (2% + 62* + 922 + 3)
W15 (z) Ui ()
18 | Wit(z) ' + 1721 + 1202 + 455212 + 1001210 + 128728+
+92425 + 3302* + 4522 + 1
19 | Wi (2) U5 (2) ¥g* () w(z* + 322 + 1)(22 + 2)(z* + 522 4 5)
W55 () W35 () (28 + 820 + 192 4 1222 + 1)
20 | U5 (2) 07 (2) U5 (v) (2 4 1)(25 + 52* + 622 + 1)

(212 4 13210 + 6428 + 1462° + 1482* + 4822 + 1)
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43. tablazat. U}*(x) — 1 irreducibilis faktorizacija az 1 < n < 20 tartomanyban

n | kifejezés a U** fliggvényekkel kozvetlen kifejezés faktorizaltan
2 | (W5 ()] a?
4 [‘PZ*(SC)F‘PTS(HJ) v*(z® +3)
6 | [W5(2)20g* (2) i3 (x) 2?(2® +2)(a® + 3)
8 | [W5 () P05 (2) 55 (@) 2?(2? + 2)(z* + 522 + 5)
10 Wé*(x)[\I’Z*(w)]Q‘IfI’ﬁ(x)\Péé(x) (2% 4+ 1)z Q(x +3)(z* + 522 + 5)
12 ‘I’**(x)[‘lf**( )23 (x) U5i(x) (2 + 1)a*(z® + 3)(966 + 72t + 1422 4 7)
14 | (3 (z))2 0 (2) Uig (z) Uhi(x) 22(2? + 2) (2t + 422 + 2) (28 + 7ot + 1422 + 7)
16 [\IJ**(:U)]Q\I/**(;U)\IITE(."E)\IITE(:I:)\I%E(:E) 2% (22 + 2)(x + 3)(z* + 422 + 2) (2% + 62* + 922 + 3)
18 | [W* (2)]2WE* (z)Wis(x) 2% (2t + 322 + 1)(3:2 +3)(z* + 522 +5)
W35 () W5 () (2° + 62 + 927 + 3)
20 | [U5* ()20 () Uhs (2) Wik () z%(zt 4 322 + 1) (2! + 522 +5)
(219 + 112% 4 4420 + 772 + 5522 + 11)
44. tablazat. U}*(x) 4 1 irreducibilis faktorizacioja az 1 < n < 20 tartomanyban
n | kifejezés a U** fiiggvényekkel | kozvetlen kifejezés faktorizdltan
2 | Ui (x) 2+ 2
4 | U (x) Vg () (% + 1) (22 +2)
6 | W3 (z)¥ig(z) (2° + 1)(16‘ + 42 + 2)
8 | W5 (x)Wig(x) (z + 327 + 1)(x4 +42? 4 2)
10 | W5 (2) Ug™ (x) W33 () (z* 4 322 + 1)(:13 +2) (2t + 422 + 1)
12 | W2 (2) Vg (x)W5i(x) (28 4+ 5zt + 622 + 1) (22 + 2)(2* + 422 + 1)
14| U7 () W35(x) (28 4 5zt + 622 + 1) (28 + 820 4 2021 4 1622 + 2)
16 | U5 (2) W5 (z)V33(2) (22 + 1) (a5 + 62* + 922 + 1)(a:8 + 825 + 202" + 1622 + 2)
18 | W3 (@)U (V5 (@)W (@) | (@ + Dla? +2)(a® + 60 + 527+ 1
(2% + 825 + 192 + 1222 —|—1)
20 | Ui ()W (z) Wik (z) (2% +2)(z'0 + 928 + 2825 + 352% + 1522 + 1)

(28 + 825 + 192 + 1222 + 1)
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45. tablazat. A W*(x) polinomok listaja

Wy (x)

—_ =
CEE©o-o ok who

— = =
= W DN

15

16

17

18

19

20

T+ 1

24+r+1

2+’ +2r+1

23+ 322+ 20+ 1

2+t 423 + 322+ 32+ 1

S+ + 5t 43 + 622 + 30+ 1

27+ 28 + 62° + 52t + 1023 + 622 + 42 + 1

a8+ "+ 725 + 625 + 152% + 102° + 1022 + 42 + 1

29+ a8 + 8x7 + 728 + 2125 + 152% + 2023 + 1022 + 52 + 1

210+ 29 + 928 + 827 + 2825 + 2124° 4+ 352% + 2023 + 1522 + 5 + 1

a4+ 210 £ 102° + 928 + 3627 + 2826 + 562° + 352* + 3523 + 1522 + 62 + 1

22 4+ 2 4+ 11219 4+ 102° + 4528 + 3627 + 8428 + 5625 + 70x* + 3523 + 2122 + 62 + 1

2B+ 212 + 1221 4+ 11210 + 5522 + 4528 + 12027 + 8425 + 12625 + 702* + 5623 + 2122 + Tz + 1

o+ 213 413212 4+ 1221 + 66210 + 5529 4 1652° + 12027 + 21028 4 12625 + 12624+
+56a3 + 2822 + Tx + 1

1% 4 2™ 4 142 + 13212 + 782 + 66210 + 2202° + 16528 + 33027 + 21020 + 25225+
+126x* + 8423 + 2822 + 8z + 1

210 4+ 215 4 15214 4 14213 + 91212 + 782 + 286210 + 22029 + 49528 + 33027 + 46225 + 25225+
+210x* + 8423 + 3622 + 8z + 1

27 4 216 4 1621° + 1521 + 105213 + 91212 + 3642 + 286210 4+ 71527 + 49528 + 79227+
+46225 + 4622° + 2102 4 12023 + 3622 + 9z + 1

218 4 27 4+ 17216 + 1621 + 1202 4 105213 + 455212 + 3642 + 1001210 + 7152° + 128728+
+79227 + 92420 + 4622° 4 3302 + 12022 + 4522 + 9z + 1

219 4 218 4 18217 + 17216 4+ 13621 + 1202 4 5602 + 455212 + 13652 + 1001210 4 200227+
+128728 + 171627 + 9242% + 79225 + 3302* + 16523 + 4522 + 102 + 1

220 4 219 4 19218 + 18217 + 153216 + 136215 4 6802 + 560213 + 1820212 4 13652 + 3003210+
+20022Y + 300328 + 171627 + 171625 4 79225 + 4952* + 1652> + 5522 + 10z + 1
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46. tablazat. A Z**(z) polinomok listaja

n | Zy(x)

1 |+ 2

2 |22+ +2

3|3 +22+3zx+2

4 |zt + 2% +42% + 32+ 2

5 |2 +at+52° +422 + 52+ 2

6 | 25+ 25+ 62+ 523+ 922 + 52+ 2

712"+ 20 +72° + 62* + 1423 + 922 + T2 + 2

8 | a® + 27 + 820 4+ 720 + 202t + 1423 + 1622 + Tz + 2

9 | 22 + 28 + 927 + 826 + 272° 4 202* + 3023 + 1622 + 92 + 2

10 | 210 + 29 4+ 1028 + 927 + 3526 + 272° 4+ 502* + 3022 + 2522 + 9z + 2

11 | 2™ 4+ 210 4+ 1129 4+ 1028 4 4427 4 3520 + 772° 4+ 502* + 5523 + 2522 + 112 + 2

12 | 212 4 21 + 12219 4+ 1129 + 5428 + 4427 + 11225 + 7725 4+ 1052* + 5523 + 3622 + 11x + 2

13| 213 + 212 + 132 + 12219 4+ 6529 + 5428 + 15627 + 11225 + 1822° + 1052* + 9123+
+3622 4+ 13z + 2

14 | 2™ 4+ 21 4+ 1422 + 132 + 77210 + 652° + 21028 + 15627 + 29425 + 18225 + 19622+
+9123 4+ 4922 4+ 132 + 2

15 | ' + 21 + 152 + 14212 4+ 902 + 77210 4 27529 + 21028 + 45027 4 29428 + 37825+
+196x* + 14023 + 4922 + 152 + 2

16 | 216 + 215 + 162 + 15213 + 10422 + 9021 + 352210 4 27529 + 66028 + 45027 + 67225+
+3782° + 336x* + 14023 + 6422 + 15z + 2

17 | 217 4+ 216 4 1721 + 1621 + 119213 + 104212 + 442211 + 352210 + 93522 + 66028+
+112227 + 67220 + 7142° 4 3362 + 20422 + 6422 + 17z + 2

18 | 2'® + 217 + 18216 4+ 17215 + 13521 + 119213 + 54622 + 4422 + 1287210 + 93529+
+17822% + 112227 + 138628 + 7142° 4 5402 + 20422 + 8122 + 17z + 2

19 | 219 + 218 + 19217 + 18216 4 15221 + 1352 + 66523 4 54622 + 17292 + 1287210+
+27172% + 178228 4+ 250827 + 138620 + 12542° + 540x* + 28522 + 8122 + 19z + 2

20 | 220 4 219 4+ 20218 + 19217 + 170216 + 152215 4 800z + 665213 + 2275212 4 1729211 +

+4004210 + 271729 + 429028 + 250827 4+ 264025 + 125425 + 825x* 4 2853+
+1002% 4+ 192 + 2
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47. tablazat. W *(x) — 1 irreducibilis faktorizacija az 1 < n < 20 tartomanyban

n | kifejezés a U™ W** Z** | W**(x) — 1 kozvetlen kifejezése faktorizaltan
fliggvényekkel

1| vy x

2 \I/**(a:) () z(z+1)

3 \I'**(x)Zg*(x) (2?4 —l— 2)

4 \I/**(x) *(x) z(z3 + 2% + 32+ 2)

5 | U (@)U W () 2(2? +3)(2? + 2+ 1)

6 \If**(x) 13(2)Wi*(2) w(z? +3)(2° + 2% + 22 4 1)

7| U (2)W **(:c) ( ) z(z? + 2) (2t + 23 + 422 + 32 + 2)

8 \Il**(x) (x)Zg*( ) x(z? +2)(:L‘ + 2 + 523 + 422 4 52 + 2)

9 \I/**(a;)\I/’Z“E;(x) T (x) z(zt + 522 + 5) (2! + 23 + 32% + 22 + 1)

10 | U (x) Sl () Wi () (m + 522 +5)(2° + 2* + 423 + 322 + 32 + 1)

11 \1/**(;1;)\1/**(9;)\1/{;( )28 () | (2% + Da(a? + 3)(2® + 25 + 62% + 523 + 922 + 5z + 2)

12 \Il**(x)\ll**(@\llﬁ( )Z}**(x) (22 + 1)z (x2 +3)(z" + 2% + 72 + 62* + 1423 + 922 + 7w + 2)

13 | U () Uhs (x) W () x(28 + 7ot + 142% + 7) (2 4+ 2% + 5ot + 423 4+ 622 + 3z + 1)

14 | Ui (x)Uss () Wi (z) o(z8 + 7ot + 1422 + 7) (27 + 25 + 625 + 52t 4+ 1023+
+622 + 4z + 1)

15 | Ui (z) U (2)Wis(2) Z3* (z) | o(z? + 2)(z* + 422 + 2)(2® + 27 + 82% + 725 + 2024+
+1423 + 1622 + T2 + 2)

16 | Ui (z) U3 (2)Wi5(2) Z3* (x) | o(z? + 2)(z* + 42® + 2) (2 + 28 + 927 + 825 + 2725 + 202+
+3023 + 1622 + 9z + 2)

17 | Ui (z)Uis (2) Uhs (2) W (z) | o(z? + 3)(2® + 621 + 922 + 3) (2% + 27 + 728 + 62° + 1521+
+1023 4 1022 + 42 + 1)

18 | Wi (z)Wis (z) Wit () W™ (x) | o(z? + 3)(2® + 62% + 922 + 3) (2 + 2 + 827 + 726 + 2125+
+152% 4 2023 + 1022 + 52 + 1)

19 | Ui (z) U (2)Wis(2) 275 (x) | o(z* + 322 + 1) (2t + 522 + 5) (210 + 2% + 102% + 927 + 3525+
+2725 4+ 502t + 3023 + 2522 + 9z + 2)

20 | Ui* () Ui (2) U3t (2) 255 (2) | 2(2* + 322 + 1) (z* + 522 + 5) (2 + 219 + 1129 + 1028+

+44x7 4 3525 + 7725 + 502* + 5527 + 2522 + 112 + 2)
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48. tablazat. W *(x) 4 1 irreducibilis faktorizacija az 1 < n < 20 tartomanyban

n | kifejezés a W™ W** Z** | W**(z) 4+ 1 kozvetlen kifejezése faktorizaltan
fliggvényekkel

1| Z(x) x4+ 2

2 | Z5*(x) 22+ x+2

3| Ui ()W (o) (22 4 2)(z + 1)

4 | U§(z)Ws*(z) (22 +2) (2?2 + 2+ 1)

5 | U3 (x)Z5*(x) (22 4+ 1)(23 4+ 22 + 3z + 2)

6 | ¥5"(x)Z5"(2) (22 —I-l)(:L‘ + 23 + 4% + 37 + 2)

7| UiE(@) W5 (2) (2t + 422 +2)(23 + 22 + 22 + 1)

8 | Uig(x)Wi(x) (z* 4+ 422 +2)(2* + 23 + 322 + 22 + 1)

9 | U5 (x)Z5™ () (z* 4 322 + 1) (P + 2* 4 523 + 4a? + 5z 4 2)

10 | W5*(2) Zg" (x) (2% + 32% + 1)(3:6 + 25 + 621 + 523 + 922 + 5z + 2)

11| Wg () W33 (x) W5~ (x) (2% +2) (2" + 42 + 1) (2° + a: + 423 + 322 + 3z + 1)

12| Ug (2) W35 (z) W™ (x) (z* + 2)(90 + 2% + 1) (25 + x + 52 + 42 + 622 + 3x + 1)

13| i (2) 27" (x) (28 + 5t + 622 + 1) (27 + :c + 725 + 62 + 142® + 922 4 Tz + 2)

14| w7 (x) Zg* (x) (8 4 52 4+ 622 + 1) (2® + 27 + 828 + 72® + 202* + 14234
+1622% + 7z + 2)

15 | W55 (z) W7 () (28 + 828 + 20x* 4 1622 4 2)(27 + 2 + 625 + 52 4 1023+
+622% + 4z + 1)

16 | U35 (z)W3*(z) (2 + 82° + 202 + 1622 + 2)(2® + 27 + 725 + 62° + 1521+
+1023 + 1022 + 4z + 1)

17 | U3 (2)WE (2) 22 () (2% + 1) (2 + 62* + 922 + 1)(2° + 2® + 927 + 825 + 2725+
+20z* + 3023 + 1622 + 9z + 2)

18 | w5 (2) V5" (x) 215 (x) (22 + 1)(28 + 62 + 922 + 1) (210 + 2° + 1028 + 927 + 3525+
+2725 + 502 + 3023 + 2522 + 9z + 2)

19 | Ugr (z)Vig(2)We™ () (22 + 2)(2® 4 820 + 192* 4+ 1222 + 1)(2° + 28 + 827 + 725+

+212° 4+ 152* + 2023 + 1022 + 52 + 1)
20 | UE () Wis(x) Wi (x) (22 4 2)(2® + 825 + 192% + 122 + 1)2'0 + 2° + 92 + 827+

+2825 4+ 212° + 352% + 2023 + 1522 + 5x + 1
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49. tablazat. A korosztasi elgpolinomok és a korosztasi polinomok listaja (1 < n < 120)

n | U,(x) (kdrosztéasi elépolinomok) ®,,(z) (korosztasi polinomok)
1 | Voe—2 r—1

2 [Vz+2 r+1

3 |z+1 Yo ®

4|z 2 +1

5 |22 4x—1 Zi:o x

6 |z—1 Zizo( )rak
7|23 4+22-20-1 2210 T

8 | z%—2 at+1

9 |2®—3z+1 S T

10| 22—z —1 Zi:o(—l)kﬂfk
11|25+ 2% — 423 - 322+ 32+ 1 S, @
1222 -3 S22 (—1)ka2k
13 | 2% + 2% — 5ot — 423 + 62% + 32 — 1 Stk

14| — 2% 2241 >ieo(-1)

15 | 2% — 2% —42? 44z + 1 A LR L A N |
16 | 2% — 422 42 28 +1

17 | 28 + 27 — 72% — 62° + 152* + 1023 — 102% — 4z + 1 S ak

18| 23 -3z —1 zk o(— 1)k
19 | 29 4+ 2% — 827 — 725 + 2120 + 150* — 202% — 1022 + 52 4+ 1| 3,5, 2F

20 | 2t — 52?2 +5 S (= 1)k
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n | ¥,(z) (kdrosztasi el6polinomok)
®,,(z) (korosztasi polinomok)
21 | 2% — 2% —6a* + 62 + 822 — 8z + 1
212 gl g9 08 4 06 g4y 03 o
22 | 25 —a* — 42 + 322+ 3z — 1
llso=0(*1)k37k
23 | 2! + 219 — 1029 — 928 + 3627 + 282% — 562° — 35z* + 3522 + 1522 — 62 — 1
Zk 093
24 |zt — 422 + 1
Yo (—1)Fath
25 10 _ 1028 + 3528 + 2° — 502* — 523 + 2522 + 5xr — 1
4
S 25k
26 | 2% — 25 —bat +42% + 622 — 3z — 1
llcQ:o(*l)kmk
27 | 2% — 927 +272° — 3023 + 9z + 1
2
Do 2"
28 | 28 — 7t + 142 — 7
Do~ 1)k
20 | oD () (e ]
Zk ox
30 |zt + a3 —4a? — 4z +1
B4’ -t +a+1
| ST [ (e
Zk 02"
32 | 28 — 825 + 202* — 1622 + 2

0 +1
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33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

210 — 29 — 1028 + 1027 + 3425 — 3425 — 432* + 4323 + 1222 — 122 + 1
x20—x19+x17—x16+xl4—x13+x11—x10+x9—x7+x6—x4+x3—x+1
a8 — 7 — 720 4+ 62° + 152* — 102% — 102% + 4z + 1
heo(—1)ka*
x'? — 2™ — 12210 + 112° + 5428 — 4327 — 11325 + 712® + 1102* — 462 — 4022 + 82 + 1
x24—a:23—|—:(;19—x18+m17—x16+xl4—x13+x12—:1:11+x10—x8+x7—x6+x5—x+1

28 — 6z* + 922 — 3

Zk: ()( )k ok
Zi:o(*l)k [(18}6—k)x1872k T (17k—k)1,17,2k:| 1
Zk 02"

29 — a8 — 827 + 720 + 212° — 152* — 202 + 1022 + 52 — 1
18
k:o(_l)kl‘k
212 — 21— 12219 4+ 1229 + 5328 — 5327 — 10325 + 1032° + 792* — 7923 — 1222 + 122 + 1

224 23 421 020 4 pA8 L T 4 015 g g 02 210 4 09 07 4 g6 gy
+22—z+1

28 — 8x0 + 192 — 1222 + 1
4
Zk:o(_l)kl’%
N [ e e e B
Zk 037
2%+ 25 —62* —62° + 822 + 8z + 1
212 b1l g9 08 4 a6 g4 08 4 oy
]160:0(71)/% [(2lk—l~c)x2172k T (201;19)1”207%}
Zk 09’j

10 _ 1148 4+ 4428 — 772* + 5522 — 11

10
k:o(_l)kx%
212 — 12219 — 29 4+ 5428 + 927 — 11228 — 272% + 1052* + 312% — 3622 — 122 + 1

24 g2l 4 15 12 4 00 o3 4
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46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

x — 210 — 1029 + 928 + 3627 — 2826 — 562° + 352* 4+ 352° — 1522 — 6z + 1
iio(*l)kxk
11 — ok _ o1
k:(](_l)k {(231@ k)9323 o (22k k)mn Qk}

Zk ox

a8 — 826 +202* — 1622 + 1

Sro(—1)ka®

2L _ 21219 4189217 — 952215 + 214 4 2940213 — 14212 — 573321 4 77210 4 700720 —
—21028 — 514727 + 29425 + 207225 — 1962* — 37123 + 4922 + 142 — 1

6
> k=0 ™
10— 1028 + 3526 — 2® — 502* + 523 + 2522 — 5 — 1

Yho(—1)Fa

216 — 21 —162™ + 162 + 10322 — 103z — 339210 + 3392° + 5962° — 59627 — 52625+
+5262° + 188x* — 18823 — 1622 + 162 + 1

232 31 4 220 _ 28 4 026 025 4 023 022 4 020 _ 019 4 007 016 4 015 18 4 12
—l0 49 T — gt 43— 41

212 — 13219 + 652°% — 15620 + 1822 — 9122 + 13

12 (_1)kx2k

k=0
113:0(*1)]6 {(26]6—16)1:267216 n (251«_]6)%257%} 1
Zk ox
29 — 927 +272° — 302% + 9z — 1
Yro(—1)Fa
220 — 219 — 2028 4+ 19217 4+ 170216 — 15121 — 8012 4 65023 4 2289212 — 163921 —

—4080w10 + 244229 + 448928 — 205827 — 289125 + 8775 + 951x* — 1512% — 10822 + 122 + 1

240 _ 39 4 035 034 4 030 098 4 025 023 4 020 07 4 05 012 4 010 06 4 05
—zr+1

212 — 12210 + 5328 — 10425 + 862 — 2422 + 1

Yo~ 1)Fat
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o7

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

218 — 217 — 18216 + 18215 + 13421 — 134213 — 531212 + 531211 + 1198210 — 11982°—
—151928 + 151927 4 9892 — 98925 — 26524 + 26523 + 2022 — 20z + 1

236 _ p35 4 233 _ 032 L 80 020 L 27 026 L 24 023 L o21  220 4 08 216,
gl 18 12 010 400 0T 06 ad 08 o

S _o(—1)F [(14]:’6)3314—% _ (13,:16)9013—2’1 .
igzo(_l)kl"k
;1;1:0(—1)’C [(29,;’“)9529—% i (28}:k)x28_2k,:|
228:0 a*
28— Taf + 142 — 827 + 1
a0t — g0 — g8 —af 422+ 1
1M (—1)E [(3ok—k)x30—2k n (291:1@)3329_%} 1
Zi():o a*
ZZ:O(_l)k [(15,:k)x15_2k _ (14]:’“)3314—211
z():o(_l)kxk

18 — 18216 — 215 4+ 135214 + 15213 — 546212 — 90zt + 1287210 + 2762° — 178228 — 45927+
+138525 + 4052° — 5342 — 17023 + 7222 + 24z + 1

36 — 33 4 27 24 4 018 012 4 09 03 4 g
210 — 16214 + 104212 — 352210 + 66028 — 6722° + 3362 — 6422 + 2

ISZ +1
224 — 223 — 24222 4 23221 + 252220 — 229219 — 1521218 + 1292417 4 583216 — 4540215 —
—14822z™ + 10282x13 + 25284212 — 15001z — 28667210 + 13653z° + 2088628 — 716827 —
—91262% + 180225 + 2085x% — 10123 — 18022 — 122 + 1

g4 AT 4 43 42 L 038 087 L 085 034 L 033 0832 L 080 020 4 428 09T | 025
24 4 23 p21 4 20 019 4 08 016 4 05 pd4 03 001 00 06 4 05 0y

210 4+ 29 — 1028 — 1027 + 3428 + 3425 — 432* — 4322 + 1222 + 122 + 1
220 4 19 10T p16 4 04 g 013 01 10 09 4 o7 a6 gA 03 g

]1€6:O(_1>k [(SB;k)x:a*s—% + (321:k)x32—2k}

226:0 ¥
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68

69

70

71

72

73

74

(0]

76

7

216 — 17214 + 119212 — 442210 4 93528 — 112225 + 7142* — 20422 + 17

16

k:o(*l)km%
222 — 221 — 22420 4 22219 4 908218 — 208217 — 110321¢ + 110321° 4 3589214 — 3589213 —
—7359212 4+ 7359211 + 9385210 — 938529 — 70602® + 706027 + 280726 — 280725 — 4824+
+48273 + 2422 — 247 + 1

o4 43 4 g4l 40 4 038 037 4 085 o34 4 082 031 4 020 008 4 026 425 4 093
22 4 21 p19 4 I8 L 006 4 05 018 4 02 010 4 0 T L a6 gd g3 1]

212 + 21 — 12210 — 1129 + 5428 + 4327 — 11325 — 7125 + 1102* + 4623 — 4022 — 8z + 1

224 4 23 19 _ 18 1T 16 4 04 4 03 4 002 4 p] g 00 08 T 6
—d+x+1

17 (C1)k [(35]:k)x35_2k 4 (34;k)x34—2k}
ZZOZO a
22 — 12210 + 5428 — 1122 + 1052* — 3622 + 1
ho(-DFat
]167:0(_1)k [(36];79)1,367216 I (35k7k)x3572k} 1
222:0 o
22:0(71)1@ [(18,;]“)%8*2’“ _ (17k—lc)x1772k:| 1
iio(_l)kmk

220 — 20218 + 170216 — 215 — 8002 + 15213 + 2275212 — 902! — 4004210 + 2752° + 429028 —
—45027 — 264025 + 3792° 4+ 825x% — 14523 — 10022 + 202 + 1

20 _ 235 4 425 220 4 015 05 4
218 — 19216 + 152214 — 665212 + 1729210 — 271728 + 250820 — 125424 + 28522 — 19

18 .

k:o(_l)kl’%
230 — 229 — 30228 4 29227 + 405226 — 377225 — 3250222 + 2901223 + 17249222 — 14697221 —
—63734229 + 51590219 + 168035218 — 128611217 — 318629216 + 229651215 + 432159214 —
—292608x13 — 411241212 + 26192411 + 264472210 — 15987329 — 10740628 + 63143z7 + 2405125 —
—146092° — 201024 + +156223 — 7222 — 242 + 1

260 _ 59 4 53 _ 52 4 449 48 | 46 _ 45 4 442 Al 4 039 037 4 435 a:34+

432 80 4428 026 4 025 023 4 021 019 4 018 015 4 04 12 4 01 g8y
7
+r’'—ax+1
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78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

212 4 2t — 12210 — 1229 4+ 5328 + 5327 — 1032% — 1032° + 792* + 7922 — 1222 — 12z + 1

224 4 g2 21 20 4 18 4 07 05 pdd 002 000 00 4 T 4 06 gl
— B 4+x+1

ilcio(_l)k [(39k—k)$39—2k n (38]6—16)1,38—21@}

78
ko @
216 — 1621 + 104212 — 352219 + 65928 — 66425 + 3162* — 4822 + 1
4 k,.8k
Zk:o(*l) T

227 — 27225 4 324223 — 2277221 + 10395219 — 32319217 + 6976821° — 104652213 + 10740621 —
—729302° + 3088827 — 737125 + 81923 — 272 + 1

2270 a7

> peo(—1F {(201;16)3:20_% - (19];’@)3519—%] i1

20 (~1)k [(41];1@)17417% I (40};1@)1,407%}

82
> k=0 a®
212 — 11210 + 4428 — 7825 + 602 — 1622 + 1
224 422 18 416 4 012 08 06 4 02 4

232 — 231 — 32430 4 31229 4 464228 — 433227 — 4033226 + 360022° 4+ 2342622 — 19826223 —
—95978222 + 7615222! + 285340220 — 209188x'9 — 62373228 + 41454427 + 1004699216 —
—590154215 — 1183593214 4 593422213 + 1001431212 — 40789021 — 58940310 + 1810712+
+228888x° — 4688227 — 5369025 + 56862° + 65162* — 11623 — 30422 — 162 + 1

264 _ 63 4 259 _ 058 4 054 053 4 49 48 4 AT 046 44 43 42 o4l 30
38 4 3T _ 36 4 034 033 4 032 031 4 80 028 4 27 026 4 425 023 4 422
g2l 4 20 18 4 17 216 4 15 o114 10 06 4 05 oy ]

Ilc(io(_l)k [(21k—k)x21—2k _ (2016—16)1,20—21@}
42
k:o(*l)kxk

228 — 227 — 28226 4 28125 + 349224 — 349223 — 2551222 + 2551221 4 12123220 — 12123219 —
—392362'% + 39236217 + 88045216 — 8804525 — 136763z 4 13676313 + 144247212 —
—14424721 — 99295210 4+ 9929522 + 4170328 — 41703z7 — 956925 + 95692° + 98724 —
—087x3 — 2822 + 28z + 1

256 _ 255 4 258 _ 452 4 50 _ 49 4 AT 046 4 pdd 043 4 o4l 040 38 3T o o35
_p34 4 32 g3l 20 028 L 2T 025 L g24 022 4 g21 019 4 08 016 4 405
13y 12 00 4 09 T a6 g g3 ]
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88

89

90

91

92

93

94

95

96

220 — 20218 + 169216 — 784514 + 2172212 — 3664210 + 368328 — 207228 + 5752 — 6022 + 1
o (—1)kath
oD [t (e 1

88
> peo
212 — 12210 4+ 29 + 5428 — 927 — 11225 + 2725 + 1052* — 3122 — 3622 + 122 + 1
A L N |

230 — 235 — 36234 + 35273 + 594232 — 560231 — 5952230 + 542622° + 40454228 — 35554227 —
—197288226 + 166634225 + 71218022* — 576199223 — 1934944422 + 1494700221 + 3983738220 —
—2928983219 — 620813628 + 4331906217 + 7259749216 — 4795428215 — 626363314+
43907332213 4 3879994212 — 22785752 — 1655004210 + 90889622 + 45605228 — 23005827 —
—735712% + 3232725 + 601824 — 192223 — 21622 + 24z + 1

272 _ Tl 4 265 _ 64 4 059 _ 05T L 52 050 L 46 _ 043 | 039 036 4 433 020
426 22 4 420 _ 15 4 13 8 LT 4

2?2 — 23270 + 23028 — 1311216 4 46922'* — 10948212 4 1674420 — 164452 + 986725 —
—32892" 4 5062 — 23

22 i
k:o(_l)kx%

230 — 229 — 30228 4 30227 + 404226 — 404225 — 322322% + 3223223 + 16927222 — 16927221 —
—6150322° + 61503210 + 15810128 — 158101217 — 288950216 + 28895021° + 37190824 —
—371908z13 — 329002212 4 329002211 4 191674210 — 1916742° — 6866428 + 6866427+
+1354825 — 135482 — 1208z + 120823 + 3222 — 32z + 1

260 _ 59 4 25T 056 4 454 053 L 51 050 L 48 4T | od5 44 | 42 4l L 039
_ 38 4 236 _ 435 4 33 032 4 80 098 4 007 | 025 4 24 022 4 21 19 4 g8
g6 15 18 L 012 010 L a0 0T L a6 ad g a8

chl:o(*l)k [(23]: )a23-2k _ (22,:]“)9522*2’9}

o (—1)ka*
230 — 235 — 362%* + 35273 + 594232 — 559231 — 5953230 + 5394229 + 40485228 — 35091227 —
—197720225 + 16262922° + 71575422* — 553125223 — 1954471222 4 140134622 + 4057888220 —
—2656542219 — 6408680218 4 3752139217 4 764911626 — 38969962'° — 680351824+
42906674213 4 4404908212 — 1498899211 — 2000649210 + 50347922 + 60119428 — 10043227 —
—10845825 + 105342 + 9885x* — 60523 — 34022 4+ 20z + 1

272 — Tl 4 67 _ 66 4 462 _ 261 L 57 056 L 53 _ 051 L 48 046 | 443 o4l | 38
36 4 34 4314 020 026 4 24 021 4 09 216 4 05 o1l 4 00 06 4 05 oy

216 — 1621 + 104212 — 352210 + 66028 — 67225 + 3362* — 6422 + 1

S _o(—1)ka16k
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97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

eo (D) () 4 ()2t

Zk ox

2L 21219 4+ 189217 — 95241° — 14 + 2940213 + 14212 — 5733211 — 77210 + 70072° + 21028 —
—514727 — 29425 + 20722° + 1962* — 37123 — 4922 + 14z + 1

S _o(—1)FaTk
30 30228 — 227 4 405226 4+ 27225 — 325022% — 324223 4+ 17250222 4+ 2278221 — 63756220 —
—10416219 + 168244218 + 32508217 — 319752216 — 7072021° 4 435915214 4+ 107592213 —

—4193532'2 — 113139z + 275835210 4 799362 — 1175042° — 3602727 + 2944225+
+942325% — 35552* — 117323 + 10822 + 36z + 1

260 _ 57 4 51 _ 48 L 42 030 4 033 030 L 27 421 4 08 02 4 09 43 4

20 — 20218 + 170216 — 800z + 227522 — 4005210 + 43002° — 267526 + 8752 — 12522 + 5

Yo 1)kao"

(o (0 )0-5]

100
> k=0 a*

216 4+ 215 — 16214 — 1621 4+ 103212 + 10321 — 339210 — 339292 + 59628 + 59627 — 52626 —
—5262° + 188z* + 188z — 1622 — 16z + 1

232 4 g3l 20 _ 428 4 026 4 025 023 022 4 020 4 019 AT _ 06 _ 15 4 13y o2
—x0 T4 — gt — 2t 441

A (N Gt

102
2 k=0 a*

24 _ 24222 4+ 251220 — 1500218 + 5645216 — 139042 + 22580212 — 23792210 + 1562248 —
—593620 + 11412* — 8422 + 1

12
k:o(_l)kx4k

x4 4 228 — 23222 — 23221 + 230220 + 229219 — 1312218 — 1294217 + 4709216 4 4573210 —
—11067z — 10506213 + 17187212 + 158102 — 17391210 — 153332° + 1103428 + 918927 —
—40882°% — 31422° + 784z + 52823 — 6422 — 32z + 1

248 AT 4 46 443 042 9odl 040 039 L 036 4 35 L 034 4 033 L 032 4 031

28 26 p24 022 020 4 017 4 06 4 015 4 a4 g 03 4 012 09 08 90T
—8 — S+t +1

a0 [ - )] -

52
k:o(_l)kxk

102




107

108

109

110

111

112

113

114

iio(_l)k [(53k—k)$53—2k i (52k—k)$52—2k}

106
D k= ox
18 _ 18216 + 13521 — 546212 + 1287210 — 178248 + 138645 — 540x* + 8122 — 3

230 — 18 41
26 —k _ —k\ 53—
k:O(_l)k {(54k )x54 2% (53}c )wsg 2k} 1

108
2 k=0 *

220 + 219 — 20218 — 19217 4+ 170216 + 151215 — 80124 — 650213 + 2289212 + 163911 —
—4080x10 — 244229 + 44892 + 205827 — 289125 — 877x° + 951a* + 15123 — 10822 — 122 + 1

240 | 439 35 434 4 280 098 025 4 023 020 A7 05 02 4 010 6
— 2P+ ax+1

2% — 3% — 3623 + 362 + 593232 — 593x3! — 5919230 + 591922 + 39961228 — 39961227 —
—1928802%5 + 19288022 + 6859072 — 685907z — 1824913272 + 182491322' +
+36512722%° — 3651272 — 54757038 4 54757037 4 6085132x'° — 60851322'%—
—4909788z + 490978823 + 27866562'% — 27866562 — 106156650 + 106156627+
+2530442% — 25304427 — 337802° + 337802° + 2073x* — 207323 — 362> + 36z + 1

272 — Tl 4 69 _ 68 4 166 _ 065 4 063 _ 062 4 260 _ 059 4 05T _ 056 4 54 _ 053 4 451
_ 50 4 A8 AT L 045 44 | 042 a4l 039 038 4 036 34 4 083 81 4 80
28 4 2T 425 4 024 022 4 21 219 4 08 016 4 05 18 4 12 210 4 o0

—2 4 —at a1

24 _ 24222 4+ 252220 — 1520218 4 581316 — 146722 + 24648212 — 27104210 4 1864628 —
—734428 4+ 14002* — 9622 + 1

Yoo~ 1)
ilo(_l)k [(561;16)3:56—2k n (55];1@)1,55—%} 11

112
D hm 05”

18+ 217 — 18216 — 18215 + 13424 + 134213 — 531212 — 531! + 1198210 4 119827 —
—151928 — 151927 + 98925 + 98925 — 265x* — 26523 + 2022 + 20x + 1

236 4 35 _ 33 _ 432 4 080 4 020 02T 026 4 024 4 423 021 420 4 018 _ 416 _ 415
G312 10 09 4 0T 4 6 g4 g3 ]
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115 | % — 2% — 442%% + 432* + 902240 — 859239 — 11441238 + 10582237 + 100567236 — 8998523° —
—6502362* 4 560251233 4 3203650232 — 2643399231 — 12294569230 + 9651170229 4 37253225228 —
—27602055227 — 89808680x2¢ + 62206625x2° + 17277901122* — 110572386223 — 265002643222+
+15443025822! + 322457859220 — 168027624219 — 308473797218 + 1404464037 + 228768475216 —
—8832338321° — 128871012z + 40552321213 + 53558102212 — 13016729z — 15742859210+
+27428742° + 307366228 — 34723327 — 36145525 + 240892° + 2178624 —

—9862% — 50422 + 24x + 1

288 _ 87T 4 o83 _ 82 4 078 _ TT 4 073 T2 4 068 _ 067 4 065 _ 64 4 063 _ 062 4 160
59 4 58 _ BT 4 055 _ 054 4 053 052 4 050 249 L 48 4T 045 44 | 43
_pAl 4 440 030 o 38 036 4 035 034 4 033 081 4 030 020 L 28 026 4 425
2428 p21 020 006 4 p15 g1l 10 6 405 g 1]

116 | 228 — 29226 4+ 377224 — 2900222 4 14674220 — 51359418 + 127281216 — 224808z 14+
4281010212 — 243542210 + 14099828 — 5127225 4+ 105562% — 101522 + 29

28

k:o(_l)kx%
117 | 236 — 36234 — 233 + 594232 + 33231 — 5952430 — 495229 + 40455228 + 4467427 — 197316226 —
—27054225 + 71252922% + 116154223 — 1937496222 — 364067221 + 3995883220+
+845295219 — 6247579218 — 1459998217 + 7348878216 4 186758521° — 640383314 —

—1746123213 + 403093622 + 116546421 — 1761969210 — 5345442° + 50217328+
+15833727 — 836312 — 2716225 + 64712* + 21452% — 10822 — 36z + 1

272 — 69 4 263 _ 260 4 54 _ 51 4 45 442 4 036 030 4 027 021 4 018 12
2 — 2?41

18 | YoM (—1)F [(29];1@)3329_21@ _ (28];1@)3:28—211

58
k:o(_l)kwk

119 | %8 — 247 — 48246 4 4724 + 10802* — 10342*® — 15136242 + 14148z* + 148091240 — 134931239 —
—1074488238 + 952717237 + 5994444236 — 5163498z — 26311919234 + 21979367233 + 92220138232 —
—745733222%1 — 260447090230 4 20352055022 + 595550236228 — 448955699227 — 1103970115226+
+80160402322% 4 1655619772x2* — 1156350782223 — 1998238943222 4 1341017921 x21 +
+1924029811220 — 1239775442219 — 145900897528 + 90236964227 + 855733436216 — 507960152215 —
—378612663x% + 215647349213 + 122048196212 — 6658771521 — 27295100210 + 1416914229+
+39521162% — 190957027 — 33827620 + 1417922 + 157842 — 458423 — 35222 + 322 + 1

296 _ 295 | 489 | 488 4 082 81 079 T8 75 T4 72 o714 068 067 4 65
Oy 62 460 058 5T 4 55 453 | 051 050 4 A8 A6 45 43 4 Al

L 39 4 438 036 L B34 432 0 031 020 | 028 95 4 24 02 091 18 4 17
—zP e ¥ T - +1

120 | 216 — 162'* + 10522 — 364210 + 7142® — 78426 + 4402* — 9622 + 1

232 4 28 _ 220 _ 16 12 4 a4
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50. tablazat. A paratlan indexid U}*(z) = |V, (ix) Yoy, (ix)| = |V, (iz) Y, (—iz)| kifejezések listaja

U (z) (n paratlan)

O J ot W

—_
—

15
17
19
21
23

25
27

x2 4+ 4

22+ 1

zt 4+ 322 +1

20 + 52t + 622 + 1

20+ 62 +922 + 1

219 4 928 4 2825 4 3524 + 1522 + 1

12 4+ 11210 + 4528 4 8425 + 702* + 2122 + 1

8 4+ 926 4 262* + 2422 + 1

210 4+ 1521 + 91212 + 286210 + 49528 + 46225 + 2102* + 3622 + 1

'8 4+ 17210 + 1202 4 455212 + 100120 + 128728 + 92420 + 3302 + 4522 + 1

12 + 13210 + 6428 + 14625 + 1482* + 4822 + 1

222 4 21220 + 19028 4 96926 + 30602 + 6188212 + 8008210 + 643528+
+30032°% + 7152* + 6622 + 1

220 4 20218 + 170216 4 8002 + 2275212 + 4003210 + 428028 + 260528 + 775zt + 7522 + 1

218 4+ 18216 + 1352 + 546212 + 1287210 + 178228 + 138625 + 5402* + 8122 + 1
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51. tablazat. T, (z) — h lineéris polinom oszt6i (h = 0,+1, £2)

0s2t6 T (z) T (z) — 2 T (x) + 2 T (x) — 1 T (x) + 1
[y (2) =2 —2 minden n
[Wy(2))® =2 +2 n=0 (mod2) | n=1 (mod 2)
Us(z) =2 +1 n=0 (mod 3) Zi;ggggg
[Ws(x)]” = (z+1)2 n =0 (mod 3)
Uy(z) == n=1(mod?2) | n=0 (mod4) | n=2 (mod 4)
(W ()] = 22 n=0 (mod 4) | n=2 (mod 4)
ito) =21 =0 o 0)| =3 (o ) |72 L8 = et
[We(x)]? = (& —1)2 n=0 (mod 6) | n=3 (mod 6)

52. tablazat. U (x) — h linearis polinom osztoi (h =0, £1)

0szt6 Ui(x) Ui(x) —1 Ui(z)+1
Us(z)=2+1|n=2(mod3) | n=0 (mod3) | n=1 (mod 3)
Uy(z) =2 |n=1(mod2)|n=0(mod4)|n=2(mod4)
[Uy(2)]? = 22 n=0 (mod 4) | n=2 (mod 4)
wo(a) = o =1 [m=2 (mod 3) | 1200 O
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1. abra. T4 (z), T (x), TF () és T¢ (x) gorbéje

Ty (x) = x%—3x Ay Ty (x) =x*—2x%2+2 4
(~1;2) T
11
(-¥3:0) ; (0;0) ;
' 1 (V3:0)
(-2;-2) b 1:-2) (—\/’2’.‘—2) (\4’»2:—2)
T3 (x) = x° —5x® + 5x Ay Ti(x)=xf—6x*+9x2 -2 Ay
u-'EZi 1‘2] :'52_,1:2 -
( + ( ) @2 (-22) 3 (%2
1+ 1
F-us [s-v3 Vo +4Z \"_’, \’?.
O ) PR ‘a
"V Fess ‘ (0; 0) ‘ —2; ‘\ .,\.'7
(\‘7‘7 ;") 0;0 (V&) (0Z 2:0)
“2-2) (% + (~V3:-2) T2 (V3;-2)
E-1
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53. tablazat. A T (z) polinom rajzahoz tartozé adatok 3 <n < 6 esetén

T3 (z) Ty (z) Ts (x) T (x)
gyokok V3~ +1,73205 | /2 + V2 & +1,84776 | £1/ 555 ~ 4+1,90211 | +Y04Y2 & 41 93185
0 £v/2 = V2~ 40,76537 | £1/358 ~ 4117557 | £v2 ~ £1,41421
0 + Y62 & 40, 51764
min /max +1 /2 &~ £1,41421 + 050 & 4161803 | +v/3 ~ +1,73205
helyek 0 + 0520 ~ +0,61803 +1
0
inflexios 0 i@ ~ 0, 81650 i\@ ro1,22474 | £YOEYEL g 45a82
pontok 0 + 6;‘/i ~ +0,53243
inflexiés p. 0 —2 ~ —0,22222 ~ F0, 30619 ~ —0,34796
fv. értékek 0 ~ 0,09196
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Uz(x) =x%—2x

o

2. abra. Us(x),Uf(z), U (z) és Ug(x) gorbéje

Ay

(—vz;0) (0;0) : (v2;0) } .E;
1
2 4 |2
37343
Uz(x) = x5 — 4x% + 3x Ay
le+va svzi-1z o+
’\‘”T AT I I
byl syaisz Jo-vm
1 __(\i""s"”' 35 | 5
(10 fo:0) (1;0) X
(—¥3;0) (VE;‘U) o

6-v21  BZT+12 [6- V2l
| 5 5

5

)
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Uix)=x*—3x2+1 Ay

©; 1)1l 1

( ,{'5; !:n) , (_‘4-_52‘ 1 ¥
(_ _;52- 1:[]) (‘-’52 1:0) 1
& @
Us(x) =x®—5x*+6x>—1 Ay
5-v7 w17
Y
1
‘ (Ziasz;;o) £
(Zc‘;s?;io) i (Ecns;;ﬂjr

(0:-1)

[BHVT T +7
e

(q!_

[54V7 _T+7
27

3




54. tablazat. Az U (z) polinom rajzéhoz tartozo adatok 3 <n < 6 esetén

U (x) U (z) 5 (x) Ug (z)
gyokok V2~ £1,41421 | 0550 & 4161803 | £VB A +1,73205 | +2cos T ~ +1,80194
0 + 0520~ +0,61803 +1, 00000 +2.cos 2 ~ +1, 24698
0 +2cos 3F ~ +0, 44504
min/max | +£,/2 % +0,81650 | /3~ +1,2474 | £V~ hy asasy | £V & 41 50643
helyek 0 +VOVRL 10, 53243 | +Y5EVT 40, 88586
0
min/max xg@ ~ F1,08866 —5 1,25 ~ F1,43507 ~ —1,59643
értékek 1 ~ +1,03634 ~1,11261
1
inflexi6s 0 =L~ 0,70711 i\@ A~ 41,09545 | £ YRI5 o 4 33914
pontok 0 +VOVI5 o 40, 47477
inflexios p. 0 ~1—_0,2 ~ F0, 39436 ~ —0,50984
fv. értékek 0 ~ 0,10984
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Vi) =x"—6x° +10x° —4x |

by

3. abra. U7 (x) és U (x) gorbéje

Ul) = 2% — 7x® + 15x* — 10x2 4+ 1 4

Y.

v
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55. tablazat. Az U} (x) polinom rajzéhoz tartozo adatok 7 < n < 8 esetén

Uz (x)

Ug ()

gyokok +2 cosg ~ +1,84776 +2 cosg ~ +1,87939
+2cos T ~ +1,41421 +2cos & ~ +1,53209
+2cos 3T +0,76537 +1
0 +2cos 4T ~ +0, 34730
2v/30- recos —— [ +10
min /max i\/ coof 2 - sl +1,68950 Ly Scosliarecos 4T 4y 75384
helyek i\/Q\/TJ cos[ arccss ;%72%] +10 ~ :]:1’ 19880 i\/ﬁcos arccos g ]+7 ~ :tl 30167
:t\/Q\/TJ cos[ arcc<;s 55%4-%”] +10 ~ +0, 39638 i\/ﬁcos[% arcczs é—&-%’]—‘r? ~ +0, 69259
0
min/max ~ F1,83325 ~ —2,03912
értékek ~ +1,20698 ~1,31121
~ F1,01991 ~ —1,06506
1
2+/385- r T (435
inflexios + V100 o 11 48695 i\/ eold s 2 41 5367
2/385. L2135
pontok +V10-VS0 10, 80381 i\/ el R J+22 +1,03923
0 :I:\/2\/385 cos[ arc;(;s \/%+2.7ﬂ] +35 ~ :I:O7 36084
0
inflexiés p. ~ —0,61362 ~ —0,71155
fv. értékek ~ 0,18172 =~ 0, 23850
0 ~ —0,06290
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56. tablazat. A V*(x) polinom gytkei és szélsGertékei 3 < n < 8 esetén

V5 (z) Vi(z) V5 () Vg () Vi (z) Vg (z)
gyokok | —1,24698 | —1,53209 | —1,68251 | —1,77091 | —1,82709 | —1,86494
0,44504 | —0,34730 | —0,83083 | —1,13613 | —1,33826 | —1, 47802
1,80194 1 0,28463 | —0,24107 | —0,61803 | —0,89148
1,87939 | 1,30972 | 0,70921 | 0,20906 | —0,18454
1,91899 | 1,49702 1 0,54733
1,94188 | 1,61803 | 1,20527
1,95630 | 1,70043
1,96595
min/max | —0,54858 | —1,07597 | —1,36551 | —1,53908 | —1,65065 | —1,72637
helyek 1,21525 | 0,30566 | —0,32294 | —0,74163 | —1,02691 | —1,22762
1,52031 | 0,81125 | 0,22005 | —0,22884 | —0, 56506
1,67719 | 1,12581 | 0,60566 | 0,17190
1,76818 | 1,33234 | 0,88376
1,82554 | 1,47439
1,86400
min/max | 1,63113 | —2,03912 | 2,45754 | —2,88118 | 3,30783 | —3,73638
értékek | —1,11261 | 1,31121 | —1,53562 | 1,77151 | —2,01359 | 2,25942
—1,06506 | 1,19076 | —1,33912 | 1,49862 | —1,66447
~1,04259 | 1,13029 | —1,23753 | 1,35512
—1,03011 | 1,09512 | —1,17695
—1,02244 | 1,07270
~1,01738
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57. téblazat. T (z) — h (h = 42,0, £1) gydkei

a (51) képlet szerint nyert gyokok vOkok monoton csokkend sorrendben
g g
Ti(z) —2|2cos 2 (k=0,1,...,n—1) 2cos 2T (k=0,1,...,|%])
Tr(z) +2 | 2c0s BT () — 0,1, n—1) | 2cos BT (x—0,1,...,[%52])
« 2k+1/2 2%k+1
T (z) 2005%, (k=0,1,...,n—1) 2 cos ¢ ;;L)W, (k=0,1,...,n—1)
Ti(x) — 1| 2cos EEAT (1 —0,1,...,n—1) | 2cos PEUT (. —0,2,3,5..., |32])
Ti(x) + 1| 2cos BB (1 — 0,1, ,n—1) | 2cos PHEAT (k= 0,1,3,4,..., | 33])
58. tablazat. U} (x) —h (h =0,%1) gyokei
polinom | gytkdk sora
Ui(x) QCosnk—L, (k=1,...,n)
— 2k+1)7
Up(z) =1 |2cos 257 (k=1,2,..., |25 ]); 2cos DT (k= 0,1,....|2])
Up(z) +1 | 2cos @™ (k= 0,1,..., |%52]); 2cos 22T (k= 1,2,..., | %))
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(r) —2 = (2" — 1)? gydkei

*
n

és

(x) —2

*
n

4. abra.

2cos0

4

2 cos

2cos0

(r) +2 = (2" + 1) gydkei

abra. T¥(x) +2 és T

5.

3T

2cos —

3T

2 cos
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(z) = 2" + 1 gyokei

abra. T (x) és T

6.

3

2cos—

3
6

—1 cos
e

(x) —1és T (x) — 1 = 22 — 2™ + 1 gydkei

*
n

7. dbra.
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(r) +1és TF(z) + 1 = 22" + 2" + 1 gydkei

*
n

4bra.

8.

107 8w
2cos —
12 12

2cos——

0 2k gyokei

n
k=

(z) =

abra. U} (x) és Uy

9.

™

2cos —

27
5

4 3
2cos— 2cos—
5 5

2cos —

5

o

o

o

o
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0 2k — 2" gyokei

n
k=

@)-1=X%

*
n

és

() =1

*
n

10. abra.

27

2cos—

27

2 cos

0 22k 2" gydkei

n
k=

s Uk(x)+1=>"

(x)+1

*
n

abra.

11.

2 cos —

3w

2cos —
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