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El6sz6

Eloszo

,.Kutya nehéz gy hazudni, ha az ember nem 6smeri az igazsagot” — kezdddik
Esterhdzy Harmonia Caelestis-e. Az igazsdg ismerete nélkiil azonban nemcsak
hazudni, hanem igazat mondani sem konny(. Egyszer(i azt mondani, hogy a ma-
tematika mai modern vildgunkban mindeniitt ott van (mutogathatunk elektro-
nikus eszk6zokre, mobil alkalmazdsokra, online bankoldsra), de pontosan meg-
nevezni a matematikdt, ami ott van, és hogy milyen kdzvetett médon van ott, mar
nem is olyan konny(. Persze az olvasé dolga sem egyszerd. Azt nem nehéz elfo-
gadni, hogy a matematika jelen van, de az igazsag megtaldlasdhoz még atlagos
matematikai ismeretekkel is nagyon komoly eréfeszitéseket kell tenni.

A legfébb nehézséget az okozza, hogy az iskoldban tanult matematika és a
mai modern matematika kozott hatalmas szakadék tatong, €s a leghétkdzna-
pibb alkalmazis hatterét is olyan matematika szolgdltatja, amit meglehet6sen
nehéz a kozépiskolas tananyaghoz kapcsolni. Gondoljunk a mai autékban talal-
hat6 automatikus fékezd és sebességszabdlyoz6 rendszerekre, amiket kamerdk
vagy kiilonbozé radarok segitségével vezérel egy fedélzeti szamitégép. Milyen
elven miikodik ez a rendszer? Hogyan észleli, hogy fékezni kell? Mennyire kell
fékezni? Hogyan kell kivitelezni magat a fékezést? Prébaljunk meg ennek a
komplex rendszernek csak egy nagyon lecsupaszitott feladatdra fokuszdalni: egy
100 km/h sebességgel haladé autét egyenletes fékezéssel dllora kell fékezniink
3 mésodperc alatt. Ezalatt a 3 mdsodperc alatt hdny métert tesz meg az autd?
Ha szeretnénk elkeriilni az {itkozést, akkor ezt az adatot feltétleniil ki kell tud-
nunk szamolni. A kérdés megvalaszoldsahoz egy masodrendd differencidlegyen-



Stipsicz Andrés, Titkos Tamds

letet kell megoldanunk. K6z€piskoldbdl emlékezhetiink masodfoku egyenletekre
(sokan talan még a megoldoképletet is tudjak), s valéban, az egyszeri ismeretter-
jesztének szerencséje van, mert egy ponton — némi integrdlds utdn — masodfoku
kifejezésekkel kell szamolni. Tehat a feladatot hozz4 tudjuk kapcsolni a kozép-
iskolds emlékeinkhez. De mit tudunk felidézni akdr csak egy egyismeretlenes,
de harmadfoku egyenlet megoldhat6sagar6l? A harmadfokud egyenlet megoldo-
képlete a XVI. szdzad 6ta ismert, csak épp nagyon bonyolult, megértéséhez nem
elegendd a valds szdmok ismerete, sziikségesek hozza a komplex szamok. Tehat
mar a XVI. szdzadi matematika bemutatdsdhoz is jécskdn el kéne emelkedni a
mai kozépiskolds tananyagtdl; hat még mire vallalkozik az, aki a XX., vagy pldne
a XXI. szazadi fejleményekrdl akar beszamolni? Egy masik példa: az internetes
bankolds manapsig igazin egyszer( feladatnak tlinik — persze szeretnénk ma-
gunkat biztonsdgban tudni, ne keriiljenek személyes vagy banki adataink ille-
téktelenek kezébe-gépére. Az internetes titkositds (nem meglepd médon) szintén
matematikai eredményeken alapul — ez esetben a kozépiskolabdl jol ismert prim-
szdmok és azok bizonyos tulajdonségai jitsszdk a fszerepet. De melyek is ezek
a tulajdonsdgok, azokat hogyan lehet felhaszndlni, és aztan ezt az elméletet ho-
gyan lehet a gyakorlatba atiiltetni?

Az Erint szerkesztSi 7 évvel ezel6tt arra véllalkoztak, hogy megprébaljdk dthi-
dalni azt a bizonyos szakadékot.

Létrehoztunk egy elektronikus lapot, ami — hidla mostanra mar tobbszaz szer-
z6nknek — minden matematika irdnt érdekl6d6 olvasé szdmara — elSképzettsé-
giiktd] fiiggetleniil — mond valamit. Rendszeresen beszdmolunk az éppen aktu-
alis magyar vonatkozasu érdekességekrdl, és megprobaljuk megszoélitani azokat
is, akik nem rendelkeznek komoly matematikai hattérrel, de érdeklédnek a tu-
domany irdnt. Tandéra — szakkor rovatunkkal a matematikatandrok eszkoztaranak
gazdagitdsdhoz és didkjaik motivalasihoz igyeksziink hozzdjarulni. Az Erint§
hetedik évében elinditottuk Héttusa rovatunkat, amely a rejtvények, fejtorék ked-
velSinek szol, és persze azoknak, akiknek hidnyoznak a kordbbi tanulméanyok
soran megszokott (esetleg triikkos) kihivasok.

Ebben a kiadvanyban az els6é 7 év termésébdl valogattunk 6ssze egy csokorra
valét. A teljesség igénye nélkiil rendeztiik kétetbe online matematikai lapunk
par cikkét, amelyek megitélésiink szerint jol jellemezték az djsagot az elmult
években, és bemutatjak, hogy merre szeretne tartani a jovében.



El6sz6

Az Erint6 szerkesztésében 2022-ben bekovetkezett varatlan haldldig meghaté-
rozé szerepet toltott be Besenyei Addm, aki egymaga megtestesitette célkitii-
zéseinket. Elkotelezett volt nemcsak a tudomdny és alkalmazdsai, de a tudomé-
nyos ismeretterjesztés irdnt is, életének utolsé éveiben pedig az egyetemi teenddi
mellett végtelen lelkesedéssel tanitott kdzépiskoldban is. Ezzel a kdnyvvel rd is
emlékeziink.

Stipsicz Andrds és Titkos Tamds

Stipsicz Andrds az ELTE matematikus szakdnak elvégzése utdn New Jersey-
ben, a Rutgers Egyetemen szerzett PhD fokozatot 1994-ben. Az ELTE Analizis
Tanszékén, majd tobb neves kiilfoldi egyetemen (Columbia Egyetem, Princeton
Egyetem, Kaliforniai Egyetem) oktatott. Az MTA tagja, a Rényi Alfréd Matema-
tikai Kutatéintézet kutatéprofesszora és igazgatdja, az Erinté f6szerkesztéje. Ku-
tatdsi teriilete a differencidltopologia, azon beliil az alacsony (legfeljebb négy)
dimenzios terek vizsgdlata.

Titkos Tamds egyetemi és doktori tanulmdnyait az ELTE-n folytatta, 2016 ota a
Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézet tudomdnyos munkatdrsa. 2018-ban el-
nyerte az Akadémiai Ifjiisdgi Dijat és a Bolyai Jdnos Kutatdsi Osztondijat, 2021-
ben az MTA 11I. osztdlydnak Alexits-dijdt. Munkdssdga leginkdbb a funkciondl-
analizishez kothetd. Az Erintd rovatvezetd szerkesztdje.



Simon L. Péter, Olah Vera

Kit érint a matematika?
(2016. szeptember, Hirek — iijjdonsagok)

Sosem voltam j6 matekbdl — mondja viccesen a riporter vagy a riportalany, kife-
jezve tarsadalmunk széles rétegének viszonyuldsit a matematikédhoz. Bar a koz-
oktatasban kiemelten, 12 éven 4t tanitjak, sok gyereknek elbb-utébb rettegett
tantargyava valik, amit nehéz megérteni, nehéz megtanulni. Ok felnSttként még
azt a keveset is, amit tudtak, igyekeznek elfelejteni. Médsoknak a matematika
mintha a vériikben lenne, szinte nem is kell tanulniuk, kdnnyedén oldjdk meg
a feladatokat, sorra nyerik a versenyeket. Szerintiik érdekes és szép. Vannak,
akik nem értik, mire j6 a matematika, miért is kell kinozni ezzel az elvont tu-
domannyal a tanuldkat. Valéban csak keveseknek, kivaltsagosaknak okozhatnak
oromet a matematika logikus kérdései, valaszai, megoldatlan problémai, szép-
sége €s igazsaga? A val6 életben mire haszndlhat6, amit ebbdl a targybdl tanu-
lunk?

A matematika az 6kortdl kezdve egyre inkdbb a tdrsadalom tuddsdnak alapja,
nélkiile nem lett volna épitészet, kereskedelem, technika, informatika, telefon,
tévé, internet és facebook. A fizika, a kémia, a biolégia vagy a haditechnika sem
tudott volna fejlédni a matematikusok djabb és tjabb elméletei, tételei nélkiil.
Mint ahogy a matematika is tjabb és Ujabb inspirdciét kapott a tudomanyok és a
technika eredményeitdl.

A rémai szamok kozoétt hidba keressiik a nullat, a negativ szamokroél nem is be-
szélve, ezek csak a kozépkorban, a kereskedelem igényei nyomén keriiltek be
a matematikdba. A XII. szdzadban a semmi absztrakcidéjaként bevezetett nulla
madra kozismertté vilt, és ez minden bizonnyal elmondhaté a XIX. szdzad végén
bevezetett iires halmazrdl is. A végtelen kicsi és végtelen nagy fogalmanak beve-
zetése, melyet a X VII. szdzadi fizika er6sen motivalt, az analizis kialakuldsdhoz
vezetett. Mdra minden mérnok és kdzgazddsz bevezetést kap a differencidl- és
integralszamitas rejtelmeibe, melynek fogalmai teljesen atjarjak a gazdasagi és
technikai vildgunkat. Az informatika kora is visszahatott a matematikéra, gon-
doljunk csak az internetes fizetést lehet6vé tevd kriptografiara, vagy az informa-
ci6k keresését szolgdlé adatbdnydszatra. Az elmult néhdny évtizedben szdmos
Uj matematikai teriilet 1étrejottének lehettiink tandi a kdoszelmélett6l a pénz-
igyi valtozasokat modellez§ véletlen folyamatokon 4t a nagy halézatok vizsgala-
tdig. Az igy kialakult diszciplindk fokozatosan beépiilnek a matematika hagyo-
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Kit érint a matematika?

madnyos teriiletei koz€. Mdara a matematika életiink szinte minden
részét atszovi. A matematikai logikdt, algoritmusokat alkalmazdé
rendszerszint gondolkodds a sikeres véllalat szdméra kulcsfontos-
sagu. Az iparban, a bankszféraban egyre keresettebbek a matemati-
kusok. Statisztikdk szerint az egyik legjobb foglalkozdas a vildgon a
matematikusé: nyugalmas, széles korben keresett és emellett jove-
delmezd!

Taldan mégiscsak érdemes lenne tobb gyerekkel és felnbttel megér-
tetni, megszerettetni a matematikat, megmutatni hasznossagét, al-
kalmazhatsagét! Hiszen szinte nincs az életnek olyan teriilete, amelyet a mate-
matika ne érintene!

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat feladatdnak érzi, hogy hazankban ezt az
iizenetet sz€les korben terjessze, a matematika eredményeit, ezek innovativ ha-
tasait sokak szdmdra elérhet6vé tegye. Ez vezetett néhanyunkat arra, hogy elin-
ditsuk a Tarsulat elektronikus matematikai lapjat, az Erintt. Szdmos kérdésre
szeretnénk vélaszt kapni mi is mindannyian, akiket mar régen megérintett a ma-
tematika. Mivel foglalkozik ma a matematikai kutatds? Hogyan épiilnek be az
Uj matematikai felfedezések a mindennapjainkba? Hogyan lehet az egyre szé-
lesed6 ismeretanyagot, a mélységet nem feladva, a kovetkez6 generaciénak at-
adni? Hogyan lehet ebben segiteni a sziiléknek? Kik azok, akik napjainkban a
matematikai kutatds és innovacié élvonalaban dolgoznak?

Tobbek kozott ezeket a témakat szeretnénk koriiljarni negyedévente megjelend
folyéiratunk rovataiban, ismeretterjesztd irdsokkal a matematika tanitdsarol, tu-
domdnyos eredményeirdl, ipari és pénziigyi alkalmazdsairdl, konyvismerteté-
sekkel, portrékkal, hirekkel. Szeretnénk megsz6litani mindazokat, akik a mate-
matikat tanuljdk, tanitjak, kutatjak, vagy barhol alkalmazzak. Reméljiik azonban,
hogy az Erint6t nemcsak azok olvassak, akiket munkdjuk, tanulmanyuk a mate-

matikahoz kot, hanem minden érdekl6do.

szerk@ematlap.hu cimiinkre varjuk masok otleteit is, amelyekkel hozza tudunk
jarulni ahhoz, hogy minél tobben érezzék azt, hogy a matematika ket is meg-
érintette.

Simon L. Péter és Oldh Vera
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Simon L. Péter

Erdemes-e matematikat tanulni
— avagy a vilag legjobb allasai
(2016. december, Gazdasag — technika — miivészet)

,.Es mit fog majd a matematikaval kezdeni, ha elvégzi az egyetemet?” — kérdezte
a gyermeke jovojéért aggddd sziild6 minap a Matematikai Intézet nyilt napjan,
gyorsan hozzitéve, hogy nem szeretne a gyerek tandr lenni. Benne van ebben a
kérdésben minden, amit tdrsadalmunk széles rétegei a matematikardl gondolnak.
Mit lehet erre a valaszolni? Gondolatébresztonek ime néhdny szempont.

Ha valaki az orvosi egyetemre jelentkezik, akkor jo eséllyel orvos lesz, de
legalabbis az egészségiigy teriiletén fog dolgozni. Matematikdbdl szerzett dip-
lomaval a fiatal el6tt ennél szélesebb spektrum all nyitva, a pénziigyi szfé-
rat6l a telekommunikicion és az autdiparon 4t a hazai és kiilfoldi kutatdinté-
zetekig és egyetemekig, kiillondsen, ha kell§ informatikai ismeretekkel is fel
van vértezve. Egy reprezentativnak nem nevezhetd, de a trendet mégis kife-
jez6 magyarorszagi felmérés szerint 25 végzett hallgaté koziil tizen
a szoftverfejlesztés és adatbanydszat teriiletén, nyolcan bankoknal,
biztositoknal és telekommunikacios cégeknél, heten pedig a fels6-
oktatdsban dolgoznak, és néhany évvel a végzésiik utdn 6tddrésziik
fizetése tobb mint 500 ezer forint.

A Carreercast karrierkutaté cég Egyesiilt Allamokban végzett ku-
tatdsa szerint a matematikdval kapcsolatos 4lldsok a legjobbak ko-
z0tt vannak minden évben. 2015-ben példdul a legjobb 4lldsok fenti
rangsoraban 200 4llas koziil elsé helyre keriilt az aktudrius (bizto-
sitdsi matematikus), a harmadik helyre a matematikus és a negyedikre a statisz-
tikus. Vagyis a legjobb négy 4llas koziil harom a matematikahoz kotddik. Ebben
az alaposan kidolgozott metodik4ji felmérésben természetesen nemcsak a fizetés
nagysaga szabja meg az alldsok rangsorat, hanem megfeleld sullyal figyelembe
veszik a kovetkez6 6t szempontot: a jovedelmet, a munkakdriilményeket, a mun-
kahelyi elémenetel lehetéségeit, a minél kevesebb stresszt és fizikai megterhe-
1ést.

Tagabb szemszogbdl nézve, az USA-ban, Eurépaban, és hazdnkban is kiilonds
figyelmet szentelnek a STEM (Science, Technology, Engineering, Mathematics)
terliletnek, amely sziikségszerli a versenyképességhez. A matematikai, termé-
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Erdemes-e matematikét tanulni — avagy a vildg legjobb élldsai

szettudomdnyos, miiszaki €s informatikai (magyarul MTMI) szektorban a ma-
gyarorszagi felmérések szerint tobb munkaerdre lenne sziikség, mint amennyit az
egyetemi képzések biztositanak. Miutdn mind a négy teriilethez elengedhetetlen
a matematikatudds, {gy az orszdg gazdasagi stabilitdsa és tovabbfejlédése szem-
pontjabdl kulcsszerephez jut a (kdzép)iskolai matematikaoktatds. Ehhez pedig
még tobb elkotelezett tandrra lesz sziikség. Taldn még a fent emlitett érdekl6dd
szul§ is oriilne néhany év miilva, ha csemetéje matematikatanitasra szeretné adni
a fejét.

De ha nem tanit, akkor vajon sziikség lesz-e rd egy véllalatnal? Er-
demes elolvasni ezzel kapcsolatban egy jelentds amerikai izleti lap,
a Fortune cikkét az algoritmikus gondolkozdsu vallalatvezet6rdl.
A cikk vezérgondolata: ,,Késziiljiink fel a legelsoprébb valtozasra
az tizleti életben az ipari forradalom 6ta”, amely a szerz$ szerint abban 4ll, hogy
a matematikai algoritmusok és az azokon alapulé szoftverek behatolnak az {iz-
leti életbe. Kiemelked6 cégek, mint a Google vagy az Amazon példdjan mutatja
be, hogy a matematika segitségével 6ridsi iizleti elényre tehet szert egy vallalat.
A cikk konkldzidja szerint a matematikai gondolkozds olyan mértékben befo-
lyasolja az tizleti élet mindennapjait, hogy hamarosan elengedhetetlenné valik a
véllalatirdnyitds, szervezés, miikodtetés djragondoldsa.

Ezek alapjin batran megnyugtathatunk minden aggddé sziil6t, hogy ha gyermeke
szereti a matematikat, akkor jol teszi, ha egyetemi szinten is foglalkozik vele.

Rovid bevezetdnket gondolatinditénak szantuk, amelyre olyan irdsokat varunk
folyé6iratunkba, amelyek tovabbi adatokkal, észrevételekkel szolgdlnak a kér-
déshez, hogy miért érdemes matematikat tanulni.

Simon L. Péter
ELTE TTK Alkalmazott Analizis és Szdmitdsmatematikai Tanszék

Simon L. Péter az ELTE TTK Matematikai Intézetének igazgatdja és az Alkal-
mazott Analizis és Szamitdsmatematikai Tanszékének vezetdje. Kutatdsi teriilete
a differencidlegyenletek kvalitativ elmélete, az utobbi években a hdlozati folya-
matok, elsésorban a jdrvdny- és az informdcioterjedés vizsgdlata. 2014-ben sze-
rezte meg az MTA doktori cimét, 2015 ota a Bolyai Janos Matematikai Tdrsulat
fétitkdra, 2016-t61 az Erinté fészerkesztdje.
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A zenében rejlo matematika
(2017. december, Gazdasag — technika — miivészet)

Azt mondjdk, hogy a matematikusok kozott igen sok zenészt taldlni. Ez nem
meglepd, hiszen mind a zene keltésében, mind magaban a rezgé kozeg fizikai
viselkedésében, sot, a zene lejegyzésében is rengeteg matematikailag konnyen
leirhat6 tulajdonsagot fedezhetiink fel. Az, hogy a szép, s logikus rend mellé
gyonyorkodtetd hangzds is parosul, magihoz vonzza a szépsé€g irant amugy is
igen érzékeny matematikusokat. Szoktuk is mondogatni a matematikdban, hogy
ha egy bizonyitas szEép, akkor az nagy valészintiséggel jo is.

Monochord - arany aranypar

Mint minden el6adast, ezt is ugy illik kezdeni, hogy ,,mar a gorogok is...” Nem
véletlen ez, hiszen az emberiség torténetével egyidds lehet a — sokszor alig-alig
ismert — zenei miivészet. Valoban kevéssé ismert a régi id6k zenéje, gondol-
junk csak arra, hogy az egyik legszebb hangt hangszeriinket a torkunkban hor-
dozzuk... Sajnos, a régi emberek hangszereirdl is kevés feljegyzés maradt fenn,
s mar a par szdz évvel ezeldtti hangszerek rekonstrukcidja is nehéz feladat. A
zene lejegyzése is elég késdn alakult ki a torténelem folyaman, nem is beszélve
arrdl, hogy mit tekintett fontosnak lekottdzni a korabeli zenész, s mi volt az, amit

nem irt le, hiszen kozismert tény volt.

De ha mar a gorogok, akkor természetesen — matematikatandrok 1évén — rogton
Piithagorasz jut esziinkbe. Piithagorasz nevével kapcsolatban pedig hdromszo-
gekre gondolunk, s a veliik kapcsolatos tételre. De gondolunk-e arra a Piithago-
raszra, aki kitartéan érdekl6dott a tiszta miivészetek irant? Gondolunk-e Piitha-
goraszra mint filozéfusra? Gondolunk-e Piithagoraszra, aki az élet szdmos terii-
letén kereste a rendet, ahogy 6 nevezte, a sziimphonidt?

Kozismert a torténet, amelyet Piithagorasz nevéhez fliznek. Nevezetesen egy
kalapacsmiihely mellett elhaladva a négy kalapacs csengését konszondnsnak,
azaz szépen egylittszolénak hallotta, s e tulajdonsdgot a kalapacsok silya ko-
zotti Osszefiiggéssel azonositotta. A kedves histéria szEép képet fest a nagy ma-
tematikusrol, de kevéssé valdszinti. Annyi viszont bizonyos, hogy igen behatdan
tanulményozta a monochord rezgéseit (lasd a fenti képen). Ilyen egyhird hang-
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Monochord (Forras:
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/0b/MIM_String_Instruments.jpg)

szer csupdn az iskoldban fellelhetd, az is csak demonstrécio6 céljabol. Azonban ne
keseredjiink el, szinte mindenki taldl a kornyezetében egy gitart, ami céljainknak
tokéletesen megfelel. Ennek teste kivdl6an rezondl, er8siti a hdr alig hallhat6
hangjat. Takarjuk le a nem sziikséges hirokat, hogy kizarjuk azok zavard ha-
t4sat. Ezen a hangszeren mar kdnnyedén kisérletezhetiink, hila a bundoknak, a
fogolapon taldlhaté rézlapoknak, melyek segitségével barki tisztan lefoghatja a
hangokat mindenféle zenei el6képzettség nélkiil.

Jatsszunk a gitdrunkkal! Egyetlen hurt — pl. a legalsd, a legvastagabb E-hurt —
megpenditve mas és mds magassdgi hangot kapunk, ha a hudrt egy-egy bundnal
lefogjuk. Piithagorasz hasonlé kisérleteket végzett a monochordjaval: a hurt 12
egyenld hosszisdgu részre osztotta fel, igy konnyedén vette a hur felét, harmadat,
... (Szerencsére a 12-nek sok oszt6ja van! @) Igy ha most a felénél fogjuk le
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a hurt, akkor megpengetéskor az alaphang feletti oktdvot, ha a 2/3-ad részénél,
akkor a kvintet, s ha a 3/4-ed részénél, akkor a kvartot hallhatjuk. (Sok gitarnal a
bundok kozotti jel segitségiinkre van az oktdv, s a kvart lefogdsandl.) A kisérletet
a tobbi hiiron elvégezve ugyanezeket a hangkozoket figyelhetjiik meg.

A kis egész szamok ardnyaként felirt hirardnyok meglepd médon éppen azok
a hangkozok, melyeknél a két hangot (alap és oktdv, alap és kvart, illetve alap
és kvint) a leginkabb szépen egyiittcsengdnek érziink. (Ennek okdra még késébb
visszatériink.) Amit a zenében szépnek taldlunk, az a matematikdban is igen szép
aranyokkal, az arany ardnypdrral irhat6 fel. Lassuk, mi is ez!

o 6 & 9 12

Az abrén lathatjuk, hogy a 12 egység hosszisagu hitrt a kilencediknél lefogva
az alaphang kvartjat kapjuk meg, mig ha a 8 egység hossziisagui htrral tessziik
ugyanezt, akkor a 6 egységnél kell lefognunk a hiirt, hogy a rovidebb htr kvartjat
hallhassuk. Ezt matematikailag a 12 : 9 = 8 : 6 arany igazolja.

Emellett még szintén érdekes, hogy a 9 (kvart) és a 8 (kvint) a 12 (alaphang) és
a 6 (az alap oktdvja) szamtani, illetve harmonikus kozepe:

6412 2
T 9 HE:12)= —
2 +13

A(6;12) = =38

o)}

Tehat az ,,arany aranypart” ezekkel felirva:

6412 2
12: tle 6

1 1 -
2 st

Piithagorasz a kozmosz sz6val nevezte el a vilag e sz€p harmoénidjat. A szép rend
szamdara mindenhol megjelent. Igy példaul a kocka és dudlisa, az oktaéder kozott
figyelt meg szép rendet:

kocka oktaéder
6 lap 6 cstcs

8 cstics 8 lap
12 €l 12 é1

A szépre val6 torekvésiinket minden mivészetben megfigyelhetjiik. A képeken,
szobrokon, épiileteken, de a dramak, zenemtivek idébeli felépitésében is 1épten-
nyomon felfedezhetjiik a kis egész szdmokkal felirhaté ardnyokat, vagy akar az
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aranymetszést. Ennek oka az ember, az ember és kornyezete, a vildg harmonikus
felépitésében keresendd. Nem véletlen, hogy Orfeusz muzsikdjaval a holtakra és
él6kre is egyardnt hatdssal van, rezondlnak zenéjére.

Hangko6zok — dsszegzés a zenében

Térjlink vissza az egyhudrd hangszeriinkh6z. Mi is torténik a hdrral, ha megpen-
ditjiik?

/2

< Ny,
< >

A hur két végén rogzitve van, igy szemmel l4thatd, hogy a kifeszitett drét a
pendités irdnyaban, illetve ellentétesen kitér, egy orsészerdi mintdzatot hoz létre.
Ez egy fél hullamhossz, hiszen a teljes szinuszgorbe fele jelenik meg el6ttiink.

Ez azt jelenti szdmunkra, hogy a huiron létrejové rezgés hullimhossza éppen a
hir hosszanak a kétszerese lesz. Hasonloképpen a hir hosszat roviditve (lefogva
egy-egy bundndl a hirt) a hullimhossz ardnyosan véltozik.

A hulldmhossz és a frekvencia forditottan ardnyos. (Ldsd késébb, a szorzatuk
éppen a hangsebességet adja meg az adott kozegben.)
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Vegyiik most alaphangnak az egyvonalas ¢ hangot. A kovetkez6 kottaképen az
alaphangot és az oktavjat lathatjuk egy-egy masik hanggal két tovabbi hangkozre
bontva. Igy az els6 esetben az oktdvot egy kvint és egy kvart, mig a méasodik
esetben egy kvart és egy kvint 6sszegére bontottuk. Vildgos, hogy a két osszeg
ugyanazt az oktdvot adja, vagyis az dsszeadds kommutativ tulajdonsiga jelenik
meg:

kvart 4 kvint = kvint 4 kvart = oktav

De hogy néz ki matematikailag ez az 6sszegzés? Irjuk fel a hirhosszak aranyit!

6 N
$|00

O
O
©

1 3 2
(Oktav: —, kvart: —, kvint: 5') Lathat6, hogy most az 6sszeadds jel helyett a

2 4
szorzés jelét kell haszndlnunk, hogy az 1/2 ardnyt megkapjuk:
32_23_1
43 34 2

Ha a hangok 0sszegzését a hdrhosszak ardnydnak szorzdsdval kell felirnunk,
akkor ez egy matematikus szdmadra azt jelenti, hogy a kotta a hiirok ardnyainak
logaritmusat (s6t, 1d. késdbb, a frekvencidk logaritmusat) dbrazolja:

oktav kottaképe = log <§ . i) =log <§> +log (i) = kvint és kvart kottaképe
Ha mar az el6bb felfedeztiik, hogy tetszSleges hiron végezhetjitkk a megfigye-
léseinket, miért ne folytatndnk azzal a hirral, amellyel a jatékot elkezdtiik?
Arra gondolok, hogy ha a hiiron a 3/4-ed részt lefogva elddllithattam az E-hiir
kvintjét, azaz a H hangot, akkor megismételhetnénk a lefogdst most a megro-
viditett huron, eléallitva a H hang kvintjét. Ehhez nem kell mdst tenni, mint a
korébbi, a ,,megmaradt” 2 /3-ad hosszdsagud hur 2/3-dd kell venni. Igy maris a H
hang kvintjét hallhatjuk, a Fisz hangot.

Matematikailag ez azt jelenti, hogy az eredeti hir 2/3-ad részének 2/3-ad ré-
szét vettiik, azaz a (2/3)* = 4/9-ed részét vettiik a hirnak. Zeneileg pedig azt
mondhatjuk, hogy a kvintre raépitettiink egy tjabb kvintet. Matematikus gon-
dolkoddsunk maéris érzi, hogy a zenei 0sszegzés, a két kvint 0sszeaddsa a hangok
frekvencidjanak szorzasat fogja jelenteni. ..
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Konszonancia

Ismét visszatérve az egyhurd hangszeriinkhoz, vegyiik fel gyorsitott videdval
a hur rezgéseit. Amint a felvételt lassitva visszanézziik, észrevehetjiik, hogy a
kordbban szabad szemmel is jol l4that6 orsdszerii alakzatra tovédbbi furcsa, de
egyben mégis szabdlyos rezgések rakddnak ra. Ez azt jelenti, hogy a hur rezgé-
sében tovabbi, rovidebb hullamhosszu rezgések taldlhatok.

Ezt kisérletileg konnyen ellendrizhetjiik, csupan annyi a dolgunk, hogy az alap-
hang rezgését megsziintessiik. Ezt 1igy tessziikk meg, hogy a megpendités utdn a
hir kdzepét 6vatosan megérintjiik, mellyel a k6zepén megsziintetjiik a rezgését.
Ekkor a tovabbi rezgéseket hallhatjuk, koziiliik is a leger6sebb az oktdv hangja
lesz. (Ha a hir kdzépen nem rezeg, akkor két orsészerli alakzat jon létre rajta,
vagyis egy teljes szinuszhullaim, melynek hulldimhossza a hidr hossza.)

Ha a kisérletet most gy folytatjuk, hogy a hdr 2/3-dnal is megsziintetjiik a rez-
gést, akkor az alaphang kvintjét hallhatjuk — igaz, egy oktdvval feljebb. Tovibb
kisérletezve (ehhez mar nagy tligyesség kell a gitdron) a tovabbi részhangokat is
kinyerhetjiik. Ezek a hangok a kovetkezé sorrendben jonnek el6:

M obeb_o_h_o_ﬂ
o 7O

s —" o O ©
7 O 17N o 2©
o2
s o
I 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16

Az egyes hangok alé irt szdmok nem csupdn a sorrendet jelentik, hanem azt is,
hogy az alaphang frekvencidjanak (v) hdnyszorosa jott 1étre: 2v, 3v, .... Ez
jol érthetd a korabbi dbrankon, hiszen a kisérleteink sordn éppen egy-egy ujabb
orsoszer( alakzat ,,fér rd” a hdrra.
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Ezt hivjuk felhangskélanak. (Erdekességként érdemes megemliteni, hogy a
hangok kiilonb6z6 hangszinét éppen ezen felhangok kiilonboz6 erdssége hata-
rozza meg. A fuvola hangjdban pl. a felhangok egyenletesen csokkené erds-
ségiiek, mig a klarinét felhangjai a csokkend er6sség mellett kissé hidnyosak:
minden mdsodik felhang hidnyzik.)

Korabbi tapasztalatainkbdl érdemes rogziteniink, hogy az oktdvok frekvencidi

mindig az el6z8k kétszeresei (2v), mig a kvinteket egy 3/2-es szorzdssal allit-
hatjuk el6 (3/2v).

Mitdl sz6l szépen két hang egyiitt? Kozelitsiikk meg mdshonnan a kérdést. Szép-e
egyiitt a 440 Hz-es és a 441 Hz-es hang? (A 440 Hz-es hang azt jelentik, hogy
a hur, a levegd részecskéi, a dobhartyank, ... éppen 440-et rezeg egy masod-
perc alatt. A 440 Hz-es hangot nevezziik a zenei A hangnak, erre hangolnak a
zenekarok.)

Erdemes letolteni egy hanggeneratort a telefonunkra. Ilyen igen sokféle talal-
hat6. Példaul a Frequency Sound Generator segitségével egyszerre tobb frekven-
cidju hangot is hallhatunk.

A két képen a nagyon magas rezgésszdm nem lenne jol lathatd, helyette a 11 Hz-

7~ 7z

es, a 12 Hz-es, a jobboldali dbran pedig a két el6z6 6sszegével kiegészitett rez-
gések l4thatok.

A hangfelvételekre kattintva a 440 Hz-es, a 441 Hz-es, valamint e kettd dsszegét
(a két hang egyiittes hangjat) hallgathatjuk meg.

440 Hz-es hang:

» 0:00/0:08 O
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441 Hz-es hang:

[ » 0:00/0:08

a két hang 6sszege:

» 0:00/0:08 <O i

1 bl I':'I.nlp
Ha kiilon-kiilon hallgatjuk e két hangot, nem halljuk a kiilonbséget. Ellenben
egylitt érdekes hanghatést figyelhetiink meg: a hallott hang egy valtozé intenzi-
tasd hang lesz. Ennek okat igen egyszertien magyarazhatjuk matematikailag.

A két rezgés:
yi1(t) = Asin(440¢)
y2(t) = Asin(441t)

A kett6t 6sszeadva a kovetkezd fiiggvényt kapjuk:

y(t) =y1(t) +y2(t) = Asin(440t) + Asin(441t) =

440 — 441 440 + 441
=2A-cos <2t> -sin <—;t> = 2A-cos(0,5¢) - sin (440,5¢)

Py

A kapott eredményen ldtszik, hogy a rezgés tovabbra is szinuszos (a kettd atla-
gaval, egy 440,5 Hz-cel rezg6 hangot hallunk), melynek amplitidéja lassan — 0,5
Hz-cel — véltozik. (A 440,5 Hz-hez képest a 0,5 Hz igen kicsi frekvencidju.) Ezt
halljuk lebegésszeriinek.

Maga a hallhaté hangzds nem til szép, de kivadléan haszndlhaté hangoldshoz:
amikor a két hang frekvencidja igen kozel van egymashoz, a lebegés lassan meg-
szlinik:

y(t) = llg(l) [Asin (440¢) + Asin ((440+¢€)1)] =

= lim [24. cos (;) -sin ( (440+ ;) 1)] = 24sin(440r)

£—0
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Ugyanigy nem til szép két hang egyiitt, ha felhangjai kozott van ,,strlédas”,
vagyis van olyan két felhang, melynek frekvenciai igen kozel vannak egymashoz.

A legszebb két hang, mely igen kellemesen egyiitt sz6l, a tiszta prim, vagyis az,
mikor két ugyanolyan frekvencidji hang sz6l. (Azonos a két hang.) Ekkor ter-
mészetes, hogy minden felhang megegyezik. Ha a két hang egy oktdvnyira van
egymdstol, akkor egész sok egyezés taldlhatd a felhangok kozott, s alig van né-
hany hang, mely ,,sdirlédik”. A kvarttal és a kvintte] mar sokkal tobb baj van.
Mint az aldbbi tdbldzatbdl 1atszik, joval kevesebb az egyezés. (A ’, ”, ””, stb. jel-
z€sek azt jelentik, hogy hany vonalas hangrél van szd, vagyis, hogy az alaphang
felett hdny oktdvval van a hang magasabban.)

C C7 G’ C?’ E’? G” B’? C9’5 D?” E’?’ FiSZ”’ G?”?
v 2v 3v 4v S5v 6v Tv 8v 9v 10v 11v 12v

C C” G” (O E” G””
v 2v/ 3V 4v' 5v/ 6V
G’ G” D” D””
v* 2v* 3v* 4v*

A kvintnél a G alaphangra épiil6 sorban igen kevés egyezés van (G’, G”, D,
G””):
G G, D” G” H” D’” Fan G”’ A”a H”a E”n G””
A kvartndl az F alaphangra épiil6 sorban még kevesebb egyezés van (C”, C”,
G”’):

F F’ C” F” N’ C”’ ESZ’” F”’ G”’ N” H”’ F””

s 2

A zenében a terc igen késén keriilt a jatszott hangkdzok kozé. Ezt a hangkozt
igen sokdig disszonansnak tartottak.

A kovetkezd hangmintdkat meghallgatva egészen archaikusnak tlinik az oktav,
illetve régies, gregoridnszerdi a kvint parhuzamban hallhat6 Tavaszi szél vizet
araszt kezdet( dal. (A szekund tdvolsagra 1évd két sz6lamot banté hallgatni.)
Tiszta prim:

[P 0:00/0:08
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Oktav:

» 0:00/0:08

Kvint:

» 0:00/0:08

Szekund:
[ » 0:00/0:08

A pitagoraszi hangsor

Ha csupan az oktavot tekintjitkk szépen konszonans hangzatnak, akkor a tobbi
hangkézt nem fogjuk haszndlni.

A kvint is igen szépen egyiittcsengd hangko6z. Hasznéljuk fel a skdlank felépité-
séhez. Miel6tt matematikazunk, ismételjiik at egy kicsit a fizikai ismereteinket!

Tanultuk, hogy a levegGben kb. 340 m/s a hang sebessége, ami nem mds, mint
az egyetlen hanghulldm hulldmhossza osztva a hozza sziikséges id6vel, a peri6-
dusidével, vagy masként: a hullimhossz €s a frekvencia szorzata.

c=340m/s <:l> =A-v
T

Az adott kbzegben ez a sebesség édllandd, tehdt a hullimhossz (A1) és a frek-
vencia (V) forditott ardnyban all egymadssal. Az el6z6eket egy tdblazatban Gssze-
foglalva lathatjuk az Osszefiiggéseket a zenei kifejezések (oktdv, kvart, kvint)

kozott. Alaphangnak a gitdr legalsd, legvastagabb hurjat, az E hurt valasztottuk:
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A v
alaphang (E) | A | v (=164,8 Hz)
3. | 4
: 2 3
kvint () | Sho | Svo (=247.2 Ho)
1
oktav (e) Eﬁo 2vy (= 329,6Hz)

A kovetkezbkben valasszuk alaphangnak az egyvonalas ¢ hangot. Mint az el6z6-
ekbdl l4thato volt, ennek a kvintjét gy kaphatjuk meg, hogy a c hang frekven-
ciajat 3/2-del szorozzuk. Igy nyerjiik az egyvonalas g hangot. Ennek a kvintjét
ismét egy 3/2-es szorzéssal dllithatjuk el6. Ez lesz a kétvonalas d hang. Az el-
jarast folytatva az a, e, h, fisz, cisz, gisz, disz, aisz, fiszisz (= f) és ¢ hangokat
kapjuk. Lathat6, hogy az eljarasunk segitségével, kvintugrasokkal eléallitottuk
az eurdpai zenében el6fordul6 dsszes hangot. Szokds ezt a 1épéssorozatot a kvint-

koron abrazolni.

A nyilak irdnya a frekvencidk 3 /2-del valé szorzdsat jelzi. A tizenkettedik ugrds

Fisz

utdn az alaphang egy oktdvjidhoz jutottunk vissza.
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Valéban megkaptuk az alaphang valamelyik oktdvjat? A frekvencidkat 3 /2-del
szorozgatva eldallithaté az oktav (melyet az alaphang kettével val6 szorzasaval

nyerhetiink)?
v (2 nlv 2k
5) =

Az egyenl8ség igaz lehet? Természetesen nem, hiszen 2P # 3". A hiba viszont
olyan elenyész6, hogy — néhdny kivalé zenészt6l eltekintve — mindenki élvezni
fogja igy is a muzsikat. Részletezve az allitst:

12
3 ~2'
2

A kvintugrasokkal felépitett skalaval nyerhetjiik a pitagoraszi hangsort. Ehhez
csupdn annyit kell tenniink, hogy néhdny esetben az egy oktdvval lejjebbi hangot
valasztjuk a kapott hang helyett. (Ez a frekvencia 2-vel val6 osztasat jelenti.)

h
)74
y A\ Py O
S Py O
ANV 4 S [\) ©
eJ o O
9 81 4 3 27 243
Voogv o omY 3V 3§V iRy

c d e f g a h c
\% 9v §lv -V §v %zv giév 2v
8 64 3 2 16 128
2, 2, 26, 9, 2, 2, 243,
8 8 243 8 8 8 128

Az igy nyert pitagoraszi hangsor valéban sz€p hangkozoket eredményez egy
adott alaphangrdl kiindulva. A késébbi zenében (barokk kortdl kezdve) felmeriilt
az igény, hogy a zenemi kozben mds hangnembe, egy mds alaphangrdl inditott
skalaba is szeretnének attérni a zenészek. Ebben a skdldban viszont a legtisztabb
hangkézeink (kvart, kvint) nem lesznek mar olyan szép konszondnsak, mint az
alapskdlaban. (Pl. a c-r6l inditott skdlaban a ,,végén” csalnunk kellett, hogy az
oktdvhoz visszatérjiink. Ha példdnak okdul a H hangot vessziik alapul, akkor a
csalds miatt most mar a kvint sem lesz tiszta konszonans. . .)
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Bach idejében ezt az eltérést egy Zarlino nevili zenetudés megel6z6 kutatdsai
alapjan ugy oldottdk meg, hogy az alaphang és oktavja kozotti részt 12 teljesen
egyforma hangkdzre bontottdk fel. A kérdés az volt, hogy mi lehet az a szdm,
mellyel 12-szer megszorozva az alaphang frekvencidjat, az oktavhoz jutunk. Ma-
tematikailag felirva

2vy = x12 Vo

egyenlet megolddsat jelenti. x = V2 lesz ez a szam, mellyel két egymds mel-

letti hangkozt (kis szekundot) eléallithatjuk. A kvint most nem lesz olyan szép,
konszonéns hangkoz, hiszen

3 7

Sovo= ( 2 2) ~ 1,4983 - v,

de az eltérés elhanyagolhatd taldn. A hangszereinket ma igy hangoljak (temperalt
skala), s a paranyi eltérések kikiiszobolésére a zenész hivatott.

Kezd6 tanar koromban is szivesen forgattam Sain Marci bacsi matematikatorté-
neti konyvét, a Nincs kiralyi utat. Szeretettel ajdnlom tanitvdnyaimnak ma is, ezt
a ma mar csak konyvtarban fellelheté remekmiivet. A cikk e mtivel valé ,,0ssze-
csengése” tehat nem a véletlen miive, kedvenc irodalmam volt ez a konyv.

A rovid iras figyelemfelkeltd szeretne csupdn lenni, minden teljességre, részletre
valo torekvés nélkiil. Az eléadas sziikre szabott ideje (30 perc) is hasonléképpen
izelitét kivant adni a zeneelméletrdl, s a benne rejlé matematikdrol, fizikarol.
Igyekeztem, hogy e hatalmas anyagban minden korosztaly szamadra legyen a ma-
tematikadrdkhoz kapcsol6dé érdekes kitekintés. Kérem, hogy mindenki kedvére
folytassa a kisérletezést, s a zene matematikai felfedezéseit.

Székely Péter

Székely Péter a budapesti Eotvos Jozsef Gimndzium matematika, fizika és in-
formatika szakos tandra. Gyermekkora ota zenél, elvégezte a budapesti Bartok
Béla Zenemiivészeti Konzervatoriumot, s ma is orommel muzsikdl zenésztdrsa-
ival (Triola Fiivosegyiittes). Zeneszeretetét igyekszik gyermekeinek, tanitvdanya-
inak is dtadni.
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Babai és a graf-izomorfizmus probléma
(2017. marcius, Tudomany - torténet — Mi is... ?)

Grafnak neveziink egy olyan X struktdrit, ahol adott a pontok egy V halmaza,
valamint élek (azaz pont-parok) egy E halmaza. A gyakorlatban el6fordulé véges
grafok koziil az egyik legismertebb a Facebook-graf (itt az élek a Facebook-
ismerdsok kozott futnak).

A graf-izomorfizmus probléma (roviden 1ZO) a kovetkez6 szdmitasi feladat:
Dontsiik el, hogy két adott véges graf, G és H valdjdban ugyanaz-e, még akkor
is, amikor mashogy néznek ki. Azaz dontsiik el, hogy van-e olyan bijekcié a
csticshalmazok kozott, amely megdrzi az éleket. Altaldnosabban azt is vizsgdl-
hatjuk, hogy két adott kombinatorikus struktira val6éjdban ugyanaz-e. Szdmos
ilyen jellegti probléma visszavezethet6 az IZO problémara.

Ez egy olyan, egyszerlien megfogalmazhaté probléma, amit rendkiviil nehéz
megoldani. Példaul, mint az aldbbi dbra mutatja, a Petersen-grafot is nagyon kii-
16nb6z6 mddokon lehet dbrazolni.

A fenti dbran 10-pontd grafok szerepelnek. Képzeljiik el, milyen nehéz lehet el-
donteni, hogy két 10'% pontd graf izomorf-e. Nyilvanval6, hogy egy ilyen prob-
1émit csak nagyteljesitményii géppel lehet megoldani. Es még egy ilyen szami-
togépet haszndlva is valamilyen nagyon gyors algoritmusra van sziikségiink. A
probléma elméleti jellegi. Léteznek ravasz eljardsok arra, hogy mondjuk 10'°-
nél kevesebb pontu grafokat megkiilonboztessiink egymastol ([1]).

Babai Laszl6 2015 novemberében egy haromrészes chicagdi eléadassoroza-
tdban jelentette be, hogy kvazipolinomidlis algoritmust talalt az IZO probléma
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megolddsara. (Egy algoritmust kvézipolinomidlisnak neveziink, ha futdsi ideje
exp((logn)®), ahol n a vizsgdlt grafok pontszdma és ¢ egy abszolit konstans.
Példdul ¢ = 2 esetén n'°%", ami egy kicsivel rosszabb mint n¥, ami polinomidlis).
Ezt az eredményt a matematikus tdrsadalom mint az évtized legnagyobb szdmi-
tégéptudomanyi attorését tinnepelte. Babai bizonyitdsat egy 90 oldalas kézirat
formdjaban ([2]) az arxiv.org oldalon tette kozzé. Nyilvanvald, hogy egy ilyen
bonyolultsdgu bizonyitds ellendrzése sokdig tart. Tobben olvastak részeket a kéz-

iratbdl, és kisebb, gyorsan javithat6 hibdkat talaltak.

Harald Helfgottot felkérték, hogy a nevezetes Bourbaki-szemindriumon tartson
el6adést Babai eredményérdl. Tobb hénapos ellen6érzé munka utdn Helfgott szil-
veszter éjjelén komoly hibat talalt. Ezt Babai egy hét intenziv munkéval kijavi-
totta, egyben egyszerfisitve a bizonyitast. Paradox médon mindez Iényegesen no-
veli az eredmény elfogadottsagat. Részben azért, mert Helfgott id6k6zben meg-
tartott parizsi el6addsdn hatdrozottan kijelentette, hogy a maédositott bizonyitds
mar j6. Mindezekr6l tovabbi informacid és a javitds részletes leirdsa Babai hon-
lapjan, illetve Helfgott 4ttekintd cikkében ([3]) taldlhatd.

Miért olyan fontos Babai eredménye? Mert ezzel a megoldassal mélyebben meg-
érthetjiik a szamitégéptudomany lényegét. A graf-izomorfizmus probléma algo-
ritmikus bonyolultsdga az algoritmuselmélet egy, mar Cook 1971-es klasszikus
dolgozataban ([4]) is emlitett nyitott probléméja. Ez a probléma kiilonleges
szerepet jatszik az algoritmuselméletben. A legtobb ismert, eldontendd (igen—
nem vdlaszt vard) probléma vagy a konnyt, azaz polinomidlis idében megold-
haté vagy a nehéz, uigynevezett NP-teljes problémdk kozé tartozik. Ezekbdl a
nehéz problémakbdl tobb ezret ismeriink, az egyik legismertebb annak eldon-
tése, hogy van-e egy grafban Hamilton-kor, azaz egy olyan kor, amely a graf
minden pontjin 4thalad.

Ahhoz, hogy a fentieket jobban megértsiik, néhdny alapvetd fogalommal kell
megismerkedniink az algoritmikus bonyolultsag elméletébdl. A matematikaban,
illetve az elméleti szamitégéptudomanyban egy algoritmus hatékonysdgit az
osszes lehetséges inputot vizsgalva becsiiljiikk. Azaz egy 1Z0 algoritmus futési
ideje a leghosszabb futdsi id6 az 6sszes lehetséges n ponti G és H grafparra. Egy
problémét NP-belinek neveziink, ha polinomidében megoldhaté egy nemdeter-
minisztikus Turing-gépen. Informélisan, ha barmely valahogyan megtalalt meg-
oldésrdl (mint példaul egy grafban egy Hamilton-kor vagy a G és H grafok ko-
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z0tt megadott izomorfizmus) polinomidében ellendrizhet6, hogy valéban meg-
oldés-e.

Meglep6 médon az NP osztalyban 1éteznek legnehezebb problémadk, ezeket ne-
vezziik NP-teljesnek. Barmelyik NP-teljes probléma polinomideji megolddsa az
Osszes tobbi polinomidejti megoldasdhoz vezetne. Hogy van-e ilyen polinom-
idejii algoritmus, az a Clay Matematikai Intézet listdjan szerepld ,,P versus NP”
probléma (ahol tehat P a polinomidében megoldhat6, NP a polinomidében ellen-
Orizhetd problémdk halmaza). Ennek megolddsaért egymillié dolldros jutalom
jarna. A probléma mai 4lldsardl Aaronson irt nemrég attekintd cikket ([5]).

A gréaf-izomorfizmus probléma egyike a nagyon kisszdmu ismert természetes
problémdénak, amelyrdl nem ismeretes, hogy NP-teljes lenne, de amelynek meg-
olddsdra nem ismert polinomidejd algoritmus sem. Egy masik ilyen nevezetes
probléma a primfaktorizdcid, azaz egy természetes szdm primszdmokra vald
gyors felbontdsdnak kérdése. A probléma NP-beli, egy megadott felbontasrol
gyorsan el lehet donteni, hogy jé-e valdjdban. A jelenleg ismert leggyorsabb al-
goritmus erre a problémadra ugyanigy mérsékelten exponencialis (exp(nl/ 3) ko-
riili) mint a kordbbi legjobb algoritmus az IZO probléma megoldéséra.

Matematikailag a két probléménak kevés koze van egymdshoz. De Babai attorése
egy pszicholdgiai korlatot is attort, és varhat6, hogy most sokan nekiveselkednek
a primfaktorizaciés probléma megolddsdnak. Ha erre valaki igazan gyors algorit-
must taldl, az a kddoldselmélet szdmara elég nagy csapds lesz. A ma altaldnosan
haszndlt gyakorlati kriptografia arra épiil, hogy a primfaktorizaciét nem tudjuk
megoldani a gyakorlatban, még nagy teljesitményl szdmitégépekkel sem. Egy
elméleti attorés ebben a témaban alapvetden valtoztathatja meg, hogy példaul a
kiilonféle titkosszolgélatok, illetve a bankok mit tartanak biztonsdgos kdédolési
modszernek.

Babai eredménye a graf-izomorfizmus problémat az exponencialishoz kozeli bo-
nyolultsdgd problémdak koziil a majdnem polinomidlis bonyolultsdgi problémék
kozé helyezi. Kordbban Eugene Luks talélt polinomidejti IZO algoritmust a kor-
l4tos fokd grafokra. Azaz egy olyan algoritmust, amelynek futési ideje n‘),
ahol D egy fels6 korlat a vizsgalt grafok maximalis fokara. Algoritmusa Iényeges
moédon épit véges csoportelméleti eredményekre. A kordbbi legjobb 4altaldnos al-
goritmus, amelyet Luks taldlt 1983-ban, mérsékelten exponencidlis futdsi idej
volt. Valgjaban Babai egy, a graf-izomorfizmus problémdéndl altaldnosabb, az
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algoritmikus csoportelmélethez tartozé problémat old meg. Ez a szinezett hal-
mazok G-izomorfia problémadja:

Legyen G egy, az R halmazon hato permutdciocsoport (G-t a generdlo permutd-
ciok egy halmaza segitségével adjuk meg). Ha adott az R halmaz két szinezése,
akkor az a kérdés, hogy a két szinezés egymdsba G-beli elemmel dtvihetd-e.

Konnyen lathat6, hogy az IZO ennek a problémanak specidlis esete. Tekintsiik
ugyanis a Sym(n) csoport hatdsdt a rendezetlen parok R halmazan. Ez egy (g)
fokd G permutécidcsoport. Egy n pontd X grafnak természetes médon megfelel
az R halmaz egy 2 szinnel val6 szinezése. Az IZ0 megolddsdhoz elég a fenti G
csoportra megoldani a szinezett halmazok G-izomorfia problémajat.

Babai eredeti bizonyitdsa haszndlja a Véges Egyszerti Csoportok Osztalyozasat
(amelynek bizonyitdsat 10000 oldalra becsiilik). Pontosabban, felhasznélja az
ugynevezett Schreier-sejtést, mely szerint a véges egyszer( csoportok kiils6 auto-
morfizmuscsoportja feloldhatd. Ez a klasszifikdcios tétel egy elegdns egymon-
datos kovetkezménye.

Jelen cikk szerzdjének sikeriilt ezt a mondatot egy madsik, par oldalon elemien
bizonyithat6 mondatra kicserélni ([6]), amelynek felhasznédl4dsdval Babai algorit-
musédnak egy gyengébb, de még mindig kvazipolinomidlis valtozata adhat6 meg.

Természetes kérdés, hogy van-e polinomidlis algoritmus az IZO problémara. A
Babai éltal haszndlt médszerek, mint példdul a felhaszndlt csoportelméleti al-
litdsok azt jelzik, hogy egy ilyen algoritmus megalkotdsdhoz alapvetd tj oOtle-
tekre van sziikség. Az azonban most mar nagyon valdsziniitlen, hogy a gréf-
izomorfizmus probléma NP-teljes legyen. Ahogy Babai cikkében ([2]) meg-
jegyzi, ez esetben minden NP-beli probléma megoldasara l1étezne kvazipolino-
midlis algoritmus.
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Godel nemteljességi tételei: értelmezések és félreértések
(2017. junius, Konyvespolc — ajanlo)

Tortént egyszer, a védrosi legenda szerint, hogy Esterhdzy Péter a megjele-
nése utan erdsen dicsérte Raymond Smullyan, Godel nemteljességi tételei cim
konyvét,! amit ugyanigy Csaba Ferenc forditott, mint Torkel Franzén azonos
cimii (de més alcimii) kotetét. Fel is toltotték Smullyan munkajaval az frék Bolt-
janak polcait, és a kotet abban az évben a literatus emberek sokasdgdnak keriilt a
birtokdba. Pedig Smullyan kényve néhdny révid szakaszt leszdmitva szinte csak
matematikusok szamara fogyaszthatd, szemben Franzénével, hiszen ez utébbi
kotet minden érdekl6dd szdmara szdnt érthet6 olvasmany. Féként arrdl szdl ez a
tanulmdny, hogy Godel elsé és masodik nemteljességi tételének a népszersitd
irodalomban szerepl6 interpreticiéi milyen értelemben tekinthetSk helyesnek,
vagy hol valtanak 4t parttalan fantdzidlasba, elfeledkezve arrdl, hogy ezek a té-
telek mindenféle interpretacié nélkiil, Snmagukban is érdekes allitdsokat tesznek
a matematikardl.”

Torkel Franzén (1950-2006) mar nincs koztiink. A nemteljességrol irott konyve
megjelenésének évében daganatos betegséget diagnosztizdltak néla, és néhiny
hénap miilva elhunyt, betdlthetetlen {irt hagyva a matematikafiloz6fidt mi-
velSk vildgaban. A Luleai Mdszaki Egyetemen, a Szamitégép-tudomanyi Tan-
széken dolgozott és a Stockolmi Egyetemen doktordlt ([7]). Franzénrél nem
lehet beszélni anélkiil, hogy ne beszélnénk Dag Prawitzrol (1936—) és Prawitzrol
pedig nem lehet beszélni, anélkiil, hogy ne beszélnénk Gerhard Gentzenrdl
(1909-1945), ezért néhany széban bemutatjuk azt a logikafilozéfiai kozeget,
amelyben 8k alapvetd szerepet jatszanak.

Gentzen, szemben a matematikai logikdban ma is szokdsos méddal, amely sok
axiémaval és kevés levezetési szabdllyal dolgozik, olyan rendszert javasolt,
amelyben sok a levezetési szabdly, és nincsenek (logikai) axiémdk. Az ilyen

1Raymond Smullyan, Godel nemteljességi tételei, TypoTeX, ford.: Csaba Ferenc, (1999), 2005
https://www.typotex.hu/book/196/raymond_smullyan_godel_nemteljessegi_tetelei

2Godel elss nemteljességi tétele azt mondja, ki, hogy a formalis-axiomatikus szdmelmélet
minden ellentmonddsmentes, az emberi elme 4ltal attekinthet6 axiomakkal torténd bdvitése olyan,
hogy abban megfogalmazhat6 egy olyan szdmelméleti allitds, amely se nem bizonyithatd, se nem
cafolhaté az axiémdk alapjan. A masodik tétel pedig azt mondja ki, hogy ugyanebben az axi6-
marendszerben az axiémarendszer ellentmondds-mentességét megfogalmazé szamelméleti 4llitas
nem bizonyithato.
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Gd&del nemteljességi tételei: értelmezések és félreértések

Torkel Franzén 2004-ben, Ornvikben egy konferencisn
(Forras: http://www.sm.luth.se/csee/csn/Ornvik2004Photos/)

rendszereket természetes levezetési rendszereknek nevezziik. Az elnevezés in-
doka a kovetkezd egyszerl gondolaton alapul. A logikai konnektivumokhoz
87, ,vagy”, ha, ... akkor, ...”, ...) bevezetési és kikiiszobolési szabdlyokat
rendel. A bevezetési szabdlyok olyanok, amelyek azt mondjdk meg, hogy egy
logikai konnektivumot tartalmazé mondatra milyen koriilmények kozott lehet
kovetkeztetni. A kikiiszobolési szabalyok pedig azt mondjdk meg, hogy ha egy
mondatban egy logikai konnektivum szerepel, akkor ebbdl milyen kovetkezte-
téseket lehet levonni. Példdul a legegyszer(ibb: A és B egyiittes allitdsa alapot
ad arra, hogy kovetkeztethessiink A&B-re (ez az &, azaz az ,,8s” bevezetési
szabdlya); A&B éllitdsa alapot ad arra, hogy akar A-ra, akiar B-re kovetkeztet-
hessiink. Hozzavet6legesen ilyen egyszerfiek, ilyen természetesek a természetes
levezetési rendszer szabdlyai. Vegyiik észre, hogy amikor az imént az ,,és” értel-
mérdl beszéltiink, akkor nem beszéltiink semmilyen értelemben az ,,igaz”, illetve
,.hamis” értékrél. Mi tobb, az ,,axiéma” kifejezést sem hasznaltuk. Ezeknek a
szemantikai fogalmaknak mindenfajta hasznalatat Gentzen elkeriilte.
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Dag Prawitz
(Forras: https://www.su.se/polopoly_fs/1.208171.1414162636!/image/image.jpg_gen/d
erivatives/person_260/image.jpg)

Prawitz Gentzennek egyetlen félmondatit helyezte a vizsgaldddsai kdzéppont-
jaba: ,,a bevezetési szabalyok igazoljak a kikiiszobolési szabélyokat™. Ha ugyanis
abban a helyzetben vagyunk, hogy éllithatjuk A&B-t, akkor ez csak ugy lehetett,
ha magat A-t és B-t is allitottuk, azaz a kikiiszobolési szabdlyra egydltaldn nincs
szitkség. Az a tény, hogy a logika kovetkeztetési szabdlyai kozott ilyen mélyebb
kapcsolat dllhat fenn, szoget iitott Prawitz fejében. A levezetés, a bizonyitds a
matematikai megismerés folyamataban 1ényegesebb és vildgosabb szerepet jat-
szik, mint az, hogy egy matematikai allitas ,,igaz”. A matematika érvényes 4lli-
tasainak elkiilonitésében €s értelmiik feltarasaban a levezetés jatszik alapvetd je-
lentéselméleti szerepet, konkrétan pedig Prawitz arra az dlldspontra helyezkedett,
hogy a matematika jelentéselmélete rokonithaté az analitikus nyelvfilozéfidban
hasznalatelméletnek nevezett dlldsponttal. Gentzen félmondatén elgondolkodva
Prawitz még arra is megkisérelt valaszt adni, hogy milyen jellegzetességekkel bir
a matematikai nyelvnek ez a haszndlatelméleti szemantikdja. A matematikai ki-
fejezések jelentése csak olyasmi lehet, amit kommunikélni lehet. Amit nem lehet
megfogalmazni, kozos és dltaldnos tudomdnyos diskurzus targydva tenni, az nem
lehet a jelentés része. Nincs értelme azon jelentésrészeknek, amelyekrdl ugyan
az egyes szereplSk kiillon meg vannak gy6z&dve, de nem tudnak beszélni rola.
JOl dbrazolja ezt a jelenséget az aldbbi mém: eszerint a szocidlkonstruktivista
felfogds szerint a legbelsé pici korben 1évé szakmai kommunikacidra alkalmas
mondanivalé az, ami a voltaképpeni (objektiv) matematikat alkotnd ([6]).
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PEOFLE
ACTUALLY
UNPERSTANPD

(Forrés: https://i.redd.it/kjzif39rsg7z.jpg)

Hogyan érhet? tetten ez a szemlélet Franzénndl? Franzén doktori témavezet6je
Prawitz volt, és mindenestiil mag4éva tette azt a személetet, mely képes elrugasz-
kodni nemcsak az ,,igaz” és ,hamis” haszndlatit6l, de még a halmazelmélettsl
is. Képes tehét arra is, hogy a gyakorlé matematikusok kozott 4ltaldnos halmaz-
elméleti realizmusnak nevezett vilagnézettdl eltéré médon szemlélje a matema-
tikat, példaul ne hivatkozzon a véges Neumann-rendszdmok @ halmazara, mely
végsd soron nem mds, mint amit a kdzépiskoldban a természetes szamoknak ne-
veztiink.? Ne feledjiik el, hogy ezt mindenféle tudomanyos inkorrektség nélkiil
megteheti, mert a matematikdrdl valé gondolkodédsnak is megvannak a maga tu-
domanyos mdédszerei, amelyeket éppen olyanok fektettek le, akik maguk is ki-
valé matematikusok voltak, gondolok itt David Hilbertre, Alfred Tarskira, Neu-
mann Janosra vagy Kurt Godelre. Nos, Franzén, amikor a Godel-tétel félreér-
telmezéseirdl beszél, nagyon alaposan részletezi és mindkét oldalrdl (a halmaz-
elméleti realizmus és a hasznélatelmélet szempontjabdl is) megvilagitja a téve-

3Sziik értelemben véve, azaz a szamelmélet kontextusaban a halmazelméleti realizmus
olyasmit jelent, hogy a szdmokat azonositjuk a véges Neumann-rendszdmokkal. A szokdsos hal-
mazelméleti felépitésben az iires halmaz felel meg a 0-nak, az iires halmazt tartalmazé egyelemt
halmaz az 1-nek, ez utébbi kettSt tartalmazé kételemi halmaznak a 2, és {gy tovabb. Ezeknek
a halmazoknak a halmazét nevezziik a véges Neumann-rendszdmok halmazénak és w-val (ome-
gaval) jeloljiik.
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dések okat és esetleges javithatosdgat. Ez mindenképpen olyan unikélis eljaris,
mely sok élvezetet fog okozni azoknak is, akik mar taldlkoztak a témdval. Ra-
adasul hii a Godel-tételkdr megalkotdihoz is, akik még képben voltak Hilbert és
Gentzen informélis matematikafelfogasat illetGen.

Ha az ember figyelmesen olvassa a konyvet, akkor arra a kovetkeztetésre juthat,
hogy Franzén, amellett, hogy nagyon széles perspektivat nyujt a tétel értelmezé-
seirdl, megfogalmaz egy matematikafilozdfiai tézist is, és ezt a tanulmanydban
kozponti helyre poziciondlja. A kovetkez6 meglepd allitast teszi a formalis-
axiomatikus szamelméletre, azaz a Peano-aritmetikara (PA) vonatkozdan:

Maisképpen: csupén a ,,PA konzisztens” és a ,,PA-ban bizonyithatd
az ikerprim sejtés” allitdsok alapjdn nem kovetkeztethetiink arra,
hogy végtelen sok ikerprimpar 1étezik. (58. o0.)

Illetve, amit tobbszor is emlit, és ami a (matematikai logikusok szdmadra igen
meglepd) tézise lenne:

A nemteljességi tétel konkrét példaval szolgél olyan konzisztens el-
méletekre, amelyekben hamis dllitdsok is bizonyithatok. (42. 0.)

Hangsilyozom, hogy Franzén nem 4all a halmazelméleti realizmus talajin, teht
ezen nem azt érti, hogy valamely szamelméleti allitds nem igaz @-ban, hanem
hogy egy mads értelemben nem igaz.4 Itt valami olyanr6l beszél, ami a formalis
nyelvekkel kapcsolatos igazsdghoz és bizonyitdshoz kothetd, de nem feltétleniil
a halmazelmélethez. El6szor egy nagyon gyenge érvet fogok az éllitdsa mellett
felhozni, majd megprébalok rdmutatni arra, hogy Franzénnak, amennyiben fenn-
tartja az allitasat, miért kell mégiscsak a halmazelméleti realizmust elfogadnia.

A gyenge (de legalabb j6) probalkozas Franzén tézisének igazoldsira a kovet-
kez6 gondolatkisérlet. E16szor is a formadlis rendszerek formalis 4llitdsai formaélis
bizonyitdsainak l1étezése nem feltétleniil vonja maga utin, hogy az allitas ,,a va-
I6ségban is igaz”. A legegyszerlibb példa a Ramsey-tétel egy véges véltozata,
mely tulajdonképpen teljesen mindegy, hogy mit mond ki — a skatulyaelv egy

4Lasd a 3. labjegyzetet.
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dltaldnos verzidjat —, a lényeg, hogy PA-ban megfogalmazhat6, de nem vezet-
het§ le beldle.” Azt a tényt, hogy a véges Ramsey-tétel ezen verzi6ja (nevezziik
VRT-nek) nem vezethetd le PA-bdl, Paris—Harrington-tételnek hivjuk, tehit ez
egy matematikai logikai tétel ([5]). A halmazelméletben (mondjuk @ elemeire)
VRT bizonyithaté. Most nem arra szeretném felhivni a figyelmet, hogy ez mi-
lyen érdekes, hanem a masik szemszogbdl kozeliteném meg a problémat. Tegyiik
fel, hogy azok, akik kitaldltdk a PA-t, nem szdndékoztik a VRT-t igaznak tekin-
teni, mert mondjuk olyan bonyolultnak tartottik, hogy nem hittek benne. Eppen
ezért ugy alakitottdk ki PA axidmarendszerét, hogy abbdl a VRT-t ne lehessen
levezetni. Mivel nem hittek benne, nem is tartottdk igaznak. Es valéban, VRT
nem is levezethetd PA-bSl. Am az a helyzet, hogy a VRT mér az tgynevezett
masodrend( aritmetikaban, a PA2-ben is levezethetd. PA2-ben beszélhetiink a
természetes szamok részhalmazainak konkrét halmazairdl is, ami szintén olyan
tevékenység, amit kordbban nem feltétleniil szerettek volna a szdmokkal fog-
lalkozdk (gondolok itt Eukleidészre, vagy a skatulyaelvre utal6 els6 szerzore,
Jean Leurechon jezsuita szerzetesre, esetleg magéira Giuseppe Peanora), ezért
nem meglepd, hogy egy olyan eredmény is kijott, melynek az igazsdga eredetileg
nem volt kivanatos. Ekkor tehat azt mondjuk, hogy ha PA2 ellentmondédsmentes,
akkor bel6le egy nem szdndékolt, hamis 4llitds is levezethet6, ti. a VRT. Termé-
szetesen ez egy gondolatkisérlet. A feltevéssel szemben Eukleidészék semmit
sem gondoltak a VRT-r61 és a mai matematikusok azt gondoljdk, hogy a VRT bi-
zonyitottan igaz. Elképzelhet6 azonban, hogy egy ilyen megtorténjen, tehat nem
kizart, hogy egy konzisztens formadlis rendszer ebben az értelemben vett hamis
allitast bizonyitson.

Nagyon érdekes tehat, hogy Franzén nem mindig a halmazelméleti igazsagra,
hanem egy bdvebb rendszerre, mondjuk a PA,-ra vagy mds érdekesebb elméle-
tekre hivatkozik. S mivel ezt rendkiviil olvasmanyosan teszi, ezért ezek a gondo-
latmenetek akdr a matematikdban csak kézépiskolai szinten jiratos, akir a ma-
gasabb szinten tdjékozott olvasénak 6romére és tanulsdgaul szolgdlhat. Vannak
azonban olyan részei a konyvnek, amelyek a matematikai logika teriiletén er6sen
iskoldzott olvasé szdmara is kihivast jelentenek, de ezek a részek nem gyakoriak,

A véges Ramsey-tétel ezen verzidja a kovetkezd. Minden pozitiv egész n, k > 1,ill. m >n—1
szdmhoz taldlhaté olyan N pozitiv egész szam, hogy ha kiszinezziik a H = {1,2,3,...,N} halmaz
Osszes n-elemi részhalmazét k szinnel, akkor lesz H-nak olyan K részhalmaza, mely legaldbb m
elemet fog tartalmazni tgy, hogy K-nak minden n-elem részhalmaza azonos szinbdl fog allni, és
K elemeinek szdma legaldbb annyi, mint K elemei koziil a legkisebb.
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és foleg a fent emlitett — a matematikai igazsdggal kapcsolatos — téziséhez kap-
csolddnak.

Azt mondja ugyanis Franzén, hogy egy A formadlis matematikai allitas igaz, ha
az, amit A 4llit (mond, kifejez, megfogalmaz), a valésdgban is dgy van. Ezt na-
gyon helyesen Alfred Tarskira hivatkozva teszi, melyet Tarski-féle T-sémdnak
neveziink:

Alfred Tarski a mult szdzad 30-as éveiben mutatta meg, miként ad-
haté meg az igazsidg matematikai definiciéja dgy, hogy az ,,A igaz”
allit4s ekvivalens legyen A-val. Tarski elméletét ebben a kdnyvben
nem targyaljuk részletesen. (59. o.)

Nos, ez az utébbi elég helytelen dolog, mert Tarski nem hallgatott el egy 1é-
nyeges problémaét ([8]). Azt, hogy ez az elv ugyan sokszor megval6sithatd, de
konkrétan a formdlis-axiomatikus szdmelmélet esetén nem. Ott, a PA-ban, éppen
az a helyzet, hogy van olyan A formalis szdmelméleti kijelentés, melyet lefor-
ditva természetes nyelvre (megnézziik mit mond val6jdban), a természetes nyelvi
forditdsa ekvivalens lesz azzal, hogy A hamis. Ez ugyanannak a jelenségnek a
kovetkezménye, ami a Godel-tételben is tapasztalhatd, csak nem a bizonyitha-
tésdgra, hanem az igazsdgra vonatkozodan ([4]). Természetesen vannak nagyon
egyszer(i formalis allitdsok, melyeknek az igazsiga problémamentes. Igy pél-
ddul az 1+ 1 = 2 kijelentés pontosan akkor igaz, ha egy meg egy az ketts. De
sokkal bonyolultabb éllitdsok esetén a matematikai logikusoknak olyan tulajdon-
sdgokat kell megkovetelniiik a szdmelmélet nyelvén felirt axidmarendszerekre
vonatkozdan, amelyek legaldbb a formalis allitdsok egy korére biztositjak, hogy
ezeknek az igazsdga ekvivalens legyen a természetes nyelvi forditdsukkal. Az
ilyen megszoritdsok azonban hivatkoznak @-ra. Tehat vagy elfogadjuk a hal-
mazelméleti realizmust vagy egyszerien nem hivatkozunk az igazsdgra. Ezen
kiviil is vannak még megoldasok, amelyekkel matematikafiloz6fusok éltek (akar
David Hilbert ([9]), akdr Michael Dummett ([3])), de ezek a megolddsok nem
olyan egyszeriiek, hogy egy olyan megnyugtaté mondatba lehessen megfogal-

//////

Franzén a gondolatmenetében a 42. oldalon elfeledkezik arrdl, hogy Tarski feltette, hogy
amikor a természetes nyelvben megfogalmazunk egy matematikai elméletet, akkor ott ugyan-
azokat a matematikai axiomdkat kell megkovetelniink, mint amelyeket a formadlis elméletben
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messzemend kovetkeztetéseket von le, példdul azt, hogy ellentmonddsmentes el-
méletbdl hamis allitas is levezethet6. Szerintem ez nem csak szokatlan, de hamis
allitas is. Egy sz6, mint szdz, remélem, hogy az Olvasé is a Franzén és a kdztem
1évd nézetkiilonbségben egy izgalmas diskurzus lehet6ségét latja.

A konyvnek van egy nagyon figyelemre mélt6 része, mely a Godel-tétel és az
algoritmusok, a kiszdmithatésdg kapcsolatdt vizsgdlja. Ezt egylitt targyalja a
Godel-tétel és a diofantoszi egyenletek kapcsolatdval, amely a kozépiskolai tu-
dashoz sokkal kozelebb 1év6 fogalmakkal meséli el ezt a témakort. Ez a két at-
fogalmazas, a szdmitogépes interpretacié és a szamelméleti egyenletek nyelvén
elmondott torténet azok szdmadra is sokat mond, akik az egyetemen madr taldl-
koztak a Godel-tételekkel, ritkasdg ugyanis, hogy a matematikai logikai kép-
z€sben kitérnének arra, hogy milyen kapcsolat van a diofantikus egyenletek és a
nemteljességi tételek kozott. Aki esetleg a konyv elejét magasabb matematikai
miveltsége miatt unalmasnak taldlja, az is nagyon sok élvezetes és ij gondolat-
menetet taldlhat a kiszdmithat6sagrol szol6 fejezetekben.

Csaba Ferenc forditdsa szakmailag rendkiviill megnyugtat6. Régi j6 ismerds 6
logikai targyt konyvek és cikkek forditasa terén és nyelvhasznalatban, szakma-
isdgban nem tud tévedni. Hogy csak egy alapvet6 tényt mondjak: A matematika
filozofidja a XXI. szdzad kiiszobén c. gytijteményes kotet, melynek 6 a szerkesz-
t6je és a benne 1év6 cikkek koziil néhdnynak forditéja, elengedhetetlen a magyar-
orszagi matematikafilozéfiai képzésben ([1]). Két egyetem (a BME és az ELTE)
egészen biztosan haszndlja matematikafilozéfiai népszerisit6é és professziondlis
kurzusain is. Osszességében annak is oriilhetiink, hogy Franzén konyve a ke-
ziinkbe keriilhet, de annak is, hogy ezt Csaba Ferenc kivél6 forditdsdban olvas-
hatjuk.

értések, TypoTeX, 2013

posztuldltunk (kiilonben a forditds nyilvanvaléan elromlik). Amikor Franzén attér egy ij axioma-
rendszerre a ZFC +,,ZFC inkonzisztens”-re, akkor elfelejti az 4j axiomanak megfeleld természetes
nyelvi axiémat hozzavenni az eddigiekhez. Neheziti még a problémat, hogy a forditds ezen a he-
lyen inkonzisztens helyett konzisztenst mond, ami elég erGsen igénybe veszi az olvasé figyelmét.
Hasonl6 eliitések sajnos még néhany helyen taldlhatdk a szovegben.
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Szabadulé tanterem
(2018. december, Tanéra — szakkor)

Nagyon szeretek Rétz L4szl6 Vandorgy(lésekre jarni. Minden évben az a nyar
egyik fénypontja. Szeretem a tarsasiagot, a szellemi kihivdsokat és a rengeteg
Uj otletet, masfajta megkozelitést, amikt6l mindig gazdagabbnak érzem a tuda-
somat az eldaddssorozat végére. Tatott szdjjal hallgattam Szdmadd Laszl6 cir-
kuszi otleteit és zsenidlis kivitelezését, nagyon tetszett a Gamification alapu ér-
tékelésrdl sz616 eldadds és Danka Miklés algoritmikus gondolkodéssal kapcso-
latos otletei is leny(igoztek. Csordas Péter Jatékos matematika cimd el6adasan is
sok Uj otletet hallottam, hihetetleniil porgds, jol kovethetd eldadds volt.

Ezekben az el6addsokban volt valami k6z6s. Mindegyik mogott ott all az a gon-
dolat, ami szinte mindannyiunkat foglalkoztat, hogyan motivaljuk a gyerekeket.

Hogyan vegyiik rd 6ket arra, hogy 6k maguk, egy belsé késztetés miatt akarjanak
az Oran, s6t azon kiviil is dolgozni.

Elmesélem, milyen triikkkokhoz szoktam én folyamodni, ha munkara
szeretnék birni egy osztalyt.

Versenyzd tipus vagyok, mindig is az voltam. Az a tipusti ember vagyok, aki
nem azt mondja a sajit gyerekeinek, hogy gyertek, induljunk, hanem azt: Ver-
seny a kocsiig? Szoval az egész életemet athatja ez a versenyszellem. Persze ta-
nuldkat versenyeztetni mindig szoktam, nagy lelkesen, teljes er6bedobdssal. De
vajon mit kezdhetek azokkal a gyerekekkel, akik nem jarnak matek versenyekre?
Azon gondolkodtam, hogyan tudndm mégis becsempészni a versenyzést a hét-
kdznapokba.

A versenyzési manidm mellett csoportmunka méanidm is van. Nagyon fontosnak
tartom, hogy a gyerekek gyakran dolgozzanak csoportban, mert szdmtalan sok
elénye van. Ezeket biztosan mindenki tudja, most nem részletezem. Ezt a két
mdanidmat gylrtam Ossze.

Ekkor jott a szuper otlet, szabaduld szobdk. Nem az én otletem persze, de re-
mekiil alkalmazhat6 osztdlyteremben is. Hisz az egész 1ényege az, hogy meg
kell oldani egy csom¢ feladatot ahhoz, hogy a végén nyerjiink. Bevittem az isko-
l14ba, innen az elnevezés, szabadulé tantermek. Egy ilyen dra felépitése hasonlit
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az eredeti szabadul6 szobdkhoz. Van egy kerettorténet, amit az 6ra elején fel-
olvasok a gyerekeknek. A sztori kitalalt, ndlam altalaban meg kell menteni a
vildgot, mert valami megtdmadott minket. Ha 40 perc alatt sikeriilt, még Chuck
Norris is biiszke lesz rank, ami, lassuk be, mend dolog. Kiosztom a feladatokat
és kezdbdhet a verseny.

A versenyek onellen6rzés versenyek. Minden
feladathoz tartozik egy szam, egy dgyneve-
zett titkos kdédhoz tartozo elsd, mdasodik. ..
szdm. Ez a szam vagy az eredménye a
feladatnak, vagy annak valahdnyszorosa.. .,
vagy az is lehet, hogy ha ezt kaptad, akkor
ez a titkos kodhoz tartozé egyik szdmod, ha
meg azt kaptad, akkor meg az. A lényeg,
hogy egész szamok legyenek. Ha a gyerekek minden feladatot megoldottak, van
annyi egész szamuk, ahdny feladat volt. Ha ezeket a szdmokat dsszeadjdk és az
eredménnyel elosztjak a feladatsor végén taldlhaté nagy szamot, akkor (feltéve,
hogy hibétlanul dolgoztak) egész szdm lesz a hdnyados. Ez a titkos kod.

Ebben nyilvan triikkkéztem, hisz a feladatsor végén 4ll6 szam két ,,nagy” prim-
szadm szorzata, amit nemes egyszerliséggel nem lehet feltorni 40 perc alatt, kikii-
szobolve ezzel az egyéb irdnyud kodfejtéseket. Az egyik az dsszeadds sordn kijott
szam, a masik a titkos kéd.

A versenynél nagyon fontosnak tartom, hogy a gyerekek ne csak egymas ellen
versenyezzenek, ne a mésikat kelljen legy6zni. Igy az 6rdimon dltaldban vagy az
id6 ellen versenyeznek, vagy valami kozos cél éléréséért.

Mik a joé kozos célok, hisz mindenki masnak oriil?

Erre a kovetkezd megoldast adtam. Adott egy feladatsor, ha sikeriil hibatlanul
megoldani, tehdt megmentették a vildgot ©, minden gyerek 2 ajandékot va-
laszthat. Vagy kér egy plusz-t (4 darab egy 6t6s) vagy kér + 1 pontot (ezek a
pontok dolgozatndl felhasznélhatok, ha csak ennyi hidnyzik a jobb jegyhez, egy
dolgozatnal max. 2 pont vehetd igénybe) vagy kér egy cukrot a vilag egyik legfi-
nomabb cukrdbdl (ezt én veszem, 1 kg 1000 Ft, sokdig elég). Ez a harom ajandék
természetesen tetszdlegesen kombindlhat6.
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Hihetetlen izgalmas latni azt is, ki mit vdlaszt. A gyerekek torik a fejiiket, milyen
jo lett volna a miiltkori dolindl az a plusz egy pont vagy mar van két plusza,
ha most kér kett6t, hazavihet ma egy 6tost. Vagy csak egyet kér és akkor még
egy cukrot is ehet, tgyis jitszunk még ilyet és a cukor tényleg vildgbajnok. Es
persze van itt még egy fontos adalék is, ilyenkor a gyerekek élhetnek a szabad
valasztds jogaval, ami szerintem szintén nagyon épitd és valljuk be, jol is esik a
sok kotelezé feladat mellett.

Milyen a jo feladatsor?

Ez mar nehéz iigy. Hiszen mindenkinek dolgozni kell, olyat nem lehet csinélni,
hogy a legiigyesebb mindent megold, a tobbiek meg ,,ingyen” ajdndékhoz jutnak.
Kell tehét egy olyan feladatsor, amit nem tud egyediil megcsindlni még a leg-
igyesebb sem. Illetve persze meg tud, de akkor kicsuszik az id6bdl és senki nem
nyer semmit. Tobbféle mddszert is kidolgoztam erre a dilemmara.

1. otlet — Szabadulo szoba, csoportmunkdban

Osszedllitok egy 10 feladatbél 4116 feladatsort, mindegyikben hdrom feladat van.
A feladatsorban egyre nehezednek a feladatok, az utolsé egy-kettd tényleg nehéz.
Ez persze az osztalytdl fiigg, kinek mi a nehéz. A csoportokat én allitom Ossze.
Mir el6z6 6ra végén jelzem, hogy a kovetkezd 6rdn ilyet jatszunk és ismer-
tetem a csapatokat, igy a gyerekek mar osszetolt padokkal, csoportokra szét-
bontva varnak engem a kovetkezd ora elején. Ez az & érdekiik, hiszen ha az 6ran
csindljdk meg, kevesebb idejiikk marad, és esetleg emiatt nem sikeriil kijutni a
szabadul6 tanterembdl.

Az 6ra elején mindenkinek kiosztom a feladatokat, minden gyerek minden fel-
adatot megkap. A csoport feladata, hogy szétosszdk egymads kozott a munkét
és adott esetben segitsék vagy ellendrizzék is egymast. Es akkor elkezddik a
munka.

Mindig megigérem, hogy nem segitek. Ritkan tartom be. Nagyon egyszerii oka
van, iszonyatosan izgulok. Nehéz dolog j6 feladatsort 8sszedllitani. Olyat, ami
megoldhat6 40 perc alatt, de nem konnyen. Szdval sétdlgatok a teremben és ha
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valaki nagy bajban van, picit segitek. Sokszor az is elég, ha csak bélintok vagy
mosolyogva annyit mondok, jo lesz, csak igy tovabb.

Akiknek az utols6 szdm osztasakor a hanyados egész szam, biiszkén jonnek és
mutatjak, hogy kijutottak. Es akkor kezdddik a fent emlitett ajdndékvélasztas.

Mi értelme van egy ilyen feladatsornak, hisz a gyerekek nagy része csak par
feladattal foglalkozott az éra soran?

Erre tobb vdlasz is adhat6. Péld4ul, hogy a legiigyesebb, amuigy orszdgos bajnok
is lassa, 6 kevés egyedill, sziiksége van akdr az osztdly leggyengébb tanuldjanak
a munkdjdra is. Hisz csak egyiitt sikeriilhetett. Es ezzel pirhuzamosan a gyengék
is megélik azt, hogy nélkiilozhetetlenek voltak. Ez remek érzés, mindenkinek jol
esik.

De van olyan is, hogy azt mondom, az els6 nyolc feladatbdl egy feladat benne
lesz a TZ-ben, més szdmokkal. Akkor mindenki megoldhatja az dsszes feladatot,
hisz a feladatsor hazavihets. Sokszor latom, hogy a kovetkezd 6ra elején egy-
madsnak magyardzzdk a feladatokat, ami szintén klassz dolog.

2. otlet — Szabadulo szoba, kooperativ csoportmunkdban

Osszedllitok egy 25-40 feladatbél 4116 feladatsort, témdja valogatja, mikor
mennyit. Ebben a feladatsorban is nehezednek a feladatok és itt is minden gyerek
megkap minden feladatot. A gyerekek osztjdk be egymads kozott, ki melyik fel-
adatot csindlja meg, illetve ki kit ellendriz. Mindenki ldzasan dolgozik. A fel-
adatok eredményeit a tablara {rjak, aki ellendrizte, kipipalja, hogy egyértelmdi le-
gyen, hogy melyik feladat hibatlan (elméletileg). Miutdn minden feladatot meg-
oldottak, a megoldds a fenti esetnek megfelelden miikodik. Osszeadjdk a szé-
mokat, elosztjdk a kapott ,,nagy” szdmot az eredménnyel és az igy nyert ha-
nyados a titkos kod. Ha ez egész szam, sikerrel jartak.

Kicsiknél (5-6. osztaly) néha konnyitek, én ellen6rzom a feladatokat, igy fennall
a javitds lehet8sége.

Ezek nagyon porgds 6rdk, hangosak a gyerekek, rohangélnak, beszélgetnek, egy-
masnak segitenek. Aztan bedll a néma csend, mindenki lazasan dolgozik, majd
Ujra kavalkdd és fergeteges linneplés a végén, ha sikertilt.
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Munkabefektetés

Persze rengeteg munka el6zi meg az ilyen 6rdkat. Nagyon kell ismerni a cso-
portot, osztalyt, hogy jdl eltaldljuk a feladatok mennyiségét és nehézségi szintjét.
Ki kell taldlni vagy 6ssze kell vadaszni rengeteg feladatot figyelve arra, hogy az
eredmények Osszege a végén egy nagyobb (legaldbb négyjegyli) primszam le-
gyen, beirni a gépbe, mindet hibatlanul megoldani el6re, és persze ki kell taldlni
egy feddsztorit is, hogy az 6ra alaphangulata meglegyen.

Egy ilyen 6rat el6késziteni legalabb 2—3 6ra, mégis azt gondolom, megéri. Na-
gyon élvezik a gyerekek, és rengeteg pozitivuma van a matek feladatok megol-
désén feliil. Minden ilyen 6ra végén tobben is odajonnek és megkérdezik, mikor
jatszunk ilyet megint. Pedig ez nem jaték, nagyon nem az. Klassz, hogy mégis
annak élik meg.

Segitségképp Osszedllitottam par feladatsort. Ezeket 16-18 f&s csoportok sza-
mara ajanlom.

Szabadulé tanterem — Algebrai kifejezések 8. osztaly

Egy szabadul6 szobdban vagy, a kerettorténet a kovetkezd:

Gonosz poliGNOMok tdmadtik meg a Foldet és el akarjak pusztitani. Csupdn
40 perced maradt, hogy megoldd az aldbbi feladatsort, megfejtsd a négyjegyi
kédot és bejuss vele a titkos irdnyité kdozpontjukba, amitél 6k mindahdnyan ga-
rantdltan szornyethalnak. Mentsd meg a vildgot!

1. Hizd ald az alébbi kifejezések koziil az egyenlSket!
2-x-3-y-x-5 2-x-y*-15 6-x%-5-y

20-x-9-y-x
6

Hény darabot tal4ltdl? Szorozd meg a darabszdmot 15-tel, ez a kddhoz sziikséges
els6 szam!

1
3.x-y-5:2 E.96.12.)0,.5

1
2. Szamold ki az al4bbi kifejezések helyettesitési értékeit, haa = ~ és b = —1!

—¢é
3

a) (12a+16b) — (6a —9b) =

b) (5a*> —3b*) — [(a* — 2ab — b*) — (5a* — 2ab — 3b*)] =

Szorozd 6ssze a fenti két eredményt, ez lesz a kédhoz sziikséges masodik szam!
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3. Bontsd fel a zérdjeleket, és végezd el a lehetséges 0sszevondsokat! Hatdrozd

meg a kifejezés helyettesitési értékét, ha a = 5!

(4a® —2a> +5a—1) + (—2a° +3a* — 11la—4) — (3’ +a* —6a+7) —Sa =

Hatarozd meg, melyik két egész szdm kozott van a végeredmény! Szorozd dssze
ezt a két szdmot, ez lesz a kodhoz sziikséges harmadik szam.

4. Végezd el a kovetkezd szorzdsokat és vonj 0ssze, ahol csak lehet!

a) (2x+4)(3x+5) = b) (x—T7)(2—6x) =

2

Add 6ssze az eredményként kapott algebrai kifejezéseket, az dsszeget szorozd
meg 37-tel, igy megkapod a kédhoz sziikséges negyedik szamot!

c)2x-(x—11)—4x- <11+1x> _

5. Parositsd 0ssze a kovetkezd algebrai kifejezéseket!

2

(a+2)2 a —4
2a° —4a+4
(2a—1)? 4a’* —4a+1
> +da+4
(a—2)? —4a* +2a+1
2a* +2a+4
(a—2)(a+2) &P datd

Add 6ssze azokat a kifejezéseket, amiknek nincs pérja. Az i{gy kapott eredmény
19-szerese lesz a kddhoz sziikséges 6todik szam!

6. Potold a hidnyos kifejezéseket tigy, hogy teljes négyzetet kapj!

a)dx>+ .. +49 b) 812+ ..o +1
1, 9, 16
X 100 d) 2x2 . —

c)25x+ + )4x+ 9

Add 6ssze az altalad beirt kifejezéseket és hatdrozd meg az 0sszeg helyettesitési

43
értékét, ha x = ﬁ! Az igy kapott szam lesz a kddhoz sziikséges hatodik szam !
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7. Oldd meg az aldbbi egyenleteket!
a) (2x+3)? = (x—=7)>+3(x*+4) b) 3x+4)>—100=9(x—2)(x+2)
c) (x+9)(2x+14)(8—x) =0

Szorozd Ossze a fenti egyenletek minden megoldésat, igy megkaptad a kddhoz
sziikséges hetedik szamnal 1-gyel kisebb szdmot!

8. Hatdrozd meg, a valtozok mely értékeire nem értelmezhetdk a kovetkezo al-
gebrai kifejezések!
4y —17 5x—19 17xy
b) ——— c) ——
x+23 2x— 148 x(x—32)
Add 6ssze a feladatban szerepl6 , tilos” értékeket, igy megkapod a kédhoz sziik-
séges nyolcadik szamot!

a)

9. Oldd meg a kovetkezd egyenleteket a raciondlis szamok halmazan!
a)2(x+3)—50Bx—4)=4-2(7—x)
4x-3 S5x+1 79
= + =
2 3 6
Szorozd Ossze a fenti két megoldast, igy megkapod a kédhoz sziikséges kilen-
cedik szamot!

b)

10. Oldd meg a kovetkezd egyenletet!

x(x+2)—=3x(8—x) =2x(x—11)+50

A koédhoz sziikséges tizedik szam, ha nincs az egyenletnek megoldasa, akkor
19, ha egy megoldésa van, akkor az eredmény dupldja és ha két megoldésa van,
akkor a megolddsok Osszege.

Add 06ssze a fenti feladatok végeredményeit és oszd el ezzel a szdmmal a
10887979 szamot!

Ha a fenti feladatokat hibétlanul oldottad meg, hdnyadosként egy egész szdmot
kapsz.

Ez a szdm a titkos kéd, amellyel bejutsz a poliGNOMOok iranyité kozpontjéba.
Gratuldlok, Te vagy a Foldon az egyetlen ember, akire még Chuck Norris is
felnéz!
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Feladatok — a négyzetgyokvonas azonossagai, 10. osztaly

Egy szabadul6 szobdban vagy. A kerettorténet a kovetkezd:

Egy miikincstolvaj nyomdba eredtél, és eljutottdl a titkos foldalatti kazamata
rendszerébe, ahol az ellopott kincseket 6rzi. Oldd meg az aldbbi feladatokat,
hogy megkapd azt a négyjegyl kddot, amivel bejutsz a pancélterembe. Vigydzz,
csak 40 perced van ra!

1. Szamold ki, hogy milyen szdmjegy all a kovetkez6 tortek tizedes tort alakjdban
a tizedesvessz§ utdni 2016. helyen!
27 31 3

a) — b) — c) =

) 24 ) 6 ) 7
Add 6ssze a fenti feladatok végeredményeit és ennek a szimnak a hdromszorosa
lesz a k6dhoz sziikséges els6 szam!
2. Dontsd el, hogy mely allitdsok igazak és melyek hamisak!
a) Két raciondlis szdm kiilonbsége mindig raciondlis szdm.
b) Két irraciondlis szdm szorzata mindig irraciondlis szdm.
c) Egy raciondlis és egy irraciondlis szdm &sszege mindig irraciondlis.
d) Van olyan irraciondlis szdm, amelynek a reciproka racionlis.

A fenti dllitdsok koziil minden igaz 4llitds 63, minden hamis allitds 27 pontot ér.
Add 6ssze a fenti négy 4llitasért jard pontokat, igy megkapod a kddhoz sziikséges
masodik szamot!

3. Hatdrozd meg, melyik két egész szam kozott van a kovetkezd szam: 23 — 2V/6!
Szorozd 6ssze ezt a két szamot, ez lesz a kddhoz sziikséges harmadik szam!

4. Keresd meg és karikdzd be az egyenlSket az alabbi kifejezések kozott!

vEoovivi o (2 m (va)’

Szédmold 6ssze, hdny szdmot karikédztil be! Ennek a tizszerese lesz a kédhoz
sziikséges negyedik szam!
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5. Végezd el a kovetkez6 miiveleteket!

V147 3
a) V2025 = D= c) (ﬁ) V5=
,/68

Add 6ssze a fenti feladatok végeredményeit és ez lesz a kodhoz sziikséges otodik
szam!

6. A miiveletek elvégzésével dontsd el, melyik szdm a nagyobb!

V2 [6 8 Va7 18 1 1
V27 \ 128 /10 V5 135 /125 /33

Vedd a kisebb szam ezerszeresét, ez lesz a kodhoz sziikséges hatodik szam !

7. Végezd el a miiveleteket!

) V3 (VIZ4+VT5-13) = b) (V80— V20+V45) V5 =
c)(\/ﬁJr\ﬁ)-(\@—\ﬁ): d)(4-\@+2\ﬁ).<4.ﬁ_2\ﬁ):

Add 6ssze a miiveletek végeredményeit, igy megkapod a kédhoz sziikséges he-
tedik szamot!

8. Végezd el a kovetkezd miveleteket!

a)\/7+\/ﬂ-\/7f\/274: b)\/\/ﬁ—\@-\/\ﬁ%ﬂz
c)\/\@—x/é-\/\/ﬁ+\f6: d)(\/z—f3+\/2+ﬁ>2:

Vedd az eredmények Osszegének négyszeresét, igy megkapod a kédhoz sziik-
séges nyolcadik szamot!

9. Szamitsd ki a kovetkezd kifejezések értékét!

a) (\/6—\/ﬁ+\/6+\/ﬁ> b) (\/10—\/ﬁ+\/10+@>

2 2
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Ha a két eredmény 6sszegét megszorzod 23-mal, megkapod a kédhoz sziikséges
kilencedik szamot!

10. Oldd meg az aldbbi egyenleteket!

a)\/s_\/;.\/er\/i:z b) <\/8—\fy+\/8+\fy>2:30

¢) <\/15—ﬁ+\/ﬁ+15>2:56

Hatarozd meg az x +y + z értékét, ez a kédhoz sziikséges tizedik szam.

Add ossze a fenti feladatok végeredményeit és oszd el ezzel a szdmmal a
10540393 szdmot!

Ha a fenti feladatokat hibdtlanul oldottad meg, hdnyadosként egy egész szdmot
kapsz. Ez a szdm a titkos kéd, amellyel bejutsz a pancélterembe. Sikeriilt? Gra-
tuldlunk! Gyere és nézd meg a kincseket!

Mentsd meg a vilagot! — vegyes feladatok, 5. osztaly, kooperativ cso-
portmunka

Gonosz geotrollok tdmadtdk meg a vildgot, és el akarjdk pusztitani a Foldet!
Ezeket a szornyeket csak a galaktikus zsoldoshadsereg gy&6zheti le, akik nagyon
dragédn dolgoznak, 1000 aranyért pusztitjak el az 6sszes geotrollt.

A feladatotok, hogy legfeljebb 40 perc alatt az egész csoport kdzdsen Ossze-
gyljtson 1000 aranyat, amir8l a zsoldoshadsereg a galaktikus tdvkozlési halo-
zaton keresztiil természetesen azonnal értesiil, automatikusan dolgozni kezd, igy
a segitségilikkel megmenthetitek a vildgot. A feladatsor hib4tlan megolddsa soran
1200 aranyat gytjthettek. A tdblara felragasztott papirokra irhatjatok fel a fel-
adatok végeredményeit, amit én pipadlgatok majd, ha hibatlan.

Ha sikeriil 1000 aranyat Osszegy(jtenetek, megmentitek a vildgot, és mivel
életben maradtunk, mindenkinek adok 2-2 jutalmat. Ha minden feladat hibatlan,
3-at valaszthattok.

1. Hany cm hosszu az a szalag, amelyb6l 11 és fél m-t és 37 dm-t levagva egy
320 cm-es darab marad? (20 arany)
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2. Egy fonalgombolyagbdl a cica leszakitott 17 cm-t, majd 270 mm-t, ezutdn
5 dm-t és még 56 cm-t. Igy a fondlbél 500 mm maradt. Add meg méterben a
fondl eredeti hosszat! (20 arany)

3. A Tisza tavaszi draddsakor 125 km hosszan olyan magas volt a viz szintje,
hogy a toltést ezen a szakaszon homokzsdkokkal kellett megerdsiteni. Hany ho-
mokzsédkot raktak le, ha egy homokzsdk 80 cm hosszi és 4 sort tettek egymadsra?

(30 arany)

4. Egy kirandulason az els6 ora alatt 5 és fél km-t tettek meg a didkok, a masodik
oraban 4800 m-t, a harmadikban az els6 két 6ra alatt megtett it hosszanak a felét.
Hény métert gyalogoltak aznap a kirdndulok? (20 arany)

5. Egy emel6daru teherbirdsa 4 tonna. Fel tud-e emelni egyszerre 7 db 150 kg-os
és 6 db 400 kg-os betontdmbot? (20 arany)

6. Egy lazcsillapité tabletta tomege fél gramm. Egy dobozban 20 tabletta van,
egy kartonban 50 doboz, és egy raklapon 1500 karton fér el. Hiny tonna gydgy-
szert szallit az a kamion, amelynek a csomagtartdjaba 12 raklapnyi aru fér el?
(30 arany)

7. Egy liveg meggybef6tt tomege 680 gramm. Mennyi ebbdl a meggy tomege,
ha az 20 grammal tobb, mint az tivegé? (30 arany)

8. Egy 1375 m hosszi alagtiton halad 4t a 125 m hosszi vastiti szerelvény. Hany
percig tart a teljes szerelvény dthaladdsa, ha masodpercenként 25 métert tesz
meg? (30 arany)

9. Akos, Barnus és Csaba pdrosaval rdalltak a mérlegre. Akos és Barnus egyiitt
84 kg, Barnus és Csaba egyiitt 92 kg, Akos és Csaba egyiitt 94 kg volt. Mekkora
a fitk tomege kiilon-kiilon? (30 arany)

10. Anya farsangi fankot siit, egy és fél perc alatt siil ki 4 darab a serpeny&ben.
Hény fankot siit m4sfél 6ra alatt? (30 arany)

11. Hany percet toltottél az iskolaban, ha 7:48-kor érkeztél €s 13:12-kor indultal
haza? (20 arany)

12. Egy lift ajtajan a kovetkez6 szoveg olvashatd: 4 személy (max. 400 kg) ré-
szére. A liftre varakoz6 Antal 124 kg-os. Megérkezik Bendegiz és két bardtja.
Héarméjuk koziil Bendegiiz a legnehezebb, 6 92 kg-os. Legfeljebb hany kg az
egylittes sulyuk? Beszallhatnak-e mind a négyen a liftbe? (30 arany)
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13. Janka hetente egyszer elmegy Gszni. A medence hossza 33 méter. Minden al-
kalommal legalabb 15, de legfeljebb 20 medencehosszt tiszik. Hany métert iszik
Janka egy év (365 nap) alatt? (30 arany)

14. Az osztdlykirdnduldsra minden tanulénak 12 850 Ft-ot kell befizetni. Mennyi
pénz gytilik 6ssze, ha 34 tanuld jar az osztalyba? (20 arany)

15. Balabarban 1 kéktira és 1 zoldtira annyit ér, mint 4 zoldtira és 3 pirosttra.
Tovébba 10 zoldtira annyit ér, mint 4 zoldtdra és 1 kéktira. Hany zoldtira ér
annyit, mint 1 kéktira? Hany zoldtdra 1 pirostira? (30 arany)

16. Ha 3 darab hagyma ugyanannyiba keriil, mint 2 db alma, akkor melyik a
drdgabb: 11 darab alma és 5 darab hagyma vagy 11 darab hagyma és 5 darab
alma? (30 arany)

17. Hany cm-es az a fiu, akinek a testmagassdga 120 cm és még a testmagassag
felének a harmada? (30 arany)

18. Osszesen 13 db 10 és 20 forintos érmével fizettiink ki 210 Ft-ot. Melyik
érmébdl hany darabot hasznaltunk fel? (40 arany)

19. A gylimdlcsosben 160 almafan 75 kg, 142 almafan 105 kg és 85 almafan
pedig 160 kg volt az atlagtermés. Egy cég 50 tonna alma felvasarldsara kotne
szerzOdést. Az adatok ismeretében szamold ki, rendelkezésiinkre all-e a kérdéses
mennyiség? (20 arany)

20. 27 darab teljesen egyforma iivegbdl 9 db tele van mézzel, 9 db félig van,
a tobbi liveg iires. Hogyan tudjuk az iivegeket 3 dobozba tgy elhelyezni, hogy
mindegyik dobozban azonos mennyiségli méz legyen? (20 arany)

21. Hérom iivegben 6 liter folyadék van. Ha az els6bdl kiontiink 1 litert, a maso-
dikbdl 8 dl-t, a harmadikbdl 6 dl-t, akkor mindegyik tivegben ugyanannyi marad.
Hény deciliter volt az egyes livegekben eredetileg? (30 arany)

22. Ha 5 kiskutya 3 perc alatt 1 liter tejet iszik meg, akkor 101 kiskutya 1 6ra
alatt hdny liter tejet iszik? (40 arany)

23. Egy falidra 9 masodperc alatt iiti el a tiz 6rat. Hainy masodperc alatt iiti el az
ot 6rat? (20 arany)

24. 5 darab egyforma, 20 cm hossziisdgu, azonos mindségii gyertyét 5 perc id6-
kiilonbséggel meggyujtottunk. Az elsd gyertya meggyujtasatdl szamitva hany
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perc telik el az 6todik gyertya teljes elégéséig, ha minden gyertya 1 mm-t fogy
1 perc alatt? (30 arany)

25. Hany perc telik el hajnali 4 6ra 47 perctdl masnap délutan 15 éra 12 percig?
(20 arany)

26. Hany 6ra van most, ha &jféltdl 6tszor annyi id6 telt el mostandig, mint
amennyi a teljes napbdl még hatra van? (30 arany)

27. Nyuszifiil mar megfestette a tojasok negyed részét. Ha még két tojast fes-
tene, akkor mar készen lenne a tojdsok harmadrészével. Hany tojast kell 6sszesen
megfestenie? (40 arany)

28. Torkos Mdékus hétfén megette a didk felét és még 1 didt. Kedden a maradék
felét és még egy di6t. gy szerdara mér csak 10 szem diéja maradt. Hany di6ja
volt Torkosnak hétfén reggel? (40 arany)

29. Haszndljuk ebben a feladatban a t: tucat (12); d: darab (1) és a p: par (2)
roviditéseket! Végezd el a miiveleteket, az eredményt p-ban add meg! (40 arany)

@) (2t—6d)— (2t—6P) = ..oeeriii p
b)(5p+2d)-3+(8p—9d)-2= ..o p

30. Az n a nap roviditése; az 6 orat jelent; a h a hét roviditése. Végezd el a
miiveleteket! (30 arany)

a)5n—=3-(1n+706)= ....ccociiiiiiiiinin... 6
b)3-2h+5n)4+2-3h—4n)= ... n
31. Végezd el a miiveleteket! (30 arany)
a)137dm+6m+2km= ....................... dm
b)29cm—+13m+1200mm= ..............ccuuunn. cm
32. Végezd el a miiveleteket! (30 arany)

a) (Slperc+46ra)-5= ..., perc
b)(B3nap+346ra):2= ... ..., ora

33. Végezd el a miiveleteket! (30 arany)

a)60kg:60dkg= ....................... g

b) (Bkg+20dkg):800g= ......coiiiiiii g

52



Szabadul6 tanterem

34. Egy szoba magassdga deciméter pontossaggal mérve 29 dm. Legalabb hany
centiméter lehet a magassiga? (20 arany)

35. Terka siiteményt siitott. Harmadannyi afonyast, mint mélnast, és negyedannyi
szamodcést, mint malndst. Igy éppen 2-vel tobb dfonyds siiteményt siitétt, mint
szamOcast. Hany siiteményt siitott 6sszesen? (40 arany)

36. Epitettiink egy nagy kockat, majd par kis kockdt elvettiink belsle. Legkeve-
sebb hany kis kocka hidnyzik egy nagy kockdhoz az aldbbi testekb6l? (A képen
l14that6 alakzatok tomor alakzatok.) (30 arany)

37. Egy sziilinapi balon 5 testvérpar vett részt. A tiz gyerek mind kiilonboz6 élet-
kort (az életkorok egész szdmok), a legfiatalabb 5, a legid6sebb 14 éves. Négy
testvérpdr két-két tagjanak életkordt osszeadva 15, 18, 19 és 26 az eredmény. Az
otodik testvérpar egyik tagja 10 éves. Hany éves a testvére? (40 arany)

38. Anna, Bori, Csilla, Dani és Elemér egy hosszi padra szeretnének leiilni.
Osszesen hanyféleképpen iilhetnek le egymds mellé, ha az azonos nem{iek nem
tilhetnek egymds mellett? (40 arany)

39. Az éjjel Bogincs minden 6todik, Pamacs minden hatodik, Bodri minden
nyolcadik percben vakkantott egyet. A vakkantast mindhdarom kutya 22 dérakor
kezdte. Reggel 7 6rdig 6sszesen hany alkalommal vakkantott egyszerre a hirom
kutya ezen az éjszakan? (40 arany)

40. 1 alma, 1 korte és 1 barack koziil Agi, Bori és Csilla megevett egy-egy gyii-
molcsot. Arra a kérdésre, hogy ki melyiket ette meg a kovetkezdket valaszoltak:

Agi: Az almit Csilla ette meg.
Bori: A kortét Csilla ette meg.
Csilla: Nem mondanak igazat, én sem az almdt, sem a kortét nem ettem meg.

Tudjuk, hogy aki a barackot ette meg, nem mondott igazat. Melyik gylimolcsot
ki ehette meg? (50 arany)
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Gyozd le a matekorkokat! — 8. osztaly, kooperativ csoportmunka

Gonosz matekorkok tdmadtdk meg a vildgot és el akarjdk pusztitani a Foldet!
Ezeket a szornyeket csak a galaktikus zsoldos robothadsereg gy6zheti le, akiknek
a beindit4dsdhoz egy titkos kdd sziikséges. A feladatotok, hogy legfeljebb 40 perc
alatt az egész csoport kozosen hibdtlanul megoldja a kovetkez6 feladatokat, meg-
fejtsétek a kédot, amirdl a zsoldos robothadsereg a galaktikus tavkozlési halo-
zaton keresztiil természetesen azonnal értesiil, automatikusan dolgozni kezd, igy
a segitségiikkel megmenthetitek a vilagot.

1. Szamold ki! Add 6ssze az eredményeket!
a) 12° = b) 152 = c) (—13)? = d) —14%> =

2. Szamold ki! Add ossze az eredményeket!

a) V121 = b) vV —64 = c)—V/81=
d)\/82+62 = e)V132.72 =

3. Hany darab igaz allitas van az alabbiak kozott?

400 2
a) V256 - /144 = /256 - 144 b) V25125 = 57 c) ==

d) V625 : V125 =v625: 125 e) V81 —v9=1/81-9
) V64+1/49 = V64 +49

4. A téglalap egyik oldala 8 cm, a masik ennek a haromnegyede.
a) Szamold ki a teriiletét!

b) Szamold ki az atlgjanak hosszat!

Szamold ki a fenti két eredmény dsszegét!

5. A téglalap alakt parkon atlésan atvezet egy tt, amelynek hossza 15 km. A park
9 km hosszi. Szamold ki, milyen széles a park!
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6. A derékszogii haromszog csicsainak koordinétdi A(1;0), B(7;0), C(7;3).

a) Szamold ki a haromszog oldalainak hosszat! (Egy négyzetracs oldala
1 egység.)

b) Szamold ki a haromszog teriiletét!

Hatarozd meg a fenti eredmények osszegét egészre kerekitve!

7. Egy derékszogli haromszog oldalainak mérészamai pitagoraszi szamharmast
alkotnak. Mekkora a haromszog teriilete cm>-ben kifejezve, ha a keriilete
120 ecm?

8. Egy rombusz oldala 17 cm hosszd, hosszabbik atlgja 30 cm.
a) Szamold ki a rombusz rovidebbik atl6jat!

b) Szamold ki a rombusz teriiletét!

Hatarozd meg a fenti eredmények osszegét!

9. Egy szimmetrikus trapéz alapjai 10 cm és 20 cm hosszdak, teriilete 180 cm?.
a) Szamold ki a trapéz magassagat!

b) Szamold ki a trapéz keriiletét!

Hatarozd meg a fenti eredmények osszegét!

10. Egy 5 cm sugard kor kozéppontjatdl 13 cm-re 1€vS pontbdl érintdt hizunk a
korhoz. MekKkora az érintoszakasz hossza?

11. Add meg a d szakasz hosszadnak egészre kerekitett értékét, ha d
a) a 12 cm oldald négyzet atldja,

b) a 16 cm 4tl6jui négyzet oldala,

c¢) a 32 cm oldalud szabalyos haromszog magassaga.

Szamold ki a fenti harom eredmény osszegét!

12. Egy htrtrapéz alapjainak hossza 24 cm és 16 cm, a magassaganak hossza
pedig 12 cm. Szamitsd ki a trapéz szdrainak hosszat! Vedd az eredmény szaz-
szorosat és kerekitsd egészre!
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13. Egy 2,6 méteres gerendat dontottiink a falhoz. A gerenda éppen a fal tetejéhez
tamaszkodik, az alja pedig 132 cm-re van a falt6l. Milyen magas a fal?

14. Szamold 6ssze, hogy az a, b, ¢ oldalakkal megadott haromszogek koziil
hany derékszogi haromszog van!

12| 60 (10| 13| 7 |33 |11 |21 14
351175122 |84 123 |56| 6 |20 16
c |37 |185|24 |85 25|65 12|28 |35

15. Az ABCD hirtrapéz oldalainak hossza: AB=5cm; BC=2,5cm,CD=2cm
és DA = 2,5 cm. Szamold Ki a trapéz magassaganak és a trapéz keriiletének
a szorzatat!

16. Két fa kozott 1,5 méter magassagban kifeszitettiink egy 10 méter hosszu
ruhaszdrit6 kotelet. A kozepére rdakasztottunk egy szdrad6 inget, amely 80 cm-
re 16g le a kotél szintjétdl. A kotél a rdakasztott vizes ing silya miatt 4 cm-t
megnyult. Milyen magasan lesz ekkor a szaradé ing alja a talajtél? Kerekitsd
az eredményt cm-re!

17. Keritést szeretnénk késziteni az 924 m? teriiletd, derékszogli haromszog
alaku zoldséges kertiink koré. A kert 33 méter hosszisagu befogdja mentén mar
elkésziiltiink vele. Milyen hosszi keritést kell még késziteni, ha teljesen korbe
akarjuk Keriteni a kertet?

18. Egy 15 cm sugart korbe egy 18 cm-es hurt rajzolunk. Milyen tavolsagra
van ez a hir a kor kozéppontjatol?

19. Géza ugy készitett deltoidot, hogy egy 5 cm és 12 cm oldald téglalapot az
egyik atldja mentén kettévagott, €s a két részt osszeragasztotta. Milyen hosszi
az igy kapott deltoid rovidebb atléja? Valaszodat cm-re kerekitve add meg!

20. Egy szabdlyos haromszog magassidga 7 cm. Szamitsd ki egy kozépvona-
lanak hosszat! Valaszodat cm-re kerekitve add meg!

21. A libegd szintkiilonbsége 262 m, a vizszintesen mért hossza 1040 méter.
Mennyi idd alatt ériink fel a palya tetejére, ha az iilések sebessége 5.4 km /h?
(A menetiddt percre kerekitve add meg!)

22. Hany olyan racspont van, amelynek az orig6tdl valé tavolsaga 5 egység?
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23. Hany cm hosszi annak a téglatestnek a leghosszabb lapatléja, amelynek
élei 8 cm, 12 cm és 16 cm hossziak?

24. Hany cm hosszui annak a téglatestnek a testatl6ja, amelynek élei 5 cm, 8 cm
€s v 80 cm hosszuiak?

25. A DEF derékszogii haromszog DE befogdja 7 cm-rel rovidebb, mint a DF
befogd. Az atfogd 2 cm-rel hosszabb, mint a DF befogd. Szamitsd ki a DEF
haromszog keriiletét!

Add 6ssze a fenti végeredményeket (a vastag betds kérdésekre adott valaszokat)!
Az eredményhez adj hozz4 még 2-t!

Oszd el az igy kapott szammal a 30481 879-et!

Az igy megkapott négyjegy(i szdm a titkos kéd. Sikeriilt? Eletben maradtunk?
Yuppi!!! ©
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Paroczay Eszter

Paroczay Eszter matematika—dbrdzolo geometria szakos tandr. Az Oktatdsi Hi-
vatal megbizdsdbol az 5-8. évfolyamosok szdmdra késziilt tankonyvek és digitdlis
tananyagok tananyagfejlesztdje. Szdmos matematikai cikk és kiadvdny szerzdje
vagy tdrsszerzdje. A Zrinyi llona Matematikaverseny megyei szervezdje.
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Védekezziink matematikaval a jarvanyok ellen!
(2018. janius, Gazdasag — technika — miivészet)

P

A fert6z6 betegségek vildgméretd terjedését szdmos torténelmi eset példdzza.
Az elmilt hisz év jelentésebb jarvanyai kozt volt a 2002-2003-as SARS jar-
vany, a 2009-es A(HIN1) influenza, majd a 2012-es kozel-keleti MERS-virus.
Az Ebola-jarvany 2013 és 2016 kozott pusztitott Nyugat-Afrikaban. A téma tehat
mit sem veszit aktualitdsdbol, a matematikai jarvdnytan ennek okén az alkalma-
zott matematika egyik vezetd jelentdségii teriiletévé valt.

Természet- és miiszaki tudomanyokban gyakran hasznilunk dn. kompartment-
(rekeszes) modelleket a fizikai rendszerek viselkedésének leirdsdra. Egy jarvany
terjedésének modellezéséhez csoportokra osztjuk a populdcidt, és az egyes re-
keszekben levé emberek szamat az id6ben nyomon kovetve irjuk le a betegség
terjedését. Feltételezziik, hogy a populdcié homogén és az azonos csoporton be-
lili egyéneket nem kiilonboztetjiik meg. fgy a csoportok kozétti interakciot és
mozgdsokat figyelembe véve nemlinedris differencidlegyenleteket irhatunk fel az
egyes rekeszekben levd emberek szamanak id6beni valtozdsara. A kompartment-
modellek szdmos betegség terjedésének lefrdsdra alkalmasak, homogén (egy fer-
t6zott csoport) €s heterogén (tobb fertdzott csoport) populdcidkban, mind em-
beri, mind tobb fajt érintd (pl. szinyog altal terjesztett) jarvanyokra. Metapopu-
ldciorol és modelljeirdl akkor beszéliink, amikor a populacié tagjai kiillonb6z
térbeli helyszineken tartézkodnak, amelyek kozott 6sszekottetés van.

A jarvédnymodellezés egyik legfontosabb kérdése annak meghatdrozdsa, hogy
a betegség képes-e elterjedni egy fogékony populdcidban, vagy révid id6 alatt
kihal. Meg kell vizsgdlnunk, hogyan fiigg a dinamika az egyes modellparaméte-
rekt6l, majd az egyes paraméterekre kiiszobot adva leirhatjuk a betegségmentes
altér hatarait. Ezek a kérdések nehéz matematikai problémadkat jelentenek, kii-
16n6sen a bonyolult sokdimenziés modellekben. Az emberek mobilitdsat korla-
toz6 kontrollstratégidk vizsgalata kiillondsen dsszetett. Egy betegségmentes terii-
letet megvédhetiink a beutazds meggétoldsdval, ugyanakkor egy ilyen intézkedés
negativ hatdssal lehet a rendszer mas részeire; az egyes régidkban val6 utazasi
korldtozds mds teriileteken nagyobb csoportosuldst idézhet el6, ami magasabb
betegszamhoz €s a jarvany gyorsabb terjedéséhez vezet.
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Knipl Didna

A metapopuléciés modellek felhaszndlhatésdga sokrétli a matematikai biol6giai
kutatasok terén. A matematikai analizisb6l nyert eredmények figyelembevéte-
1ével a jarvanyiigyi hat6sdgok hatékonyabb betegségkezelési és védekezési stra-
tégidkat allithatnak fel. Az egyik legegyszeriibb rekeszes modell az SIRS-modell
(S: fogékony, I: fert6zott, R: felgyégyult), amelynek metapopulécids véaltoza-
tdban vizsgalhatjuk a véd6oltas, a kontaktszam csokkentése, és a kiillonbozd terii-
letek kozotti utazast korlatozo stratégiak hatasat. Az eredmények kiterjeszthetSk
arra az esetre is, amikor az utazasi korlatozas csak a populécié egyes csoportjaira
alkalmazhato.

Az Egyesiilt Allamokban a hepatitis-B jarvanyok kapcsan figyelték meg azt az
érdekes jelenséget, miszerint a megbetegedések szdma jelentds eltérést mutathat
a kiilonbo6zé varosok kozott. Ez matematikai nyelvre leforditva annyit tesz, mi-
szerint a jarvanyterjedés dinamikdjat leiré rendszernek tobb stabil egyensulyi
allapota is van. Az ilyen jarvanyok lefolyasat el6rejelezni, és a védekezési stra-
tégiat feldllitani kiilondsen nehéz feladat a tobbféle lehetséges egyensiilyi dllapot
miatt.

Tekintsiink egy SIVS-tipust (fogékony—fertézott—vakcinalt—fogékony) modellt
két Osszekapcsolt régidra. Az egy régiéra megszoritott, hAiromdimenzids rend-
szerben bistabilitas Iéphet fel bizonyos paramétertartomanyokban: harom egyen-
sdlyi helyzet koziil kettd is lehet stabil, egy betegségmentes és egy endemikus
allapot. A szamitogépes szimuldciokkal segitett matematikai analizis rendkiviil
gazdag bifurkdcids struktirat fed fel a modellben: az 6sszekapcsolt régidkra felirt
rendszernek akar kilenc egyenstilyi helyzete is lehet, amelyek tripla transzkri-
tikus, illetve dupla nyereg-csomo bifurkécidés pontokban jelennek meg.

A metapopulaciés modellek nemcsak ember €s ember kozott terjedd, hanem szu-
nyogok altal terjesztett betegségek modellezésére is alkalmasak. A dengue-laz,
a chikungunya-14z és a maldria hdrom olyan, vildgszerte pusztité betegség, amit
szinyogok terjesztenek. Ezeknek a jarvanyoknak a dinamikdjat szdmos tényezd
befolydsolja: a betegségterjedés két, egymastdl jelentdsen kiillonbozd tulajdonsa-
gokkal biré populacié (emberek, sziinyogok) interakciéjdval jon 1étre, valamint a
dinamikara térbeli tényezok (pl. szinyogok helyvaltoztatasa) is hatassal vannak.
E betegségek modelljei kevés mddositdssal alkalmassé tehet6k kullancsok 4ltal
terjesztett jarvanyok leirdsara, ilyenek Magyarorszagon és Eurépa-szerte megbe-
tegedéseket okoznak emberekben és dllatokban. A dengue-ldz elsddleges véde-
kezési stratégidi a szinyogokat célozzdk. Szamos kontrollprogram van haszna-
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Az édbra egy olyan szitudciét dbrdzol, amikor két régié 4ll dsszekottetésben, €s mindkét
helyen egy tokéletlen véddoltassal vakcindlunk. A tokéletlenség azt jelenti, hogy a
védboltds nem mindenkinek ad védelmet, illetve csak részleges védelmet biztosit.
A szines gorbék a lehetséges egyenstilyi helyzeteket jelzik, ahol I} és I jelenti a
fertézottek szamat a két régidban, a fiiggbleges tengelyen pedig egy fontos para-
méter, az alap reprodukcids szdm valtozik, amellyel az egyenstilyok (az dbrdn a szines
gorbék vizszintes sikokkal vett metszéspontjai) szdma is megvdltozhat, ezt nevezziik
bifurkdciénak. A bifurkédciés pontokat a nagyobb méreti pontok jelzik. A harom-
dimenzidés bifurkédcios diagram egy érdekes rdja-szerii alakzatot rajzol ki, a tanul-
sadga pedig az, hogy a térbeli struktiira miatt a dinamika sokkal komplexebbé vélhat.

latban vildgszerte, mint példdul a szinyogok irtdsa, illetve a sterilrovar-technika.
Ezek a stratégidk a rovarfejlédési ciklus kiilonféle szintjein hatnak, és dltalaban
helyszinspecifikusak is (a steril rovarokat kijel6lt helyen engedik el), tehét rész-
letes matematikai modellre van sziikség. A jelenleg fejlesztés alatt 4116 vakcina
képes lehet csokkenteni a megbetegedések szdmét, ugyanakkor tobb tanulmény
is figyelmeztet a védboltds negativ hatdsaira egyes korcsoportokban. Ebben a
bonyolult jarvanytani kérdésben tehat kiemelt jelentGséget kap a betegségmo-
dellezés és a kontrollstratégidk kvalitativ analizise.

Szamos bioldgiai folyamat dinamikdjaban megfigyelhet6k nemautoném hatdsok.

z  Z 2z

A dengue-laz terjesztéséért felels szinyogpopulacié mérete ciklikusan val-
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tozik a szezonélis dinamikdnak megfeleléen. A népszerii nyaral6helyek forgalma
ugyancsak nagy kiilonbségeket mutat az év kiillonbozd részeiben, a jarvanyki-
torés valdszinlisége joval nagyobb, ha egy fert6zott utazé f6szezonban érkezik.

A fent leirt bistabilitds jelensége nemcsak jarvanyterjedési modellekben 1éphet
fel. A szakirodalomban sokat idézett Allee-effektus Warder Clyde Allee ne-
véhez fiizddik, aki egy 1931-ben kozolt {rdsdban egy aranyhal-populécié nove-
kedését vizsgélva kis denzitdsokon fellépd negativ denzitasfiiggést figyelt meg.
Mas széval, kis populdcidoméret esetén az egyedeknek hatranyt jelent tarsaik hi-
dnya, ami korlatozott (gyakran negativ) novekedést jelent a populdciéra nézve.
Ekkor megadhat6 egy kritikus szint a populdcié méretére (Allee-hatdr): ez alatt
a populécié hosszu tdvon kihal, azonban a populécié képes lehet a novekedésre,
ha mérete meghaladja a kritikus értéket. A matematika nyelvére leforditva ez
azt jelenti, hogy minden, az Allee-hatdr mint egyensilyi helyzet alatt inditott
megoldas a trividlis egyenstlyhoz konvergal (kihalas, iires populécio), az Allee-
hatarallapotndl nagyobb kezdeti értékekkel viszont n a populdcid, mig el nem
éri annak eltartoképességét (pozitiv, stabil allapot). Metapopulacids modellekkel
allati populdcidk migraciés viselkedésének hatdsét is vizsgélhatjuk. Ha a vén-
dorlés helyszineire, mint régidkra tekintiink és feltessziik, hogy az egyes szubpo-
puldcidkban Allee-jelenség 1éphet fel, akkor egy metapopuldciés modellhez ju-
tunk. Ezekkel a kutatdsokkal matematikai iton magyardzatot nyeriink arra az al-
lati populéciokra megfigyelhet6 jelenségre, miszerint a populacidk egyedszama
jelentdsen kiilonbozé a populdcié él6helyei kdzott.

Knipl Didna

Knipl Didna 2014-ben szerzett PhD fokozatot a Szegedi Tudomdnyegyetemen
Rost Gergely témavezetésével, doktori értekezésének témdja a matematikai jdr-
vdnymodellezés volt. A torontoi York Egyetemen, majd a londoni UCL-en folyta-
tott kutatomunkdt, tobb eurdpai unios projekt résztvevdje is volt. Hazai és nem-
zetkozi szakmai dijakat nyert (pl. Farkas Gyula Dij, Robert May Award). Jelenleg
Londonban dolgozik a Morgan Stanley-nél.
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Térbeli feladatok megoldasa GeoGebraval
(2018. junius, Tanora — szakkor)

Ha kell egy j6 rajz, vagy mar meglévé rajzon, képen, festményen szeretnénk dol-
gozni, érdemes megnyitni a GeoGebrat. Ha példdul egy metszéspont ,,leszalad”
a képerny6rdl, elég atformazni, nem kell Gjrakezdeni. A rajzelemek, szerkesztési
segédvonalak megjelenitését akdr bemutatd kdzben is szabalyozhatjuk.

A GeoGebra azonban nem rajzol6, hanem dinamikus geometriai szerkesztd
program, amely lehet6vé teszi, hogy sikbeli és térbeli szerkesztéseket, bizonyi-
tdsokat szamitdgépes kornyezetben, interaktiv médon szemléltessiink, tanitsunk,
tanuljunk.

A sokoldalisédg alapja a dinamikus adatkezelés, amelynek sordn az alakzatokat
logikai és (vagy) optikai szempontbdl definidlhatjuk, ami lehetévé teszi a rajz
atformdzdsat ugy, hogy az elemek kozotti logikai kapcsolatok megmaradnak.

Ebben a cikkben a szerkesztés sordn létrehozott logikai rendszert dbrdnak, az
alakzatok pillanatnyi optikai megjelenitését rajznak nevezziik. Ugyanannak az
dbranak a felhasznéldsdval sok-sok rajzot hozhatunk 1étre, megvizsgdlhatjuk a
specidlis (a rajzra vonatkozd) és az (adott szerkesztési eljaras keretei kozott) 4l-
talanos tulajdonsagok kozotti viszonyt.

Egy alakzat logikai és optikai létezése kozotti kiilonbséget jOl érzékelteti, hogy
két egyenes rajzi megjelenitésekor ,,atfedés” is létrejohet, amely csak a rajzon 1é-
tezik, de az dbrdhoz nem tartozik hozza. Ugyanakkor az is el6fordulhat, hogy pél-
ddul egy kor és egy egyenes metszéspontjat definidltuk, de a rajz pillanatnyi 4lla-
potdban ez a metszéspont nem jon létre, mert valamelyik alakzatot nem metszd

helyzetbe mozgattuk.

Mi most a térgeometridra koncentrdlunk, és olyan otletekre hivjuk fel a fi-
gyelmet, amelyek hasznosak, de a programmal valé elsé ismerkedéskor nem
mindenki szdmdra nyilvdnvaldak.

A latvany bedllitdsdnak hasznos eszkoze a Jelolonégyzet, amely ha ki van pi-
palva, akkor a logikai érték igaz, ha nincs kipipdlva, akkor hamis. Jel6l6négy-

zetet a /@ Jedneavel | jkonra kattintva vagy a Parancsmezdbe beirva hozhatunk
1étre. Sajnos nem minden ablakban tudjuk engedélyezni az ikonjat, ezért érdemes
megismerni, hogy hogyan definidlhatjuk kdzvetleniil a parancsmez&ben.
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Gyakorlé példa. Szerkesztettiink egy kockdt, a kockdba szabdlyos tetraédert és
szabdlyos oktaédert irtunk. Meg szeretnénk mutatni, hogy a kocka lapkdzép-
pontjai és a tetraéder éleinek felezopontjai ugyanannak a szabdlyos testnek, a
szabdlyos oktaédernek a csiicsai. A ldtvdnyt gy akarjuk bedllitani, hogy a kocka,
a tetraéder és az oktaéder kiilon-kiilon és egyiitt is ldthato legyen, és hogy bemu-
tatds kozben is szabdlyozhato legyen, hogy ezek koziil éppen melyiket lehet ldtni.

A térbeli szerkesztéseket 3D-s nézetben célszerd végezni, amely a legordiilé me-
niisorbdl (Nézet, 3D-s nézet) vagy a Ctrl + Shift + 3 billentylikombindcidval
valaszthato ki.

A kockat a Kocka parancsikon segitségével szerkeszthetjiik:

B e < N]= %

Kocka
Kattintds egy sikon (opcionalis) és azutan 2 ponton

A kockdba irt szabdlyos tetraédert is parancsikon segitségével szerkeszthetjiik,
példaul a Giila parancsikont alkalmazva a kocka egy csticsdbdl indulé harom
élének végpontjait valasztjuk alaplap csicsainak, a beldle induld testatlé masik
végpontjat pedig a gila csicsanak.

Z,&_] @ 4 N A :(;)

Gila
Sokszdg kijelolése vagy |étrehozasa alaplapként, majd csicspont megadasa

A szabalyos oktaéder csucsait, azaz a kocka lapkozéppontjait a Felezdpont pa-
rancsikon segitségével szerkesztjiik. A szabdlyos oktaédert Osszerakhatjuk két
olyan gildbdl, amelyek alapnégyzete kozos, igy ehhez is a Giila parancsikont
hasznélhatjuk.

1 1 s

.A Pont

’./3‘\ Alakzat pontja

X Metszéspont
L]

° Felezd vagy kozéppont
L]
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Ha a kocka lathatésdgat Jelolonégyzettel akarjuk szabdlyozni, akkor létrehozunk
egy erre szolgdld jelolonégyzetet, majd a logikai értéket 6sszekotjitkk az alak-
zattal, hogy hatdssal legyen a latvanyra.

e A parancsmez&be beirjuk, hogy Kocka = true. Az Enter leiitése utdn az
algebra ablakban a logikai értékek kozott megjelenik a Kocka = true elem,
a 2D ablakban a Kocka felirat és a kipipalt Jelolonégyzet.

Parancssor. Kocka = true ® Kocka = true [/]ocka

e A kocka tulajdonsdgai ablakban a halad¢ fiilre kattintva bedllitjuk a l4tha-
téség feltételét:

Alap | Szin | Stilus| Haladd | Script

Az alakzat megjelenitésének feltétele
Kocka = true

Hasonl6képpen jartunk el a tetraéder és az oktaéder esetében is (7.1. dbra). Mivel
az oktaédert két gulabdl raktuk 6ssze, igy mindkét gila lathatésagat a megfe-
lel6 jeloldnégyzet kipipalasatdl tettiik fliggévé. Ha elkésziiltiink a beéllitasokkal,
akkor be is zarhatjuk az algebra ablakot. Vigydzzunk, a 2D ablakot (Rajzlap) ne
zdrjuk be, mert a Jelolonégyzet csak ott jelenik meg!

Kocka
| |Teragder

o | Ditadder

7.1. abra. A kocka, a kockdba irt szabélyos tetraéder és a szabalyos oktaéder
lathatosaga Jelolonégyzettel szabalyozva. (Vasarhelyi 2018b https://ggbm.at/gr292jkN)

Hasonl6 eredményt érhetiink el, ha nem Jelolonégyzetet, hanem Csiiszkdt hasz-
nalunk. A Csiiszka is a 2D ablakban latszik, ezért fliggblegesre allitottuk, hogy
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keskenyre vehessiik a 2D ablakot. A mi példankban egy olyan Csiiszkdt defi-
nidltunk, amelynek az n véltozéja 0, 1, 2 és 3 értékeket vehet fel (7.2. abra).
A kocka lathatésdganak feltétele n > 0, a tetraéderé n > 1, az oktaéderé (a
2 gildé) n > 2. A jelolénégyzetes megoldashoz képest elvesztettiik azt a lehe-
toséget, hogy egyiitt és kiilon-kiilon is lathatéak legyenek az egyes szabdlyos
testek.

~ Raplap % | = 3D-s nézet

ACY ACY Ov Tw ow

Mutasd = 3

7.2. dbra. A kocka, a kockdba irt szabdlyos tetraéder és a szabdlyos oktaéder
lathatésaga Cstiszkaval szabalyozva. (Vasarhelyi 2018c¢ https://ggbm.at/wTfsh8qV)

Bemutatdskor az alakzat forgatdsdhoz a 3D-s nézet forgatdsa ':g" ikont hasz-
naljuk. Wertheimer (1912) kisérletei 6ta tudoméanyosan is bizonyitott, hogy a
térélmény kialakuldsdban nagy szerepe van a megmozgatott, elforditott 3D-s né-
zetnek. A GeoGebraban 3D dbrdkkal biztosithaté a mozgasélmény. Az all6 és
a mozg6 kép latvanya kozotti kiilonbség minden szemlélére komoly benyomast
tesz. Olyanok szdmadra is l1étrejon a térélmény, akik a statikus képen nem iga-
zodnak el.

A Jeldlonégyzet mind a tandri bemutatd, mind a didkok 6nall6 problémamegol-
ddsa sordn nagyon hasznos. A kovetkez feladatban harom kiilonb6z6 megoldést
szemléltetiink ugyanazon az dbran. Jelol6négyzetek segitségével érjiik el, hogy
az egyes meggondoldsok ne zavarjdk egymast.

Feladat (Hajnal 1982): Egy négyoldalii szabdlyos giildt kettévdagunk egy olyan
sikkal, amely dtmegy az alaplap kozéppontjdn és pdrhuzamos az egyik oldal-
lappal. Szdmitsuk ki a kapott részek térfogatdnak ardnydt!
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:J'a\ao\ao

~/ magassag

./ cslics
\/ aula
————

7.3. dbra. Négyoldalu szabalyos gila kiilonb6z6 magassagokkal. (Vasarhelyi 2018d
https://ggbm.at/J9KmhzeA)

T T

Megszerkesztjiik a négyoldald szabdlyos gulét. Szerkesztiink egy a oldald négy-
zetet, véltoztathaté hosszisagura dllitjuk be az m magassagot, és megszer-
kesztjiik a négyoldald szabdlyos gulét (7.3. dbra). A gula oldaléleinek hossza

2
o Lo, (a2 friie
2 2

oldallapjainak magassiga

2 2
_ ] 2)2: 4m” +a”
m+<2 4

a?

v="r.
3

és a térfogata

A dinamikus geometriai szemléltetés mellett sz6l, hogy a gila magassidga akar-
mekkora lehet, amit kézzel foghat6 modellen nem tudunk szemléltetni.

Megszerkesztiink egy, az alaplap kozéppontjan athaladé és az egyik oldallappal
parhuzamos sikot. Ha magunknak szerkesztiink, ezt kdzvetleniil is megtehetjiik
ugy, hogy a & pamuzamossk  ikonra kattintunk az oldallap és a kézéppont kiva-
laszt4sdval. A tanuldk szamdra tanulsdgosabb, ha a kdzépponton 4t az oldallappal
parhuzamos egyeneseket hiznak.

Megkeressiik a guldval alkotott metszetet, arra épitve, hogy két parhuzamos sik
egy harmadik sikot pdrhuzamos egyenesekben metsz. (Ezt az ismeretet tartal-
mazza a Segitség.)
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b

7.4. dbra. A sikmetszet egy hudrtrapéz. (Vasarhelyi 2018d https://ggbm.at/J9KmhzeA)

Megéllapitjuk, hogy hurtrapézt kaptunk (7.4. dbra). A hidrtrapéz egyik alapja a
hossziisagu, a négyzet kozépvonala. Masik alapja g hosszisagu, az egyik oldal-

lapnak a négyzettel pdrhuzamos kdzépvonala. A hirtrapéz szdrai a metszd sikkal

b 1 [2m*+d®
parhuzamos lap oldaléleivel parhuzamos kdzépvonalak, ezért 375 %ﬂ

hossziisdgiak.

A sik a guldbdl egy olyan testet vag le, amelynek lapjai (7.5 a) dbra)

7.5. abra. A levagott rész és szimmetriasikjai.

a)

e cgy téglalap, amelynek oldalai a és g hossziisdguiak;

e két egybevagd egyenld szari haromszog, amelyek alapja g hosszisagd,

b
széraik pedig 3 hossziisdguiak;
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o két egybevigd hurtrapéz, ezek egyik alapja a, mésik alapja g hossziségu,

b
a szarak hossza pedig 5

A levdgott testnek van két szimmetriasikja, ezek mer6legesek az alaptéglalapra
és illeszkednek annak egy-egy kozépvonaldra. Az egyik a gildval kdzos szim-
metriasik. (7.5 b) és 7.5 ¢) abra)

A térfogat meghatdrozdsara mutatunk harom meggondolast. Ezek k6zos gon-
dolata, hogy részekre bontassal, illetve 4tdaraboldssal olyan testeket alkotunk,
amelyek térfogatit egyszerlibb meghatdrozni.

A felbontds szemléltetéséhez eltoljuk az egyes részeket. Ehhez 6sszekotjiik egy
szakasszal a kivalasztott kiindulasi és egy véghelyzetet, és egy olyan eltolds-
vektort haszndltunk, amelynek kezd6pontja a kiinduldsi pont, végpontja pedig
elmozdulhat a kiindulasi és véghelyzet kozotti szakaszon.

1. megoldas: Két kis gilara és egy haromszog alapu egyenes hasdbra bontjuk

1
a levagott részt, majd a két kis gilabdl dsszerakjuk az eredeti guila 3 ardnyban

kicsinyitett masat (7.6. dbra).

v |a levagott rész \/ 1 MO:atdarabolas

7.6. dbra. A levagott rész dtdaraboldsa négyoldald szabdlyos guldva és egyenes
hasabba. (Vasarhelyi 2018d https://ggbm.at/J9KmhzeA)

A kicsinyitett guila térfogata az eredeti gula térfogatdnak 3 része, azaz

azm azm

2
3 16 3 °

0| =
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A hasédb hiromszoglapjai egyenld szdrd hiromszogek, amelyek alapja %, ma-

m am a
gassiga 5 ezért a teriiletiik 3 A hasdb magassiga 7 igy a hasib térfogata
2 2 2

am 3 a'm am ) .
= — - ——. A levagott rész térfogata tehat ——, ami az eredeti guila

16 16 3 16 3

5
térfogatanak 6 része.

5
A metszd sik olyan részekre bontja a gilét, amelyek térfogatdnak ardnya T3 :
11
— =15:11. Lathato, hogy ez fiiggetlen a kiindulasi gula alapélének és magas-

16
sdgénak hosszatol.

2. megoldas: A levigott testet felosztjuk egy négyoldali szabalyos giilara és egy
haromszog alapu ferde hasédbra. (7.7. dbra)

:\/:_a levagott rész _\/;2 MO:qgula es hasab

7.7. abra. A levagott rész felosztdsa hasabra és gulara.
(Vasarhelyi 2018c https://ggbm.at/J9KmhzeA)

1
A kis gila az eredeti gila 3 ardnyban kicsinyitett médsa. A ferde hasib alapja

egybevagé a kis gula oldallapjaival, a magassdga a két parhuzamos sik tavolsa-
gaval egyenld. A ferde hasdbot atdarabolhatjuk (az 1. megoldasban is szerepld)
egyenes hasdbbd, vagy kozvetleniil meghatirozhatjuk a ferde hasédb térfogatit.

A ferde hasdb (és egyben a levdgott rész) szimmetriasikja egy paralelogram-
maban metszi a hasdbot. A paralelogramma egyik parhuzamos oldalpdrjanak

hossza az eredeti gila alapélének fele g, illetve oldallap magassdgénak fele %

A paralelogramma g oldalparhoz tartozé magassdga a gila magassdganak fele
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%. A paralelogramma teriilete igy g . % = %, amibdl az % oldalpérhoz tar-
, . am m, am . . P
toz6 magassdg — : — = ——, ami egyben a hasdb magassaga is.
4 2 2m,

A haséb alapja egyenld szari haromszog, amelynek alapja g, magassaga %

1 a m am am

ezért a teriilete — - — - —2 = —2. A hasdb magassiaga ——, igy a hasdb térfogata
22 2 8 2m,

am, am a*m 3 a*m

g 2, =16 -6 3 A levagott rész térfogata a kicsinyitett gila és a

azm

16 3

A metsz{ sik az eredeti gilat olyan részekre bontja, amelyek térfogatanak ardnya
5 11
—:—=5:11L

16 16

3. megoldas: A levagott testet felosztjuk két egybevagd négyoldald szabélyos
glldra és egy tetraéderre. (7.8. dbra)

A\
4=

v\/-;sikmetﬁzet \/ alevagott rész ~/_ 3 MC:gulak és tetragder

. R N I
hasab térfogatdnak dsszege, , ami az eredeti gila térfogatdnak 6 része.

7.8. dbra. A levagott rész felosztasa két giildra és tetraéderre.
(Vésarhelyi 2018c https://ggbm.at/J9KmhzeA)
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A két gila az eredetibdl 3 aranyu kicsinyitéssel szarmazik, egyiittes térfogatuk
R o4 ) . . o
az eredeti gula térfogatdnak T3 része. A tetraédert négy egybevagd egyenldszard

b
haromszog hatarolja, ezek alapja g, szdrai 3 hosszusagiak. A tetraéder egyik

csucsanak a szemkozti laptdl valo tavolsiga megegyezik a metszd siknak a vele
parhuzamos gulalaptdl vald tdvolsdgaval.

Ezt a tavolsagot a gildnak az alapnégyzet kozépvonaldra
illeszkedd szimmetriasikjaval alkotott metszetébdl konnyen
meg tudjuk allapitani. A haromszog oldalai m,, m,, a. A te-
rillet kétféle kiszamitasabol az m, oldalhoz tartozé ma-

. am m, m,
gassdg —.
0
A keresett tdvolsdg az m, oldalhoz tartoz6 magassdg fele,
am .1 am, am 1 a’*m a
. A tetraéder térfogata pedig — - . =—.-——,a
2m, SAPEE 378 o, 16 3

1 . < .
gula térfogatdnak 6 része. A metszd sik az eredeti gulét olyan részekre bontja,

5 11
amelyek térfogatdnak aranya — 6 % =5:11.

Leirdsunkban csak a teljesség kedvéért szerepeltetjiik a szdmitdsokat. Tandri be-
mutaté mellett kérdésekkel, otletadd tablai rajzokkal segithetiink a szdmitdsok
elvégzésében.

Ha 6néll6 feldolgozasra szdnjuk a GeoGebra munkalapot, akkor b&vithetjiik a
szamitasi otletek megtaldlasat szolgdld Segitségekkel, és az eredmény ellenor—
z€sére szolgdld Beviteli mezdvel. A Beviteli mezd alkalmazasara jo
példak bdségesen taldlhatdk a GeoGebra adatbédzisban. Ilyen pél-
ddul a https://www.geogebra.org/m/eR9SOEpw munkalap, amely
egy térgeometriai témdhoz, a csonkakip térfogatdnak kiszdmita-
sahoz 2D kornyezetben késziilt (Szaldobagyi).

A GeoGebra 3D-s nézet haszndlata nélkill is végezhetiink térbeli vizsgila-
tokat. A 7.9. dbra egy olyan GeoGebra munkalap képernySkivagdsait mutatja,
amelyben Szerkesztés — Kép besziirdsa — Fdjl parancssorral két részletben (fels
és also rész) beolvastuk M. C. Escher Belvedere cimi képét. A fels6 részt vélto-
zatlanul, az als6 részt viszont ugyanarra a helyre kétféleképpen olvastuk be — az
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egyik véltozat az eredeti 4llds, a mésik a vizszintesen tiikkr6zott valtozat. Létre-
hoztunk egy Csiiszkdt, és tigy allitottuk be a lathatésdgot, hogy a Csiszka n =0
értékénél az eredeti, a ,,lehetetlen” épiilet, az n = 1 érték mellett pedig a tritkkkot
leleplezd tiikkorkép lathato.

7.9. dbra. M. C. Escher Belvedere cimii képének titka
(Vasarhelyi 2018a https://ggbm.at/QbuTS5Hcs).
(Forras: https://en.wikipedia.org/wiki/Belvedere_(M._C._Escher))

A képhez kapcsoléddan szamos probléma vethet6 fel (centralis ve-
tités, projektiv geometria, stb. Ezekrdl és mas otletekrdl olvasha-
tunk Koren és Vasarhelyi elektronikus jegyzetében: https://ttomc.el
te.hu/publications/68

[m] 728 [m]
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Vdsdrhelyi Eva
ELTE TTK Matematikatanitdsi és Modszertani Kozpont

Vdsdrhelyi Eva nyugalmazott egyetemi docens. Matematika, fizika, dbrdzolé
szakos dbrdzolo geometria szakos tandrként végzett az ELTE TTK-n. Geomet-
ridbol és pedagogidbol egyetemi doktori cimet, matematikdbdl kandiddtusi fo-
kozatot szerzett. Az ELTE TTK Geometriai tanszék, majd nyugdijazdsdig a Ma-
tematikatanitdsi és Modszertani Kozpont oktatdja, utobb vezetdje volt. Az okta-
tdsban és a kutatdsban is a geometria dllt érdeklodésének kozéppontjdban. 1993.
ota foglalkozik a dinamikus geometria programok alkalmazdsdval. Tobb or-
szdgban tanitott és kutatott (Molddvia, Franciaorszdg, Lengyelorszdg, Ausztria),
Mind ez idd alatt igyekezett népszeriisiteni a korszerii geometriai szemléltetést.
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Hell6 Ruby! Kalandozisok Kédfoldén

Hell6, Ruby! Kalandozasok Kodfoldén
(2018. junius, Konyvespolc — ajanlo)

A programozds ma mér egyre inkdbb életiink természetes része. Ennek a 112
oldalas, gazdagon illusztralt és szines konyvnek a célja az, hogy a gyermekek
minél kordbban megbardtkozzanak a programozdassal kapcsolatos éltaldnos fo-
galmakkal és alapelvekkel.

A szerz8 Linda Liukas, Helsinkiben €16 programozd, ir6 és illusztrator. Egyik
alapitdja volt a Rails Girls nevli mozgalomnak, amely azt tlizte ki kiildetéséiil,
hogy vildgszerte minél tobb fiatal né megismerkedhessen a programozés alapja-
ival. Onkéntesek segitségével ennek a szervezetnek néhany év alatt 270 véarosban
tobb mint tizezer nét sikertilt elérnie. Linda a New York-i székhely, programo-
zast oktaté Codeacademy nevi cégnél is dolgozott. 2013-ban megkapta a Ruby
programozdi kozosség legrangosabb dijat, a Ruby Hero dijat, de biiszkén viseli
a Finnorszdg Digitdlis Bajnoka (Digital Champion) cimet is.

A konyv megirasanak gondolata a szerzében mar 2009-ben felmeriilt. Kés6bb
a Kickstarter k6z0sségi finanszirozdsanak segitségével a konyvre Linda mind-
Ossze harom ora alatt 10 ezer dollart, az elsd 24 6raban 100 ezer dollart, végiil
Osszesen 380 ezer dollart gydjtott 6ssze! Linda élete gydkeresen megvéltozott
— gy dontott, hogy felmond a Codeacademy-nél, hogy teljes erejével az irdsra
koncentrdlhasson. Kényvéhez a rajzokat sajat maga készitette. Mivét angolul
2015-ben, magyarul 2016-ban adtik ki. A konyv eddig 20-ndl tobb nyelven je-
lent meg.

A konyv két részbdl all. Az elsd, konnyen és gyorsan olvashaté részben 68
oldalon 10 fejezetre bontva egy kedves torténetet kovethetiink nyomon: a f6-
szereplé kislany, Ruby azt a feladatot kapja, hogy keresse meg az apukdja
altal elrejtett 6t dragakovet. Utjat ot barat kiséri végig, karaktereik mind va-
lamilyen konkrét szoftverre utalnak — pingvin, kigyd, héparduc, robot és réka
(vagyis Linux, Python, Snow Leopard, Android és Firefox). Az els6 rész on-
magéaban kerek egészt alkot, €s olvasasa (példaul kisebbeknek) itt akar be is fe-
jezhet6. A konyv mdasodik részében 10 feladatsor taldlhatd, amelyek vagy az
els6 rész utdn, vagy akar az els6 rész megfeleld fejezeteivel parhuzamosan is
olvashaték. A konyvet fogalomtdr zarja. Az érdekl6dék tobb egyéb érdekes-
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Léczi-Nagy Gemma, Loczi Lajos

séget (példdul kinyomtathat6 jdtékos feladatlapokat) tolthetnek le — [w]55+[m]
a https://www.helloruby.com/ oldalrdl.

A Hello, Ruby! nem konkrét programozasi nyelvet tanit (tehat nem E Ly
sz6l magérél a Ruby programnyelvr6l sem). Helyette az els6re talan
absztraktnak tind fogalmakkal ismerkediink meg, torténeteken, példdkon és
feladatokon keresztiil — karakterldncokkal, logikai kifejezésekkel, valtozokkal,
adatokkal, adatszerkezetekkel (zoldségek és gyiimolcsok), fiiggvényekkel, elja-
rasokkal, ismétléssel/ciklusokkal (eltdncolhaté-eltapsolhaté mozdulatsorok), el-
dgazéssal (iiltetés és gyomlalds), sorozatokkal, utasitdssorozatokkal (fogmosas),
kivélasztdssal, algoritmusokkal, részekre bontdssal, mintdzatok felismerésével
(Ruby ruhatdrdban vagy tapétdk kozott), absztrakcidval, automatizaldssal, lo-
gikus és kritikus gondolkoddssal, tervezéssel, egylittmiikddéssel, hibakereséssel,
vagy a szamitogépes gondolkodds fogalmaval (computational thinking, ami a
probléma olyan atfogalmazasa, hogy azt a szamit6gép meg tudja oldani).

A szerz$ azt javasolja, hogy a gyerekek sziiléi segitséggel dolgozzdk fel a
konyvet. A konyv véleményiink szerint mar 5-6 évesek szamdra, illetve 4ltal
is olvashato, bar egyes feladatok megoldédsa 12—-13 éveseket is gondolkodtatasra
késztethet. A konyv hossza és felépitése jol el van taldlva, a torténet fordulatos,
nehéz abbahagyni az olvasasat.

Ruby! A
Kalandgzasok Kodfoldén
Mesekonyv jatekos

g feladatokkal
* ) fpeen

Linde Liukag
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A Hello, Ruby! Kalandozdsok kodfoldén egy négy részesre tervezett sorozat
elsé kotetét alkotja. A masodik, valamivel rovidebb kotet, Hello, Ruby! Nagy
utazds a szdmitégép belsejébe méar magyarul is kaphatd, és szintén izgalmas fel-
adatokat tartalmaz. Az internetrdl sz616 harmadik kotet angolul elérendelhetd.
Az érdeklédSknek végiil — tovabbi kedvcesinaloként — Linda A delightful way
to teach kids about computers cim, lelkesit6 stilusi TEDx-el6addsat ajanljuk.

https://hvgkonyvek.hu/konyv/hello-ruby-kalandozasok-kodfolden

Loczi-Nagy Gemma
Loczi Lajos

Loczi-Nagy Gemma hobbija az olvasds és a zene. Konyvespolcdn fbleg tudomd-
nyos és mérndoki ismeretterjesztd konyvek taldlhatok.

Loczi Lajos matematikus, az ELTE és a BME oktatoja. Munkdjdban és kutatdsa-
iban a Wolfram-programnyelv alkalmazdsa kiemelt helyen szerepel.
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Lendiiletben a kvantum-informacioelmélet
— Interji Mosonyi Milannal
(2019. junius, Portré — Interja)

A Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomdnyi Egyetemen 2019 februdrjdban be-
szélgettiink Mosonyi Mildnnal, a BME Természettudomdnyi Kar Matematika In-
tézet Analizis Tanszékének egyetemi docensével. Hol végezte a tanulmdnyait?

A Veres Péter Gimndziumba jartam, utdna a BME-re jottem mérnok-fizikus
szakra, majd az els6 év utdn parhuzamosan elkezdtem az ELTE-n a matematikus
szakot. Ezen a két helyen diplomdztam. A doktori tanulmédnyaimat itt kezdtem
a BME-n Petz Dénes témavezetésével, az utolsé évet pedig Leuvenben toltottem
Belgiumban, ahol Mark Fannes volt a témavezetém. A doktori utdn visszatértem
a BME-re, itt voltam adjunktus egy évig, utdna pedig kiilonb6z6 kutatéi 4lla-
sokban kiilfoldon dolgoztam 10 évig. 2016-ban jottem haza ismét, azéta a BME
Analizis Tanszékén kutatok és tanitok, jelenleg docensi beosztisban.

Mi volt az oka, hogy egy év utdn felvette a matematikus szakot is?

R4jottem, hogy kozelebb all hozzdm a matematika, mint a fizika, jobban sze-
retem az absztraktabb és precizebb dolgokat. Igazdbdl mar a gimndziumban is
jobban érdekelt a matematika, de a versenyeredményeim alapjan nem voltam
biztos benne, hogy elég j6 vagyok ahhoz, hogy matematikus legyek. Aztin
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az egyetemen kideriilt, hogy a fels6bb matematika vildga nagyon mds, mint a
kozépiskolai versenyeké, és nem feltétleniil ugyanazokra az adottsdgokra van
sziikség az egyikben, mint a mésikban.

Igy utélag nézve, érdemes volt mindkét szakot elvégeznie?

Nem. Ezt senkinek nem javaslom, kiilondsen nem pdrhuzamosan. Annak van
értelme, hogy az ember kivalassza, mi az, ami igazan érdekli, és aztdn ebben
prébaljon minél jobban elmélyedni. Ha ez torténetesen valami interdiszciplindris
irdny, mint esetemben példdul a matematikai fizika, akkor ki kell vdlasztani egy
olyan képzést, ami a lehet§ legjobban lefedi a vélasztott irdnyt (ez esetben a
matematikus szak), és a mellé lehet hallgatni valogatott targyakat mds szakok
kindlatabdl, példaul elméleti fizika targyakat a fizikus szakrdl. De ehhez nem
kell az egész fizikus szakot elvégezni, s6t, nem is praktikus.

Melyek voltak a kiilfoldi kutatoi dlldsainak kutatdsi témdi?

Kutatasi témam a kvantum-informaciéelmélet, ezzel foglalkoztam mar dokto-
randuszként és kiilfoldon is.

Kérem, meséljen errdl a témdrol!

Az informéciéelmélet kezdetét Claude E. Shannon amerikai matematikus és vil-
lamosmérnok egy 1948-as cikkétSl” szamitjak. Shannon ebben a cikkben két
alapkérdést vizsgilt. Az egyik, hogy hogyan lehet informaciét optimélisan t6-
moriteni Ugy, hogy ne vesszen el tdl sok a tartalmabdl. A masik kérdés, hogy
hogyan lehet zajos csatorndn megbizhatéan informéciét tovdbbitani. Az § egyik
alapgondolata az informdci6, és az informacié kezelésének a matematikai mo-
dellezésében az volt, hogy az informdcid forrdsat véletlen matematikai szimb6-
lumok sorozataként tekintette. Példdul egy magyar nyelvi szévegre tekinthet gy
is az ember, mint betlik véletlenszer( sorozatéra, ahol a bet{ik bizonyos, a ma-
gyar nyelvre jellemz6 valdszintiségekkel kovetik egymadst. Egy zajos csatornét
pedig dgy lehet lefrni, hogy az egy adott bemeneten bizonyos valdsziniiséggel
a kivant kimenetet produkélja, bizonyos més valdszintiségekkel viszont mas ki-
meneteket. A Shannon-féle informécidelmélet tehat nagyon erdsen a valészint-
ségszamitasra épiil. Fontos alapgondolat volt az is, hogy igazdbdl mindegy, hogy
fizikailag mi hordozza az informéciét: mindegy, hogy egy iizenetet kodol6 bitso-
rozat (0-k és 1-esek sorozata) egy kotdblara van irva, vagy mondjuk elektromos

"Claude E. Shannon: A Mathematical Theory of Communication, The Bell System Technical
Journal, vol. XXVII, no. 3, 1948
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kapcsoldk alldsa jelzi a bitek értékét (bar az utdbbit nyilvdnvaléan konnyebb ke-
zelni a gyakorlati megvaldsitasban). De kideriilt, hogy mégsem teljesen mindegy,
ugyanis a kvantummechanika térvényei szerint viselkedd fizikai rendszerek le-
irasdhoz egy masfajta (gazdagabb) valdszinlségelméletre van sziikség, mint amit
példdul a kockadobdsok leifrdsdhoz haszndlunk, és amire Shannon is alapozta az
elméletét. Ez a gazdagabb valdészintiségelmélet gazdagabb informécidelméletet
is eredményez, amiben a kordbbindl tobbfajta informdcidéfogalom jelenik meg,
és az informacié feldolgozasanak djfajta modjai és problémadi. Ezt mar a 60-as
évek végén, 70-es évek elején elkezdték vizsgdlni, de igazdn nagy lendiiletet a
90-es évek elején kapott. Ekkor publikdlta Peter Shor, az MIT-n dolgoz6 ame-
rikai matematikus a Shor-algoritmust, amiben azt mutatta meg, hogy ha lenne
egy kvantumszamitégépiink, akkor azzal a nagy szdmokat nagyon gyorsan fel
lehetne bontani primtényezdk szorzatira. A ,,nagyon gyorsan” a szdmitastudo-
mdany nyelvén azt jelenti, hogy a bemenet szdmjegyei szdmdnak polinomiélis
fliggvénye a felbontashoz sziikséges id6. Ez tobbek kozott azért fontos, mert a
gyakorlatban haszndlt nyilvanos kulcsu titkosirdsok azon alapszanak, hogy a kiil-
dbnek és a fogaddnak is van egy-egy nagy primszdma (ezek a kulcsok), de ezek
nem ismertek a kiilvildg szdmara, csak a kettének a szorzata. Azért biztonsagos
ez a titkositds, mert ha elég nagyok a primszamok, akkor a jelenlegi szamito-
gépek szamitasi kapacitdsaval nagyon hosszu id6be telne a szorzatukbdl vissza-
fejteni a két primszdmot, és igy feltorni a titkositast. Shor pedig azt mutatta meg,
hogy ha lenne kvantumszamit6gépiink, akkor ez gyorsan menne. Ebbdl egyéb-
ként az is kovetkezik, hogy a nyilvdnos kulcsu titkositds djfajta médszereire van
sziikség, amire szintén kindl megolddsokat a kvantum-informaciéelmélet.

Mit jelent pontosan a kvantumszdmitogép fogalma?

A kvantumszadmitégép olyan szdmitogép, ahol a bitek, a logikai egységek, nem a
klasszikus szdmitogépek esetén megszokott O vagy 1 értéket vehetik fel, hanem
ezeknek ugynevezett szuperpozicidit is, amelyekbdl végtelen sok van. Hasonl6-
képp végtelen sokféle logikai kapu 1étezik példdul két kvantumbiten, szemben a
klasszikus szamitégépek véges sok logikai kapujaval. A legfontosabb azonban,
hogy tobb kvantumbit mindségileg méasfajta médon tud 6sszekapcsolédni, mint
ugyanannyi klasszikus bit; ez az tgynevezett kvantummechanikai 6sszefond-
dottsdg jelensége. Ennek eredményeként egy kvantumszdmitégéppel gyorsan
meg lehet oldani bizonyos feladatokat, amelyekre a ma hasznalt szamitégépekkel
nem létezik, vagy legaldbbis nem ismert hasonléan gyors megoldds.
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Miéta foglalkoznak a kvantumszdmitogépek lehetdségével? Vannak-e mdr kvan-
tumszdmitogépek?

Az alapoétletet Richard Feynman Nobel-dijas amerikai fizikus nevéhez szoktak
kotni: 1982-ben publikalt egy cikket®, amiben azt vetette fel, hogy kvantumsza-
mitégépet lehetne haszndlni kvantumrendszerek szimuladciéjara. Mondjuk egy
molekuldnak az energiaszintjeit klasszikus szdmitégéppel meglehet6sen nehéz
precizen kiszdmolni, de egy kvantumszamitégéppel sokkal hatékonyabban meg
lehetne csinalni. KésGbb kiilonféle algoritmusokat javasoltak matematikusok, fi-
zikusok, ami mdr egy kicsit mas irdnyba mutat, tehit nem fizikai rendszerek mo-
dellezésérdl szol, hanem valamilyen logikai, matematikai feladatokat kell meg-

oldani. Ezek koziil a leghiresebb a Shor-algoritmus.

Egy-két bites kvantumszamitégépeket mar nagyon régéta tudnak épiteni, ezek
azonban csak az elmélet legegyszerlibb illusztrdldsara voltak jok. Az utébbi
2-3 évben indult be igazdn a fejlédés a gyakorlati megvaldsitds terén. Mosta-
ndban a nagyobb tech cégek, mint példdul az IBM és a Google, elkezdték a
sajat kvantumszamitégép-fejlesztési projektjeiket és ez aztdn hatalmas lendii-
letet adott a témanak. Most ott tartunk, hogy mar 1éteznek 50 kvantumbites
kvantumszamitégépek. Ezeken taldn madr lehet futtatni olyan, specidlisan erre
a célra tervezett feladatokat, amelyekkel a jelenlegi leger6sebb szuperszamito-
gépek sem boldogulnédnak belathaté idén beliil. Ugyanakkor ezek nem szabadon
programozhat6 szamitdgépek, és egyeldre egyaltalan nem vildgos, hogy mikor
fogja a kvantumszadmitégépek teljesitménye elérni akdr csak a tobb évtizeddel
ezelbtti szamitogépekét; tgy tlinik, ehhez rengeteg technoldgiai kihivast kéne
még legy6zni, €s abban sem mindenki ért egyet, hogy ez egyéltalan elvileg le-
hetséges-e. Még nagyon sok nyitott kérdés van, ugyanakkor az biztos, hogy ez a
teriilet nagyon nagy fejlédésen ment keresztiil az utébbi években.

Tehdt egy mai kvantumszdamitogép kevesebbet tud, mint mondjuk az én mobilom?

Igen, 1ényegesen kevesebbet. A két késziilék mds elvek alapjdn mikodik, és
ahhoz, hogy a kvantumszdmitégépek elméletben megjdsolt elényét valdra le-
hessen véltani, a jelenleginél 1ényegesen nagyobb kvantumszdmitégépeket kéne
épiteni, ami viszont technikailag még nehézségekbe iitkozik. A kvantumszami-
tégépeknél nagyon fontos, hogy a kvantumbiteket valamilyen egyiittes dllapotba

8Richard P. Feynman, Simulating Physics with Computers, International Journal of Theoretical
Physics, vol. 21, no. 6-7, 1982
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hozza az ember. Ezeket hivjdk 6sszefonddott dllapotoknak, és ezek nagyon sérii-
Iékenyek a kornyezeti hatdsokra, amik pedig elkeriilhetetleniil fellépnek, hiszen
nagyon nehéz teljesen izoldlni egy rendszert a kiilvildgt6l. Emiatt nagyon nehéz
Iétrehozni, és kell6en hosszi ideig fenntartani ezeket az allapotokat; ez az ugy-
nevezett dekoherencia-probléma. Vagyis nem tudjik elég sokdig, és elég hatéko-
nyan izolélni a kvantumszdmitégépet a kornyezetét6l ahhoz, hogy egy hosszabb
szamitasi folyamatot végigfuttassanak, illetve maguknak a logikai kapuknak a
pontos fizikai megvaldsitdsa is meglehetsen nehéz, nagy kihivast jelentd fel-
adat. Egy masik nagyon fontos tényezd, hogy a klasszikus szamitégépeknél a
zajnak nagyon pici szerepe van, a kvantumszamitégépeknél pedig nagyon nagy.
Tehat ha nem pontosan azt a kaput sikeriil implementélni fizikailag, mint amit
akartak, vagy nem pont azt az allapotot sikeriil 1étrehozni ezekben a kvantum-
bitekben, amit akartak, akkor ez nagyon nagy mértékben befolyasolhatja a sza-
mitds kimenetét, és ezt kontrolldlni vagy javitani megint csak koriilményes és
nehéz probléma.

Térjiink vissza most az On kézelebbi kutatdsi teriiletéhez.

En a Shannon-féle informaciéelmélet kvantummechanikai megfelelGjével fog-
lalkozom leginkdbb, informaciétomoritéssel, csatornakapacitdsokkal, kiillonb6z6
matematikai entropiafogalmakkal, és ezeknek az Osszefiiggéseivel. AlapvetSen
azt vizsgalom, illetve vizsgaljuk — jelenleg egy Lendiilet kutatécsoportot vezetek
—, hogy kiilonb6z6é kvantum-informacidelméleti problémédkban, mint példaul a
fent emlitettek, mi az elméletileg elérhetS legjobb teljesitmény. Ezt prébaljuk
leirni, illetve 0sszekapcsolni az informécié kiilonbozé mértékeivel. Ez részint
azért fontos, mert ezekhez az elméleti korlatokhoz viszonyitva lehet kés6bb el-
donteni, hogy mennyire j6 egy-egy konkrét gyakorlati eljards az adott problémak
megolddsara. Mdasrészt pedig azok a mennyiségek, amelyek a megolddsainkban
megjelennek, megmutatjdk, hogy melyek a kvantummechanikai informécié gya-
korlati szempontbdl is fontos mérészamai.

Hogyan alakult meg a kutatocsoportjuk?

2016 szeptemberében jottem haza kiilfoldrdl; akkor még nem volt a BME-n —
és az orszdgban sem — ilyen témdval foglalkoz6 kutatdcsoport. Viszont voltak a
BME Matematika Intézetben olyan fiatal kutatok és oktatok, akik kordbbi kiil-
foldi posztdoktori munkdjuk sordn foglalkoztak kvantum-informéciéelmélettel.
Szemindriumokat szerveztiink, elkezdtiink kozosen dolgozni. Egy évvel kés6bb
nyertem el az els6 NKFIH-s (a kordbbi OTKA) kutatasi palyazatot, és egy évre
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rd a Lendiilet palyédzatot, ami az el6bbinél lényegesen nagyobb volumen( anyagi
tamogatast jelent.

Ebbdl most hdny kutato tud dolgozni?

Maga a Lendiilet palyédzat két kutat6 teljes dlldsara elég, de mds tdmogatasi for-
rasokat is tudunk haszndlni, amibdl jelenleg hét-nyolc szenior kutatd, egy dokto-
randusz hallgatd, és két mesterképzésben résztvevd hallgatd teljes vagy részleges
alkalmazasit, illetve kutatdsi koltségeit tudjuk fizetni.

Folyik-e hasonlo kutatds mdshol Magyarorszdgon?

Pont ilyen nem. A kvantum-informécidelmélettel nagyon sok tudoményteriilet
képviselbi foglalkoznak kiilonb6z6 aspektusokbdl, a matematikatél, szamitas-
tudomanytdl kezdve az elméleti fizikdn at a kisérleti szilardtest-fizikdig, az op-
tikdig és a mérnoki tudomanyokig. Az MTA Wigner Kutatéintézetben és itt,
a BME-n is van tobb elméleti és kisérleti fizikai kutatdcsoport, akik kapcso-
16d6 témadkkal foglalkoznak, a BME Villamosmérnoki Kardan kvantumkripto-
gréfiai fejlesztéseken dolgoznak, Debrecenben pedig a kvantumkorrel4cidk ala-
posabb megértését kutatjak elméleti fizikusok. Mi a spektrum ,,legmatematiku-
sabb” végén vagyunk; a kvantum-informéciéelmélet Shannon-féle megkozeli-
tésével itthon csak mi foglalkozunk. Egy még absztraktabb matematikai iranyt
képviselt volt témavezetém, Petz Dénes, aki a kvantum-informaciéelmélet és
kvantum-valészintiségelmélet operdtoralgebrai megkozelitésének rendkiviil el-
ismert és nagy hatdsu kutatdja volt, de 6 az utébbi években betegsége miatt nem
tudott érdemben kutatdssal foglalkozni, és egy évvel ezel6tt sajnos el is hunyt.
A csoportunk kutatdsi irdnya sok szempontbdl az 6 munkdssdga természetes
folytatdsdnak tekinthet8, anndl is inkdbb, mert a csoportnak tobb volt tanitvanya
is tagja.

Amit Onok csindlnak, az tisztdn alapkutatds, mdsok pedig taldn kézelebb dllnak
az alkalmazott kutatdshoz?

Igen, bar nem tudom, mennyire lehet éles hatdrt vonni a kettd kozott. Most
voltam példdul egy konferencidn Coloradéban, a kvantum-informaciéelmélet
legnagyobb éves konferencidjan (QIP). Meghivtak, hogy tartsak egy A4tte-
kinté el6adast kvantumentrépidkrdl, ezeknek a matematikdjardl €s kvantum-
informdcidelméleti szerepérdl. Ennek a konferencidnak a f6 szponzorai kozott
volt a Google, az IBM, a Microsoft, az Alibaba, a Baidu, és egyéb tech o6ridsok,

7 2

amelyek képviseldi allastoborzé el6adasokat is tartottak a konferencian. El6ada-
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saikbdl az is kideriilt, hogy e cégek koziil tobbnek a kvantumtechnoldgiai ku-
tatasi részlegét olyan kutatdk vezetik, akik kimondottan elméleti alapkutatdsban
voltak kordbban aktivak. Azt hiszem, ez is j6l példdzza, hogy az alkalmazott ku-
tatasok, technolégiai fejlesztések mennyire szorosan épiilnek az alapkutatasokra;
az utébbi nélkiil az alkalmazdsok sem johetnének 1étre.

Tiz évet toltott kiilfoldon, ez mennyiben jdarult hozzd, hogy ma ennek a teriiletnek
a szakértdjeként tartjak szdmon, jobbak voltak-e a lehetdségei, mintha itthon
maradt volna?

A kiilfoldi tartézkoddsom alatt szdmos kivédlé kutatdval keriiltem szakmai kap-
csolatba, koziiliik tobbekkel azéta is dolgozunk kozos projekteken. Ebben sokat
szamitott a kinti intézmények, csoportok hazaihoz viszonyitott lényegesen jobb
anyagi helyzete, aminek kdszonhetSen sosem jelentett problémat egy-egy kon-
ferencidra elmenni. Maguk a csoportok is dltaldban nagyobbak voltak, sok fiatal
kutatéval, illetve rendszeresen voltak latogaték mds intézményekbdl szemind-
riumokat tartani, hosszabb-rovidebb ideig egyiitt dolgozni a csoporttal. Ezek a
lehetdségek sokat segitenek abban, hogy a szélesebb kutatéi kozosség megis-
merje az ember munkajat, illetve az igy 1étrejové személyes ismeretségek sokat
szdmitanak a szakmai kapcsolatok kialakitdsdban is. A Lendiilet paly4zat tdmo-
gatdsa egyébként nagyban hozzdjarul ahhoz, hogy itthon is megteremtsiik ezeket
a feltételeket.

Ugyanakkor a kiilfoldi intézmények jellemz&en jobb anyagi lehet&ségeitdl fiig-
getleniil is azt gondolom, hogy nagyon fontos és hasznos minden fiatal kutaténak
eltolteni par évet kiilfoldon, lehetdleg tobb kiillonbszd helyen, megismerni més
kutatéi, intézményi kultdrakat, mentalitdsokat, amiket aztan beépithet a sajat ku-
tatéi gyakorlatdba. Nekem példdul sokat segitett a palydzatokon val6 induldsban,
és bizonydra ezek sikerességében is, hogy a kiilfoldi csoportokban egy ebbdl
a szempontbdl ambiciézusabb mentalitdssal taldlkoztam, ahol természetes volt,
hogy a fiatal kutatdk is palydznak rangos kutatdsi tdmogatdsokra (Marie Curie,
ERC), és a kutatécsoportoknak folyamatosan van bevétele kiilsé palyazati forra-
sokbol.

Milyen volt az elsd pdlydzata? Hiszen a pdlydzdst is meg kell tanulni, nyilvdn az
elsé a legnehezebb, utdna egyre konnyebben megy.

Ez igy van, ez is egy kiilon mfifaj, amibe bele kell tanulni. Az elsé komolyabb
pélyazatom egy japan posztdoktori 6sztondij volt, azzal nagyjabol harom hetet
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szenvedtem, pedig csak 2-2 oldalt kellett irni a kordbbi eredményeimrdl és a
kutatasi terveimrSl. A palydzatok megirasaval toltott id6 egyébként azéta sem
véltozott sokat, csak a palydzatok lettek egyre komolyabbak. A Lendiilet pélya-
zatom 76 oldalas volt, igaz, ennek egy jelentSs részét a résztvevdk onéletrajzai
és publikécids listdi tették ki, ugyanakkor mondjuk a csupén 2-3 oldalas koltség-
terv 0sszedllitdsa tobb napi munka volt. Nekem a legnagyobb kihivast az okozta
régebben, hogy hogyan tudom jdl ,.eladni” magamat és a témamat, elhinni és
elhitetni, hogy az utébbi tényleg fontos, én pedig megérdemlem a tdmogatést,
hogy ezzel foglalkozzam. Azt hiszem, ebben szerepe volt annak az oktatdsi rend-
szernek is, amiben szocializdlédtam, legaldbbis a kiilfoldi csoportokban megis-
mert kutatokat rutinosabbnak, magabiztosabbnak lattam ezen a téren. Nagy se-
gitség volt a magabiztosabb stilus elsajatitdsdban, hogy tanulhattam mds, tapasz-
taltabb palydzok anyagaibdl, és persze a kordbbi sikeres palydzataim is Onbi-
zalmat adnak az djabb péalydzatokhoz.

Szakmailag és anyagilag is megérte tiz évet kint tolteni?

Szakmai szempontbdl mindenképpen megérte. Anyagi szempontbdl: a magyar
egyetemi fizetésekhez képest kiilfoldon mindenhol 1ényegesen tobbet kerestem,
de ebben is nagy eltérések voltak, a finanszirozas forrdsatdl fiiggben, az pedig,
hogy a magasabb fizetés mekkora tobbletet jelent anyagilag, nagyon fiigg a meg-
élhetési koltségektdl is. Egy sima posztdoktori fizetésbdl dltaldban azért nem
nagyon lehet félretenni, (kivéve mondjuk Svéjcban vagy Danidban, vagy egyéb
olyan orszdgban, ahol egyébként is nagyon magasak a fizetések), de vannak
olyan 6sztondijak, pl. a Marie Curie 0sztondij, ahol egy kiilfoldi professzori fi-
zetésnek megfeleld Osszeget fizetnek, amibdl kényelmesen meg lehet élni, akar
csaladdal is. De attdl is fiigg, hol van az ember; példdul Anglidn beliil Londonban
a megélhetés sokkal magasabb koltségekkel jar, mint mondjuk Bristolban, ahol
én voltam. Amikor Miinchenben dolgoztam, az ottani keresetembdl nem tudtam
félrerakni, mert annyira draga volt a lakdsbérlés és az élet. Itthon van egy sajat
lakdsom, nem fizetek lakbért, ezeket is mérlegelni kell, amikor 6sszehasonlitjuk
a kiilfoldi és az itthoni fizetéseket.

Egyediildlloként valamivel konnyebb lehetett Onnek, azoknak bizonydra nehe-
zebb a dolguk, akik hdzastdrssal, gyerekkel szeretnének kiilfoldon kutatomunkdt
végezni.

Nehezebb, de azért sokan vannak, akik csaldddal is eltoltenek par évet kiilfoldon
posztdoktori Osztondijakkal. Ez azon is mulik, hogy milyen az Osszetétele a
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pérnak, az a legnehezebb, ha mind a ketten kutatdk, hisz arra nagyon kicsi az
esély, hogy ugyanoda kapjanak 6sztondijat, de ha mondjuk valamelyikiik az IT
szektorban dolgozik, akkor barmelyik nagyobb vdrosban szinte azonnal tud 4l-
last taldlni.

Harmadik éve itthon van, mik a tovdbbi tervei?

Most indult 2018 szeptemberében a Lendiilet csoportom, 6t évig szeretném ezt a
csoportot sikerrel vezetni, kihozni ebbdl a kutatisbdl a lehetd legtobbet. Amikor
kiilfoldon posztdok statuszban voltam, a témamban szabadon kutathattam, azzal
foglalkoztam, amivel akartam, nem nagyon voltak mds kotelezettségeim, de nem
is volt lehetéségem arra, hogy magam koré gyfijtsek embereket és valami kicsit
nagyobbat felépitsek magam koriil. Itthon a Lendiilet nagyon j6é koriilményeket
biztosit erre, és a Matematika Intézet vezetése is nagyon tdmogatdan all hoz-
zank. Nagy szabadsagom van példaul abban, hogy mit tanitok, igy lehetdségem
van olyan targyakat kidolgozni és tanitani, amik szorosan kapcsolédnak a kuta-
tasi tétmamhoz, €s ezeken keresztiil tehetséges hallgatok érdeklodését felkelteni
a téma irdnt. Az egyik f6 célunk most, hogy minél tobb hallgatét sikeriiljon be-
vonni a munkankba, akik koziil néhanyan remélhetdleg hosszabb tavon is erdsi-
tenék majd a csoportot.
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Miért vdlasztotta ezt az életpdlydt?

Nem volt tudatos vélasztds, egyik dllomés kovette a mésikat, kozépiskola utdn
egyetem, majd a doktori, a posztdoktori dllasok, sosem meriilt fel igazan komo-
lyan, hogy mds irdnyba menjek. De a legf6bb érv taldn az, hogy szeretek mate-
kozni, és erre a kutatdi/egyetemi életpalya biztositja a legnagyobb szabadsagot.

Az interjut készitette: Oldh Vera

Oldh Vera 1978-ban matematikus, 2014-ben természettudomdny-kommunikdcio
diplomdt szerzett az ELTE-n. 1992 és 2001 kozott a Kozépiskolai Matematikai
és Fizikai Lapok foszerkesztdje, 25 éven keresztiil a MATFUND Kozépiskolai
Matematikai és Fizikai Alapitvdny, 12 éven dt egyiittal a Varga Tamds Alapit-
vdny képviseldje. Kozel 50 éve tagja a Bolyai Jdnos Matematikai Tdrsulatnak,
amelyben aktivan tevékenykedik. 2016 dta az Erintd felelds szerkesztdje.
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Hogyan lehetiink dollarmilliomosok?
(2019. junius, Gazdasag — technika — miivészet)

Hogyan lehetiink dollarmilliomosok a matematika segitségével —
A Bitcoin sztori

Legyél Te is milliomos. .. és aki nem akart az lenni

A matematikai tehetségnek sokkal tobb praktikus haszna van anndl, mint hogy
,»Gondolj egy szamra!” tipusu feladatokkal tudjuk elkdprédztatni rokonainkat és
ismer&seinket. Masodik valasztott szakmam gyakorl6i, a kozgazda-
szok régdta tart karokkal (és magas fizetésekkel) varjdk a matema-
tikusokat, akik bonyolult osszefiiggések meglatdsaval és Osszetett
modellek épitésével segitenek kockdzatokat csokkenteni és nyere-
séget novelni (igaz, néha mindez pont forditva torténik — lasd pél-
daul az LTCM hires esetét).

De mi a helyzet akkor, ha gyorsan szeretnénk nagyon gazdagok lenni? Mennyire
segithet a matematika abban, hogy dollarmilliomos véljon bel6liink? Ez sem le-
hetetlen. 2000-ben az amerikai Clay Mathematics Institute hét kér-
dést nevezett meg, mint a 21. szazad legfontosabb, megoldasra var6
matematikai problém4jat. A Millennium Problems gy{ijtdnévvel
ismerté valt kérdéshalmaz barmelyikének megoldasaért egymillio

dolldros pénzjutalmat ajanlott fel az intézet.

Baér a pénzdij valéban vonzoénak tiinik, éradijban szdmolva mar nem biztos, hogy
jobban jarunk akkor, ha a millenniumi problémékkal foglalkozunk egy hagyo-
manyos karriertt helyett, hiszen a hét probléméabdl az elmult 19 évben 6sszesen
egyet sikeriilt megoldania a vildg matematikus kozosségének. Ezen egyetlen
megolddsnak egyébként kiilon érdekessége, hogy a Poincaré-sejtést 2002-ben
igazol6 orosz Grigorij Jakovlevics Perelman (aki egyébként az 1982-es buda-
pesti Nemzetkozi Matematikai Didkolimpian tokéletes eredménnyel nyert arany-
érmet) nemcsak a 2006-ban a bizonyitasért neki itélt Fields-érmet, de a 2010-ben
a CMI altal neki itélt az egymilli6é dollart sem volt hajlandé atvenni.
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10.1. dbra. A Poincaré-sejtés egy szemléltetése. (Forrds: Wikimedia Commons)

Akinek a hirnév nem kellett

Rendben van, mondhatnd a kedves olvasd, én azonban gyors meggazdagodast
igértem. A fenti problémak nyilvdnvaléan nem kecsegtetnek ezzel. Mit szélna
azonban az olvasé akkor, ha az egymillié dollart mindossze tiz perc alatt meg-
keresné? Es ehhez semmi mdst nem kellene csindlnia, mint matematikai problé-
mikat megoldania a szamitégépe segitségével. Es nem csak hét probléma vérna
megoldédsra, hanem tizpercenként kapna egy djabbat. Rdad4sul 1ényegében ga-
rantalt lenne, hogy egy probléma megoldasa 4tlagosan tiz percet vegyen igénybe.
Tul szépen hangzik, hogy igaz legyen? Részben az is, de tény, hogy voltak
olyan szerepl6k, akik szdmadra ez a lehet&ség valéban adott volt a miltban. Hogy
mindezt pontosabban megértsiik, ahhoz viszont meg kell ismerkedniink a Bit-
coinnal.

A Bitcoin egy kriptovaluta. A szddsszetétel elsé fele azt jelenti, hogy titkosi-
tasi algoritmusokon alapul, mig a masodik fele arra utal, hogy egy fizetéesz-
kozr6l beszéliink. Fontosnak tartom megjegyezni, hogy a Bitcoin nem tekint-
heté pénznek, ahogyan err6l mas platformon szamos alkalommal értekeztem
kordbban (lasd példdul Most mdar hivatalosan is pénz a Bitcoin az
USA-ban? — Economania blog). Ennek ellenére én is az altalanosan
haszndlt kriptovaluta, illetve virtudlis valuta elnevezéseket fogom
haszndlni. Azonban ebben az {rdsban minket elssorban a titkositas
szerepe €s e munka kompenzicidja fog érdekelni.

A Bitcoin alapétlete egy Satoshi Nakamoto dlnevii szerz6 (vagy
szerz6k) 2008 oktdberi cikkében lett el6szor publikdlva. A torténet
érdekessége, hogy a mai napig nem tudjuk, hogy kit, vagy kiket
takar ez az alnév, annak ellenére, hogy Nakamoto nem csak az 6t-
letet adta, hanem hozza kothetS a vildg elsé blokklancon alapuld
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10.2. abra. A Bitcoin mf{ivészi abrazolasa. (Forras: Max Pixel)

adatbdzisdnak megalkotdsa, a virtudlis pénzek tobbszori elkoltését megakada-
lyoz6 elméleti keretrendszer kidolgozasa és megvaldsitasa, és a Bitcoin rendszer
elinditisa is. Magyar szl itt is van, egyesek szerint ugyanis a fenti
alnév nem takar mast, mint a magyar szarmazasd programozo és
véllalkoz6t, Nick Szabo-t, akinek egyébként a Bitcoin projekt bi-
zonyithatéan sokat koszonhet (Szabo természetesen cafolja, hogy 6
lenne Nakamoto).

Kivalthatja a matematika a bankokat?

A Bitcoint kidolgoz6 csapat alapkérdése ez volt: hogyan lehetne egy nyilt fizetési
rendszert mikodtetni? Egy olyat, ahol a tranzakcidk lebonyolitdsdhoz nincsen
sziikség egy kozponti szereplore (bankra). Konkrétabban, egy olyan rendszert,
ahol a tranzakcidk validdldsat barki (praktikusan a leggyorsabb, leghatékonyabb,
legolcs6bb szerepld) elvégezheti. A tranzakcidkat pedig egy nyilvanos, mindenki
altal elérhetd és bdvithetd adatbazis tartalmazza.

A cél elérése érdekében két problémat kellett kezelni. Egyrészt biztositani kell,
hogy egy utalds csak akkor torténhessen meg, ha az adott szdmldn megvan ennek
a fedezete (ennek specidlis eseteként pedig azt is, hogy nem lehet egy virtualis
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Bitcoin: A Peer-to-Peer Electronic Cash System

Satoshi Nakamoto
satoshin@gmx.com
www.bitcoin.org

Abstract. A purely peer-to-peer version of electronic cash would allow online
payments to be sent directly from one party to another without going through a
financial institution. Digital signatures provide part of the solution, but the main
benefits are lost if a trusted third party is still required to prevent double-spending.
We propose a solution to the double-spending problem using a peer-to-peer network.
The network timestamps transactions by hashing them into an ongoing chain of
hash-based proof-of-work, forming a record that cannot be changed without redoing
the proof-of-work. The longest chain not only serves as proof of the sequence of
events witnessed, but proof that it came from the largest pool of CPU power. As
long as a majority of CPU power is controlled by nodes that are not cooperating to
attack the network, they'll generate the longest chain and outpace attackers. The
network itself requires minimal structure. Messages are broadcast on a best effort
basis, and nodes can leave and rejoin the network at will, accepting the longest
proof-of-work chain as proof of what happened while they were gone.

1. Introduction

Commerce on the Internet has come to rely almost exclusively on financial institutions serving as
trusted third parties to process electronic payments. While the system works well enough for
most transactions, it still suffers from the inherent weaknesses of the trust based model.
Completely non-reversible transactions are not really possible, since financial institutions cannot
avoid mediating disputes. The cost of mediation increases transaction costs, limiting the
minimum practical transaction size and cutting off the possibility for small casual transactions,
and there is a broader cost in the loss of ability to make non-reversible payments for non-
reversible services. With the possibility of reversal, the need for trust spreads. Merchants must
be wary of their customers, hassling them for more information than they would otherwise need.
A certain percentage of fraud is accepted as unavoidable. These costs and payment uncertainties
can be avoided in person by using physical currency, but no mechanism exists to make payments
over a communications channel without a trusted party.

What is needed is an electronic payment system based on cryptographic proof instead of trust,
allowing any two willing parties to transact directly with each other without the need for a trusted
third party. Transactions that are computationally impractical to reverse would protect sellers
from fraud, and routine escrow mechanisms could easily be implemented to protect buyers. In
this paper, we propose a solution to the double-spending problem using a peer-to-peer distributed
timestamp server to generate computational proof of the chronological order of transactions. The
system is secure as long as honest nodes collectively control more CPU power than any
cooperating group of attacker nodes.

10.3. abra. Satoshi Nakamoto eredeti cikkének elsé6 oldala.
(Forras: https://bitcoin.org/bitcoin.pdf)

91


https://bitcoin.org/bitcoin.pdf

Sebestyén Géza

valutat kétszer elkolteni). Masrészt garantalni kell azt is, hogy a miiltbeli tranz-
akcidkat tartalmazé listat senki se tudja mdédositani. E két feltétel hidnydban
senki sem bizna az adott kriptovalutaban, hiszen fedezet nélkiili utalds lehetd-
sége esetén nem lenne értéke (ki fizetne egy olyan eszkozért, melyet egy utaldssal
maga is barmikor létrehozhat), a miltban megtortént tranzakcidk megvéltoztat-
hatésaga esetén pedig senki sem lenne hajlandé utaldst fogadni (nem lehetne
biztos abban, hogy a megkapott 6sszeg késébb is rendelkezésére all majd).

A Kriptografia szinre 1ép

A fenti két problémat Nakamoto és tarsai egy zsenidlis Gtlettel oldottdk meg.
A rendszer a tranzakcidkat nem egy hosszu listdban, hanem blokkokban tarolja.
Egy blokk egy nagyjabol 10 perces idGszelet tranzakcidit gyiijti 6ssze. Azonban
nemcsak a tranzakciok listdjat tartalmazza a blokk, hanem egyebek mellett egy

z 2

id6bélyeget, egy késobb még fontos szereppel bird, részben véletlenszerti szam-
sort (a nonce-ot), valamint egy, az el6z6 blokk minden adatdnak figyelembevé-
telével, egy bonyolult, kriptografian alapul6 fiiggvény (hash-fiiggvény) segitsé-
gével képezett kddot, az tigynevezett hash-t. A hash garantdlja azt, hogy az egyes
blokkok lancot fognak alkotni, hiszen a hash-kéd altal minden egyes blokk hozza

van kotve az el6z6hoz (mivel az el6z6 blokk adatain alapul az adott blokk éltal
tartalmazott hash-kéd). A blokkok teljes lancolatét hivjuk blokkldncnak.

(n-1). blokk " (n). blokk {n+1). blokk

sBonyolultsag sBonyolultsag i sBonyolultsag
sidébélyeg s|ddbélyeg siddbélyeg

sNonce sNonce *Nonce

*1. tranzakcio *1. tranzakcio »1. tranzakcid

#2. tranzakcié #2. tranzakeid *2. tranzakcid
. .

10.4. dbra. A blokklanc. (Forras: a szerzd sajat illusztracidja)

A hash-kéd nagyon hasonl6 a szdmitastechnikdban és a bankszdmldk szdmlasza-
madban hasznélt ellenérzé kédhoz. Egy blokkhoz egyértelmiien meghatarozhat6
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a hash-kéd. Fontos tovdbb4, hogy a blokk tartalmdnak minimélis megvaltozta-
tasa esetén a fiiggvény teljesen mas hash-kédot eredményez. Nem lényeges a
miikodés szempontjabdl, de érdemes megemliteni, hogy a hash-fiiggvény nem
kolcsonosen egyértelmd megfeleltetés. Azaz elképzelhets, hogy a fiiggvény két
kiilénbo6z6 tartalmd blokkhoz is ugyanazt a hash-kédot rendeli.

hash
keys function hashes
; 00
John Smith
01
Lisa Smith -
03
04
Sam Doe
05
Sandra Dee )
15

10.5. dbra. A hash-fiiggvény. (Forras: Wikimedia Commons)

Tovébbi fontos eleme a Bitcoin rendszerének, hogy a hash-kéd nem lehet tet-
sz8leges, hanem kisebbnek kell lennie egy, a rendszer dltal megszabott, és folya-
matosan feliilvizsgalt értéknél. Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy a 256 hosszi
hexadecimdlis hash-kédnak megadott szdmu nulldval kell kezd6dnie. A nulldk
elvart szdma hatdrozza meg a nonce megtaldlasanak nehézségi fokat.

A tizperces matematikafeladvany

A tizperces tranzakcids listat jovahagyé (validdlo) szereplonek kettOs feladata
van. Egyrészt ellendriznie kell, hogy a listdban minden egyes tranzakciénak ren-
delkezésre all a fedezete. Masrészt taldlnia kell egy olyan véletlenszer(i szdmsort,
amelyet a fent mér emlitett nonce helyére beillesztve a hash-fiiggvény 4altal ge-
neralt kod megfelel az elvdsaroknak, azaz megfelel6 szamu nulla van az elején.
Ez viszont nem konny( feladat. A hash-fiiggvény jellege miatt a nonce megta-
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l14l4sa 1ényegében proba—szerencse alapon torténik. Ha a feladat bonyolultsdga
(azaz a hash-kdd elején allé nulldk szdma) eggyel nd, akkor — mivel hexadeci-
madlis szamrdl van sz6 — egy alkalmas nonce megtaldldsdnak esélye 1/16-oddra
csokken. Azaz a nulldk elvart szdma valdban 6sszefiigg a feladat nehézségével.

A cikk frdsdnak pillanatdban a Bitcoin blokklanc az 576 436. blokknal tartott,
amelynek hash-kddja
000000000000000000133916f78107e842e6£531e65999d4668649bedb4131c.

Ez a kéd 18 darab nulldval kezd6dik, azaz megtaldldsa jéval nehezebb volt, mint
a legelsd blokk hash-kédjanak megtaldlasa. Az elsé kod

000000000019d6689c085ae165831e9341t763ac46a2a6c172b3f1b60a8ce26f

volt, amely ugyan 10 nullaval kezd6dott, ekkor azonban még csak 8 darab kezdd
nulla volt a hash-kéddal szembeni elvéras a Bitcoin rendszerében.

<< El6z6 Blokkolasok:17/05/2019 Kovetkez6 >>

Magassig 1d6 Atkuldte hash Méret (kB)

576436 (FG lanc) 2019-05-17 09:39:16 BTC com 127491

35 (FBlAnc)  2019-05-17 09:34:16 ViaBTC 00000000000000000029 1,318.43

576434 (F6 1anc) ~ 2019-05-17 09:33:54 1,117 62

1,183.32

FOlanc)  2019-05-17 09:33:32 00000000000000000

32 (F6 lanc) 2019-05-17 09:32:01 11803

576431 (FG lanc) 2019-05-17 09:28:01 0000000000000000001dd 1.30065

F6 lanc) 2019-05-17 09:14:48 120939

112363

29 (FB lanc) 2019-05-17 09:07-30 00000000000000000

28 1318.23

(

(F618nc)  2019-05-17 09.05:57 aBTC

576427 (F6 lanc)  2019-05-17 08:50:50 SlushPoo 00000000000000000011 (ST
(

1.268.87

576426

F6 1anc) 2019-05-17 08:51:17 BTC.com

10.6. dbra. A Bitcoin blokklanc. (Forras: https://www.blockchain.com/btc/blocks)

Es itt jon képbe Nakamotoék zsenialitdsa. A feladat nehézségét (azaz a nullk el-
vart szamét) kéthetente feliilvizsgalja és sziikség esetén automatikusan médositja
a rendszer, mégpedig azzal a céllal, hogy 4tlagosan nagyjabdl 10 percig tartson
egy alkalmas nonce megtaldldsa. De miért fontos ez? Es hogyan garantilja a
fejezet elején emlitett két probléma kikiiszobolését?
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A lotté, ahol 168 szelvénybél csak egy nyer

Az els6 probléma az utaldsok fedezetének ellendrzése volt. Ezt a validalé sze-
repl6 elvileg megteszi. De mi a helyzet akkor, ha a hibdzott, vagy szandékosan
engedett meg fedezetlen tranzakcidkat? Ekkor kap szerepet a blokklanc jelleg,
illetve a fizetési rendszer nyiltsdga. Ha a validdl6 szerepld fedezetlen utalést is
beemelt a blokkba, akkor amint egy masik szerepld ezt észreveszi, fel fogja hivni
erre a tényre a kozosség figyelmét, majd ugyanerre az idGintervallumra elkésziti
a sajat blokkjat (és az ez alapjan szamitott hash-kédjat), mely nem tartalmazza
az adott tételt. Es a tobbi szerepld ezt a blokkot fogja folytatni a jovGben, azaz
a hibas blokk nem lesz része a blokklancnak, ezéltal garantdlva azt, hogy fe-
dezetlen tranzakcié ne fordulhasson el6 (hiszen a rendszer azokat a ;
tranzakcidkat tekinti megvaldsultnak, amelyek szerepelnek a blokk-
lancban; azonban fontos megjegyezni, hogy bizonyos — nagyon spe-
cialis — esetekben ez a védelem nem tokéletes).

A madsodik probléma a multbeli tranzakcidk integritdsdnak a kérdése. Hogyan
éri el a Bitcoin rendszere, hogy egyszerre legyen nyilt, azaz mindenki szdméra
hozzéaférhet6, és hiteles, azaz megvaltoztathatatlan? A megoldés kulcsa a bonyo-
lultsag. Mi torténne példaul, ha valaki egy kettével korabbi blokkot médositani
szeretne?

Ha ez a szerepl bizonyos tételeket kitordlne, médositana vagy hozzdadna a
blokkban szerepld listdhoz, akkor a nonce-kédot is meg kellene véltoztatnia, hi-
szen a hash-kdéd a teljes blokk minden elemétdl fiigg, azaz a médositott blokk a
régi nonce-szal egyiitt szinte biztosan nem adna megfeleld szamu nullaval kez-
d6dd hash-kédot. A jelenlegi bonyolultsadg mellett annak az esélye, hogy a régi
nonce-kéd a médositott blokkhoz is passzol 1: 16'8. Ennek koriilbeliil annyi az
esélye, mint annak, hogy valaki a vildgegyetem kezdete 6ta egyszerre 150 or-
szagban jatszva minden héten és minden orszdgban megnyeri az 6tos lott6 f6-
nyereményét (és most tekintsiink el attdl, hogy az emlitett iddintervallum nagy
részében nem hogy lottd, de orszdgok, s6t, emberek sem voltak). Azaz bétran
kijelenthetjiik, hogy nem tdl val6szinti eseményrdl beszéliink.

Mivel egy blokk létrehozésa koriilbeliil 10 percet vesz igénybe, igy ennyi id6re
lenne a fenti fiktiv szerepl&nek is sziiksége ahhoz, hogy a médositott blokk hash-
koédjat megtaldlja. A blokklanc jelleg miatt azonban ekkor még nem lenne ké-

P

szen, hiszen a kovetkezd blokk tartalmazza az el6z6 blokk hash-kédjat, igy a
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kovetkez6 blokkot is djra kellene generdlnia, még akkor is, ha az abban szerepl6
tranzakciokat nem akarja megmadsitani. Es mivel a példaban szerepld személy
kettdvel kordbbi blokkot szeretett volna mdédositani, igy még egy blokk hash-

kodjat is meg kell taldlnia.
'—I—
(n+1). blokk [l (n+1). blokk
(hivatalos)

(n+2). blokk
(hivatalos)

|
(n+2). blokk
(hivatalos)

|
(n+3). blokk
(hivatalos)

|
(n+4). blokk
(hivatalos)

|
(n+5). blokk
(hivatalos)
[

10.7. abra. Eredeti és médositott blokklanc. (Forras: a szerz6 sajat illusztracidja)

De miért gond ez, kérdezhetné az olvas6? Hiszen minddssze harminc perc mun-
kaval el tudta érni a céljat, meg tudta valtoztatni a multbeli tranzakcidkat. A prob-
Iéma csak az, hogy ez alatt a harminc perc alatt az eredeti blokkldnc hdrom djabb
blokkal béviilt, hiszen a tobbi — becsiiletes — validdlé ugyanigy dolgozott ez id6
alatt, mint példank fSszerepl6je. Igy antihdsiink blokklénca tovabbra is hirom
elemmel rovidebb lenne, mint a valédi blokkldnc. Es ezt a hatranyat soha nem
tudnd behozni. Ez az oka annak, hogy a milt nem mddosithaté a Bitcoin rend-
szerében, hiszen a két blokklanc hossza alapjan mindenki szdmara nyilvanvald
lenne, hogy melyik az eredeti és melyik a mddositott 14nc.

Hatmillié dollaros érabér

Mindez érdekes, de hol van az irés elején igért egymillié dolldrunk? Rovidesen
ide is eljutunk. A validald értékes munkat végez a Bitcoin-halézat szempont-
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jabdl, hiszen biztositja a fizetési hdl6zat megbizhatésdgat és miikodését. Emellett
tényleges koltségei is felmeriilnek, mint a hardverek beszerzése és a felhasznalt
elektromos dram dra (s ez utébbi nem kis tétel, 2014-ben a Bitcoin
rendszer validatorai nagyjabdl annyi elektromos dramot hasznéltak
fel, mint egész Irorszag). Ezért a kozosség részérél megvan a haj-
landéséag, a validator részérdl pedig az elvaras arra, hogy munka-
jaért pénzbeli ellentételezésben részesiiljon. Ennek egyik része az egyes tranz-
akcidban részt vevo felek onkéntes felajanldsa, mig mésik része friss, ropogo6s, a
validdlds megtorténtekor ,.kinyomtatott” 4j Bitcoin (a szoképek itt természetesen
nagyon képletesen értenddk, hiszen virtudlis valutardl besz€liink, azaz tényleges
fizikai el6allitds nem torténik, egyszertien csak jovairjak a megfelel6 Osszeget a
validator Bitcoin-szdml4jan).

A kriptovalutdk esetében a validdlast — az arany analdgidjara — banydszatnak
hivjak. A fent bemutatott ellentételezések tehat a banyaszat koltségeit hivatottak
kompenzdlni. Fontos azonban kiemelni, hogy egy adott blokk validdldsan egy-
szerre nagyon sok banyasz is dolgozhat, kompenzaciét azonban csak egy fog
ezek koziil kapni, méghozz4 az, aki els6ként taldl egy alkalmas nonce-ot és igy
hash-kdédot.

A banyaszat ellentételezésére frissen teremtett Bitcoin mennyisége elére meg
van hatdrozva. A legels6é blokkokndl ez 50 BTC (a Bitcoin ISO-kddja) volt,
amely érték 210000 blokkonként (azaz nagyjabol négyévente) felez6dik. Je-
lenleg 12,5 BTC jar minden blokk kib4dnydszdsaért, azaz tizpercenként pontosan
ennyi Uj Bitcoin teremtddik.

Ma komoly célgépekkel folyik a Bitcoin banyaszata, melyek jelentds részét kinai
vizierémiivek mellé telepitették, hogy igy csokkentsék a banyaszat dramkoltsé-
geit. A virtudlis valuta 2009-es indulds utani els6 éveiben azonban egy hasznalt
laptop elég volt ahhoz, hogy egy kalandvagy6 programozé BTC-ket banyasszon.
A legtobb kriptovalutdt maga Satoshi Nakamoto termelte ki — egyes becslések
szerint nem kevesebb, mint egymillié Bitcoinnal rendelkezik. De masok is sze-
rencsét probaltak, mint példdul a kordbban mar emlitett Nick Szabo, vagy egy
masik honfitarsunk, Hanyecz Laszl6, aki azzal valt hiressé, hogy 6 volt az, aki
el8szor fizetett Bitcoinnal. Ez a hirnév azonban nem j6tt ingyen, hiszen a két piz-
zaért 2010-ben elutalt 10000 BTC mai értéke meghaladja a 82 milli6 amerikai
dollart.
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10.8. abra. Egy Bitcoin 4ra amerikai dollarban. (Forras: a szerzd sajat illusztraciéja)

Ez az 6sszeg szemmel lathatéan joval magasabb, mint a legtobb altalunk ismert
pizza éra. Ennf:k az oka a Bitcoin 4rfolyamgorbéjének mesébe ill6 W @]
felrobbandsa. Es pontosan ez az dremelkedés az, ami fejezetcimiink &

allitasat igazza teszi. A virtudlis valuta drfolyama 2017. december £ '
17-én tetézott. A csicson 19 783,06 USD-t adtak egyetlen Bitcoin- E?iﬁ
ért (mivel nem fizikai eszkozrdl beszéliink, igy természetesen nem
csak egész szamu BTC-t birtokolhatunk; a Bitcoin esetében a leg-
kisebb nyilvantarthat6 egység 1 BTC szdzmilliomod része — amely
mennyiség bevett neve az dtletgazda irdnti tiszteletadds jeleként egy
Satoshi).

Mindezek alapjan az a banydsz, aki a 2009 kornyékén hasznalt laptopjaval kép-
erny6védd futtatdsa helyett Bitcoin-t banydaszott, konnyedén és akar 10 percen-
ként is megkereshetett 50 BTC-t. Ha ezt egészen 2017 végéig megtartotta és
tokéletesen id6zitve a cstcson eladta, akkor elmondhatja, hogy 10 perc alatt
989153 amerikai dollart keresett. Bar ez valamivel egymilli6 alatt van, a pél-

daban szerepld banydszunk valdsziniileg nem panaszkodna emiatt.
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Szamolhatok? Avagy hol vannak a milliék?

A Bitcoin banydszata a mai drak mellett is komoly bevétellel kecsegtet (a cikk
frasanak idején egy BTC koriilbeliil 7200 USD-t ért, azaz 10 perces munkaval
nagyjibol 90000 amerikai dollar, azaz valamivel t6bb, mint 26 milli6 forint be-
vételre tehet szert a leggyorsabb banydsz). Azonban egy hasznalt laptoppal ma

mar labddba sem righatunk a hatalmas hardverparkokat iizemeltetd
béanyéaszkozosségekkel szemben. Igy kicsi az esélye az olvasénak
arra, hogy rovid, vagy akar hosszabb id6n beliil akarcsak forintmil-
liomos véljon belble a Bitcoin banyiszataval.

R4adasul az sem valdszind, hogy a tobbezer 1étez6 (és a naponta
keletkez6 szamos 4j) kriptovaluta koziil pont a Bitcoin lesz az, ame-
lyik hosszi tdvon veliink marad. Ennek egyik oka az, hogy szdmos
technikai paraméterében elavultnak szamit az 4j tronkdvetel6khoz
képest. A virtudlis valutdk egyébként is roppant kockdzatos befek-
tetési eszkozok. Nem ritkan eleve a befektet6k becsapdsa vagy kap-
zsisdganak és hiszékenységének kihasznélasa a céljuk. En még be-
fektetésként sem javasolndm Sket, mert a sokat hangoztatott ,,korla-
tozott mennyiség = biztos jov8beni arnovekedés” képlet is cstszta-
tasra és megtévesztésre épiil. Hogyan lehet hasznunkra akkor ez az
irds? Hogyan fogjuk megkeresni a cimben igért egymillié dollart?

Azt természetesen senkinek nem tudom megigérni, hogy garan-
taltan dollarmilliomos lesz, aki j6 matematikabdl, vagy elolvasta
ezt a cikket. Az viszont latszik, hogy a blokklanc-technoldgia gyo-
keresen meg fogja valtoztatni a bankokat és a pénziigyi szektort,
a biztositasi piacokat, a kormanyzati szektort, az egészségiigyet, az
ingatlanpiacokat, a zeneipart, az elldtdsi lanc menedzsmentet, a jogi
szektort, és valdszintileg a pénzpiacokon is erésodni fog a szerepe.
Ez pedig azt jelenti, hogy fel fog értékelddni a kimfivelt matema-
tikai tehetségek szerepe.

Milyen készségek lesznek fontosak azok szamadra, akik ebben a for-
radalomban részt kivdnnak venni? Az algebra és analizis alapjainak
ismerete elengedhetetlen, de nem art, ha tisztdban van a valdszi-
nliségszamitds, az operdcidkutatds, a statisztika és az adatelemzés
alapjaival. A kriptografia és az informatika ismerete szinte alapko-

(=] o]

ot
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Sebestyén Géza

vetelmény, de természetesen jol jon az iizleti szemlélet is. Es ha ez
mind egyiitt van, akkor ki tudja... lehet, hogy par év milva az 6
cége is fent lesz majd egy hasonl6 listdn, és akkor egymilli6é dolléar
nem is fog mar olyan soknak tinni szdmara.

Sebestyén Géza
Budapesti Corvinus Egyetem, MCC Gazdasdgpolitikai Mithely

Sebestyén Géza tudomdnyos kommunikdtor, a Budapesti Corvinus Egyetem do-
cense és az MCC Gazdasdgpolitikai Miihelyének vezetdje. Okleveles matema-
tikus és kozgazddsz. Rendszeres médiaszerepld. Tobb pénziigyi intézmény mun-
kdjdt is segitette és segiti.
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Jozsef Attila egy matematikai kérdése
(2020. december, Gazdasag — technika — miivészet)

,, Foldtol eloldja az eget

a hajnal s tiszta, ldgy szavdra
a bogarak, a gyerekek
kiporognek a napvildgra;

a levegbében semmi pdra,

a csillo konnyiiség lebeg!

Az éjjel rdszdlltak a fdkra,
mint kis lepkék, a levelek.”

(Jozsef Attila: Eszmélet 1.)

1. Személyes motivacio (bevezetés helyett)

I. Majdnem tizenot évvel ezel6tt hallgattam néhai Rézsa Pél professzor matrix-
elmélet kurzusat. Konyvének (Bevezetés a mdtrixelméletbe [27]) legelsd hivat-
kozédsdra mdig emlékszem, Beke Mand: Determindnsok, 1915 [2]. Fennakadtam
rajta, hogy egyrészt komolyan, valaki egy egész konyvet irt csak a determinan-
sokrdl, masrészt hogy egy 2000 utdni szakkonyv egy 1915-6sre hivatkozik, azért
ez sem mindennapi, harmadrészt, hogy milyen vicces neve van a szerzének.

II. Nemrégiben olvastam Tverdota Gyorgy irodalomtorténész Tizenkét vers cimii
konyvét ([36]), mely Jozsef Attila Eszmélet kolteményét vizsgdlja. Az Eszmélet
l4athat6an az egyik legizgalmasabb verse J6zsef Attila életmiivének — és mellesleg
az egész 20. szdzadi magyar lirdnak — abban az értelemben feltétleniil, hogy egy
komplett konyvet, két konyvhosszisagi tanulményt, és szamtalan cikket irtak
err6l az egyetlen versrdl; a réla szervezett 2012-es konferencia anyagat tobb mint
500 oldalban adtdk ki. Volt, aki a marxista vildgképet 14tta benne, volt aki a mar-
xista vilagkép elvetését. Elemezték pszichoanalitikusan, posztmodernként, volt
aki nemes egyszeriliséggel azt mondta, hogy ,, vonzdereje, megfejtésének remé-
nyétdl fiiggetleniil, maga a rejtélyesség” ([4]). Talan épp értelmezési lehetSsé-
geinek sokfélesége teszi egyik legtaldnyosabb versiinkké. Tverdota konyvének
alapallitasa, melyre a cime is utal, hogy az Eszméletet val6jaban nem egységes
kolteményként, hanem versciklusként lehet (és célszer(i) elemezni. A Tizenkét
vers kapcsan a legérdekesebb, hogy bar én minden vagyok, csak irodalmar nem,
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mégis — mikozben egyes részei kimondottan mély irodalmi részletkérdésekbe
meriilnek — szdmomra is kifejezetten olvasmanyos, végig érdekes, és egyaltalan:
tanulsdgos konyv volt.

III. K6zel nincs olyan olvasottsdgom a szépirodalomban, hogy egyéltaldn merjek
olyat mondani, hogy ki a ,.kedvenc” koltém, de tény ami tény, a Tiszta szivvel
az egyetlen vers, amit fejbdl tudok (akdrhédnyat is probalt nekem memoriterként
a kozoktatds megtanitani). Megmondom 6szintén, még a Himnuszt sem biztos,
hogy elejétdl végéig el tudndm mondani barmikor, de a ,,Nincsen apam ver-
semet” igen.

2. Kérdésfelvetés

Tverdota a konyvének elején, az Eszmélet keletkezésének relevans életrajzi hat-
terét bemutatva, tesz egy apré megjegyzést: ,, Olyanfajta bardtsdg fiizhette ossze
Jozsef Attildt és Pdkozdyt, amelyben az utobbi elismeri tdrsa koltd és szellemi
felsobbségér. 1934. évi tavaszi egyiittlétiiknek érdekes dokumentuma az 1934.
junius 20-dn kelt, Beke Mané matematikusnak cimzett, el nem kiildott levél,
amelyben a két bardt egy vitatott matematikai kérdésben szeretné dontébironak
felkérni az ismert szakembert.” (|36, 26-27. 0.]).

Az olvasé most értheti meg, hogy mi sziikség volt a hosszi, személyes beveze-
tére: igy valik azt hiszem azonnal vildgossa, hogy miért dobbentem meg a fenti
sorokat olvasva (valdsziniileg sokkal jobban, mint Tverdota konyvének barmely
olvasdja tette ennél a bekezdésnél).

De vajon mi lehet ez a kérdés? Az elobbiek alapjan az is érthetS, hogy miért
kezdett azonnal nagyon furdalni a kivancsisdg, sajnos azonban Tverdota kdnyve
magat a kérdést nem kozli. Szerencsére sikeriilt utdnajarnom: a 11.1. dbran J6-
zsef Attila és Pdkozdy Ferenc ominézus levelének facsimile oldala lathato.
Noha a levél j6l olvashatd, a biztonsdg kedvéért k6zlom a szoveghd atiratat is:
Hodmezoévdsdrhely, 1934. jinius 20.

Méltosdgos Uram!

Egy tdrsasdgban a kovetkezd kérdés meriilt fol:
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Lehetséges-e, hogy a ,,cikloist” iro pont pdlydja egybeessék a talppontot a te-
toponttal dsszekotd dislokdcios egyenessel, ha a gordiilési pdlydt csak a sajdt —
pozitiv vagy negativ — irdnydba mozgatjuk el? (Félreértés elkeriilése végett meg-
Jjegyezziik, hogy ,,gordiilési pdlya” alatt Méltdosdgod ,,Bevezetés a differencidl-
és integrdlszdmitdsba” c. konyvének (Népszerii Foiskola Konyvtdra, 1l. kiad.)
38. oldaldn szerepld dbrdn x tengelyként jellemzett egyenest értjiik.)

E lehetdség dllitoja szerint erre van legaldbb egy eset, mégpedig akkor, ha a
pdlya elmozditdsa a gordiiléssel ellenkezd irdnyba torténik

B 2 +V4n2—16
N 2

c .../ sebességgel;

r =1, gordiilési sebesség = 1.

Méltésdagod szives bocsdanatdt kérjiik a zaklatdsért és kérjiik, hogy igennel vagy
nemmel vdlaszoljon Méltosdgod a mellékelt levelezdlapon.

Meéltésdgod fdaradozdsdt hdaldsan koszonjiik és vagyunk mély tisztelettel

oszinte hivei
Jozsef Attila
Pdkozdy Ferenc

Megtudta Jozsef és Pakozdy a valaszt erre a kérdésre? ValdszintisithetGen nem,
ugyanis az 1976-ban az Akadémiai Kiad6nal megjelent Jozsef Attila vdloga-
tott levelezése cimil gytijtemény ([6]) végjegyzetei kozott ezt irja a levélrdl: ,, A
kozlés alapjdul szolgdlo levél nem ldtszik misszilisnek [tényleges (értsd: nem
koltSi) levélnek — FT). Nem is fogalmazvdnyjellegii. Iréi, valdsziniileg, eredeti
terviiktol eldllottak és nem kiildték el a cimzettnek.” ([6, 466. 0.]). A 2006-0s, tel-
jesség igényével késziilt Jozsef Attila levelezése hasonléan nyilatkozik (,, géppel
irott, el nem kiildott levél”, [12, 407. o.]); érdekesebb az ezt kovetd megjegyzése
avégjegyzetnek: ,,a [... ] levelet valosziniileg azért nem kiildték el, mert beldttdk
dilettdns voltdt” ([12, 686. 0.]). Sajnos a kotet szerkeszt6i nem kozolték, hogy
ez utébbi megdllapitdsukat mire alapozzdk. (Hozz4 kell tenni, hogy bér a kér-
désre adott valasz tényleg nem kiilondsebben érdekes, de azért dilettansnak — én
legaldbbis — nem nevezném.) Péter Laszlo6 Jozsef Attila kozottiink cimi 1980-as

27 -

konyve szintén megerdsiti, hogy a levelet nem kiildték el ([25, 86. 0.]).
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Hédmezdvasarhely, 1934. junius 20,

Mé1tésagos Uram!

Sgy térsaségban a kivetkezd kérdés meriilt fol:

Lehetséges=s, hogy a "cikloist" iré popgt pélydja egybesssék a
talppontot a tetdponttal Ysszekitd dislokécids egyenessel, ha a gbrdiilési pAlyat
csak a sajét - pozitiv vagy negativ - irdnydban mozgatjuk el? /Félredriés elkeriilése
végett megjegyezziik, hogy "gbrdiilési pdlya" alatt Mltdségod "Bevezetdés a differen=~
cidl- és integrélszémitésba" c. kinyvének /Népszerii Fiiskola Komyvtéra, II. kiad,/
38. oldalén szerepld dbrdn X tengelykéni jellemzett egyenest értjiik./

E lehetdség allitdja 'szerint erre van legalébb egy eset, mégpedig

akkor, ha a pdlya elmozditésa a gordlléssel ellenkezd irényban trténik

fim

mmme== L .se/ Sobességgel,

o= /}' 3,}{‘@’4‘,’:‘;{ 2L st#J—B.’j_ = 4.
Méltésdgod szives bocsénatét kérjik a zaklatdsért és kérjik, hogy

igennel vagy nemmel vélaszoljon ME1téségod a mellékeflt levelezdlapon,
M81tésagod fhradozasat hélésan kiszinjik és vagyunk mély tisztelettel

Sszinte hivei

f("n/uf- Rt

/
R 2o

B

11.1. abra. Jozsef Attila és Pdkozdy Ferenc levele Beke Manonak.
(Forrés: Pet6fi Irodalmi Midzeum Kézirattar, JA. 708.)

Mi sem all tavolabb jelen sorok szerz6jét6l, mint hogy Beke Manénak képzelje
magét, de — noha végeredményben a kérdésfelvetés nem tuil izgalmas vilaszra
vezet, és Jozsefék j6 eséllyel félreértettek valamit — nem minden tanulsag nélkiili
megvélaszolni a feltett kérdést.

3. Eredmény és megbeszélés
3.1. A ciklois fogalma és alkalmazasai
Eloljaréban egy kis magyardzat azok szdmdra, akik nem ismerik a ciklois fo-

galmat. Képzeljiink el egy vizszintes, egyenes uton gordiilé kocsikereket! Kép-
zeletben jeloljiik meg az épp folddel érintkezd pontjat, és nézzilk meg, hogy
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milyen palyét ir le, mikdzben a kerék tovagordiil az dton. Azt latjuk, hogy szép
szabalyos ivet kovet: a f6ldhoz kozeledve latszdlag lelassul, szinte fiiggblegesen
megy le-fol, a mésik oldalon pedig gyorsan suhan vizszintesen. Ezt ;

a gorbét hivjuk cikloisnak. A 11.2. dbra mutatja a cikloist, szemlél-
tetve annak kialakuldsét is (a https://www.github.com/tamas-feren
ci/JozsefAttilaEgyMatematikaiKerdese oldalon mindez animéci6
formdjaban is megtekinthetd).

- O
k= -
T T T T T
L] 5 10 15 20
k=
T T T T T
L] 5 10 15 20
k=
T T T T T
L] 5 10 15 20
7 /—W
=
T T T T T
L] 5 10 15 20
- W
=
T T T T T
L] 5 10 15 20

11.2. dbra. A ciklois gorbe €s 1étrejotte.
A ciklois tobb matematikai probléma kapcséan el6jon, ezek koziil a két leghire-

sebbet emlitem meg itt. Noha a megoldasuk mélyebb eszkozoket igényel, maguk
a problémdk — és az eredmények — teljesen hétkdznapi nyelven elmondhatéak (és
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elég érdekesek is!). A megértés szempontjabdl nem lényeges, és helyenként ma-
tematikailag mélyebb részeket ldbjegyzetben kozlom.

3.1.1. A brachisztochron probléma

Az egyik ilyen nevezetes kérdés a brachisztochron probléma: egy fiiggbleges
falon kijeloliink két, nem egymads felett 1év6 pontot. Kiterjedt barkacstudasunk
lehetdvé teszi, hogy tetszbleges alakd rampét dcsoljunk a két pont kozott, ame-
lyen aztan a magasabban fekv6 pontbdl leguritunk egy goly6t az alacsonyabban
fekvd pontba. Az egyszeriliség kedvéért tételezziik fel, hogy a graviticié min-
denhol azonos nagysdgud, valamint, hogy a golyé surlédas nélkiil csiszik a
rampan. A kérdés: milyen alakd rampan fog a legrovidebb id6 alatt legurulni a
feljebb fekvd pontbdl a lejjebb fekvd pontba a golyé? Erezhetd, hogy az nem lesz
jO, ha eleinte szinte vizszintes a rdmpa €s aztdn esik gyorsan, hiszen igy nagyon
sok id6 lesz, mig a gyors esésig ,.elcsorog” a golyd. Akkor talan pont a forditottja
lesz a j6, eleinte essen meredeken, aztin legyen hosszan vizszintes? fgy elészor
nagyon begyorsul, viszont cserében még sokat meg kell tenni egy szinte viz-
szintes szakaszon. Vagy inkabb kossiik ket egyszerlien 6ssze egyenesen? Akar
az az eretnek gondolat is az esziinkbe juthat, hogy engedjiik a golyét a lejjebb
fekvé pontndl is mélyebbre, hogy j6 nagy lendiiletet vegyen, és a végén Kkicsit
forditsuk vissza.

11.3. dbra. A brachisztochron probléma: a fenti pontbdl azonos idSpontban elinditott

golyok leguruldsa kiilonbozd alakd palydkon. Az dbra a ciklois mentén (piros gorbe)

legurul6 goly6 beérkezése el6tti pillanatot dbrazolja; jol 1athatd, hogy a tobbi golyd
tobbé vagy kevésbé, de mind le van maradva.
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A 11.3. dbra szemlélteti', hogy mi lesz a megoldas: a ciklois! Egy ciklois alaki
rampat kell dcsolnunk, és azzal 6sszekotniink a két pontot, ezen fog )
a legrovidebb id6 alatt eljutni a goly6 az egyik pontbdl a mésikba. AR
(Az alabbi és a késébb kovetkezd animdcidk is megtekinthet6k a
https://www.github.com/tamas-ferenci/JozsefAttilaEgyMatemati

kaiKerdese oldalon.)

A bizonyitds messze meghaladja ezen irés kereteit’, de a torténetére egy gondolat
erejéig érdemes kitérni. A problémét Johann Bernoulli (a Bernoulli csaldd leg-
elsd tuddésgenerdcidjanak Johannja) tlizte ki 1696-ban egy folydiratcikkben, cél-
irdnyosan a ,,vilag brilidns matematikusait” megsz6litva. Valéban elég erds me-

! Azok szdméra, akik szeretnék sajat keztileg megvizsgdlni ezt, a kovetkez§ a fizikai levezetés.
Vegyiik fel a koordindtarendszeriink origéjat a kezdSpontban, az x tengely mutasson vizszintesen
jobbra, az y pedig fiiggblegesen lefelé. Mivel a goly6 energidja kezdetben nulla, és a graviticion
kiviil mas nem hat rd, igy y ,,magassagban” (mélységben) mgy helyzeti energiat nyer; a strlédas hi-

2

dnya miatt ez teljesen egészében az hid mozgdsi energidjava alakul. Azaz a sebessége, midén a

fiiggbleges koordinatdja y, épp v = \/2gy. Mdsrészrdl, egy piciny ds szakasz megtételéhez sziik-

séges 1dG, ha épp v(s) a golyé sebessége (ahol s az induldsi ponttdl a palydn mérve megtett tt)
d B

természetesen —s, igy az egész ut megtételéhez sziikséges id6 / 28 4. Hogy attérjiink s-r6l
v(s A

v(s)

x-re, kellene tudni, hogy x koordinatdndl mennyi a palyan mért elmozdulds, ha egy kicsiny dx ta-
volsdggal odébb megyiink. Szerencsére ez analizisb6l ismert, hiszen lényegében egy ivhosszrdl

van sz6: ds =/ 1+ [y (x)}zdx, ahol y(x) a rampa alakja, mint fiiggvény. Ezt behelyettesitve

b 1
kapjuk, hogy a sziikséges id6 / —\/ 1+ ] (x)]zdx, ha b a B pont vizszintes tdvolsdga
0 \/28y(x)

A-t6l. Kihaszndltuk, hogy a golyé vizszintesen csak szigorian A-bdl B fele tud haladni (egy csak
alatdmasztast nytjté rdmpaval nem tudjuk visszaforditani vizszintesen), igy a teljes tt integrdldsa
megfelel az x szerint 0-t6l b-ig torténd integraldsnak. (Ha a gorbénk paraméteresen adott, akkor a

————1\/[¥'(1)]" + [/ (¢)]” dr alak hasznélhat6, ahol 7, és 1, azok az értékek, amik kozott a
/ta V/28(t)

paraméternek futnia kell, hogy megkapjuk a gorbét A-bél B-be.) A feladat az, hogy megtalaljuk
azt az y(x) fiiggvényt, ami ezt a kifejezést minimalizalja. Itt arrdl van tehdt sz6, hogy minden fiigg-
vényhez hozzarendeliink egy szdmot, ezt sz€p néven funkcionalnak szoktak hivni, és ezek korében
minimalizdlunk — keressiik azt a fiiggvényt, amihez rendelt szim a minimalis. A matematika azon
teriiletét, ami ilyen széls6érték-keresési feladatokkal foglalkozik, szokds varidciészdmitdsnak ne-
vezni; a brachisztochron probléma a legelsd torténeti példdk egyike varidciészamitdsos feladatra
({10, 13, 19, 33, 39)).

“Mindazonéltal néhdny egyszer( alaku fiiggvényre, példdul egyenesre, kiilonboz6 kitevdji hat-
vanyokra, kiillonboz6 gyokokre, vagy akar paraméteresen adott gorbékre, példaul korre, ellipszisre
stb. érdekes lehet kiszamolni — ha lehet, analitikusan, ha nem, numerikusan — az integralt, és meg-
nézni mit kapunk!
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z6ny gytlt ossze: egy évvel késébb Newton, Leibniz és 1’Hospital megoldésait
kozolte, egyiitt a sajatjaval és a batyjaéval, Jakob Bernoulliével (aki testvéréhez
hasonléan foglalkozott analizissel, de mellette 6 a valdszinliségszamitas egyik
elsé nagy alakja). Ok ketten aztdn tgy Ossze is vitatkoztak a megolddsaikon,
hogy az éveken 4t tarté konfliktushoz vezetett ([29]). (A Bernoulli familidban
nem teljesen ismeretlen jelenség a csalddtagok kozti irigykedés egymads tudo-
mdanyos eredményeire: az itt is emlitett Johann kidobta a csalddi hdzbdl a sajt
fiat, Daniel Bernoullit — az dramléstan kés6bbi megalapitdjat — annyira felhdzta
magét azon, hogy megosztva kaptdk meg a Francia Tudomanyos Akadémia dijat,
amit érzése szerint egyediil érdemelt volna meg. . .)

3.1.2. A tautochron probléma

A masik problémandl is egy fiiggbleges falunk van, rajta két, nem egymads folott
elhelyezked6 ponttal, kozottiik dcsoland6 rampéval és azon legurulé golydval,
csak itt a kérdés a kovetkez6: acsolhaté-e olyan rdmpa, hogy a goly6é mindig
ugyanannyi id6 alatt ér le rajta az alsé ponthoz, fiiggetleniil attol, hogy honnan
inditjuk a rdmpa mentén? Tehat akar a tetejérdl inditjuk a golyét, akar a koze-
pérdl, akér az aljdhoz nagyon kozel, mindig ugyanannyi id6t vesz igénybe, hogy
az als6 ponthoz érjen. (Ugy is megfogalmazhatjuk, hogy ha elinditunk tetszd-
leges szamdu goly6t a rdmpa tetsz6leges pontjairdl, akkor azok pontosan egy pil-
lanatban érjék utol egymadst, mégpedig akkor, amikor mind épp az als6 ponthoz
ér.) Megvaldsithat6 ez?

Elsé ranézésre meglepd, hogy ilyen alakd rdmpa egyéltaldn létezhet. Sokan
ugyanis arra gondolnak, hogy amit feljebbr6l inditunk, annak nagyobb utat kell
megtennie, hogyan érhetné akkor utol egyéltaldn a lejjebbrdl indul6t?! Igen dm,
de valaszthatunk olyan alakot, hogy feljebb egyuttal meredekebb is legyen a
rdmpa, igy az onnan indul6 golydk nagyobb sebességet érjenek el! Tehdt a kérdés
Iényegében az, hogy vajon létezik-e olyan alak, ahol a feljebb 1év6 nagyobb me-
redekség pontosan akkora eldnyt ad a goly6nak, mint amekkora hatranyt a na-
gyobb tt.

A vilasz a kérdésre pozitiv, és a megfejtés: a ciklois.

Ciklois alaki rdmpan ez megvaldsul: ha dcsolunk egy kilométer hosszi cikloist
és elinditunk egy goly6t a végébdl, akkor barmilyen nehéz is elhinni, de az pon-
tosan akkor fog az aljara érni, mint az a goly6, amelyet egy arasznyira inditot-
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tunk el az aljatél. (Természetesen a suirl6dastdl ennél a feladatnadl is eltekintiink.)
A 11.4. abra ezt szemlélteti, illetve a mar emlitett oldalon is megtaldlhat6 az
animdcio.

11.4. dbra. A tautochron probléma: a ciklois alaku pélya kiilonb6z6 pontjairél elinditott
golyok leguruldsanak néhdny ,,pillanatfelvétele”. J6l latszik, hogy mindegy honnan
indult a goly6, ugyanannyi id6 kell, hogy leérjen, ezért pontosan az als6é pontban
taldlkoznak, inditasi helytdl fiiggetleniil.

Emlitsilk meg egy érdekes alkalmazasat ennek az eredménynek. Aki kozépis-
koldban végigszdmolta fizikaérdn az inga lengését, taldn emlékszik rd, hogy a
levezetés gy indul, hogy ,.tegyiik fel, hogy az ingat csak kicsit téritjiik ki”. Né-
hanyan taldn arra is emlékeznek, hogy ez azért fontos, hogy a szdmoldsban meg-
jelend szogfiiggvényekre a kis szdgeknél miikods kozelitést® haszndlni tudjuk.
De mi torténik, ha a kitérités nem kicsi? A dolog persze ekkor is végigszamol-
haté, az eredmény sokkal bonyolultabb alakud lesz, de most nekiink nem is ez
fontos, hanem az, hogy amit kapunk, az nem csak szdmértékében fog eltérni a
kozelit6tol, hanem abban is, hogy a lengés periddusideje — szemben a kozelitd
szamitassal — fiiggeni fog a kitérités mértékétdl! A dolog azért érdekes, mert van
egy eszkoz, ami tobb mint 200 éven keresztiil alapveté fontossagu volt a tarsa-
dalom és gazdasag miikodésében, é€s aminek a pontossdga kritikusan fiigg egy
inga periddusidejétdl: az ingadra. Az el6z6ekbdl latszik az ingadra egyik problé-
madja: a periddusidd a valésdgban fiiggeni fog attdl, hogy mennyire tér ki az in-
gdja, csakhogy ez 6hatatlanul valtozik id6ben, ami igy elkeriilhetetleniil hibdhoz
vezet.

3Az ingdndl konkrétan azt, hogy sina ~ «.
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Christiaan Huygens, aki magat az ingadrat is megvaldsitotta 1656-ban, par év-
tizeddel kés6bb rajott a megoldasra: olyan ingét kell szerkeszteni, amelynek a
silya egy ciklois alaki pdlya mentén leng! Hiszen a tautochron probléma meg-
oldéasa épp azt mondja, hogy ez esetben a lengés periddusideje nem fog fiiggeni a
kitéritéstsl. Kérdés persze, hogy hogyan lehet a gyakorlatban elérni, hogy a suly
ne egy kor alaki padlyan, hanem cikloison lengjen, de Huygens ezt is megoldotta:
az inga felfiiggesztése koré mindkét oldalra egy — fejjel lefelé forditott — ciklois
alakd hatérolét kell rakni ([11]). Mikdzben az inga leng, a tarté fonala feliitkozik
ezekre a pofakra, és ez az inga silyat egy ciklois alaki palydra kényszeriti*. Ez
az un. cikloidélis inga. A dolog ugyan elméletben valéban megjavitotta az inga-
orat, de a gyakorlatban nem valt be: egyrészt az ingadra pontatlansdgdnak 0sszes
egyéb forrdsa, plane a 17. szdzadban, 1ényegesen nagyobb volt, mint a kitéréstdl
fliggd periddusidd jelentette hiba (kiillondsen, ha biztositjuk, hogy a kitérés ne
lehessen tul nagy), mdsrészt a fondl poféara valé feliitkozése mechanikai veszte-
ségekkel jar, dgyhogy a megoldas igazabdl maga is teremt egy ) hibaforrast.

3.2. A ciklois egyenlete

A targyalas pontositasdhoz el8szor is vezessiink be egy koordinatarendszert, ami
a 2. dbrara ranézve teljesen kézenfekvd lesz: a nyomon kovetett pont kezdeti
pozicidja legyen az origd, a fiiggbleges tengely mutasson fiigg6legesen, pozitiv
irannyal felfelé, a vizszintes pedig vizszintesen, pozitiv irdnnyal jobbra.

“Fontos, hogy ez nem valamiféle trividlisan lathaté dolog, be kell bizonyitani, és az csak vé-
letlen, hogy a ciklois alaki pdlydra kényszeritéshez épp ciklois alaki pofdkra volt sziikség. Azt,
hogy adott alakd pofandl a ra feliitk6z6 fondl végpontja milyen gorbét ir le, a pofa evolvensének
nevezziik, megforditva pedig azt mondjuk, hogy a pofa alakja az evolitdja annak a gorbének,
amit a rd feliitk6z6 fonal végpontja leir. (Természetesen a matematikai definicional a gravitaciora
meg a feliitk6zésre nincs sziikség: azt mondjuk, hogy a fonalat mindig megfeszitve tartjuk.) Evol-
vensbdl végtelen sok van, attdl fiiggden, hogy milyen hosszi a fondl, evolitdbdl viszont csak egy.
A kérdés tehat az, hogy melyik gorbének lesz az evolvense a ciklois, avagy forditva megfogal-
mazva, mi a ciklois evolutdja — és a valasz az, hogy a ciklois! De ismét hangstlyozni kell, hogy ez
csak véletlen, példdul a kor evoldtdja egy pont (gondoljuk végig!), az y = X parabola evolitdja az
y=3 (x/4)2/ 3 +1/2 tn. Neil-parabola. Még csak az sem igaz, hogy a ciklois az egyetlen gorbe,
amely sajat maga evolitdja, példdul a (logaritmikus) spirdlnak szintén 6nmaga az evolitdja.
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Azért, hogy a kérdést ne bonyolitsuk feleslegesen, a 1ényegen nem véltoztatd
paramétereket vélasszuk egységnyire’. Azaz: a kerék sugara legyen 1, a gordii-

1
1ési sebessége pedig olyan, hogy egységnyi id6 alatt o fordulatot tegyen meg a
kerék. Ez utébbi igy kimondva egydltaldn nem tlinik egységnyinek, de val6éjdban
t
az, hiszen azt jelenti, hogy ¢ id6 alatt 7 fordulatot tesz meg a kerék, azaz a

szogelfordulasa épp ¢ (mivel 1 fordulat az 27 szogelfordulds), ami egytttal azt is
megadja, hogy a kdzéppont épp ¢ utat haladt jobbra, hiszen az egységnyi keriilet
miatt ¢ szogelforduldshoz ¢ ivhossziisag tartozik, ami ,,hozzaért” az tithoz, tehat
amennyivel odébb ment a kerék®. A szogelforduldst gy értjiik, hogy a kerék
kozéppontjat a nyomon kovetett ponttal 6sszekotd egyenes mennyit fordult el a
fuggblegeshez képest, a pozitiv szog az éramutatd jardsa szerinti elforduldst —
jobbra gordiilést — jelenti. (A szoget radidnban mérjiik.)

7z

A ciklois egyenletének az elééllitdsa paraméteres formédban egyszeri. Nézziik
el6szor a fiiggbleges mozgdast! Itt nem szamit, hogy a kerék jobbra is gordiil, csak
annyi a fontos, hogy ¢ szoget fordult el, ezért a pont cost-vel van a kézéppont
alatt (ez persze lehet negativ is — ekkor folotte van). Mivel a kozéppont 1-gyel van
a talaj folott, igy a pont fiiggbleges koordindtdja y = 1 —cost. Vizszintes irdnyban
a kozéppont -t haladt jobbra, de a pont sin#-val van t6le balra (természetesen ez
is lehet negativ), igy a vizszintes koordinataja ¢ — sin¢.

A ciklois paraméteres egyenletrendszere tehat:

X =t—sint
y=1—cost
(A matematikai lefrds szempontjabol nyugodtan el is felejthetjiik, hogy a #-nek

mi id6 interpretacidt adtunk, a 1ényeg, hogy a f egy nemnegativ valés szam.)

EIG lehet allitani ebbdl explicit alakot is? Erdekes médon az a vélasz, hogy csak
az egyik irdnyban lesz zart alaki megold4sunk.

3 Igen, tudom, hogy a fizikus olvas6k most a sziviikkhoz kapnak, hiszen igy dimenziondlisan
elromlanak az egyenletek. Itt most legyiink picit matematikusak.

2r
6 Ami egységnyi itt, azt a fizikusok ugy hivnak, hogy a forgds korfrekvencidja: @ = T = 2nf,

ahol T a periédusidd, f = 1/T a frekvencia.
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Ha ugyanis kifejezziik a z-t y-bol, akkor azt kapjuk, hogy r = arccos(1 — y), igy
x = arccos(1 —y) —sinarccos(1 —y),

ami egyszerisités utdn

x =arccos(l —y) — /1 — (1 —y)2 =arccos(1 —y) —/y(2—y),

mivel’ sinarccos B = /1 — B2. Természetesen igy — szemben a paraméteres
alakkal — csak a ciklois egy ,,ciklusat”, és annak is csak az els6 felét tudjuk
megkapni (logikusan, hiszen utdna egy adott y-hoz mdr tobb x is tartozhat).

Ha azonban forditva akarjuk kifejezni a cikloist, tehat — természetesebb médon
— y-t az x-bdl, akkor hamar elakadunk: az x = ¢ — sint egyenletet kellene meg-
oldanunk #-re, csakhogy ez egy transzcendens egyenlet, aminek nincs zart alaku
megolddsa! A cikloist tehat 4ltaldban nem lehet explicit formdban felirni, még
egy ciklusra, s6t, még egy fél ciklusra sem.

3.3. Jozsef Attila és Pakozdy Ferenc kérdésének megvalaszolasa

Térjink most ra J6zsefék kérdésére! El6szor is allapitsuk meg, hogy a kérdés
nem udgy értendd, hogy akkor mi torténik, ha a keréknek az dthoz viszonyitott
sebességét valtoztatjuk. Tudniillik, ha a kereket magat igy mozgatjuk, hogy egy
korbeforduldsnyi id6 alatt nem egy keriiletnyi (27) utat halad a kozéppontja,
akkor a kerék természetesen kénytelen lesz csiszni. (Pontosabb is lett volna,
ha a definici6ba belemondjuk, hogy ,,csiszas nélkiil” gordiil.) Természetesen az
is érdekes matematikai probléma, hogy a csiszdsos esetben mi torténik, de a
kérdés vélhet6en nem erre irdnyult, hiszen igy fogalmaz, hogy ,,a gordiilési pd-
lydt [... ] mozgatjuk”, tehét a kerék kényszeritett mozgatdsardl szé sincs. Ettdl
fliggetleniil egy gondolat erejéig térjiink ki erre is: ha a kerék cstszik, akkor a
leirt palya vagy hurkolt, vagy nydjtott ciklois lesz ([14]). Hogy mik ezek? Ro-
konai a ,,szokdsos” cikloisnak, olyannyira, hogy megkaphatjuk &ket gy is, hogy
csiszdsmentesen gordiil a kerék, csak épp ekkor nem a kerék keriiletén fekvd

7Tudjuk, hogy sin o +cos” a = 1. Legyen 8 = cos a, és igy o = arccos f3, ezt az el6z6 egyen-
letbe helyettesitve kapjuk, hogy (sinarccos 3 )2 + B2 = 1, ahonnan mér ad6dik a felhasznalt dssze-
fliggés.
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pontot kell nézniink, hanem egy ,.kiill6jén” taldlhatét, tehdt belsd pontot (nyuj-
tott ciklois), vagy a kiill6 képzeletbeli meghosszabbitdsdaban egy kiilsé pontot
(hurkolt ciklois). A 11.5. dbra mutatja az ilyen gorbéket. Ha tehdt a kerék csu-
szasat is megengedjiik, akkor ilyet fogunk kapni (ha még azt is megengedjiik,
hogy az ellenkezd iranyba forogjon mint amerre csuszik, akkor esetleg ezeket
tilkrozve a vizszintes tengelyre); O0sszefoglalé nevén ezeket a gorbéket hivjuk
trochoidnak. A dolog még tovébb is 4ltaldnosithatd, ha nem egyenes mentén gor-
ditjiik a kort, vagy nem kort gorditiink, az igy kapott gérbéket rulettdknak szokés
nevezni ([26]), de ez mér végképp nem tartozik a mostani tdrgyunkhoz.

1@ 1@
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11.5. dbra. A hurkolt (balra) és a nydjtott (jobbra) ciklois gorbék és 1étrejottiik. Ezeket,
egyiitt a ,,szokdsos” (sz€ép nevén: csticsos) cikloissal, szokds trochoid gorbéknek
nevezni. Mozgdsban itt lehet latni a hurkolt és a nyujtott cikloist.
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De mi a helyzet Jozsef Attilaék kérdésével? A megfogalmazds egyértelmd, a
palyat magat mozgatjuk, a kerék szép nyugodtan gordiil (csiszds nélkiil), azt
nem befolyésoljuk. Vildgos, hogy itt nincs a fentihez hasonlé cstszési probléma:
ha a pélyat mozgatjuk (magunkhoz képest), akkor minden sebességnél csiszds
nélkiil tud haladni a kerék, hiszen annak gordiilését a pdlydhoz képest értjiik. igy
mar teljesen értelmes a kérdésfelvetés, a palyat hizzuk, azon pedig ,,szokdsosan”
gordiil a kerék. Vegyiik észre, hogy az igy megfogalmazott feladat azonos azzal,
mintha nem a pélydt mozgatnank, hanem sajiat magunkat, a megfigyel&t, tehat
egy teljesen hagyomdnyos cikloisrdl beszélnénk, csak épp ugy, hogy kézben a
megfigyeld is odébb megy.

Nagyobb problémat jelent a kérdés megértésénél, hogy mégis pontosan mi kell,
hogy egyenes legyen. A zavart elsGsorban a ,.talppont”, ,tetépont” és — kiilo-
ndsen —a ,,dislokécids egyenes” szavak haszndlata okozza, melyeket a levél sehol
nem definidl. Els6 ranézésre az ember azt gondolhatnd, hogy ezeket minden bi-
zonnyal Beke Mané hasznélta a levél dltal is hivatkozott konyvében ([3]). Bar
ez nagyon kézenfekv6é magyarazat lenne, sajnos nem igaz: a 11.6. dbra mutatja
Beke konyvének cikloisrol sz616 részét, pontosan abbdl az 1920-as masodik ki-
addsabdl, amit a levél alapjan Jozsef Attilaék is olvastak. J6I lathat6, hogy a nem
definidlt kifejezések egyike sem szerepel benne.

Magunkra vagyunk tehat utalva, hogy kivdlasszuk a megfelel6 értelmezést. A
legval6sziniibb talan a kovetkez6: a talppont a kerék talajjal érintkezd pontja
a gordiilés megkezdésekor (tehat a ciklois kiindul6pontja), a tetGpont a ciklois
legmagasabb pontja, tehat a nyomon kovetett pont helye egy fél kerékfordulat
utan, a ,,dislokéacios egyenes” pedig egyszertien a kettSt 6sszekots egyenes.

Ha igy definidljuk, akkor a probléma nagyon egyszertien megoldhatd, csak egy
dologra kell odafigyelniink.

Ha palya a huzds révén ¢ id6ben s(z) tavolsaggal van eltolodva (a pozitiv szam
jelentse a koordinatarendszer el6jelével egyezen a jobbra mozgatast), akkor a
gorbe paraméteres egyenletrendszere nyilvan:

{x =1 —sint + s(t)

y=1-—cost

Ahhoz, hogy ez épp egy egyenes legyen, az y = x egyenldségnek kell megvald-
sulnia. (Természetesen nyugodtan mondhattunk volna y = Ax 4+ B egyenl&séget
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11.6. abra. Facsimile oldalak Beke Mané Bevezetés a differencial- €s
integralszdmitasba konyvének azon kiaddsabdl, amelyre Jozsef Attila és Padkozdy
Ferenc levele hivatkozik.

is, de részint érezhetd, hogy ez — pusztin linedris dtskdldzds révén — érdemi
Ujdonsdgot nem fog hozni, csak a jeloléseket bonyolitja, részint a kérdés po-
zitiv megvdlaszoldsdhoz nekiink elég egy egyenest mutatnunk.) A megoldandé
egyenlet tehat:

1 —cost =1t —sint +s(t),
amibdl

s(t) =1—cost —t +sint.

Ez egyaltalan nem volt nehéz, s6t, rogton latszik, hogy minden 1étezd paramé-
teres gorbére egyszertien megoldhaté ugyanilyen mddon, a kérdés inkdbb csak
az lehet, hogy ez a mozgds fizikailag realizdlhaté-e. Ha példdul az s(r) fiigg-
vénynek szakaddsa van, akkor az nyilvan nem lehet egy talaj tényleges mozgasa,
hiszen az nem tud pillanatszeriien ,,0débb ugrani”. Itt belefutunk abba, hogy mi
a pontos definicidja annak, hogy ,.fizikailag realizdlhat6”, mert amellett is lehet
érvelni, hogy mondjuk a sebesség maga sem tud pillanatszertien megvaltozni.
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Szerencsénkre mind a szinusz-, mind a koszinuszfiiggvény nemcsak, hogy foly-
tonos, de mivel a derivaltjaik is szinuszok és koszinuszok lesznek, igy elmond-
hat6, hogy minden derivaltjuk is folytonos®. Mivel s(t) id8beli derivaltja lesz a
talaj mozgatasanak sziikséges sebessége, annak derivéltja a sziikséges gyorsulas,
és igy tovabb, ha ez mind folytonos, akkor nyugodtak lehetiink afeldl, hogy ez a
mozgatasa a talajnak — avagy, forditva nézve, a megfigyel6nek — fizikailag reali-
zélhato.

A 11.7. dbra mutatja az ahhoz sziikséges talajsebességet és -gyorsuldst, hogy a
pont palyija egyenes legyen. A sebesség jorészt negativ, de gondoljuk végig,
hogy ez teljesen logikus: mivel a kerék jobbra (pozitiv irdnyba) gordiil, igy a
talajt nyilvan balra (negativ irdnyba) kell hiiznunk, hogy egyaltaldn esélye legyen
az y = x egyenesen maradnia a pontnak és ne ,,gordiiljon ki’ jobbra.
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11.7. abra. A Jézsef és Pakozdy levelében felvetett kérdésre valaszt add talaj-mozgatas
sziikséges sebessége és gyorsuldsa.

Ha ezt kicsit nehéz is elképzelni, a https://www.github.com/tamas
-ferenci/JozsefAttilaEgyMatematikaiKerdese oldal utolsé anima-
cidja segit, mert megmutatja a dolgot miikodés kozben (azzal, hogy
megfigyel6t mozgatja, nem a talajt, de mint mér volt réla sz6, ez
természetesen egyenértéki).

8 Analizises emberek ugy mondandk: végtelenszer folytonosan differencidlhatéak, avagy C™-
beliek.
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4. Konkluzio

,, Vasttndl lakom. Erre sok
vonat jon-megy és el-elnézem,
hogy’ szdllnak fényes ablakok

a lengedezd sz0sz-sotétben.

Igy iramlanak orok éjben
kivilagitott nappalok

s én dllok minden fiilke-fényben,
én konyoklok és hallgatok.”

(Jozsef Attila: Eszmélet XII.)

J6zsef és Pakozdy kérdésére tehat egyfeldl igenld valasz adhatd, masrészt viszont
a megvalOsitds nem az, amit a levélben leirtak. Minden valészintiség szerint fél-
reérthettek valamit, bar arra nem sikeriilt r4jonném, hogy mit (az vilagos, hogy
az x> — 27x +4 = 0 egyenletet megoldva keresték a valaszt).

Els6 ranézésre meglepdnek tlinhet, hogy Jozsef Attila levelezésében egydéltaldn
ilyet taldlni. Val6jaban annyira nem megleps, de ennek megértéséhez tegyiink
egy 1épést hatra, és nézziik dtfogébban a kérdést — hogyan viszonyult J6zsef At-
tila a matematikdhoz? Ott kezdeném, hogy J6zsef a makéi gimnaziumban, ahova
1920-t61 *23-ig jart, kivalo volt matematikdbdl, az, hogy érettségi jegye ,,jo” lett,
inkdbb annak koszonhetd, hogy milyen koriilmények kozott érettségizett. Test-
vére, Jozsef Joldn, az Attilardl irt életrajzi regényében, A vdros peremén cimi
konyvében még kiilon ki is tér erre: ,, Mennyiségtanban kiilonosen kivdlo képes-
ségeket drult el, tandra késobb valtig biztatta, hagyja az irodalmat, foglalkozzon
matematikdval” ([17, 123. 0.]). Jozsef Jolan irdsa szerint, amikor késébb ,,felfor-
gaté tevékenysége” miatt — azaz, hogy Ady Endrét szavalt az onképzdkorben —
felvenni sem akartdk a kovetkezd évfolyamra, mennyiségtantandra ezt mondta:
»Ilyen koponya évtizedek alatt sem bukkan fol gimndziumunkban! Micsoda ma-
tematikus lehetne belble! Bardtaim, egy nagy tudos...” ([17, 132-133. o.]).
(Hozz4 kell azért tenni, hogy J6zsef Jolan miive eléggé ki van szinezve, ennél
az esetnél rdaddsul Joldn jelen sem lehetett.)

Jozsef Attila rovid szegedi egyetemi tanulmdnyai szintén aldtdmasztjak ter-
mészettudomanyos érdeklédését: indexének tandsiga szerint ([32]), noha ma-
gyar—francia—filozofia szakra jart, felvette Ortvay Rudolf Az anyag korpuszku-
laris elmélete és Kiss Arpad Az atomok és molekuldk szerkezete cimii kurzusait.
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A tematikdk alapjan az el6bbi kurzuson bizonyosan hallott az akkor legkorsze-
ribb kvantumfizikai ismeretekr6l, az utébbi pedig a radioaktivitast jarta koriil
([9D). (1924-ben a kvantumfizika ,,régi kvantumelmélet” éraja nagyjabol lezart
volt, és err6l Ortvay minden bizonnyal atfogéan tudott besz€lni, hiszen maga is
a legnagyobbakt6] tanult, példaul Arnold Sommerfeldtsl® Miinchenben. A radio-
aktivitds bemutatdsa azonban mindenképp nagyon hidnyos kellett legyen, hiszen
a neutront majd csak 1932-ben fogja felfedezni Chadwick, a nélkiil pedig bajos
a radioaktivitdst barmilyen kozelitéssel is elmondani.) Jozsef Attila ezeken tul-
menden a relativitiselméletrdl is hallott; Gazda Istvan alaposan feltarta, hogy mi
lehetett ezen tuddsdnak a forrdsa: minden bizonnyal Fényes Samu, ismeretter-
jesztének is kitling ir6, iigyvéd cikkei ([8, 9]). Tverdota Gyorgy J6zsef kozmo-
16giai ismeretei lehetséges forrdsainak jart utdna egy irasdban ([35]), tobb kozle-
mény, koztiikk Marx Gyorgyé pedig dltalaban a modern fizikaval valé érintkezését
mutatta be ([23, 30, 34]).

A fentiek fényében taldn nem annyira meglepd, hogy a most targyalt kérdésen
kiviil valgjdban van még egy, j6l dokumentalt esete J6zsef Attila matematikai
érdeklédésének! Bécsi tartozkodasa alatt, 1926. janudrjdban levelet {rt Galamb
Odonnek, aki a makéi gimndziumban tandra — és egyben partfogéja — volt. Ez
a fizikusok szdmadra is érdekes lehet, hiszen egy helyen ezt irja benne: ,, Ezek
az anyagi okok ndlam azt idézik el6, hogy mds etikai sikon nyilvdanuljon meg
az dltaluk jelen koriilmények kozott elfojtott erd (betorés, gyilkossdg, szélhdm),
hanem életemet befelé irdnyitjdk s elddll, de pszihikai kvalitdsban az az Eins-
tein dllitotta eset, hogy t.i. egy bizonyos sebességi erd hat egy bizonyos testre s
ha az eré akkora, hogy a sebességi hatdrndl (300000 km - sec™') nagyobb gyor-
sasdggal kéne haladnia a testnek, akkor az eréd maga is dtalakul anyaggd. Ez az
anyag vagyok én és ez az erd vagyok én.” ([6, 90. o.]. (Ebbdl is érzékelhetd, hogy
Jozsef egyrészt nem értette meg pontosan az einsteini allitdst, masrészt, hogy
a hozz4éllasa inkdbb misztikus, és szabadon haszndlja a felszines, s6t, pusztin
verbdlis hasonldsdgokon alapulé analégidkat.) Fizikusok szaméara val6szinileg
megdobbentSbb a kovetkezd rész, ugyanebbdl a levélbdl: ,,t.i. a mi univerzu-
munk a pozitiv és negativ elektronok rendszere, és a mdsik jelenlevd univerzum
pedig azoké, melyekhez képest a jelen ismert negativok — pozitivok; illetve a jelen
ismert elektronok pozitiv és negativ egyedei dltal alkotott rendszer — pozitiv rend-

9Sommerfeld a vildg legpechesebb fizikusa, akit 1917 és *51 kozott 6sszesen 84-szer jeloltek
Nobel-dijra és egyszer sem kapta meg ([24]). Amellett, hogy a sajit jogan is kitling fizikus volt,
hihetetlen volt a tehetségnevelése: hét tanitvanyabdl lett Nobel-dfjas!
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szer és ennek megfelelden van negativ rendszer is”. Az el6bbi megjegyzés fé-
nyében valdszintileg nem érdemes tilértelmezni ennek a jelent6ségét, de azért
enyhén szdlva is meghokkent6 a dolog: Dirac csak 1928-ban, azaz két évvel e
levél utdn vetette fel el6szor az antielektronok 1étét! Amit aztan csak 1932-ben,
hat évvel Jozsef Attila levele utdn igazolt egyértelmiien Carl David Anderson
kisérletesen is. Tord Tibor egész cikket szentelt e kérdés vizsgalatanak, melyben
alaposan koriiljarja a kapcsolddo fizikai ismereteket is ([32]). (Bar hozz4 kell
tenni, hogy jelen sorok szerzgje szerint néhol mar kissé a Jozsef Attila-i visel-
kedés inverzébe esve, nem a természettudoményhoz kotve felszines anal6gidkkal
miivészetet, hanem a miivészethez kotve felszines analdgidkkal természettudo-
manyt: ,, Visszatérve a CP-sértés problematikdjihoz, van tehdt egy megmara-
ddsi torvény, a CP-paritds megmaraddsa, amely 99,8 szdzalékban érvényes, de
ugyanakkor a KS’ mezon két pi-mezonos bomldsdndl a megmaraddsi torvény szer-
kezete fellazul és szisztematikusan 0,2 szdzalékos, nagyon kicsiny CP-sértés lép
fel. Kovetkezésképpen a »torvény szovedéke itt, egy kicsit folfeslik«, de csak 0,2
szdzalékosan, 99,8 szdzalékban tovdbbra is érvényben marad.”, [32, 92. 0.].)

De nézziik most a matematika szempontjabol érdekes részt! Ugyanezen levélben
ezt irja: ,,Az a egyenes hossza: oo = leo. A b gorbe hossza: o+ oo+ (xoo) = 200,
300, ..., xoo, Tehdt a b gorbe hossza legaldabb 2 végtelennél tobb. T.i. vedd ma-
gadat tengelynek, akkor ha jobbrol indul a gorbe balra, éppen mert gorbe, vissza
is tér, akkor is, ha szabdlytalan és a visszatérés is legaldbb 100, amennyi az oda-
haladds. Ez azutdn geometriailag igazolja, hogy van 1. 2. 3. ... x. rendii végtelen
és igy zérus. Hdrom pont, két egymdst metszd egyenes (tehdt osszetarto, pdrhu-
zamos) vagy 1 gorbe meghatdroz egy sikot. (Azt hiszem nem mondtdik még ki ezt
a kézenfekvd dolgot a gorbével.) No most, ha az egyenes mozog, nem a sajdt
irdnydban, sikot alkot. A mozgds egy specidlis esete a forgds, ha idegen tengely
koriil torténik, szintén sikot alkot. No most képzelj el egy parabdldt forgé moz-
gdsban, még pedig gy, hogy a mozgdsi tengely a szdraindl, a végtelenben van.
Tehdt: [11.8. dbra] Ekkor szintén »sik« jon létre, amely sik zdrt egész, s amely
stknak vetiiletei, az engem érdeklo helyzetben: [11.8. dbra] Ez a »zdrt sik«, ha
az A tengely koriil forog, korongalaku testet kapunk, mig ha a B tengely koriil
forog, egydltaldban nem kapunk testet. Ami azt hiszem, azt bizonyitja geometria-
ilag, hogy van abszoliit zérus, tehdt a 0 értékek sorozatdnak limese. T.i. a pontnak
nincs kiterjedése, 2 pontnak szintén 3-nak szintén nincs kiterjedése, tehdt Oy, 01,
0y, 03, ..., ahol a Oy geometriai értékét a fentebb, a B tengely koriili forgds ered-
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ménye jelzi. (A pontnak nincs kiterjedése, ezért nem foroghat a »sajdt tengelye«
koriil, mely esetben az eredmény ugyanaz volna.)” ([12, 94. 0.]).

L/ TangaD

WwWL,M‘/&W«M“;Z r

2ol eihon ol itk vailata] l=—A tengely
. ) ) [
. . —%
A ’ 2 Lt . i A tengely L/ tengely
4 e R B pempaty |

11.8. dbra. Jozsef Attila levelének facsimile részlete (balra) és a védlogatott levelezésben
taldlhato stilizalt abrak (jobbra).

Ezen gondolatok elemzését meg a parabola forgatdsat meghagyom egy madsik
iras targyanak, de azt hiszem ennyibdl is érzékelhetd, hogy a matematikédban is
érvényesiilnek a fizikdban kordbban mondottak, hogy ti. J6zsef egy sor fogalmat
nem pontosan haszndl, és a kiindulé koncepcidkat szabadon alakitja igy, mintha
a szavak egymads utan fiizése egyuttal matematikai levezetés, illetve bizonyitas
is lenne. (Valéjaban a sik gorbiiletére vonatkozé gondolatait is valdszind, hogy
a relativitdselmélet nagyon naiv értelmezései adtdk.) A magabiztossidga ugyan-
akkor e tekintetben is olyan, mint a korszak tobb mads levelébdl is érzédik; 1926
februdrjaban ezt irja Jolan névérének: ,,a szabdlytalan gorbékre vonatkozo fejte-
getéseimmel erds lokést adtam a geometridnak” ([12, 98. i0.]).

Amiért mégis ide idéztem a dolgot, azon til, hogy a diszkusszi6 teljességéhez
hozza tartozik, egy késébbi fejlemény ezen idézet kapcsan. A mar emlitett Ga-
lamb Odén, Jézsef Attila makoi tandra és pértfogéja 1941-ben konyvet adott
ki Joézseffel kapcsolatos emlékeirdl, Makoi évek cimmel. A kdnyvben Galamb
felidézi ezt a levélvéltasukat is, viszont érzékeli, hogy a tartalmit nemigen
tudja megitélni (Galamb latin-térténelem-gyorsirds tanar volt, J6zsef Attildnak
g6rogp6tl6'” irodalmat tanitott, [25]), dgyhogy erre tekintettel a lehetd leg-
felel6sebb dontést hozta, és inkdbb kikérte egy hozzaértd, Kun-Kuti Marton
matematikatanar-tarsa véleményét. (Bar ma is igy jarnanak el a konyvek és uj-
sdgok szerzdi hasonld helyzetben...) Kun-Kuti pontokba foglalva fogalmazta
meg észrevételeit; véleményem szerint 80 év tavlatabdl is helytalld, tanulsagos
moédon:

10A7 1924-es reformig igy nevezték azokat a targyakat, amit a tanulék az 1890-ben eltorolt
kotelez6 gorog helyett tanultak a gimndziumokban.
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»— A valésdgtudomdnyok szakemberei — az eredményért valo feleldsségiik tuda-
taban — nagy gonddal vigydznak arra, hogy dllitdsaik a bizonyithatosdg kereteit
ne lépjék til. Ez pedig a szabadon csapongani szeretd fantdzidt oly nagy mér-
tékben korldtozza, hogy az eredmény rendszerint nagyon szerény.

— Egészen mds a helyzet az u.n. mivészlelkii embereknél. Az & fantdzidjuk sza-
badon csaponghat. Nem korldtozza semmi. Ezért van az, hogy az irok, koltok,
miivészek fantdzidja a dolgok lényegének oly mélységeire is rdtapint néha, ahova
a bizonyithatésdg keretein beliil marado ész taldn soha sem juthat el. Egyes irok
— pl. Verne, Jokai — oly gépekrdl irtak részletesen, melyeket késobb taldltak fel.
Vagy a valosag titkairol néha oly elgondoldsokat nyilvdnitottak, melyeket a tu-
domdny késobb igazolt.

— Ilyen szabadon csapongé fantdzidju, erds intuicioju miivészlélek volt Jozsef
Attilais. [...]

— Egy mdsik helyen igen érdekes — de nem iij — matematikai problémadt fejteget. . .
A sik végtelen sugari gomb feliileteként foghato fel. A gombfeliilet gorbe. A sik
nem gorbe. Mégis a ketté azonosithato. Ezért kérdezi: — Van-e gorbe sik? — Itt
nyilvdn; a van alatt fogalmi és nem tdrgyi létezésre gondol.

— Fejtegeti a végtelen problémdjdt. Mint a legtobb nem szakember, & is a végte-
lent valami misztikus szinezetii, észfolotti tavolsdgok homdlydba veszo, konkréten
létezd objektumnak tekinti. Nem gondolva arra, hogy a matematikus a végtelen
alatt nem valami ténylegesen létez6 objektumot, hanem pusztdn csak végnélkiili-
séget ért, azaz pl. egy végtelen sorozatndl annyit és csak annyit ért alatta, hogy
akdrmily tavoli tagot szemeliink is ki, azon til a sorozatnak még van tagja. Tehdt
a végtelen csak egy — az emberi értelmet tiill nem lépd — tulajdonsdg a matemati-
kdban, melynek létmodja az érvényesség és nem a tdrgyi létezés. Valosziniileg ez
az oka annak, hogy a végtelen nagy és végtelen kicsi szdmmal éppen iigy szoroz,
mint a kozonséges szamokkal, pedig végtelen nagy és végtelen kicsi szdm volta-
képpen nincs is.

— A tdrgyi precizitds részleteitdl eltekintve elmélkedései mélyre tapinto ér-
dekes gondolatokat tartalmaznak, melyek a valosdg megismeréséért évezredek
Ota vildgszerte folyo oridsi szellemi kiizdelemnek t6bb legizgatobb problémdijdt
érintik” ([7, 71-73 o.]).

Ha mar ugyis emlegettem kordbban J6zsef Jolan regényét, nem tudom megéllni,
hogy egy roppant érdekes momentumra fel ne hivjam a figyelmet ezen a ponton.
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Kun-Kuti el6bbi véleménye Jolan miivében is megjelenik — csak épp abban Rd-
kosi Mdtyds mondja! J6zsef Jolan ideologikusan nagyon terhelt regényében'’
ugyanis a fiatal Rakosi taldlkozik Jozsef Attildval, s6t — mind véletlen — a ta-
lalkozas ,, éles fordulatot jelentett Attila szellemi fejlodésében”, és ,,Marx gaz-
dasdgi tanainak, a marxi torténelemfilozofidnak ismeretét ekkor kapta itrava-
loul” ([17, 166. 0.]). (Az egyébként elképzelhetd, hogy Jozsef Attila €s Rakosi
tényleg taldlkozott, de az 0sszes tobbi mar az 1948 utdni kommunista rendszer
primitiv, propagandisztikus kitaldcidja. Helyenként abszurdba hajlé mozzana-
tokkal tarkitva: Jézsef Joldn, mint tjsagiré 1949-ben interjut készitett Rékosi
Matyéssal, ami az orszdggyiilési valasztdsok napjara id6zitve jelent meg, ebbdl
megtudjuk, hogy a josdgos Rakosi még a bortonbdl is egyengette Jozsef Attila
utjat... ([15]). Szdke Gyorgy izgalmas cikkben jart utdna annak, hogy mind-
ebbdl mi lehet igaz, [31].) J6zsef Jolan regénye szerint Makai Odont, Attila s6-
gordt — egyben gydmjat, és a torténet idopontjdban szdlldsaddjat — 1dtogatja meg
Rakosi, akinek Makai ezt mondja: ,, Eppen a végtelen problémdjdt fejtegette az
ifjii. Ugy sejtem — nézett Attildra —, azt akartad bizonyitani, hogy a végtelen va-
lami észfolotti tavolsdgok homdlydba veszd, valosdgban létezd objektum.”, mire
Rékosi azt vélaszolja: ,,A végtelen csak egy tulajdonsdg a matematikdban. Lét-
modja az érvényesség, nem pedig a tdrgyi létezés.”. Azaz: Jozsef Jolan fogta a
makéi matematikatandr véleményét, és a boles Rakosi Mityds'? szdjaba adta!

"y6zsef Jolan mive szivbemarkold képet fest a *10-es, *20-as, *30-as évek rongyokban jard,
éhezd, poloskdk kozott ablaktalan lyukakban teng6dd munkdsainak, cselédjeinek, nincstelenje-
inek tomegeirdl, és nem lehet kétségiink, hogy e kép megfelel a valésagnak, kiilonosen, mert ezek
Jolannak is személyes élményein nyugszanak, ett6l fiiggetleniil a munkdsmozgalom bemutatdsa
még ezekben a részekben is zavaréan didaktikus a regényben. Joldn rdaddsul, amellett, hogy egyéb
esetekben is kever datumokat, eseményeket, a Jozsef Attila-képet is érezhetSen igyekszik sema-
tikusan heroizdlni (nem mintha erre J6zsef raszorulna). Csak egyetlen példa: a regényben Attila
azért nem tér vissza a makoi interndtusba utolsé évében, 1922 &szén, mert ,,még a nélkiilozést
is inkdbb vdllalja, mint hogy visszamenjen a megyei birtokosok és nagygazddk csemetéi kozé”
([17, 132-133. 0.]). A valésdgban Jozsef azért nem tudott visszamenni, mert 1922. jinius 26-4n
gyogyszerrel ongyilkossdgot kisérelt meg, ami automatikus kicsapdssal jart, ezt egy kordbbi didk
példajabal § is tudhatta ([7, 21-25. o.]). Jozsef Joldn konyvében azonban mar csak azért sem de-
riilhet ki ez az Osszefiiggés, mert 6 még az ongyilkossagi kisérlet tényét is elhallgatja! Az ilyen
torzitdsok joval kevésbé — bar még igy sem elhanyagolhatéan — voltak jelen Jolan tiz évvel ko-
rabban, 1940-ben irt, Jozsef Attila élete cimet visel6 konyvében ([16]). Valachi Anna szerint, aki
Jolanrol Jozsef Joldn, az édes mostoha — Egy onérvényesitd né a XX. szdzad elsd felében cimmel
egész konyvet irt, az 1950-es regény megirdsara a Rajk-per alatt kapott partmegbizast, és nem mert
ra nemet mondani ([37]).

121975-ben djra kiadtdk Jézsef Jolan 1950-es regényét, de akkorra meg mar Rakosi személye
vélt kellemetlenné. Jellemz6 a korabeli szocialista viszonyokra, hogy a problémat gy hidaltak 4t,
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(Azzal a mar-mar mékds moédositdssal, hogy valéjdban még Makai Odon sza-
batosan megfogalmazott felvetésének a megszovegezését is Kun-Kutitdl kol-
csonozte. ..) Természetesen az id6pontok sem stimmelnek, hiszen ekkor a re-
gényben Jozsef még el sem utazott Bécsbe, marpedig, mint lattuk, a valésagban
egy onnan irt levelében vetette fel el6szor ezt a problémat.

Még egy érdekes ,,kapcsolddasi pontot” hadd emlitsek meg Jozsef Attila és a ma-
tematika kozott. Egy pillanatra visszaadom a sz6t Tverdota Gyorgynek, amint az
Eszmélet keletkezését datélja: ,, ha nem feltételezziik, hogy a XII. szakaszt 1934
Jjuliusaban vagy augusztusdban, Budapestre, a Korong utcdba valo 1934. jilius
1-je tdjdn tortént visszatérése utdn irta, akkor a »Vasttndl lakom«— kijelentést
korrekt modon csak Hodmezdvdsdrhelyen tortént ideiglenes letelepedése, 1934.
mdrcius 1-je elott és Szdnté Judittal a Korong utcdba koltozésiik (valdsziniileg
1933. oktober) utdn tehette” ([36, 15. 0.]). Mint az ebbdl is kideriil, Jozsef At-
tila, ha megszakitasokkal is, de tobbszor élt a Korong utcdban; egész pontosan
a Korong utca 6. szdm alatt. Ha valaki elzardndokol erre a cimre, akkor csak-
ugyan megtaldlja Jozsef Attila emléktablajat a hdzon. De megtaldl egy masik
emléktablat is... (11.9. dbra).

Bizony 4m, pontosan ugyanabban a hdzban lakott Arany Daniel, mint J6zsef At-
tila! Béra Eszter alapos tanulmanyban mutatta be'? Arany Daniel életutjat ([5]),
kitérve a Jozseffel valé kapcsolatdra is: ,,Arany Ddniel 1896-ban Budapesten
épitett egy villdt, ez a mai napig dll a korvastiton til Zugloban a mai Korong utca
6. szdm alatt. Ebben a csoddlatos villa-lakdsban élt és dolgozott a nagy miivelt-
ségii, széles érdeklodésii matematikus. A hdz érdekessége, hogy 1933—1936 ko-
zott Jozsef Attila bérelt benne egy szerény padldsszobdt, »a vdros peremén«. Nem
ismert, hogy a koltd kitdl bérelte a kis szobdt, de annyi biztos, hogy ismerték egy-
madst a matematikussal ([5, CLIV. o.]), bér sajnos ez ut6bbi allitdst nem részletezi
a cikk.'* (Feltling lehet az emléktablarél, hogy Arany Déniel haldldnak a ddtuma
nem ismert pontosan. 1944-ben gettositottadk Arany Danielt zsidé szarmazdsa
miatt — jellemz8 adalék, hogy még ekkor is hazdjara és a matematikdra gon-

hogy egész egyszertien kihiztdk a konyvbol Rakosi nevét, de a személyét és a torténetszalat nem,
igy az ezen kiadast olvasok csak arrdl értesiilhettek, hogy Jozsef Attila egy név nélkiili idegennel
taldlkozik, aki alapvetSen hat az életére. ..

3Boéra kozépiskolds didk volt a cikkének publikaldsakor!

14B6ra Eszter Ujabb kutatdsaibdl kideriilt, hogy mégsem valdészini a feltételezett ismeretség: 1d.
https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2021-7/1085-bora-eszter-arany-daniel-es-jozsef-attila-lak
asa-a-korong-utcaban
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11.9. dbra. A Korong utca 6. szdm alatti emléktdblak egyiitt (feliil) és a két emléktabla
ko6zelebbrdl (alul).

dolt: gyorsan elajandékozta hatalmas konyvtarat az Eotvos Lordnd Matematikai
és Fizikai Tarsulatnak, hogy a hiboru utdni djrakezdésnél legyen szakirodalma
az orszagnak; ezek a konyvek egyébként maig fellelhetéek a BME Matematikai
Intézetének konyvtardban — és a gettét nem élte til. A magyar matematikatanitas
egyik legnagyobb alakjat, a Kozépiskolai Matematikai Lapok megalapit6jat ugy
pusztitottdk el feleségével egyiitt, hogy még a haldldnak pontos ddituma sem is-
mert, hamvai jeltelen sirban nyugszanak.)

Nagyon sokat besz€ltiink Jozsef Attilardl, de mi a helyzet Pdkozdy Ferenccel?
Az 6 életérdl, és természettudomdnyos érdeklddésrdl joval kevesebb forrdssal
rendelkezem (valészintileg joval kevesebb is all rendelkezésre), de ennek elle-
nére egyaltalan nem meglepd, hogy a kérdést felvetS levélnek & is szerzdje. Pa-
kozdy ugyanis, amellett, hogy maga is kolt6 és miifordit6 volt, és — mint a Tver-
dota idézetbdl is kideriilt — Jozsef Attila baratja és hddmezdvasarhelyi korének
tagja, meglehetdsen polihisztor alkat volt: eredetileg orvosnak tanult, aztan jogot
végzett, dolgozott jegyzdként, levéltarosként majd évtizedekig konyvtarosként,

~ 2z

mindemellett kitiné sakkozoként is ismerték ([1, 18]).
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Kitérd megjegyzés Pdkozdy kapcsan: taldn tobben tudjdk, hogy torténetesen —
és teljesen véletlen egybeesésként — Pdkozdy Ferencnek hivtak azt a koltot is,
akinek az 1933-ban a Tdrsadalmi Szemlében megjelent kritikdja, melyben azt
irta, hogy a ,,magyar proletdrirodalom sok problémdja uj problémdval szapo-
rodott: Jozsef Attildval” szerepet jatszott Jozsef Attila és az illegdlis kommu-
nista part kapcsolatinak megromldsdban. (Pdkozdy, marmint a bantd kritikat
ir6 Pakozdy'® szdmara érheté médon elég kellemetlenné valt'® késébb ez az
irds, 1954-ben azzal magyarazkodott Révai J6zsefnek, hogy valéjaban nem gon-
dolta igy a leirtakat, csak az tjsag szerkesztdinek, Madzsar J6zsefnek és Sandor
Pélnak a nyomdsdra jelentette meg a kritik4t, akik arra hivatkoztak, hogy Jézsef
Attila elitélése ,,a part kivansaga” ([21]). Erdekes adalék, hogy Sandor P4l egy
1964-es frasdban ezt kategorikusan tagadta: ,,1. En a Pdkozdy 4ltal emlitett meg-
beszélésen nem vettem részt. 2. Sem Pakozdy, sem a Tarsadalmi Szemle egyetlen
munkatdrsa el6tt sem hivatkoztam soha arra, hogy »ez a part dlldspontjax. [...]
3. Pakozdy levele szerint azon a beszélgetésen Madzsar vitte a sz6t €s elsGsorban
sajat kifogdsait hozta fel a J6zsef Attila magatartdsaval kapcsolatban és fejtette ki
véleményét a megirandoé cikkre vonatkozodlag.” ([28]). Madzsar nem volt abban a
helyzetben, hogy tiltakozzon, ugyanis az anya- és csecsemdvédelem hazai meg-
szervezdjét, a honi népegészségtan egyik legnagyobb alakjat addig zaklatta a
Horthy-rend6rség (Madzsar illegalis kommunista volt), amig a Szovjetuniéba
emigrilt — ahol meg aztin két év utan utolérte a sztdlini tisztogatds: a kommunista
pribékek minden nyom nélkiil eltiintették, a mai napig még csak azt sem tudni,
hogy egyéltaldn hol vagy mikor halt meg. Madzsar helyett azonban a lanya, Lili
beszallt a ringbe: ,,Apdm 1945 utdn mdr nem élt, s Sdndor Pdl — kihaszndlva
a lehetbséget — 1igy védekezett, ahogy tudott. Azt dllitotta, hogy a cikk megird-
sdhoz neki nem volt kize, arra édesapdm adta a megbizatdst. Ezt a tényekkel
hatdrozottan meg lehetett cdfolni, hiszen apdm a cikk megjelenését megeldz6 ho-

15Erdekességkf’:nt megjegyzem, hogy a Wikipedia e sorok irdsdnak pillanatdban is azt {rja a
kritika kapcsdn, hogy Jozsef Attila tudta, hogy az {rds nem Pdkozdy gondolatait tiikkrozi, mert
kordbban Pikozdy a Hétf6i Ujsdgban Jozsef Attila mellé allt. Igen 4m, de a Hérfsi Ujsdg egy
hédmezdvasarhelyi lap volt, igy — bar ez vegytiszta spekuldcié a részemr6l — de elég gyanuisnak
tlinik, hogy ez a Pdkozdy valéjdban a masik Pdkozdy volt, és igy persze az egész okfejtés bukik. A
keveredés nem lenne teljesen példatlan, vicces médon még a 2004-es kiadds Uj Magyar Eletrajzi
lexikon hédmezévasarhelyi Pdkozdyrdl sz6lé szécikkébe is bekeriilt hivatkozdsként egy olyan
cikk, ami valdjdban a mdsik Pakozdyrdl szl ([20]).

16Hogy ,.kellemetlenné valt”, az enyhe kifejezés, példdul az 1951-ben kiadott gimndziumi tan-
konyvben ezt olvashatta Pdkozdy sajat magardl: ,,a kotettel kapcsolatban tdmadds érte [Jozsef
Attildt] a munkdsmozgalom egy szektdridnus, tehetségtelen koltdje részérdlis”. ..
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napokban bortonben volt, s minthogy eléggé rossz egészségi dllapotban volt, ide-
jott hozzdnk Kassdra, s egy ideig itt tartozkodott.” ([22]). Ezt meg Sandor vitatja
([28, 38]), széval mondhatjuk, hogy a kor bezarult. ..

5. Zarszo6

Ha az irdsom elején nagyon szubjektiv voltam, hadd legyek a végén is az. Az
Eszmélet nem olyan, mint a tobbi — szerintem — nagyon szép Jozsef Attila vers, a
Tiszta szivvel, a Thomas Mann iidvozlése vagy az (Ime, hdt megleltem hazdmat).
Sokszor kell elolvasni. Nem ,.érti” az ember elsdre, de ahogy tjra és tjra elol-
vassa, egyre kozelebb keriil hozza, mig egyszer csak azt nem veszi észre, hogy
libabd6ros lesz, ahogy az utolsé sorok végére ér.

Koszonetnyilvanitas

Mindenekel6tt halas koszonetemet szeretném kifejezni Tverdota Gyorgynek
(ELTE BTK Modern Magyar Irodalomtorténeti Tansz€k): szdmomra mér az is
rendkiviil megtisztels, hogy az egyik legnagyobb Jézsef Attila-kutaté vette a
faradsdgot, és egy hozzdm hasonlé teljes kiviilalld irdsit egydltaldn elolvasta.
Tverdota Gyorgy azonban ennél sokkal tobbet tett, részletes magyarazattal szol-
galt szamomra J6zsef Attila matematikai érdekl6dése és ismeretei kapcsan; a
Konklizié fejezet idevagd részét teljes egészében az 6 utmutatdsa alapjan ku-
tattam fel és frtam meg. Koszonom Maczdk Ibolydnak (PPKE BTK Magyar Iro-
dalomtudomanyi Tanszék) a segit6készségét, és hogy tobb forrasra is felhivta a
figyelmemet Pakozdy Ferenc (J6zsef Attila baratja. .. ) kapcsan. Koszonom Té6th
Janosnak (BME TTK Analizis Tanszék) a nagyon kedves szerkeszt6i munkat, és
kiilonosen, hogy felhivta a figyelmemet a Korong utca 6. szam alatti emléktab-
lapérra.
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Magyar Zsolt

Hitel, torlesztorészlet, jaradékszamitas
(2021. december, Tanéra — szakkor)

Miért tanulunk kamatszamitast?

A bankbetétek, hitelek kamatozdsa az igynevezett kamatos kamatozds szerint
torténik, amelynek matematikai alapjat a mértani sorozatok jelentik. Ahhoz,
hogy az alkalmazott matematikai modelleket és szamitdsokat mindenki meg-
értse, fel kell idézni a kozépiskoldban a mértani sorozatrdl tanult ismereteket.
Aki tisztdban van a mértani sorozat tulajdonsdgaival és Osszegképletével, az at-
ugorhatja a bevezetést.

Bevezetés
Mértani sorozat

Definicié. Mértani sorozatnak nevezziik azt a szamsorozatot, amelyben [a maso-
dikt6l kezdve] barmelyik tagnak és az azt megel6z6 tagnak a hanyadosa dllando.
Ezt az dlland6 hanyadost g-val jeloljiik, és a mértani sorozat hanyadosanak (kvo-

ciensének) nevezziik.

A definiciébdl kovetkezik a mértani sorozat rekurziv képzési szabdlya:
ap =dp—1-¢.

[g > 0 esetén a tagok elGjele azonos, g < 0 esetén a tagok eldjele valtakozd.]

Teljes indukcidval konnyen beldthatd, hogy a mértani sorozat n-edik tagjit az
a, = a1 -¢"" képlettel adhatjuk meg.

Megjegyzés. Ez a definici6 kizarja az a; = 0, illetve ¢ = 0 eseteket. Ekkor
ugyanis vagy a 0, 0, 0, ..., vagy az a, 0, 0, O, ... tipust sorozatokat kapnank,
azonban kényelmi szempontok miatt ezeket nem tekintjilk mértani sorozatoknak.

Egyszerien megmutathatd, hogy aﬁ = a,_1 - ap+1. Nem mondhatjuk azonban [a
szdmtani sorozattal anal6g médon], hogy a mértani sorozat egy tagja az &t kozre-
fogd elemek mértani kozepe, hisz a mértani sorozatnak negativ tagjai is lehetnek,
igy a fenti kijelentésiink nem lenne 6sszhangban a mértani kdzép definiciéjdval.
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Helyesebb tehdt csak a pozitiv tagi mértani sorozatokra szoritkozni ebben az
esetben. Ekkor megéllapithatjuk, hogy a pozitiv szamokbd6l allé mértani sorozat
barmely hirom egymadst kovetd elemére igaz, hogy a két sz¢&ls6 mértani kdzepe
egyenld a kozépsd taggal.

Megjegyzés. Természetesen mértani sorozatrdl beszéliink abban az esetben is,
hag=1.

A mértani sorozat elso n tagjanak osszege

Idézziik fel a gimndziumi elsé osztdlyos tananyagbdl az a" — b" kifejezés szor-
zatta alakitasat!

an_bn _ (a—b) . (anfl +an72b+anf3b2+”‘_|_abnf2+bn71) .

A mértani sorozat elsé n tagjdnak 0sszegzésekor az aldbbi 6sszeget kell kiszdmi-
tanunk:

S, =a; +a1q+a1q2—i—...+a1q"71 =a (1+q+q2+...+q"71).

Ha a zéardjeles kifejezést dsszevetjiik a fenti szorzattal, akkor lathatd, hogy ott
a = g, b =1 helyettesitéssel hasonlét kapunk:

¢"—1=(q—D(g""+¢"*+...+q+1).

Ha g = 1, akkor természetesen a; = ay = ... = a,, azaz S, = nay, ha g # 1, akkor
pedig g — 1-gyel leoszthatunk:
q —1

=ai(@" ' +q" ..+ q+1) =S,

Ezeket az 0sszefiiggéseket fogjuk a tovdbbiakban felhasznalni.

Kamatszamitas
Mi a kamat?

A kamat egyszerien fogalmazva a pénz (helyesebben toke) szolgaltatasainak
az dra. A kamat (helyesebben szdlva inkdbb a hozam) a befektetd jutalma
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azért, hogy t6kéjét lekotve elhalasztja a fogyasztidsat. A kamat fogalma szo-
rosan Osszefiigg a pénz idéértékével. A pénz id6értéke legegyszertibben kife-
jezve annyit jelent, hogy egy forint ,,ma” tdbbet ér, mint ugyanez az egy fo-
rint ,,holnap” (a ,,ma” alatt itt a jelent, mig a ,holnap” alatt a jovot kell ér-
teni), mert a mai forint befektethetd és kamatozik. Mésként kife-
jezve a befektet6 a kamatot mint jutalmat azért kapja, mert a mai
biztos forintot felvéltja egy jovobeni kockazatos forintra. (Forras:

https://sevenday.ewk.hu/kamatos-kamat-csodaja/)

Kamatos kamat

Egy adott év elején befizetiink a bankba
10 000 Ft-ot. A bank évi 5% kamatos ka-
matot ad a betét utdn, a kamatot mindig
az év végén irjak hozza a betétiinkhoz.
Hany forintunk lesz a bankban 20 év el-
teltével?

Megoldas. A bank altal adott kamattal
minden év végén a pénziink 1,05-szoro-
sdra véltozik. 20 év elteltével a kamattal novelt osszeg 10 000- 1,052° &~ 26 533 Ft
lesz.

Definicié. Evi kamatos kamat: a kamat jévairisa évente egyszer torténik, év
végén. A kamatlab az egész évre érvényes kamatldbbal egyezik meg.

Definicié. Havi kamatos kamat: a kamat jovairasa havonta egyszer torténik, a
hénap végén. A kamatlab az egész évre érvényes kamatlab 1/12 részével egyezik
meg.

Torténelmi kapcsolédas: Manhattan ,,megvasarlasa”

New York-i hagyomdnyok szerint Manhattan-t 1626-ban a hollandok 60 gul-
denért (24 doll4rnyi holland pénzért) vették meg az indidnoktdl. (Valdjaban ez
inkdbb teriilethasznalati dijnak szdmitott akkoriban. Az esetrdl Pieter Schaghen
holland kereskedd szamolt be a West India Company vezetSinek kiildott, 1626.

2 oz

november 7-én kelt levelében.) Az indidnok egyik késéi leszarmazottja be akarta
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perelni az Egyesiilt Allamokat, hogy milyen elénytelen iizletet kotottek az Gse-
ivel, és kartéritést szeretett volna kapni. Azonban miel6tt a perre sor keriilt volna,
egy ligyvéd kiszdmitotta, hogy nem az ar volt alacsony, hanem rosszul fektették
be a vételdrat: ha az 1626-ban kapott 24 dollart akkoriban nagyon alacsonynak
szamitd, mindossze 6%-os kamatra fektették volna be, akkor a kozben eltelt
380 év alatt koriilbeliil 24 - 1,063 ~ 99 183 639 921 dolldrra ndvekedett volna
az 0sszeg, ami nem nevezhetd alacsonynak.

Hitelkamatok dsszetétele
Mi hatarozza meg a banki hitelkamat mértékét?

e inflacié: a kamatok jelenléte azt az altaldnos varakozast eredményezi, hogy a
jovében mindenkinek tobb pénze lesz, igy a novekvd pénzosszeggel egyiitt az
arak emelkedése is kozos tarsadalmi elvards. Ez a novekedés az inflicié, ami
a pénz véasarléértékének csokkenésével jar egyiitt. A pénzkdlcsonzék semmi-
képpen sem akarnak kisebb vasarléértékd pénzt visszakapni, mint amennyit kol-
cson adtak, ezért altalaban a kamat az inflaci6 feletti értéket vesz fel.

e nyereség: a pénzkolcsonzs szervezet miikodési koltsége

e kockazati felar: mennyire biztos a kolcsonzé abban, hogy visszakapja a
pénzét. A kockazati felar fedezi a vissza nem fizetett hitelekb8l szarmazé vesz-
teségeket is.

Nem egyidejii Kkifizetések: jelenérték

e Az infliciés hatds miatt a nem egyidSben torténd kifizetések nomindlis érté-
kének puszta Osszehasonlitdsaval nem tudunk korrekt elszamolast végrehajtani.
Nem mindegy, hogy egy adott pénzosszeg mikor keriil kifizetésre.

e Az Osszehasonlithatésdg alapja, hogy az Osszegeket ,,norméljuk”, egy adott,
kozos id6pontbeli értékét vegyiik figyelembe. Ezt az értéket hivjuk jelenér-
téknek. A jelenérték lehet természetesen jovébeni idopontra szamitott is.
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Példa egy elszamolasra a jelenértékszamitas alkalmazasaval

A parlament eldonti 2018-ban, hogy 2021-re dj kulturdlis kdzpontot épitenek
fel. Erre a célra 26 millidrd forintot szavaznak meg. A munkélatok elkezd6dnek
2018-ban, és 2021-ben érnek véget.

A pénzek kifizetése a kivitelezonek az aldbbi titemezésben tortént:

2018-ban: 1 millidrd forint

2019-ben: 10 millidrd forint

2020-ban: 5 millidrd forint

2021-ben: 12 millidrd forint, ez igy 6sszesen 1+ 1045+ 12 = 28 millidrd forint.

Az elszdmolds alapja azonban nem lehet a konkrét kifizetett szdmlak Osszege,
hiszen kozben az inflacié miatt emelkedtek az arak, és az esetleges tillépés nem
jelenti azt, hogy a tervektdl eltértek, de azt sem, hogy nem tértek el.

Megoldas. 2018-as arszinvonalon szdmitsuk ki az elkoltott Gsszeget
Az éves inflaciot tekintsiik az egyszerliség kedvéért 4%-nak.

a 2018-ra szamitott jelenértékek Osszege:

- 10 N 5 N 12
1,04 1,04 1,043

= 1+9,615+4,623+ 10,668 = 25,906.

Ennek alapjan a 2018-ban meghatérozott koltségvetési keretet az épitkezés nem
Iépte tul.

Gyiijtojaradék — takarékoskodas folyamatos befizetésekkel

20 éven 4t minden év elején befizetiink a bankba 12 000 Ft-ot. A bank évi 6%-
os kamatos kamatot ad a betétiinkre. Hany forintunk lesz a 20 év elteltével a
szdmlankon?

Nézziik végig a folyamatot Ggy, ahogy az id6ben zajlik. Ekkor az aldbbi szami-
tassort kapjuk a 20. év végén rendelkezésre 4ll6 Gsszegre:

(. -+ (((12000- 1,06+ 12 000) - 1,06+ 12 000) - 1,06 + 12.000) ) 1,06,
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ahol az 1,06-0s szorzék szama 20 db (minden év végén hozz4jon egy tjabb szor-
z6tényezs).

A zaréjeleket kifejtve a
12 000-1,06%° +12 000-1,06" +12 000 1,06'8 + ...+ 12 000 1,06

Osszeget kapjuk, amely egy mértani sorozat els6 20 tagjadnak 6sszege: a sorozat
elso tagja 12 000 - 1,06, hanyadosa 1,06. A keresett 0sszeg:
1,060 — 1

12000-1,06- 1,067—1 ~ 467913 Ft.

Megjegyzés: A
12 000-1,06%° +12 000-1,06" + 12 000 1,06'® + ...+ 12 000 - 1,06

Osszeget megvizsgilva egy Ujabb értelmezést is felfedezhetiink: a betett pénz-
Osszegeket egymastdl elkiiloniiléen kamatozé betétekként felfogva az egyes be-
tétek kamatos kamatokkal novelt értékének Osszegét lathatjuk.

Gyfijtéjaradék tipusa pénzgytijtés folyik pl. a magan- és onkéntes nyugdijpénz-
tarakban, a befektetési életbiztositdsokban, illetve a néhdny éve bevezetett, dllam
altal tdmogatott nyugdijbiztositdsokban.

A nyugdijbiztositas gy(ijtdjaradék szamitdsa hasonldan torténik, azonban annyi
mddositassal, hogy mivel a fizetésiinket utélag kapjuk meg, ezért a befizetések
nem az adott periddus elején, hanem a kovetkezd periddus elején (vagyis 1énye-
gében az aktudlis periddus végén) zajlanak, igy a kitevok 1-gyel elcsisznak a
fenti szamitashoz képest (mert nem kamatozassal, hanem befizetéssel ér véget a
gy(jtd iddszak).

Havi befizetések esetén a bank altaldban nem ad havi kamatos kamatot. Az al-
talanos eljards az, hogy a befizetett 6sszegekre 3 havonta irjak jéva a kamatot
a gy(ijtészamlan, a biztositok pedig éves szinten dtlagosan megjelend hozamot
szoktak szdmitani, a hozam megallapitasakor az egyes befizetések id6pontjat fi-

gyelembe véve.

Gyiijtojaradékkal kapcsolatos feladattipusok

ooz

A gytijt6jaradékkal kapcsolatban a kdvetkez6 feladatokat fogalmazhatjuk meg:
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1. Evente adott 6sszeget betéve a gyiijtészamlankra, adott id§ elteltével mekkora
lesz a gy(ijt6szamlan levd Osszegiink?

2. Ha adott 6sszeget szeretnénk elérni meghatarozott id6 elteltével, mekkora éves
osszegeket kell befizetniink a szdmldnkra?

3. Hany év sziikséges ahhoz, hogy adott 0sszeget elérjlink, ha az évi befizeté-
siinket meghatarozott 6sszegben tudjuk biztositani (mert ez pl. a jovedelmiink
fliggvénye)?

Az els6 két feladat egymdssal kompatibilis, az egyikkel elvégzett szamitasunk
eredményét a masikra egy egyszer(i ardnyossaggal at tudjuk vinni.

Gylijtojaradék — annuitas, végosszeg kiszamitasa

Kiszamitottuk korabban, hogy ha 20 éven at minden év elején befizetiink a
bankba 12 000 Ft-ot, és a bank évi 6%-0s kamatos kamatot ad a betétiinkre,
akkor a 20 év elteltével a szamlankon

1,060 — 1

12 -1,06- —— ~4 13 F
000-1,06 1.06—1 67913 Ft

lesz.

Ha azt a kérdést tennénk fel, hogy évi hany Ft-ot kell befizetni, ha a célunk

a 20 év elteltével 4 000 000 Ft elérése lenne, akkor konnyen lathato, hogy a

4
vélaszt a 12 000 Ft % = 8,549-szeresére novelésével tudjuk megadni,

vagyis kerekitve évi 102 600 Ft lenne ehhez sziikséges.

Jaradékgyiijtés idotartamanak Kkiszamitasa
Ha a jaradékgytijtés idStartamat szeretnénk megtudni, akkor egy exponenciélis
egyenletet kell megoldanunk.

Hany éven 4t kell minden év elején 15 000 Ft-ot betenniink a bankba évi 6%-
os kamatos kamatra, ha azt szeretnénk, hogy a folyamat végén (teljes éveket
tekintve) 2 000 000 Ft alljon a rendelkezésiinkre?
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Megoldas:
1,06" — 1
15000 1,06 - ————— =2 000 000.
’ 1,06 —1
Az egyenletet rendezve
2 (1,06 — 1
1.06" = 000 000- (1,06 )+1’

15000-1,06

ahonnan
2000000 (1,06 —1)

=1 1) ~36,82.
" Ogl’%( 15000 1,06 +> ’

Nyilvan a feladat szempontjabdl a tort éveket nem tudjuk figyelembe venni, fel-
felé kell kerekiteniink, hiszen kamatfizetés csak év végén van. A kapott érték
jelen esetben azt jelenti, hogy 36 év még kevés a célunk eléréséhez, 37 év eltel-
tével pedig egy kicsit tdl fogjuk 1épni.

Jaradékgyiijtés és inflacio

Felmeriilhet az a probléma, hogy a jelen szdmitdsokban nem vessziik figyelembe
az infliciét. Az inflaci6 hatdsdra a befizetendd 6sszegek megemelkednek, akar
a nyugdij-el6takarékossagot tekintve, hiszen a fizetésiink is emelkedik. Nézziik
meg, mi torténik, ha ezt is beépitjiik a szadmitdsokba!

Tételezziik fel, hogy minden évben 3%-os az inflicid. A bankba tett pénziinket
tehat minden évben a kordbbihoz képest 3%-kal noveljiik. Ekkor az egyes be-
fizetéseket a fentiekben megéllapitott médon 6néllé betétként kezelve az aldbbi
Osszeget kapjuk (a kordbbi példaban megadott kezd60sszeggel és kamattal sza-
molva):

12000-1,06%° +12 000-1,03-1,06"° +12 000 1,03%-1,06' + . ..
...4+12000-1,03'%-1,06 =
=12000-1,06- (1,06 +1,03-1,06' +1,03%-1,06'7 +...4+1,03") =

1,06%0 — 1,0320
=12000-1,06- ————"" ~ 594 034.
’ 1,06 — 1,03
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Az igy kapott 0sszeg az inflicidval korrigdlt 6sszeg, amelyre a jovében szdmit-
hatunk. Ennek mai értékét azonban nehezen tudjuk felmérni, ezért jobb, ha inf-
laciémentes szdmitdsokat végziink. Ez 1ényegében a kovetkezdket jelenti: mai
szinten ismerjiik az arakat, a pénz érté€két. A mai koriilményekhez viszonyitva
kapunk egy Osszeget, amely tekinthet6 alsé becslésnek a majdani kézhez kapott
osszeget tekintve (hiszen a befizetések nem fognak stagndlni).

Eletjaradék — Az osszegyiijtott pénz Kifizetésének egy lehetséges
modja

Betesziink a bankba 4 000 000 Ft-ot, és szeretnénk minden év elején ebbdl
ugyanakkora Osszegeket kapni 20 éven at. A bank a mindenkor bent 1évd
Osszegre évi 5%-os kamatos kamatot ad. Mekkora osszeget tudunk kivenni
minden év elején?

Megoldas: Legyen a keresett 6sszeg x. Ekkor a bankban levd pénziink az alab-
biak szerint alakul:

( ((((4000000—x)-1,05—x) - 1,05—x) -1,05—x> ) _x=0.

A bal oldali képletben a kamatozast jelentd 1,05-dal val6 szorzas 19-szer jelenik
meg, hiszen az utols6 éves Osszeget a 20. év elején vessziik ki. Ekkor 4talakitva
az alabbi 6sszefiiggést kapjuk:

( ((((4 000 000 —x) - 1,05 —x) - 1,05—x> . 1,05—x) ) _x=
=4000000-1,05' —x- (1,05 41,05 + 1,057 +...+1,05+1)=0.
Atrendezve:

4000 000-1,05" =x-(1,05" +1,0518 + 1,057 ... + 1,05+ 1),

1,050 —1
4 10519 = . 22—
000 000-1,05" = x 05-1°
4000 000-1,05'°-0,05
= L0591 =305 686.
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Tipikus folyamat, hogy el6szor befizetiink egy adott pénzintézethez, biztositéhoz
aktiv munkaképes id6nk alatt, majd a befizetett és felhalmozott 6sszeget jaradék
formdjaban kérjik kifizetni szdmunkra (pl. nyugdijjaradék formdjiban).

2015 6ta torvény rendelkezik arrdl, hogy életjaradékot csak biztositd vagy allami
szervezet fizethet. Kordbban volt olyan kezdeményezés, amelynek soran lakasuk
haszonélvezeti jogat megtartva, de tulajdonjogét dtadva a nyugdijasok cserébe
életjaradékot kaphattak az erre szakosodott cégektSl. Ma mar ez nem lehetséges.

Nézziink egy tipikus szamitast nyugdijalap-gytijtésre, majd nyugdijkifizetésre!

Gyiijtojaradék és életjaradék kombinacidja

Legyen egy fiatalember kellen tudatos, és 25 éves kordban kezdje el fizetésének
10%-4t gytijteni. Alsé becslésként szamoljunk a minimdlbérrel mint fizetéssel,
ez jelenleg kb. 200 000 Ft, tehdt 40 éven 4t havi 20 000, azaz évi 240 000 Ft-ot
fizet be emberiink a biztositéhoz, hogy majd nyugdijat kapjon belSle. A hosszi
tava befektetések kamatait vehetjiikk évi 5%-nak. Az egyszerliség kedvéért sza-
moljunk éves betéttel és éves kamatjovairassal, mindig az év végén befizetve a
pénzosszegeket.

A kordbban mar elemzett példa alapjan a 40 év elteltével

240 000 - 1,05 &%0441543 Ft
1,051

van a bankban.

Ezt a pénzt szeretnénk nyugdij formdjaban megkapni, év elején felvéve az adott
évre vonatkozo teljes 0sszeget. A biztositd, tekintve, hogy a jaradékfizetés alapjat
képzd Osszeget mar nem tudja hosszitavra befektetni, egy jelképes, 2%-os tech-
nikai kamattal szdmol a bentmaradé pénziink gyarapoddasara. Itt azonban van egy
kérdés, amit el kell donteniink: fix id6re szeretnénk jaradékot kapni, vagy halé-
lunkig, amely esetben a biztosité az atlagos varhaté élettartamunkra fog fizetni.
Kérjiik most 20 évre, optimista szemlélettel.

P

Ebben az esetben az el6z6 példaban elvégzett szamitiasok alapjan

30441543-1,02'9.0,02

0301 = 1825200 Ft

X
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lesz az év elején felvehet6 Osszeg, tehat a havi 6sszeg 152 100 Ft, ami koriilbeliil
annak felel meg, amennyit a brutté 200 000 Ft-os fizetésiinkb6l a keziinkhoz
kapunk. Egy ilyen rendszerben tehét 1ényegében megallapithatd, hogy 40 év alatt
a mindenkori fizetésiink 10%-4t befizetve a takarékoskoddsra, a gytjtéperiddus
felének megfeleld id6tartamra a kordbbi jovedelmiinket biztositani tudjuk.

Felmeriil itt az a kérdés, hogy ha haldlunkig kérjiikk a jaradék fizetését, akkor
ezt a biztosité tudja-e fedezni. Ha a biztositénak sok iigyfele van, akkor min-
denki esetében az 4tlagos élettartamra szdmitva a jaradékot, nagyjabol az tor-
ténik, hogy amennyivel el6bb hal meg valaki az atlaghoz képest, egy masik va-
laki kb. annyival él tovabb, tehit amit az egyiknek nem tudtak kifizetni a korai
haldla miatt, azt a mésik ligyfél megkapja, és igy kiegyensilyozddik a dolog.

Van azonban itt egy momentum, amire kezdetben nem gondoltak: A kifizetések
nem egyidejiileg torténnek, hanem elcsdsztatva. Ha pl. dtlagosan 10 éves élettar-
tamra szdmoljdk a nyugdijat, akkor ha valaki 5 év utdn meghal, a masik pedig
15 év utan, akkor a kordbban meghalt ember nyugdijat a tdléls csak 5 év el-
toléddssal kapja meg. Ezalatt az 5 év alatt a bentmaradt dsszeg mindenképpen
novekszik, azonban ezt a novekedést a jaradékfizetés nem veszi figyelembe, hi-
szen a kiszadmitott fix Osszeget mar 5 évvel korabban kifizették volna. Ez az extra
haszon sok iigyfél esetén nem kis mértékii, de ma mar torvény szabdlyozza, hogy
ezt a biztosité nem nyelheti el, ki kell osztania az életben levs nyugdijas biztosi-
tottjai kozott.

Hiteltorlesztés — hitelezés és a hitelek visszafizetése

A hitelfelvétel nyoman a keletkezett tartozasunk visszafizetése részletekben tor-
ténik. Az a pénz, amivel tartozunk, az altalunk befizetett 6sszeggel csokken, igy
évrdl évre kevesebb lesz a tartozdsunk. A kezdeti hitelosszeget természetesen
minden esetben kamatokkal ndvelve tartjdk nyilvan, tehat amikor részelszdmol4s
torténik, akkor mindig a korabbi tartozdsunk kamatokkal novelt 6sszegéhez ké-
pest csokken az aktudlis tartozdsunk.

Nézziink egy példit!

Felvettiink 20 000 000 Ft hitelt 20 évre, évi 7%-os kamatra. A torlesztés mindig
az év végén torténik, a kamatszdmitds utdn, minden évben azonos dsszegekkel
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(ezt nevezziik annuitdsnak). Mennyi legyen ez az 6sszeg, hogy a hiteliink a 20 év
alatt visszafizetésre keriiljon?

A tartozasunk az alabbi folyamatképlet szerint alakul:
<. . ((((20 000000 1,07—x)-1,07—x) - 1,07—x> . 1,07—x> . ) -1,07—x=0.

Az utolsé részlet befizetése a 20. év végén torténik, eldtte 20 kamatozas van.
Az egyenletet rendezve és a mértani sorozat tagjaira vonatkozé osszegképletet
alkalmazva:

20000 000- 1,072 =x- (1,07 + 1,078 + 1,077 + ... + 1,07+ 1),

1,070 — 1
20000000-1,07° = x. ———
1,071
20 000 000 - 1,0729.0,07
= ! "~ ~ 1887 .
L0701 887 859

Lathatjuk, hogy ez a szdmitds nagyon hasonlé az életjdradék-szamitdshoz,
azonban annyi eltérés van, hogy itt el6bb kamatozik az 6sszeg, és csak utdna
csokkentjiik, mig ott el6bb csokkentettiik, és csak utdna kamatozott.

Miért annuitds, azaz miért fix osszeg?

A bankok szdmdra a legfontosabb dolog: szeretnék visszakapni a pénziiket.
Az annuités a hitel visszafizetésének egyik garancidja: ha kezdetben az adds ki
tudja fizetni az adott torlesztorészleteket, akkor ez kés6bb még inkabb igy lesz,
hiszen a jovedelme emelkedik (inflicid). Tehét az annuitds a bank szdmara biz-
tonsagot, az iigyfél szamara pedig lényegében fokozatosan csokkend terheket
jelent.

A gyakorlat — havi torlesztés

A gyakorlatban persze nagyon ritka az éves torlesztérészletek fizetése, a gya-
korlatban havonta fizetiink a banknak, és havonta el is szamol veliink. Ez a fenti
képletekre vonatkoztatva azt jelenti, hogy nem 20, hanem 240 kamatozas van, vi-
szont egy alkalommal csak az éves kamatlab 1/12 részét fizetjiik, jelen esetben
0,583% kamatot.
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Végezziik el a havi torlesztérészletre vonatkoz6 megfelel szamitast is:

20 000 000 1,005 83%* = x - (1,005 83% + 1,005 837 -+ 1,005 83%7 4 ...
...+ 1,00583+1),
1,00583—1 "’
i 20 000 000 - 1,005 83240.0,005 83
B 1,005 83240 — |

20 000 000 - 1,005 83240 = x

~ 155 012.

Az éves torlesztérészletek esetén az egy honapra jutd 6sszeg: 1 887 859 : 12 =
157 321 Ft. Miért magasabb ez az 0sszeg, mint a havi fizetés esetén? Nyilvanva-
16an azért, mert a havi torlesztéskor a kamatozé 6sszeg (a téke) azonnal csokken,
igy a torlesztés utdn mér kisebb Osszeg utdn kell kamatot fizetniink.

Ugyanakkor a havi kamatozds masik kérdést vet fel: havi t6késités esetén tulaj-
donképpen havi kamatos kamatszamitds torténik, de mindez az éves kamatldb
1/12-ed részével, ami miatt az éves kamat tényleges értéke megvaltozik.

Havi kamatos kamat éves viszonylatban

7
Szamitsuk ki, hogy évi hany %-os kamatozasnak felel meg, ha havi E% kamatot

szamolunk fel, havi t6késitéssel!

Nyilvanval6, hogy ha betesziink egy tetszSleges Osszeget, akkor ez az éves ka-
matozds esetén az 1,07-szorosdra véltozik. Havi kamatos kamat esetén egy év

elteltével
7\ 12 N
1+12 ] =(1+——) =1,0723.
( +100> < +1200> ’

Azt kaptuk tehat, hogy ez a szdmitasi mod 7,23%-os kamatot jelent éves szinten.

Erdekes lenne tehat azt meghatdrozni, hogy az évi 7% kamatozasnak hany szd-
zalékos havi kamatos kamatozas felel meg.

12
(1+i> — 1,07,

100
x=100- ( /1,07 — 1) ~ 0,5654.
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Tehat havi 0,5654% kamatot kéne felszdmitani, ami éves szintre linedrisan ext-
rapolalva 6,78%-os kamatot jelent.

A bankok a hitelekre ezt a szamitast az annuitds meghatarozasara hasznaljak, de
a tényleges elszdmolds ennél prézaibb médon torténik. A hénap elején fenndlld
toketartozas éves kamatat kiszamitjak, ezt 360-nal osztjak, majd megszorozzik
az adott hénapban levé napok szdmadval, igy megkapjdk azt az Osszeget, ame-
lyet az ad6s kamatként fog megfizetni az adott honapra. A havi torlesztérészlet
fennmaradé Osszege a t6ketartozast csokkenti.

Latszik, hogy ezzel a mddszerrel februdrban torlesztjiik a legtdbbet a tSketarto-
zasunkbdl, és a 31 napos hénapokban pedig a legkevesebbet.

Hény napbdl all egy év? Rejtélyes moédon a banki iizletszabalyzatokban min-
denhol 360 napnak tekintik az évet a napi kamat meghatarozdsakor, azonban a
kamat tényleges kiszamitdsakor 365 napra szamitjdk a kamatot. A kordbbi havi

kamatos kamat bevezetéssel a tényleges kamatldb igy mar gyakorlatilag a 7%

helyetti 7,23%-r61 7,23 - % = 7,33%-ra valtozik.

A bank nyeresége tehdt kettds:
— Havi kamatos kamattal a kamatldb novelése.

— A napok szdmdnak egyoldalii csokkentésével a kamat novelése.

Kezelési koltség

A koréabbi hitelekben a bankok tigynevezett kezelési koltséget is felszamoltak. A
kezelési koltség szdzalékos mértéke a hitel fenndll6 futamideje alatt véltozatlan
volt, szamitasa az alabbiak szerint tortént:

A naptari év elején fenndll6 toketartozasra kiszamitottak a kezelési koltséget egy
éves idGtartamra. Ezt az 0sszeget elosztottdk 12-vel, és minden hénapban ezt a
koltséget fizette az adds, fliggetleniil attdl, hogy a téketartozasa hénaprél hdnapra
csokkent.

Tehat a torlesztérészletbdl eldszor a kamatot, aztdn a kezelési koltséget vontdk
le (utébbit egy adott évben havi fix 6sszegben), és a fennmaradd 6sszeg ment a
téketartozds csokkentésére.
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Jelenleg a kezelési koltség és a fenti szamitds 1étezik a banki lizletszabalyza-
tokban, de a mértéke 0%.

A korabban kiszamitott 20 éves futamidejt, 155 012 Ft havi torlesztérészletd hi-
teliink nyomon kovetésével (példaul egy Excel-tdbldzatban) azt a meglepd ered-
ményt kapjuk, hogy a 240 hénap elteltével még mindig 628 859 Ft tartozdsunk
van.

A havi torleszt6részletet 156 000-re médositva mar csak 107 986 Ft a maradvany

Osszeg.

Ezt a havi napi szamitas és a kerekitések egyiittesen okozzdk. A kordbban em-
litett kamatemel$ hatds miatt szdmoljuk djra a kordbbi 7%-os kamatra felvett
hiteliink havi torlesztorészletét, most mar 7,33%-os éves kamattal szamolva!

20 000 000 - 1,0061%4°.0,0061
X= 240
1,0061%4 — 1

Ezzel viszont mar 1ényegében a 231. hénap végére elfogy a hiteliink, de minden-
esetre ez jobb becslést ad a tényleges havi torleszt6részlet értékére.

~ 158 924.

Végiggondolva a gyakorlati és az elméleti szamitasok kozti eltérést (az Excel-
tdblazatban jelentkezd szignifikdns maradvanydsszeg), arra a kovetkeztetésre jut-
hatunk, hogy a havi kamatos kamat szdmitdsa nem okozhat problémadt, hiszen a
torlesztérészeteket is havi kamatos kamat figyelembevételével szamitottuk ki.
Egyediil a bank 4ltal egyoldaldan alkalmazott, 360 napos évben 365 napra fize-
tett kamat kamatemeld hatasa nincs beépitve a szamitasokba.

Szamoljuk djra a korabbi 7%-o0s kamatra felvett hiteliink havi torlesztérészletét,
a 365 napra szamolt 7,097 %-os éves kamattal szdmolva!

Ennek havi kamatldba 0,5914%. A mdédositott kamattal kiszadmitott havi torlesz-
torészlet:

20 000 000 - 1,005 914%4°.0,005 914
- 1,0059142%0 _1
Ezzel mar 1ényegében rendben van, az Excel-tdbldzatban a 240. hénap végére kb.

10 000 Ft tulfizetést kapunk, amit nyilvan az utolsé torlesztérészletben lehetne
korrigélni.

~ 156 224.

X

A banki ajdnlatokban ldthatunk két olyan opciot, amely a kezdeti torlesztést
konnyiti meg:
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Csak kamat

A futamidd elején meghatarozott ideig csak kamatot kell fizetni. Ez jelent&sen
alacsonyabb torlesztérészletet eredményez, azonban ez egyben azt is jelenti,
hogy a hitel téketorlesztése ténylegesen nem kezdddik meg. A banknak ez a
legjobb iizlet, hiszen igy a t6ketorlesztés hidnya miatt mindig megkapja a teljes
kamatot. Ha ez igy menne 6rokké, a bank vezet6i fiityorészve hatrad6lhetnének.

Csusztatott hiteltorlesztés

A futamid6 elején meghatarozott ideig egyaltalan nem kell fizetni, a hitelossze-
giink viszont rendes elszdmoldsban kamatozik. Ez a banknak szintén nagyon
kedvezd, mert igy a kint levé hiteldllomanyat anélkiil noveli, hogy komolyabb
erbfeszitéseket kéne tennie. A mi hiteltorlesztérészletiink nagyobb lesz, vagy a
futamid6 hosszabbodik — mi mindenképpen rosszabbul jarunk.

Magyar Zsolt
Szent Istvdn Gimndzium, Budapest

Magyar Zsolt mesterpedagogus, tehetségfejlesztd szaktandcsado. 1994-ben vég-
zett az ELTE TTK matematika-fizika szakdn, azéta a budapesti Szent Istvan Gim-
ndziumban tanit, elsésorban matematikdt. Részt vett tobb kdzponti oktatdsi pro-
jektben, a tandrtovdabbképzések rendszeres résztvevdje és eléaddja. 1998 éta az
ABACUS matematikai lapok f&szerkesztdje, 2004 6ta a KOMAL K feladatait
osszedllito bizottsdg tagja. Mesterprogramjdnak cime: A matematikai gondol-
kodds fejlesztése stratégiai tdrsasjdtékok segitségével.
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Benoit Mandelbrot, a fraktalgeometria atyja
(2020. december, Portré — Interja)

13.1. dbra. B. Mandelbrot (Forras: Rama — A felt6ltd sajat munkdja, CC BY-SA 2.0 fr,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=4831595)

Benoit Mandelbrot 1924-ben Varséban sziiletett és 2010. oktober 14-én halt meg
Cambridge-ben (Massachusetts, USA). A fraktdlgeometria megteremtdje volt.
Sokat elarul réla onéletirasanak ([8]) cime: The Fractalist: Memoir of a Scien-
tific Maverick (A fraktalista: egy a maga utjét jaré tudés onéletirdsa). Zsido szar-
mazdsa miatt 1936-ban, tizenegy éves koraban csalddjaval a néci terjeszkedés
eldl Parizsba menekiil. Apai nagybatyja a matematikaprofesszor Szolem Man-
delbrojt mar 1920 6ta €It Franciaorszagban, doktoratusat Jacques Hadamard té-
mavezetésével szerezte és tanitvanyai kozott olyan kivalé matematikusok szere-
peltek, mint Paul Malliavin, Jean-Pierre Kahane és Yitzhak Katznelson. A nagy-
bacsi igen nagy hatdssal volt Mandelbrot fejlédésére, matematikussa véldsara.
Az pedig, hogy segitette Mandelbrot sziileit mint gazdasagi és politikai menekiil-
teket megtelepedni Franciaorszdgban, megmentette az életiiket. A médsodik vi-
laghabori idején a német megszallas alatt nem maradhattak Parizsban, délebbre,
Tulle-be menekiiltek. A vildghdbord végén, 1944-ben tértek vissza Parizsba.

EI6bb a lyoni Lycée du Parc hallgatéja, majd a nagyhirii elitképz parizsi Ecole
Polytechnique-re jar. Mesterszakos diplomdjat az Egyesiilt Allamokban a Cali-
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fornia Institute of Technology-n szerzi meg aeronautikdbol. Doktori (Ph.D.) fo-
kozatat matematikabdl a Périzsi Egyetemen (Sorbonne) kapta 1952-ben. 1955-
ben feleségiil vette Aliette Kagant, és elobb Genfbe koltozott, kicsit késébb
pedig a Lille-i Egyetemen dolgozott. 1958-ban nyari munkét véllalt az IBM-
nél. A nyari munkdbdl 35 évig tarté egyiittm{ikodés lett. Az IBM-nél hozzéjutott
ahhoz a szamitégépes kapacitdshoz, ami végiilis lehet6vé tette, hogy a fraktal-
geometria atyjava vdljon. Az IBM Thomas J. Watson Research Centerben 1980
marcius elsején elsének pillanthatta meg szdmitégépes képen azt a halmazt, amit

z 2

késdébb Adrien Douady a tiszteletére Mandelbrot-halmaznak nevezett el.

Mandelbrotot a tiszta elméleti kutatdsok helyett az alkalmazottabb teriiletek
érdekelték. A magét egy szilikebb teriileten bedsé kutaté helyett polihisztor
volt. Kutatdsai szdmos tudomdnyteriilethez kapcsolddtak, példdul a statisztikus
fizikdhoz, meteoroldgidhoz, kézgazdasdgtanhoz, orvostudomanyhoz, turbulens
dramlasok elméletéhez, mérnoki tudomanyokhoz, kaoszelmélethez. . .

13.2. 4bra. Balra fraktalperkoléci6, jobbra egydimenzids fraktal

A matematikdban gyakran és elGszeretettel tanulmdnyozott sima fiiggvények,
feliiletek helyett a durva, egyenetlen és kaotikus dolgok érdekelték, hiszen a va-
16ségban is ink4bb ezeket latjuk. Legyen sz6 egy magashegyi t4jrdl, a Hold fel-
szinérdl, egy brokkolirél, egy vadul kanyargé folyérél, a tiidé vagy az agy felszi-
nér6l, a BUX, vagy a Dow Jones index alakulasat leiré gorbérdl, vagy mondjuk
Norvégia partvonaldrdl. A fraktdl sz6 az 6 alkotdsa volt a latin fractus = torott,
tort sz6bol. Altaldban a matematikaban preciz definicickhoz szokott az ember,
azonban egy tudomdnydg, melyet egy Mandelbrothoz hasonlé ,,nyughatatlan”
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tudés inditott Utjara, kivétel. Tiz évvel ezelbtt, par nappal Mandelbrot haldla utdn
az Origo egyik Ujsdgirdja felhivta az egyetemiinket és néhany atkapcsolds utdn
nekem kellett beszélni vele Mandelbrotrél és a fraktdlokrdl. Arra kért, hogy par
mondatban foglaljam neki 6ssze Mandelbrot munkédssagat, meg még azt is, hogy
mi a fraktdlgeometria. Ezutdn egy meglehet6sen szérakoztatd parbeszéd kovet-
kezett, hiszen a matematika tudomanynépszer{isitésében éppen az a nehéz, hogy
sok fogalmat csak tobb éves tanulmédnyok utdn lehet megérteni. Rdaddsul a frak-
tdlok esetében még ott van a fogalom preciz definicidja koriili bizonytalansag
is. Mindenesetre az Origo akkori cikke ([14]) még most is fenn van az inter-
neten. Hivatalosan, az angol nyelv{i wikipédia ([12]) szerint: ,,In mathematics, a
fractal is a self-similar subset of Euclidean space whose fractal dimension strictly
exceeds its topological dimension.” Igy az Origo tjsagiréja azt kérdezte tSlem,
hogy akkor ugye a fraktdlok 6nhasonlé halmazok, amire persze az volt a vala-
szom, hogy gyakran azok, de nem mindig. Példdul e cikkben kés6bb emlitem
és abrakkal is illusztrdlom a véletlen/sztochasztikus folyamat segitségével de-
finidlt Mandelbrot-/fraktédlperkoldcié sordn el6allé halmazokat, amelyek pont a
véletlen folyamat eredményeképpen nem lesznek 6nhasonléak (legfeljebb csak
sztochasztikus értelemben). A kovetkezd, a fraktilok elnevezése altal sugallt de-
finicié az lehetne, hogy olyan halmaz, mely tort-, azaz nem egész dimenzids.
Persze vannak egész dimenzids halmazok, amelyeket a matematikusok szeretnek
fraktdlnak tekinteni, példaul a 13.2. dbra jobb oldaldn van egy ilyen alakzat, pon-
tosabban ezen fraktal konstrukcidjanak negyedik 1épésénél kapott dbra. Ennek
készitésérsl késébb még irok.

Szérakoztaté azt olvasni ([12]), hogy Mandelbrot szerint hogy mddosult a

7z

fraktal definicidja: el6szor ,,gyonyord, atkozottul kemény, egyre hasznosabb. Ez
a fraktdl”. Késdbb jott az 1982-es hivatalosabb, kordbban mér idézett ,,olyan
halmaz, amelynek Hausdorff-Besicovitch dimenzi6ja szigorian nagyobb, mint a
topoldgiai dimenzidja”. Kés6bb ezt a definiciét til szorosnak tartotta, igy a ko-
vetkezd altaldnosabb (de a matematikai precizitastol tdvolabb esd) ,,definiciéval”
allt eld: ,.egy fraktdl olyan alakzat, amely az eredetihez valamilyen médon ha-
sonl6 darabokbdl all”. Még késbbb: ,,a fraktil fogalmét nem definidljuk precizen,
a fraktaldimenziét valamennyi valtozatra alkalmazhat6 gyijt6fogalomként hasz-
naljuk”.

Mandelbrot Neumann Janos utols6 posztdok hallgatéja volt 1953-54-ben Prince-
tonban. Nem véletlen, hogy a 2003-ban, Neumann sziiletésének 100-ik évfordu-
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13.3. abra. Mandelbrot 2003-ban a BME-n

16jan Budapesten tartott VIII. Orszdgos (centendriumi) Neumann Kongresszuson
részt vett. A mellékelt két képet én készitettem a Miiegyetemen tartott eléadasan.
Ezek koziil persze Mandelbrot a Mandelbrot-halmaz el6tt az a kép, amit kiilo-
nosen kedvelek bar az el6adétermi vetités miatt Mandelbrot nincs til j6l megvi-
lagitva.

Mi is ez a Mandelbrot-halmaz? Tekintsiik a legegyszeriibb leképezéseket a
komplex szamok folott. A linedris leképezések viselkedése til egyszer, igy mé-
sodfokiiakat véve vegyiik az f.(z) = 7% + ¢ leképezéseket, ahol ¢ egy tetszGleges
rogzitett komplex szdm. Ha valaki nem szokott komplex szdmokkal dolgozni,
akkor persze z = x+iy, ¢ = ¢| +ica, i* = —1 helyettesités utdn nyugodtan gon-
dolhat az xy-sikon értelmezett F,, .,(x,y) = (x* —y* 4 c1,2xy + ¢2) leképezésre
is. Diszkrét dinamikus rendszerek elméletében arra vagyunk kivédncsiak, hogy
egy rogzitett transzformacio, fliggvény ismételt alkalmazasa sordn mi torténik.
Azaz, ha vesziink egy rogzitett zo kiindul6é pontot, akkor azt szeretnénk tudni,
hogy a z1 = fe(20), 22 = fe(z1) = fe(fe(20))s - - 2n = fe(zn—1) = [ (20), - .. so-
rozat, a zo pont palydja/orbitja hosszu tdvon, hogyan viselkedik. A Mandelbrot-
halmaz konstrukcidja sordn zp-t 0-nak vélasztjuk, és azt vizsgaljuk, hogy egy
adott ¢ = ¢1 +icy = (c1,¢2) értékre az f'(0), n = 1,2,... palya korldtos-e. Pl.
konnyen lathatd, hogy ha ¢ = 0, akkor f.(0) = 0> +0 =0, azaz a 0 a rendszer fix-
pontja, igy f'(0) = 0, minden n-re, tehdt a 0 pont palydja korldtos. Azt sem nehéz
belétni, hogy ha mondjuk ¢ = 10, akkor £.(0) = 10, f2(0) = 10> 410 > 10- £.(0),
és dltaldban f'(0) > 10", azaz az f!'(0) palya nem korldtos, a co-hez tart.
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13.4. dbra. A Mandelbrot-halmaz és annak egy részlete

A Mandelbrot-halmaz azon ¢ paraméterértékek halmaza, amelyekre az f(0),
n =1,2,... sorozat korlatos. Ezen paraméterértékeknek megfeleld képpontok
a 13.4. dbran a fekete ,tocsa” pontjai. A szép szines dbra tobbi részletéhez
egy kis magyardzatra van sziikség. Tobb programmal is tanulmédnyozhatjuk a
Mandelbrot-halmazt, annak részleteit és mas fraktalokat is. E cikk készitése
kozben én a Fractint, illetve a Chaospro programokat haszndltam. E progra-
mokat rovid Google-keresés utdn barki letoltheti, és sajat maga is felfedezheti
a Mandelbrot-halmaz és a fraktdlok csoddlatos vildgit. A Mandelbrot-halmaz
szokdsos dbrdzoldsa sordn, pl. a 13.4. dbra rajzoldsa kozben az dltalam hasznalt
Fractint egy referenciakort tekint, ami az dbra készitése kdzben 4 sugarud volt,
ezutdn a képpontokat aszerint szinezi, hogy mi az a legkisebb n érték, melyre
f2(0) mar nem tartozik e kor belsejéhez. A referenciakor sugardt olyan nagyra
szokds valasztani, hogy ha egy ¢ paraméterértékre és n-re f!'(0) mar nem tar-
tozik hozz4, akkor ebbdl kovetkezik, hogy |f7(0)| — 0. A 13.4. dbrén pl. a nagy
z06ld krumpli pontjainak megfelel6 ¢ értékekre a masodik, a belsejében levd vi-
lagoskék zona pontjai esetében pedig a harmadik iterdlasndl keriil ki f'(0) a
referenciakdrbdl. A szinezési mod valtoztatdsdval persze més és mds ,,miivészi
hatds” érhetd el. A kovetkez6 13.5. dbran egy nagyitasi sorozatot latunk, azaz az
egymast kovetd képek az el6z6 kép egy kis részletének tovabbnagyitasaval ke-
letkeztek. A Mandelbrot-halmaz mar dtlagos szamitégépek és programok mel-
lett is 1€legzetelallité mdédon nagyithatd. A 13.5. dbra jobb als6 sarkdban levd
kép kb. 10'?-szeres nagyitdsnak felel meg, ami azt jelenti, hogy ha a kiinduldsi
Mandelbrot-halmazt 1 méteresnek vessziik, akkor a kinagyitott részlet egy hidro-
génatom atmérdje koriili. Ez persze eltorpiil a profi Mandelbrot-zoomoldk telje-
sitménye mellett youtube videGkban [4]-ben 10%7°-sz6rds, [7]-ben pedig 1040%4-
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szeres nagyitdsi mélységig pillanthatunk bele a Mandelbrot-halmazba. A valds
anyagi vilagunk méreteit6l messze elszakadnak ezek a nagyitdsi nagysagrendek,
méteres tartomanyba.

val6szinileg a fizika sohase jut le a 10740

13.5. dbra. Nagyitdsi képsorozat a Mandelbrot-halmaz egy részletére
Nem kivdnok versenyezni a 10%°%-szeres nagyitdst eléré szuper
videoklipekkel, de azért lejatszhaté a kovetkezd, a Mandelbrot-
halmaz részleteire rakozelité Chaosproval készitett sajat készitést
kis videoklip: https://youtu.be/VGPHICLdsQQ

Itt pedig egy madsik, kicsit hosszabb kovetkezik, ennek a végén az utolsé na-
gyitasi képnél az adott szinten megallva a szamitdgép valtoztatja a O] =]
szinezést, azaz masképp szinezi a ¢ paraméternek megfelel képer-

ny6pontokat annak fiiggvényében, hogy hanyadik iteréltra jut ki a :-
referenciakorbdl f(0): https://youtu.be/p7iEjaxqjpQ [=l
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A 13.6. dbrdn, nem egy nagyitasi sorozatbol, még néhany tovabbi Mandelbrot-
halmaz részlet tekintheté meg.

13.6. dbra. Mandelbrot-halmaz részletek

A Mandelbrot-halmaz komplex dinamikus rendszerekhez kapcsolédik. Azonban
Mandelbrot matematikai munkdssiga nem erre a teriiletre koncentralddott.
A Mathematical Reviews/Mathscinet adatbazisban 143 publikécidja szerepel,
amelyekre 2102 szerz6 2020-szor hivatkozott. Szamos teriileten publikalt. Leg-
tobb publikicidja és legtdbbet hivatkozott publikécidi is a valdszinliségszamitds
és sztochasztikus folyamatok teriiletérdl keriiltek ki. Legtobbet, 593-szor hivat-
kozott cikke ([9]) is ide tartozik €és fraktal/tort Brown-mozgéssal foglalkozik, ami
a kozonséges Brown-mozgés altalanositasa. Egydimenzids esetben a kozonséges
Brown-mozgas/Wiener-folyamat véletlen bolyongdsbdl kaphaté meg hatardtme-
nettel. A 13.7. dbran néhdny ilyen szamitégéppel generdlt gorbe lathats. A bal
oldalon egy, a jobb oldalon négy darab, kdz6s koordindtarendszerben. A sza-
mitégép az illusztraciok készitése kozben véletlen bolyongdsokkal kozeliti az
abrazolni kivant Brown-mozgast.

Az abrakon is latszik, hogy Mandelbrot érdeklddési teriiletének megfelelGen
egyenetlen/irreguldris fraktilgrafikonok keletkeznek a Wiener-folyamat sorén.
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13.7. abra. Wiener-folyamat/Brown-mozgas

Megmutathatd, hogy a Wiener-folyamat Hausdorff-dimenzidja egy val6szind-
séggel 3/2, mig a kozépiskoldban megszokott sima fiiggvények, pl. sinx grafi-
konjanak dimenzidja 1. A fenti gorbék, bar szabalytalanok, de nem tlinnek tul-
sdgosan szokatlannak, hiszen pl. djsdgokban, hirportdlokon is gyakran lathatunk
hasonld, szabdlytalan grafikonokat, elegend6 példaul csak a t6zsdei arfolyam-
gorbékre gondolni. Valéban a Python/Sage program ([13]), amivel ezeket az &b-
rékat készitettem, egyébként hajlandé részvényarfolyam-gorbék sztochasztikus
folyamatokon alapul6 szimulacidjara is. Ezzel el is érkeztiink Mandelbrot tudo-
madnyos tevékenységének masik nagy teriiletére. Harmadik legtobbet hivatkozott
mive ([11]) fraktalok, fraktdlgeometria pénziigyi folyamatokra val6 alkalmaza-
saval foglalkozik. Illusztraciéként alljanak itt a 13.8. abran BUX, illetve a BUX,
Dow Jones, Dax egymas mellett (forras: [1]).

V] | el
===

I ]

tmementBenet® . T ettt o
13.8. dbra. BUX-index 3 éves gorbe, illetve BUX, Dow Jones, DAX 5 éves gorbe
Val6ban hasonlitanak a Brown-mozgas/Wiener-folyamat illusztraldsara szolgalé

folytonos gorbékhez, bar a 2020 marciusdban a COVID-19 hatéséra torténd ,,be-
szakaddst” nem latunk a véletlen gorbéken.
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Sztochasztikus folyamatokkal nem biztos, hogy e cikk minden olvaséja foglal-
kozott, igy illusztracidként most szeretnék néhiny szét sz6lni a Mandelbrot-
/fraktalperkolaciérdl. Ezt a folyamatot Mandelbrot 1974-ben turbulencia vizs-
galatdval kapcsolatban ([10]) vezette be kanonikus megdermesztés (canonical
curdling) néven, a Mandelbrot- vagy fraktalperkoldci6é nevet késébb kapta a fo-
Iyamat.

13.9. abra. Egydimenzids fraktal

A kovetkez8 bekezdésben fogok rétérni a véletlen eljarasra. Alljon itt tehdt egy
determinisztikus médon kapott egydimenzids fraktal, amit mar kordbban is em-
legettem. Vegyiik a zart egységnégyzetet €s ezutdn osszuk fel 4 x 4 egyforma
résznégyzetre, és a 13.9. dbra bal fels6 sarkdban levd képnek megfeleléen dob-
junk el 12 db (fehér) kis négyzetet és tartsunk meg 4 db (fekete) négyzetet. Az
eljarast ismételgessiik mindegyik fekete utédnégyzetben (jobb fels6 dbra), majd
azok utédnégyzeteiben stb., stb. Az egymasba skatulyazott zart fekete halmazok
metszeteként kapjuk a kivant fraktélt, mely egydimenzids lesz, bar a matemati-

kusok altaldban egyetértenek abban, hogy fraktalnak tekintendd.

A fraktal/Mandelbrot-perkolacié definici6janal ismét induljunk a zart egység-
négyzetbdl, és ezittal mondjuk 3 x 3 egyforma résznégyzetre osszuk fel. Ezutdn
viszont minden egyes kis résznégyzetrdl ,fliggetlen kockadobasokkal” dontsiik
el, hogy megtartjuk-e, avagy nem, azaz valamilyen rogzitett 0 < p < 1-re p va-
16szintiséggel tartsuk meg (fekete) és 1 — p valdszintiséggel dobjuk el (fehér).
Utdna az elsd szinten kapott fekete utddnégyzetekben folytassuk az eljardst.
Mlusztracidképpen a kovetkezd hdrom dbran lathatunk egy-egy dltalam készi-
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tett szimulaciot p = 7/8, 4/5 és 1/2 értékek esetén. Persze az ilyen véletlen

7~z

dbrdk minden egyes futtatdsndl masként néznek ki. Példaul el6allhat az is,

2

hogy mar az elsd korben mondjuk az el6z6 p = 7/8 esetben az sszes utéd

1/8° = 7.45058059692 - 10~ valészintiséggel fehér lesz, azaz nem nulla va-
16szintiséggel a fekete halmaz iires lesz.

13.10. dbra. Fraktédlperkoldcié p = 7/8

B T TEL

Fa ¥
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P s,

13.11. dbra. Fraktalperkoldci6 p = 1/2
Fraktalperkolacioval kapcsolatban még szamos megoldatlan probléma létezik.

Taldn leghiresebb a kovetkez6 kérdés. Jelolje E a fekete halmazok metszetét.
J. T. Chayes, L. Chayes és R. Durrett ([3]) megmutatta, hogy van egy kri-
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tikus valdszinliség 0 < p. < 1, melyre ha p < p., akkor egy valdszinliséggel
E teljesen szétesO, nincsenek benne 0sszefiiggd darabok, ilyen halmaz lathat
a 13.11. dbran. Mig ha p > p., akkor pozitiv valdészintiséggel a kiinduldsi egy-
ségnégyzet két szemkozti oldalat E egy 0sszefiiggd komponense 6sszekoti, ilyen
pl. a 13.10. dbrdn l4tott fraktil. Ennek Hausdorff-dimenziéja Kahane és Pey-
riere ([6]) egy tétele alapjan In(3%- (7/8))/1In(3) ~ 1,87845448845. A kritikus
pc valdszintiségre vannak becslések, de pontos értéke nem ismert.

13.12. dbra. Fraktélperkoldcié p = 4/5

Mandelbrot szadmos kitiintetésben és elismerésben részesiilt, tobbek kozott 1993-
ban megkapta a Wolf-dijat (fizikdbol), 2003-ban a Japédn dijat és 2006-ban a
Francia becsiiletrend tiszti fokozatdt. Nehéz pontosan megmondani, hogy egy
litvan szdrmazasu csaldd Varséban sziiletett €s gyerekeskedd, majd Franciaor-
szagban tanuld és dolgozd, késébb USA-ban letelepedd, francia-amerikai kett6s
dllampolgér gyermeke pontosan melyik nemzet biiszkesége lehet. Onéletirdsa
alapjdn tgy tiinik, nem banta meg, hogy végiilis az IBM-et és az Egyesiilt Al-
lamokat valasztotta. ErdeklSdési teriileteinek, nyughatatlan, tobb tudoményterii-
letet érint6 kutatdsainak az IBM dltal nydjtott kutatdsi szabadsadg és rugalmassag
tokéletesen megfelelt. Az IBM-nél betoltott ,,f6allasa” mellett szamos egyetemen
(pl. MIT, Harvard) volt vendégprofesszor. Elete vége felé pedig a Yale egye-
temen lett Sterling Professor. Erdekesség, hogy a Harvardon az egyik évben a

kozgazdasagi, a rakovetkez6ben pedig a matematika tanszék vendégoktatoja.

Francia kollégai koziil sokat ismerek személyesen, tiz évvel ezel6tt par nappal
haldla utdn hivatalos tdton Périzsban jartam és taldlkoztam, beszélgettem veliik,

156



Benoit Mandelbrot, a fraktdlgeometria atyja

13.13. abra. Mandelbrot a Mandelbrot halmaz el6tt a Becsiiletrend atvételét kovetd
el6adasa kozben 2006-ban (Forrds: David Monniaux — Ownwork,CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1165362)

tobbek kozott, a szomort hir okdn, Mandelbrotrdl is. Ugy ttinik, hogy azért 6k
is ,,sajat halottjuknak” tekintették. Emlékének a Francia Matematikai Térsulat
SMEF, Gazette des Mathématiciens folyéirata kiilonszamot ([5]) szentelt.
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Buczolich Zoltdn
ELTE TTK Analizis tanszék

Buczolich Zoltdn kutatdsi teriilete a valds analizis, fraktdlok, dinamikai rend-
szerek, ergodelmélet. Az ELTE egyetemi tandra, az MTA levelezd tagja. Ven-
dégprofesszor volt tobb amerikai dllami egyetemen (Kalifornia, Wisconsin, Mi-
chigan, Texas). Aktiv tudomdnyos egyiittmiikodést tart fenn azzal a francia kuta-
tocsoporttal is, amelynek tagjai Mandelbrottal is egyiittmiikodtek.
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Az ukran matematika egyik ékkove: Sarkovszkij tétele
(2022. marcius, Tudoméany — torténet — Mi is... ?)

1975-ben Li és Yorke amerikai matematikusok egy nagyon érdekes cikket ko-
zoltek Period three implies chaos cimmel. Ebben a tanulmanyban jelent meg
el6szor a kdosz, mint matematikai fogalom. Mir6l is sz6lt az 6 munkajuk? Te-
kintsiink egy folytonos fiiggvényt, ami egy intervallumot, példdul a [0, 1]-et on-
magdba képezi, vagyis 0 és 1 kozotti értékeket vehet fol. Vegylink egy kiindulési
szamot, és értékeljiik ki ott ezt a fliggvényt. Ekkor kapunk egy 4j szdmot. Most
értékeljiik ki a fiiggvényiinket ezen az 1j helyen, és ezt ismételgessiik, magyarul
szoOlva iterdljuk a fiiggvényt. Kapunk tehat egy pontsorozatot, amit felfoghatunk
tgy is, hogy az f fiiggvény dltal meghatdrozott médon bolyongunk a [0, 1] inter-
vallumban. A kérdés az, hogy hova juthatunk. Lehetnek olyan x szdmok, ame-
lyekre f(x) = x (dgynevezett fixpont), és akkor végig egyhelyben toporgunk. Ha
van két kiilonbozs x és y pont, hogy f(x) =y és f(y) = x, akkor vildgos, hogy
két 1€pés utan mindig visszatériink az x pontba. Ezeket 2-periodikus pontoknak
nevezziik. Hasonldan definidlhatéak a 3, 4, ..., k-periodikus pontok is, amikor
éppen k 1épés utdn ériink vissza el6szor a kiindulési helyzetbe.

Rost Gergely
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Példa 5-periodikus pontra a lent idézett Polygon-cikkbdl.

Li és Yorke egyik fontos eredménye a kovetkez6: ha egy fiiggvénynek van 3-
periodikus pontja, akkor tetszbleges k-ra létezik k-periodikus pontja is, vagyis
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végtelen sok periodikus pont van, és az Osszes lehetséges periddus sziikségsze-
rien el6fordul. Ez azért elég meghokkentéen hangzik elsé halldsra. A cikkben
persze mds is van, érdemes elolvasni. Mindez olyan nagy érdekl- i
dést valtott ki a matematikusok korében, hogy azéta tébb mint 6t-
ezer hivatkoz4st kapott, vagyis ennyi matematikai publikéci6 idézi
Li és Yorke eredményeit.

Most jon a csavar: kideriilt, hogy mér egy évtizeddel kordbban egy fiatal
ukrdn matematikus a fent emlitettnél sokkal tobbet bizonyitott. Az illet6t Ggy
hivjék, hogy Olekszandr Sarkovszkij, €s 1964-ben publikdlta eredményeit orosz
nyelven, az Ukrajnszki Matematicski Zsurnal hasabjain. A szegedi Bolyai In-
tézet konyvtardban egyébként megtaldlhat6 ez a folydirat, didkkoromban én is
kikerestem a cikket és prébaltam megérteni.

Sarkovszkij az aldbbit csindlta: rendezziik sorba a pozitiv egész szdmokat, de
ne a szokdsos mddon, hogy 1, 2, 3, ..., hanem egy egészen specidlis rendezés
szerint:

3<5<7<9<11<13<15<...<
<2:3<2-5<2-7<2-9<...<
<22.3<2%2.5<2%2.7<...<

<233<...<

<L =P <P,

Vagyis kezdjiik a pédratlan szdmokkal novekvd sorrendben, majd jonnek a pa-
ratlan szamok kétszeresei, aztan 22-szorosai, 23—sz0rosai, és igy tovabb, végiil
a kett6-hatvanyok csokkend sorrendben. Vildgos, hogy minden szdmot felso-
roltunk, és az is, hogy barmely két szdmrdl konnyen el tudjuk donteni, hogy
melyik van el6rébb. Sarkovszkij tétele azt dllitja, hogy ha egy fiiggvénynek van
k-periodikus pontja, akkor van n-periodikus pontja is, ha n a k utdn jon ebben a
rendezésben. Péld4ul 8-periodikus pont 1étezésébdl kovetkezik 4-periodikus és
2-periodikus pont létezése, 3-periodikus pont 1étezésébdl kovetkezik az Osszes
periddus (ez a specidlis eset éppen Li—Yorke tétele), S-periodikus pont 1étezé-
sébdl kovetkezik az 0sszes periddus kivéve harom, és igy tovabb.
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Rost Gergely

Ez az egyik kedvenc matematikai tételem, egyetemista koromban irtam is réla
egy esszEét Pintér Lajos tandr ur analizis kurzusian, ami kés6bb a
szegedi Polygon folydiratban is megjelent (X. kotet, 1. szdm, 2000),
itt elolvashat6 a teljes bizonyitasnak egy olyan elemi valtozata, ami

akar kozépiskolas tudéssal is megérthetd.

s
-
48

A képen Olekszandr Sarkovszkij
(Forras: https://en.wikipedia.org/wiki/Oleksandr_Sharkovsky)

Sarkovszkij tétele tehat sokkal részletesebben feltarja a periodikus pontok ko-
z0tti viszonyokat, az ukrdn folydiratban kozolt cikke azonban annyira eltlint a
siillyesztében, hogy a megjelenését kovetd tiz éves id6szakbdl én egyetlen hi-
vatkozdst sem tudtam fellelni. A nemzetk6zi matematikus vildg csak joval Li és
Yorke cikke utdn fedezte fel Sarkovszkijt, és kideriilt, hogy a hatvanas években 6
mar egy egész sor szenzaciés eredményt kozolt, amirdl addig szinte
senki sem tudott. Igy, ha nagy késéssel is, de végiil megkapta a meg-
érdemelt elismerést, és a diszkrét dinamikai rendszerek teriiletén
ma mdr nem létezhet tankdnyv Sarkovszkij eredményeinek ismer-
tetése nélkiil.

A torténet szerepldi koziil James Yorke 80 éves, a University of Maryland pro-
fesszora, és még manapsag is aktivan publikdl dj eredményeket. Tien-Yien Li
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Az ukrdn matematika egyik ékkove: Sarkovszkij tétele

2020-ban, 75 éves kordban elhunyt. Sarkovszkij 85 éves, de 2020-
ban még publikalt egy cikket. Kijevben sziiletett, egész életében ott
dolgozott, és jelenleg is az orosz hadsereg altal éppen ostromlott
vérosban él.

A cikk szerkesztése kozben kaptuk a szomoru hirt, hogy egy Harkovot ért orosz rakétatdimaddsban
meghalt Julia Zdanovska, a 2017-es EGMO (Lanyok Eurépai Matematikai Olimpidja) eziistér-
mese. Gyomorszorité arra gondolni, hogy az orosz megszallok altal a napokban bombézott Ki-
jevben és Harkovban, a tudomdny két fellegvardban szdmos matematikus kollégank, koztiik tobb
kedves bardtunk van jelenleg is életveszélyben. A hdboru borzalmaival szemben tehetetleniil dllva
mély emberi egyiittérzésiinket fejezziik ki ezzel az {rassal is kollégdink irant. (2022. marcius.)

Rost Gergely
Szegedi Tudomdnyegyetem, Bolyai Intézet

o o

Rost Gergely 2006-ban kapott PhD fokozatot koztdrsasdgi elnoki aranygyiriivel.
Témavezetdje a Szegedi Tudomdnyegyetemen Krisztin Tibor volt. Kutatdsi terii-
letei a nemlinedris dinamika és a bioldgiai rendszerek matematikai modellezése.
Dolgozott Torontoban, Arizondban és Oxfordban. Az Europai Kutatdsi Tandcs
tdmogatdsdval alapitott matematikai jdarvdnytani kutatocsoportja azota komoly
tudomdnyos kozponttd nétte ki magdt. A COVID-19 pandémia alatt a Jdrvdny-
matematikai Modellezd és Epidemiologiai projektet vezette. Jelenleg az SZTE
Alkalmazott és Numerikus Matematika tanszékének vezetdje és az Egészségbiz-
tonsdg Nemzeti Laboratorium szakmai vezetdje.
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Bérczi-Kovacs Erika

Ugrodeszkak matek szakon — Fehér Daniel
(2022. marcius, Portré — Interji)

Beszélgetés Fehér Daniellel (University of Luxembourg)

A matematika szép, de mindenkinek kicsit mdsért az. Te annak idején gyerekként
miért szeretted a matekot?

Ha van valami, ami nagyon megfog, az az, amikor egy
nagyon bonyolult problémara van egy szép, egyszerd
megoldés. Ezek az ,,Aha! Heuréka!” pillanatok azok,
amelyekhez az utat nehéz megtaldlni, de amikor az
ember rdjon, ott a dopamin. Taldn nem mindenkit, de
én olyan vagyok, akit ez jobb kedvre derit.

Milyen iskoldkba jdrtdl?

Tokaj-Hegyaljardl szdrmazom, egy Tallya nevezetd
kis falubdl. Onnan a szerencsi Bocskai Istvdn Gimné-
zium hatosztilyos képzésére mentem az 4ltaldnos is-
kola utén.

Miért vdlasztottad a matek szakot?

A kozépiskoldban még nem nagyon tudtam, mit szeretnék csindlni, nem volt
konkrét tervem, hogy példdul ilyen vagy olyan mérnok leszek. Mindenképpen
redl irdnyba akartam tovdbbmenni, de azon beliil g6z6m sem volt. A matek
mindig is j6l ment, és a kdozépiskolai szuper matektanarom, Bodnar Gyorgy volt
az, aki biztatott, hogy menjek matematika szakra, mert szerinte képes vagyok
megcsindlni. En nem feltétleniil értettem egyet vele akkor, de szerencsére igaza
lett. Igy keriiltem az ELTE-re, alkalmazott matematika szakirdnyra.

Milyennek taldltad a BSc képzést?

Amikor odakeriiltem az egyetemre, volt bennem egy félelemérzet, hogy lesz ott
rengeteg didk, akik hires-neves gimndziumokbdl, sokkal tobb matekéraval a zse-
biikben jonnek, de szerencsére annyira nem vettem észre ezt a hatranyt, mert a
targyakat a nullardl épitették fel, és mindent részletesen elmagyardztak. A BSc
képzésben olyan alapvetd tuddsra tettem szert, amit azéta folyamatosan alkal-
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Ugrédeszkdk matek szakon — Fehér Déniel

mazok, legyen sz6 operdcidkutatdsrdl, linedris algebrardl, valészintiségszdmi-
tasrdl vagy éppen statisztikardl.

Emellett az egyik legfontosabb, amit tanultam, az, hogy hogyan kell jél tanulni
és megismerni Uj teriileteket.

z 2

Olyan szempontbdl is jé valasztds volt a matek, hogy ott kés6bb is lehet6sége
van az embernek kiilonb6zé iranyokba elmozdulni.

Milyen teriileten ldatod versenyképesnek a matematikus végzettséget?

Bankszektorban, befektetdi cégeknél, informatikai cégeknél stb. Az adatelemzés,
adattudomdny teriiletekhez is nagyon erds alapot ad a matek. El lehet helyez-
kedni barmilyen elemzd iranyban, legyen az logisztika vagy bank, ahol az algo-
ritmikus, kreativ gondolkodast lehet alkalmazni.

Te hogyan folytattad a tanulmdnyaidat a BSc utdn?

A BSc végén jelentkeztem az EIT Digital Master School mesterképzésre, és az
elsd évet Olaszorszagban, Trentoban, a masodik évet Budapesten toltottem. Itt
kriptogréfia szakirdnyon tanultam tovabb.

Akkoriban, amikor a mesterszakos diplomdmat irtam, nagyon megtetszett a ku-
tatds, és bar el6tte mas terveim voltak, ez megfordult, €s eldontdttem magamban,
hogy jelentkezem doktori képzésre. Szétnéztem a nemzetkozi lehetSségek kozott
is, €s gondoltam, mi veszteni valom lehet, elkiildtem a jelentkezésemet a Luxem-
burgi Egyetemre, ahovd néhény interjd utdn fel is vettek.

Hogyan zajlott a felvételi a doktori képzésre?

Tobb, mint 70 jelentkezd koziil valasztottak ki 5 jeloltet, akiket visszahivtak on-
line interjura. El6szor egy Kenguru tesztverseny feladatsort kellett megoldani,
és utdna a megoldasainkat elmagyarazni. Egy masik alkalommal nehezebb algo-
ritmikus kérdéseket kaptunk, amelyeken egy hétig gondolkodhattunk. Végiil a
leend6 témavezetdmmel is volt egy interjd, és utdna hivtak, hogy megkaptam a
lehet&séget.

A PhD képzés alatt konszenzusos protokollokkal és blokkldncokkal foglalkoztdl.
Mik azok a konszenzus protokollok?

Ezek olyan tobbszereplés rendszerek (multidgens rendszer a magyarban hasz-
nalt szakmai kifejezés), amelyekben a szerepléknek valamilyen biztonsdgos
mddon meg kell egyezniiik valamilyen adaton. Ilyen adat lehet példdul pénziigyi
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tranzakcidk ellen6rzése (van-e elég fedezet) és ugyanazon sorrendbe helyezése
minden szereplonél. Ezekben a rendszerekben a nehézség az, hogy lehetséges
valamilyen hiba 1étrejitte, példdul az egyik szerepld folott dtveszi az irdnyitdst
egy tdmado. A rendszeren beliil a helyesen miikodé szerepl6knek azonban ilyen
esetekben is meg kell egyezniiik.

Mi az a blokkldnc?

A blokklanc egy olyan nyilt konszenzus protokoll, amelyben nincs centralis ha-

tosag (példaul bankok), de mégis lehet6vé teszik kiilonbozé kreditek (ami a pénz
megfeleldje) tranzakcidjat.

Mi a disszertdciod f6 témdja?

Akkoriban, amikor kezdtem a PhD-mat, kijott egy 1j blokkldnc, amelynek a neve
Zcash, és az a lényege, hogy lehet tigy fizetni emberek kozott, hogy nem lathato,
ki kiildi, ki kapja és az sem, mennyit kiild, csak egy matematikai zero-knowledge

proof létezik a blokklancon, ami bizonyitja, hogy ez valds tranzakcid, de semmi-
lyen mds informéci6 nem deriil ki a tranzakciordl.

Elmondandd, mi is a zero-knowledge proof?

A zero-knowledge proof egy olyan mddszer, amelyben egy fél (a prover, bizo-
nyito6 fél) bizonyitja egy masik félnek (verifier, ellen6rzd fél) egy allitas igazsagat
anélkiill, hogy a bizonyit6 fél barmilyen tovédbbi informdciét felfedne. Ez egy
pénziigyi tranzakcioéndl példaul azt jelenti, hogy a kiild6 bizonyitja a tranzakci6
helyességét, azaz van rd elég fedezete, és az elkiildott 6sszeg levonddott a szdm-
14jar6l, de a tranzakci6 ellendrzéje (pl. egy bank, vagy a blokklanc) nem tudja,
mekkora volt a tranzakci6 6sszege, és azt sem, ki volt a felad6 vagy a cimzett.

Erdekesnek taldltam ezt a témat, a témavezetdmmel elkezdtiik adatelemz6i szem-
pontbdl vizsgdlni a Zcash tranzakcidkat. A disszertdciom arrél sz6lt, hogy mi-
lyen informdacidkat tudunk kinyerni azokrdl, akik ezt a szolgéltatdst haszndljik,
az alapjan, ahogyan a blokklanc publikus részével kommunikalnak.

Mi volt az adatelemzés mogott a matematika?

F6képpen valdszinliségszamitds. A moédszeriink helyességének ellendrzéséhez
példdul egy elsérendl Markov-ldnccal modelleztiik a tranzakcidk elméleti visel-
kedését. Ennek a modellnek egy eleme példdul az, hogy milyen eséllyel kiild a
felad6 pénzt egy tranzakcion beliil csak egy vagy pedig tobb fogaddnak.
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Milyen informdciokat sikeriilt kinyerni?

A Zcash-blokkldncnak van egy privat és egy publikus része. Léteznek tgyneve-
zett bujtatéd tranzakciok, amikor valaki publikus cimrdl kiild pénzt privat cimre,
illetve felfed6k, amikor a privat cimrdél kiildenek pénzt publikusra. Ezek a mi-
veletek sokszor parban valésulnak meg, és mi ezeket a tranzakcidkat kotottiik
0ssze, sok esetben elég nagy valdszintiséggel.

Milyen terveid vannak a PhD utdn?

Amikor befejeztem a PhD-t igy dontdttem, megprébalok elhelyezkedni az ipari
vildgban, és azon beliil is kamatoztatni probdlom az adatelemzési vonalat, amibdl
a PhD-t is irtam. Hamarosan kezdek az dj munkahelyemen Luxemburgban, ahol
ajanlorendszerek adatelemzésével fogok foglalkozni.

Mit jelent az ajdnlorendszerek adatelemzése?

Egy ajanlérendszer példaul a YouTube algoritmusa, aminek alapjan megjeleniti
az ajanlott videdkat a f6oldalon és az éppen nézett videdk mellett is. Ezen algo-
ritmusok adatelemzése pedig jelentheti az algoritmus hatékonysaganak a kiérté-
kelését, vagy akdr dj algoritmusok feltehetd sikerességének kivizsgalasat.

Mit iizennél a mai fiataloknak, akik hasonlo iiton jarnak?

Ha van valamilyen rovid iizenet, amit meg lehet fogalmazni, akkor az az, hogy
nem kell félni az uj teriiletektSl, ha van lehetdség, hogy kiprébdlja az ember
ezeket.

Az interjiit készitette: Bérczi-Kovdcs Erika

Bérczi-Kovdcs Erika matematikus, jelenleg egyetemi adjunktus az ELTE Operd-
ciokutatdsi Tanszékén, kutatdsi teriilete a kombinatorikus optimalizdlds. Okta-
tdsi munkdjdért 2020-ban Gdcs Andrds dijban részesiilt. Evek dta szervezdje az
alkalmazott matematikusokrol szolo Oregdidk szemindriumnak, ahol az ELTE-n
végzett kordbbi hallgatok mesélnek munkdjukrol. Az Ugrddeszkdak matekszakon
c. cikksorozat elsd interjualanyai is ezen alkalmak vendégei koziil keriiltek ki.
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Ebben a kényvben az Erinté — Elektronikus Matematikai
Lapok elsd 7 évének termésébdl valogattunk ossze egy
csokorra valot. A kotet 14 cikke a teljesség igenye nélkul jol

jellemezte a folyodiratot az elmult években, és bemutatja,
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hogy merre szeretne tartani a jovében.
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