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Eloszo

Sokaig kacérkodtam a tréfasnak tekinthetd alcimmel: ,,amit a haromszogrél tudni illik”. De
azért ez erds tulzas! ,,Amit a haromszogrol tudni érdemes” alcim pedig tul banalis, igy az
alcimet elhagytam. Pedig az alcimek fejezik ki a Iényeget! A haromszdgben tobb ezer (!)
nevezetes pontot definidltak, és a nevezetes vonalaknak, koroknek is se szeri se szama, ezek
koziil kellett kivalasztani azokat, amelyekkel érdemes foglalkozni, és a tudnivalokat is
hasonldan selejtezni kellett. A célom mindenesetre az volt, hogy bizonyitasokkal, bizonyitasi
technikakkal egyiitt 0sszegyljtsem a lényegesebb tudnivalokat a hdromszogrol, és ezeket
feldolgozva kozzétegyem. Itt, az olvasokat tekintve elsdsorban a matematikai versenyekre
felkésziilg fiatalokra, felkészitd tandrokra gondoltam.

Kaptam ilyen kérdéseket: ,,Mit lehet a hdromszdgrél mondani? Hiszen mar Euklidesz mindent
tudott rola!” Ez igy tavolrdl sem igaz. A XVIIL és XIX. szdzadban felvirdgzott a haromszog
geometridja, gondoljunk pl. a Napoleon-tétel témakorére (13. fejezet). A XX. szazad termékei
a szimmedian ponttal kapcsolatos eredmények (16. fejezet), olyannyira, hogy pl. a T16.9. tétel,
ami itt kovetkezményként adodik, keletkezése 1999.

G. H. Hardy cambridge-i matematikus irja:
,»A matematikus munkaja legyen szép, mint a fest6é vagy a koltéé, az otletek, akarcsak a
szinek vagy szavak, alkossanak harmonikus egységet. A szépség az els6 proba; a csinya
matematika nem maradand¢ a vilagban.”

Az anyag Osszeallitdsa soran rengeteg szépséggel, meglepetéssel talalkoztam. Fantasztikus,
mar-mar misztikus 0sszefiiggésekre, tulajdonsagokra dertilt fény. Kiemelném a beirt €s hozzairt
korok tobbé-kevésbé ismert témakorét (5. fejezet), a Napodleon-témakort (13. fejezet), a
szimmedian tulajdonsagait (16. fejezet) és a ,,Dél keresztje” konfiguraciot (17. fejezet).
Ugyancsak érdeklddésre tarthat szdmot a nevezetes pontok egybeesési tétele is (18. fejezet).
Mindez a geometriai érdekességeket kedvelok szdmara biztosan élvezetes olvasmanyt jelent.
Jol hasznélhaté az Osszedllitds képletgylijteményként, ugyanakkor megtalalhatok benne a
haromszog kozépiskoldban megismert tulajdonsdgai, formuléi is. A szépség a bizonyitdsok
vonatkozasaban is vezérfonal. A bizonyitasi technikékat tekintve az elemi geometria mellett a
trigonometria, a vektorok és a baricentrikus koordinatak képezik az arzenalt, tehat a
bizonyitasok megértéséhez eléggé széleskorli matematikai ismeretekre van sziikség.

A leirds nem tartalmaz abrakat, mindig papirral és irdeszkozzel felszerelve kell az dsszeallitast
olvasni, és az abrakat el kell késziteni hozzd. Ehhez minden segitséget megadunk. Mindig
feltételezziik, hogy adott egy ABC haromszog, melynek A-ndl 1évo szoge «, A-val szemkozti
oldala a, B-nél 1évo szoge f, B-vel szemkdzti oldala b, C-nél 1évo szoge y, C-vel szemkozti
oldala c. Nem okoz félreértést, ha az a oldal hosszat is a-val jeldljiik. Allandé jeloléseket fogunk
hasznalni a haromszdg nevezetes pontjaira és vonalaira is, ezeket elsé eléfordulasukkor
rogzitjiik. A tovabbi jeloléseket fejezetenként részletesen elmondjuk.



Az allitasokat (tételeket) T kezddbetiivel és szamozassal jeloljik, és igy hivatkozunk rajuk.
Eléfordul elére hivatkozas is, de ez a bizonyitasok érvényességét sohasem veszélyezteti. A T-
vel jelolt allitasok sokszor tobb rokon allitast is tartalmaznak. Egyes esetekben, és ekkor
felhivjuk a figyelmet erre, tobb abrat is kell késziteni ugyanahhoz a gondolatsorhoz a
haromszdg tipusanak megfelelden.

Az anyag gyujtése hosszas munka volt. Halas koszonetet mondok dr. Bolcsfoldi Jozsef tanar
urnak, aki végig kitartott mellettem és gondosan atnézte az dsszeallitast és tanacsokkal segitett.

Minden kedves érdekl6dének meglepetésekkel teli élvezetes olvasast (és firkalast) kivanok.

Bartfai Pal
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1. A haromszogroél altalaban
1.1. Alaptétel a szogekre

Nem tekintjiik haromszognek az elfajult haromszogeket, melyeknél a harom csucspont egy
egyenesre esik.

T1.1. Szogosszeg tétel. A haromszog bels6é szogeinek 6sszege 180°.

B. Kossiik 0ssze a haromszog oldalfelezd pontjait! Ezzel a haromszoget négy egybevago, az
eredetihez hasonlo, haromszdgre bontottuk fel. Az alap felezépontjaban harom szog keletkezik,
melyek a haromszdg szogeivel egyenlok. Osszességiikben egyenesszdget alkotnak, tehat a
harom szog 6sszege 180°. &

1.2. A haromszogek osztalyozasa, elnevezések

Specialis haromszdgek az oldalak hossza szerint:
Egyenldszart a haromszdg, ha két oldala egyenld hosszasagi. A két egyenld oldalt
szarnak, a harmadik oldalt alapnak mondjuk.
Ha mindhéarom oldala egyenld, akkor egyenld oldala vagy szabalyos haromszognek
nevezzik.

T1.2. Az egyenldszari hiromszog tengelyesen szimmetrikus a szarak altal bezart szog
szogfelezdjére, igy az alapon 1évo szogei is egyenldk. Az elbbi szogfelezd merdleges az alapra.

B. A szogfelezd két egybevagd haromszogre bontja az eredeti haromszdget, hiszen rész-
haromszogek két-két oldaldnak hossza és az oldalak ltal bezart szog megegyezik. fgy a
szogfelezonek az alappal bezart két szoge is egyenld, vagyis derékszog. Az alap két szelete is
egyenld, tehat az alapon 1év6 egyik csucs szogfelezore vonatkozoé tiikkorképe a masik csucs. #

Héaromszogek osztalyozasa szogeik szerint:
Hegyesszogii a haromszdg, ha minden szoge hegyesszog.
Derékszogii a haromszog, ha van 90°-0s szoge.
Tompaszogil a haromszog, ha van 90°-nal nagyobb szdge.

A derékszogli haromszog derékszoggel szemben fekvd oldalat atfogonak, a maésik két oldalt
befogonak nevezziik.

T1.3. Az atfogo hosszabb, mint a befogo.

B. Jeloljiik a haromszog csucsait A, B és C-vel, ugy hogy C a derékszognél 1évé csucs legyen.
Az AC tavolsagot mérjiik ra az A-bdl kiinduld B-n athalado félegyenesre, a kapott pont legyen
D. Mivel az ACDA egyenlészaru, a C-nél 1év6 szoge kisebb, mint 90° (1asd T1.2), ezért az AD
szakasz az ABCA-ben halad, vagyis D pontja az AB szakasznak. D # B, mert az ACD sz6g nem

lehet derékszogli, ezért AB>AD=AC. &
1.3. A haromszég egyenlotlenség

T1.4. Haromszog-egyenlétlenség. A haromszogben két oldal hosszanak az 6sszege mindig
nagyobb, mint a harmadik oldal hossza.



B. Vetitsiik ra merdlegesen az AB és az AC odalakat a BC egyenesére. A vetiiletek lefedik az
BC szakaszt, de T1.3. miatt a vetiiletek rovidebbek, mint a vetitett oldal, ezért BC is rovidebb,
mint AB+ AC. &

Ezt elég a legnagyobb oldalra ellendrizni: elég, ha a két kisebb oldal hosszanak Osszege
nagyobb, mint a legnagyobb oldal hossza, a haromszég ekkor mar megszerkesztheto.

Az alébbi allitas a ,,két pont kozott a legréovidebb Ut az egyenes™ aktualis megfogalmazasa.

T1.5. Két pontot torott vonallal dsszekotve — és feltételezve, hogy a torott vonal nem egyezik
meg a két pontot 0sszekotd szakasszal — hosszabb utat kapunk, mint az egyenessel torténd
Osszekotés esetén. (Tordtt vonal: véges sok, de legalabb kettd, egyenes szakasz folytatolagos
egymashoz illesztése.)

B. Az A és B pontokat 6sszekot6 torott vonal legyen AP1P2...PnB, és a feltétel szerint van olyan
Pi, amelyik nem pontja az AB szakasznak. A bizonyitas n szerinti teljes indukcioval torténik. n
= 1 esetén az allitds megegyezik T1.4.-gyel. Tegyiik fel, hogy k < n esetén az allitas igaz, akkor

az APiP....P;, torott wvonal hossza nem lehet Kkisebb, mint APj, és a
PiPi +1...PqB torott vonal hossza nem lehet kisebb, mint P;B, és APj + P,B>AB. 4

1.4. Szerkeszto vonalak: a Szakaszfelezo merdleges

Az elnevezése megadja a jelentését: az AB szakasz felezOpontjan athaladdé AB-re merdleges
egyenes.

T1.6. Az AB szakasz h felez6 mer6legese azon P pontok mértani helye (halmaza), melyre

PA=PB.
h a sikot két félsikra bontja, ha P abban a félsikban van, amelyikben A, és P nincs rajta a h

egyenesen, akkor PA<PB. &

B. Ha P a h egyenesre esik, akkor az abra h-ra tengelyesen szimmetrikus, igy PA=PB. HaP
nincs rajta h-n, és arra a félsikra esik, amelyiken A van, akkor PB metszi h-t. A metszéspontot
jeloljiik Q-val. T1.4-et felhasznalva

PB =PQ +QB=PQ +QA> PA.
T1.7. A haromszdgben nagyobb oldallal szemben nagyobb szég van.
B. Ha b > ¢ a haromszogben, akkor az A pont a BC oldal felez6 mer6legesének arra az oldalara
esik, amelyikben B van. Az AC oldal tehat metszi a felez6 merdlegest egy Q pontban. Ezért a
CBQ szog, ami megegyezik az BCA szdggel kisebb, mint a CBA szog. #

1.5. Szerkeszto vonalak: a szogfelezo

A szogfelezd két, egy pontbol kiinduld félegyenes altal alkotott szog felezd egyenese. Két
egyenes azonban négy szoget képez, aminek két felezd egyenese van. Azt a szogfelezd



egyenest, amelyiknek nincs kozds pontja a szdgtartomany belsejével, a szog kiilso
szogfelezéjének nevezziik (megkiilonboztetésiil a masikat belsé szogfelezének is nevezhetjiik).

T1.8. Akiilso és a belso szogfelezé merdleges egymasra.

B. Az a és b egyenesek két szoget képeznek, melyek Osszege 180°. A szogfelezok szoge ezen
szogek felezésébol kapott szogekbdl tevodik dssze, tehat dsszegiik 90°. a

T1.9. Adott két egyenes, a és b. Azon pontok mértani helye, melyek egyenld tavol vannak a két
egyenestdl, a két szogfelezd egyenes pontjainak egyesitett halmaza. A szogfelezok a sikot négy
részre osztjak, ha valamelyik nyilt részben felvesziink egy P pontot, akkor P ahhoz az
egyeneshez van kozelebb, amelyik a nyilt sikrészen athalad.

B. Az a, b egyenesek és az f és f1 szogfelezok a sikot nyolc részre osztjak. Tegyiik fel, hogy P
abban a sik-nyolcadban van, amelyet a és f hatarol. Bocsassunk merélegeseket P-bol a-ra és b-
re, és jeloljiik a talppontokat A-val és B-vel. A PB szakasz ki kell Iépjen a sik-nyolcadbdl, igy
vagy f-et, vagy a-t metszi (csak az egyiket), a metszéspont legyen Q.

Ha Q az f egyenesen van, akkor Q-bol bocsassunk merélegest a-ra, melynek talppontja legyen
R. Ezen jelolésekkel

PB=PQ+QB=PQ+QR>PR>P
aT1.4. ¢ésT1.3. miatt.

Ha Q az a-n van, akkor még egyszeriibb a helyzet: PB > @ >PA. &

Pont és egyenes tavolsaga a pontot és az egyenest 6sszekotd legrovidebb szakasz hosszat jelenti.
T1.3. szerint ez a merdleges 0sszekotd szakasz hossza.

Ahhoz, hogy a T1.9.-et hasznaljuk a szogfelez6k meghatarozasara, el6szor a pont és az egyenes
tavolsagat kell megoldani. Az egyenes normalvektora eredetileg tetszéleges olyan vektor, mely
merdleges az egyenesre. Ha adott az egyenes egyenlete, akkor célszerli ezt a definiciot
leszlikiteni, és a nullara redukalt ax + by + ¢ = 0 egyenlethez az n = (a, b) normalvektort
hozzarendelni és ezt nevezni az egyenlet normalvektoranak.

T1.10. Legyen az egyenes egyenlete ax + by + ¢ = 0, a kiilsé pont A = (Xo, Yo). Az egyenes
normalvektorat jeloljiik n-nel, tehat n = (a, b). Az A pont eldjeles tavolsaga az egyenestol

d= ﬁ(axo +byg +¢),
n

ahol pozitiv tavolsag esetén az A pont az egyenesnek arra az oldaldra esik, amerre n mutat,
negativ esetben a masikra.

Mas szavakkal, ha az egyenes nulldra redukalt egyenletébe behelyettesitjiik a kiilsé pont
koordinatait, akkor a normal vektor hosszanak d-szeresét kapjuk.

B. Fel fogjuk hasznalni a vektorok skalarszorzatara vonatkozo ab = |a]-|b|cosg Osszefiiggést,
ahol ¢ a két vektor altal bezart sz6g. Vegylink fel egy tetszéleges P = (x ,y) pontot az egyenesen,
képezziik az n és a PA vektor skalaris szorzatat, és alkalmazzuk az el6bbi azonossagot:

n(xo =X Yo — ¥) =Inl-| (Xo — X, Yo — y)|cos ¢,



axo — ax + byo — by = |n|-d,
de ax + by = — ¢, tehat
axo+byo+c=|n|d. &

Tegyiik fel, hogy a szogfelez6k meghatarozasahoz rendelkezesinkre all a ket egyenes
egyenlete. Ezek szdmokkal beszorozhatok (eloszthatok), a lényegen nem valtoztatva. Igy
elérhetd, hogy a két egyenlet normalvektora azonos hosszisagu (pl. egységnyi) legyen.

T1.11. Ha a két egyenes egyenlete Li(X, y) = 0, és L2(X, y) = 0, és normalvektoruk azonos
hosszusagl, akkor a szogfelezok egyenletei
Li(x, y) + La(x,y) =0
€s
Li(x, y) — L2(x, y) = 0.
B. Mivel a két egyenes egyenleteinek normalvektorai azonos hosszusaguak, a P = (X, y) pont

egyenld tavol van a két egyenestdl, ha a helyettesitési értékeik abszolut értéke megegyezik,
azaz, ha L1(x, y) = £ Lao(x, y). Ezek tehat a szogfelez6k egyenletei. #



2. Baricentrikus koordinatak
2.1. Pontrendszer sulypontja
Fizikai analdgiara hivatkozva definidljuk az Xi, X2, ..., Xn helyvektorokkal, p1, p2, ..., pn

tomegekkel rendelkez6 merev pontrendszer sulypontjat (ill. tomegkdzéppontjat). A stlypont S
helyvektora

s — P1X1 + P Xy +...+ PpXp
P1+ P2 +...+ Pp

Fizikaban a tomegek természetesen pozitiv szamok, de ha eréhatasként (stlyeréként) fogjuk
fel, akkor a gravitacioval ellentétes erd is hathat a pontrendszerre, amit negativ pi szdmként
vehetiink figyelembe. A tovabbi alkalmazasokban a pi1, P2, ..., Pn szamok pozitivitdsat nem
tételezziik fel, csupan azt kell kikotni, hogy p1 + p2 + ... + pn # 0, mert a fenti képletben a
nevez6 nem lehet nulla. A tovabbiakban feltételezhetd lenne, hogy p1 + p2 + ... + pn = 1, hiszen
osztassal ez létrehozhato, mégis kényelmi okokbdl ezt nem tessziik meg.

A tovédbbiakban az n = 2 és az n = 3 esetet részletesebben targyalni fogjuk, mint fontos
segédeszkozt a tovabbiakhoz.

2.2. Osztopont, harmonikus pontnégyes
Legyen adott két kiilonb6z6 bazispont, B és C, helyvektorukat jeldlje bo és Co.

T2.1. A BC egyenes minden X pontja ecléallithato stulypontként a pontokba helyezett,
alkalmasan valasztott q és r (esetleg negativ, vagy nulla) stlyokkal. A g és r stlyok
megvalasztasa konstans szorzotol eltekintve (vagyis az aranyuk) egyértelmd.

B. A BC egyenes minden pontja, igy X is eldallithatd X = co + t(bo — Co) = tho + (1 — t)co alakban.
Ezzel megkaptuk a kivant stlyokat: q=tésr=1-t(q+r=1).

Ha lenne két kiilonbozé eldallitas, X = qbo + (1 — g)co és X = q1bo + (1 — g1)co, akkor
qbo + (@ —0q)co =abg + @ —a1)co.
(0 —0g)bg =(q—0z)Co,
bo =¢o
lenne, de ez lehetetlen, mert a B és a C pontok kiilonbozok. s
q

Vezessiik be a A =— aranyszamot Ezt r = 0 esetén nem tehetjiik meg, de ekkor a stlypont a B
r

pontba esik, ezt az esetet most figyelmen kiviil hagyhatjuk.

T2.2. A B és C pontba helyezett p és q tomegek P stlypontjara

B. T2.1. szerint P helyvektora, X eléallithaté x = gbo + rco alakban, ahol még feltételezhetjiik,
hogy g + r = 1. Ebbdl

X—Cq =qbg —(L—r)co =0a(by —Co)
9



€s
bg —Xx=@0-q)by —rcg =r(bg — o).
Tavolsagokkal felirva: PC =|q|-BC és PB=|r|-BC, ami az allitast igazolja. #

Ha q és r pozitiv, akkor P a BC szakasz bels6 pontja, és A : 1 — A aranyban osztja fel a szakaszt
(de vigyazzunk: a nagyobb sulyt ponthoz a révidebb szakasz csatlakozik!). Ha mindkettd
negativ, akkor a helyzet valtozatlan, -1-gyel megszorozhatok a sulyok.

Ha g ¢és r ellenkezé eldjeld, akkor P a BC egyenesnek a zart BC szakaszon kiviili részére esik,
ugy, hogy T2.2. allitasa teljesiiljon. Ezt kiils6 osztépontnak fogjuk nevezni. Kiilsé osztépont
nem létezik, ha A =—1, mert ez p + q = 0-t jelentene, és ekkor a stulypont nincs értelmezve.

A BC egyenesen adott 4 mellett (1 = 0, és |/1|;t1) mindig pontosan két pont van, ami a

% = | A | feltételnek eleget tesz, a belsd és a kiilsé osztopont. Jeldljik ezeket P-vel és Q-val.

A BCPQ pontnégyest harmonikus pontnégyesnek nevezziik.

T2.3. Ha a B, C bazispontokra vonatkozéan P ¢és Q harmonikus pontnégyest ad A

aranyszammal, akkor a P és Q bazisra B és C is harmonikus pontnégyes 1 aranyszammal.

B. Jeloljiik a pontok helyvektorait rendre bo, Co, po és Qo-lal, akkor a feltétel alapjan P és Q
eléallithato stlypontként a kdvetkezd alakban:

ﬂbo +Cp :(l+ﬂ)po,

—lbo +Cq :(1—Z)qO.
Ebbdl 6sszeadva

c :1+l " +1—/1q0
2 2
és kivonva
bo = 1% po =12 g0,
21 24

amibdl lathato, hogy bo és Co is sulypont, és a sulyok aranya + % A
+

A T2.3. alapjan a BCPQ harmonikus négyes szovegében a pontok sorrendje 1ényegtelen, ugyis
az egyenesen valo elhelyezkedés osztja ki a szerepliket.

2.3. Baricentrikus koordinatak

Harom bazispontot vegylink fel, A-t, B-t és C-t. Tegyiik fel, hogy az ABCA nem elfajult, azaz a
harom pont nincs egy egyenesen. A bazispontok helyvektorai legyenek ao, bo és Co.

T2.4. Az A, B, C pontokba, melyek nem esnek egy egyenesre, elhelyezett p, q és r
(p + g +r=0) sulyokkal a sik minden P pontja sulypontként eléallithatd. Az eléallitas konstans
szorz6tol eltekintve egyértelmii. Rogzitett A,B,C pontokhoz, tartozoan p, g, r felhasznalhato6 az
P pont jellemzésére, vagyis felhasznalhatok un. baricentrikus koordinatakként.
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B. A p, g és r szamokat eloszthatjuk p + g + r-rel, ez a stlyponton nem valtoztat. Tegyiik fel
tehat, hogy p + q + r = 1. Jeloljiik P helyvektorat x-szel és keressiik azokat a p, ¢, r szamokat,
melyekre fennall, hogy
pag + qbg +rcg =X,
és
p+g+r=1

Ez harom egyenletbdl allo lineédris egyenletrendszer a p, g, r szdmokra, melynek mindig
egyetlen megoldas-harmasa van, mert determinansa, az A = (a1, a2), B = (b1, b2) C = (cq, €2)

ag b ¢
jelolést bevezetve, [a, by Cy[, ami nem lehet 0, hiszen abszolut értéke éppen a haromszog

1 1 1

kétszeres teriilete (lasd T11.2.). &

Az ABCA sikjaban vegylink fel tetszélegesen egy P pontot. A PBCA eldjeles t; teriilete legyen
a teriilet, ha P és az ABCA a a egyenes ugyanazon partjan helyezkednek el, és ennek (—1)-
szerese, ha ellenkezd oldalon vannak. Hasonl6an definidljuk a PCAA t2-vel jelolt és a PABA ts-
mal jelolt eldjeles teriiletét, természetesen a b ill. a ¢ egyenesek vonatkozasaban.

T2.5. A P baricentrikus koordinatai az A, B, C bazispontokra vonatkozoan ty, t2, ts.
B. Legyen P = (X1, Xx2) és oldjuk meg Cramer-szaballyal a T2.4. egyenletrendszerét. Az

egyenletrendszer determinansa, mint azt emlitettiik, 2T, a szamlaloban szereplé determinans
pedig, szintén T11.2. szerint, 2ty, tehat

X1 b ¢
p—ixl b1 cl—t—l
T2 2 T
1 1 1

Feltehetd, hogy az ABCA koriiljarasi iranya pozitiv. Ha P az a egyenes haromszog feldli oldalan
van, akkor a PBCA koriiljarasi iranya is pozitiv, és a determinans pozitiv t; teriiletet ad, ha P az
a egyenes masik oldalan van, akkor t1 negativnak addodik, mert a PBCA koriiljarasi irdnya
megvaltozik.

Ugyanigy el6allithatd a tobbi baricentrikus koordinata is, és a kapott koordinatak T-vel
megszorozhatok. &

A baricentrikus koordinatak vetitéssel szemben invariansak. Ez részletesebben a kovetkezot
jelenti. Vegyiink fel az ABCA sikjaban egy tetszdleges P pontot, P baricentrikus koordinatai
legyenek p, q, r. Vetitsiikk az ABCA sikjatol kiilonb6z6 sikra az A, B, C és a P pontokat (nem
feltétleniil merdleges vetitéssel), a vetiiletek legyenek 4°, B’, C’ és P’. Ez esetben a P’
baricenrikus koordinatai az 4’, B’, C’pontokra nézve valtozatlanul p, g, r. Ez nem csak vetitésre
1gaz, hanem tetszOleges affin transzformaciora is. Az allitas kovetkezik T2.6.-bol €s abbol, hogy
a vetités (vagy az affin transzformacio) nem valtoztatja meg az egy egyenesbe esd szakaszok
hosszéanak aranyat.

Az ABCA-ben a g sullyal ellatott B €s az r sullyal ellatott C sulypontjanak és az A-nak 6sszekotd
egyenesét a haromszdg A cstcsabdl kiindulo stlyozott sulyvonalanak nevezziik. A stlyozott
sulyvonalnak csak akkor van értelme, ha g + r = 0.

T2.6. Az ABCA sulyozott stlypontja rajta van minden sulyozott sulyvonalon.
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B. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy p + g + r = 1. EKkor g + r # 0 esetén a stlypont
helyvektora

b
X = pag +gbg + rcg = pag +M(q+r),
+r

| gbg +rcg

g+r
stlyozott stilypontja A-nak és P-nek p ill. g + r sulyokkal képezett sulypontja, ami rajta van a
sulyozott sulyvonalon. #

aho a B ¢és a C sulyozott sulypontja, legyen ez P. A képlet alapjan a haromszog

A bizonyitasbdl az is kidertil, hogy a stlypont hol helyezkedik el a sulyvonalon, hiszen p és
g + r sulyokkal képezett linearis sulypontrol van szo.

T2.7. Legyen P az ABCA belsé pontja és jelolje di, d2, d3 rendre az a, a b és a ¢ oldaltol mért
tavolsagat. d; +d, +d3 a legkisebb magassag és a legnagyobb magassag kozé esik.

Specialisan egyenld oldalti haromszdgben dq +d, + d3 allando.

B. A haromszog felosztasaval az alabbi teriilet-egyenldséget irhatjuk fel
adl + bd2 +Cd3 =2T.

Ha a < b < c, akkor cdq+cdy+cdg>2T, vagyis d;+dy,+dz=>m., valamint
ad, +ad, +ad, <2T ,vagyis d; +dy +dg<m,. &

2.4.Trilinedris koordinatak

A hédromszdg pontjainak megadéasara — a baricentrikus koordinatdk mellett — hasznaljak a
trilinearis koordinatdkat is. Ebben az Osszedllitisban ezt csak megemlitjiik, nem fogjuk
hasznalni, mert a baricentrikus koordinatakkal helyettesithetok.

A sikon a pont helyzetét megadhatjuk a harom oldalegyenestdl mért eldjeles tavolsagaival, a
tavolsagot pozitivnak véve akkor, ha a pont az oldalegyenes ugyanazon oldaldn van, mint a
haromszog, ellenkezd esetben a tdvolsadgot negativnak vessziik. A harom eldjeles tavolsagnak
csak az aranyat tekintjiik, tehat a harom szdmadat tetszéleges nem nulla szorzoval
megszorozhato, az igy kapott szamokat tekintjiik a pont trilinearis koordindtainak. A trilinearis
koordinatak konnyen atszamithatok baricenrikusokka.

T2.8. Ha P trilinearis koordinatai p, q, r, akkor baricentrikus koordinatéi (az A, B, C csticsokra
vonatkozolag) ap, bq, cr.

B. A T2.5. alapjan P baricentrikus koordinétai (az ottani jeldléssel €lve) ti, to, t3. A t1 (és
hasonloan, a t2 és t3) teriileti haromszog eldjeles magassaga legyen ma (ill. mz, msz). A
magassagok tekinthetok trilinearis koordinataknak, tehat my = kp, m2 = kg, ma = kr. Ezek alapjan

t) = % akp, ty = % bkq, t3 = % ckr, és g-vel egyszerisitve kapjuk az allitast. #

A T2.7. allitas egyben azt is bizonyitja, hogy a trilinedris koordinatdk egyértelmiien
meghatarozzak a P pontot, a sik barmely P pontja esetén. A trilinedris koordinatdk megadasa
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esetén is fel kell tételezni, hogy a beldliik szarmaztatott baricentrikus koordinatak 6sszege nem
nulla, azaz, hogy ap + bq + cr=0.

2.5. Ceva tétele

Ceva tételét csak a haromszog belsejére redukalt alakban targyaljuk, de hasonloan érvényes
kiils6 pontokra is, csak némi diszkusszioval jar. Vegyiink fel a haromszog a, b és ¢ oldalan egy-
egy belsd pontot, rendre P1-et, P2-t és Ps-at. A koriiljarasi irdnyt betartva jelolje a pontok altal
létrehozott szakaszok hosszat ai, az, b1, bz, €1 és C2, azaz részletesen P B=a;,P,C=a,,

P,C=by, PpA=by, PyA=c; és PaB=cp.

T2.9. Ceva tétele. Az AP1, BP2 ¢és a CP3 egyenesek akkor és csak akkor metszik egy pontban
egymast, ha aibi1C1 = azbaCo.

B. Helyezziink el aib1, a2b, és aib, sulyokat rendre az A, B és C pontokba, akkor AP1 és BP»
stlyozott sulyvonal lesz. A metszéspontjukon athalado sulyvonal a ¢ oldalt azb> : aib: aranyban
osztja fel, ez akkor és csak akkor egyezik meg CP3-mal, ha

aoh, 14y =cq :cy,
¢s ezt akartuk bizonyitani. &

Legyen P egy pont a haromszog sikjaban, és tegyiik fel, hogy a PA egyenes metszi az a oldalt
Pi-ben, a PB egyenes a b oldalt P>-ben, a PC egyenes a ¢ oldalt P3-ban, akkor a P1P.P3A-et a
P-hez tartozoé Ceva-haromszognek nevezziik.

2.6. Az egyenes baricentrikus egyelete

Jeloljiik a haromszog csticsainak Descartes koordinatait (i, yi)-vel (i = 1, 2, 3). Vegyiink fel
tovabba a haromszog sikjaban tetszélegesen harom pontot P1-et, P2-t és Pz-at, melyek Descartes
koordinatai legyenek (ui, vi) (i = 1, 2, 3), és baricentrikus koordinatai legyenek

Pi, Oi, ri api+qi+ri=1 (i=1, 2, 3) megszoritassal.

T2.10. A P1P2P3A elgjeles teriilete

p. 4 n
T1 =P, Qq; L T,
P; 0; I

ahol T az ABCA elgjeles teriilete.

A két adott, (p;,0,,1)¢és (p,,q,,1,) ponton atmend egyenes egyenlete

p q r
p. 4 nh|= 0 )
P, 4, N

ahol p, q, r az egyenes egy tetszoleges pontjanak a baricentrikus koordinatai. A pi+qi+ri=1
(i=1, 2) megszoritas itt elejtheto.

B. A sulypontszamitas alapjan Pi Descartes koordinatai (i = 1, 2, 3) az aldbbiak szerint
szamithatok ki:
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PiXy +0;X; + X3 =U;,
Piy: + 0y, +hY; =V;.
Ebbdl kovetkezik, hogy
Pp G (X% Y 1 u v
P, 9 L% Y, li=lu, V,
Ps G KX Yy 1 Us Vs
Innen determinansokra attérve

Pp G nh| X Y u v
P, Q; LI-(X; Y, =|U; V, )
P; Qs L] X3 Y; U, Vg

ami, felhasznalva a haromszog T11.2.-ben megadott teriiletképletét, adja a tétel els6 allitasat.

Mivel a harom pont akkor és csak akkor esik egy egyenesre, ha a teriilet nulla, megkapjuk a
tétel masodik allitasat is. &

T2.11. Ha a P pont baricentrikus koordinatai p, ¢, r (p + q + r = 1), és egyik koordinata sem 1,
akkor a P-hez tartoz6 Ceva-haromszog 1étezik és eldjeles teriilete

_ 2pqr
1-pA-9d-r

ahol T az alapul vett haromszog el6jeles teriilete.

B. A P1 baricentrikus koordinatai O, g, r, de ha p = 1, akkor g + r = 0, és ilyen P1 pont nem

1étezik. Ha p # 1, akkor P1 baricentrikus koordinatai normalt alakban 0, % , % P,-re
-p 1-p

L, 0, r és Ps-ra L, L, 0. Alkalmazzuk a T2.10. tételt ezekre a pontokra, akkor
1-q 1-¢ 1-r 1-r

kapjuk, hogy

0 gr 5
. 1 0 0 fT= par a
A-p)A-a)@-r) 5 q 0 @-p)A-ag)2-r)
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3. Derékszogii haromszog
3.1. Thalesz-tétel
Derékszogii haromszognél, ha masként nem rendelkeziink, a C szoget tekintjiik 90°-osnak.

T3.1. Thalesz tétele. Az ABCA C szoge akkor €s csak akkor derékszogl, ha rajta van azon a
koron, az un. Thalesz-koron, melynek atméréje a ¢ oldal. A C szog akkor és csak akkor
tompaszog, ha C a kor bels6 pontja, akkor és csak akkor hegyesszog, ha C kiviil esik a koron.

B. Tiikrozziik az ABCA-et a c oldal felez6pontjara. Ha a haromszog derékszogl, akkor
téglalapot kapunk, melynek atloi egyenldk és felezik egymast, ezért a téglalap koriilirt korének
kozéppontja a ¢ oldal felezopontja. Ha C pont a Thalesz-koron van, akkor a tiikkrozéssel kapott
parallelogramma atléi egyenl6k, tehat téglalaprol van szo, azaz a C szog 90°-0s.

Ha C a c oldal f6lé rajzolt koron beliil van, akkor az AC oldalt meghosszabbitva egy D pontban
metszi a kort. Az ACB szog a CDB szog és a CBD szog 0sszege, vagyis nagyobb a deré¢kszognél.
Ha a C pont a koron kiviil van, akkor feltehetjiik, hogy a < 90°, ekkor a CA oldalszakasz metszi
a kort egy D pontban. A DAB szog (ami 90°) egyenlé a DCB és a DBC szogek Osszegével,
vagyis a DCB szog kisebb, mint a derékszog. (A megforditott allitasok ebbdl mar adoédnak.) a
3.2. Mértani kozép tételek

T3.2. Fél-Pythagorasz-tétel. Derékszogli haromszogben a befogd mértani kdzéparanyos az
atfogora esd vetiilete és a teljes atfogd kozott.

T3.3. Der¢kszogli haromszdgben a magassag mértani kozéparanyos az atfogo két szelete
kozott.

A tételek specidlis eseteit képezik egy altalanosabb tételnek, ezért a bizonyitasokat ez utan
adjuk meg.

T3.4. Az ABC derékszogli haromszdgben, tovabbra is T-vel jeldlve az atfogdhoz tartozo
magassag talppontjat,

AT :TB=hb?:a2.
A tétel altalanos haromszogekre vonatkozo allitasat lasd T9.6.-nal.

B. T3.2.-t felhasznalva b% =c- AT és a® =c-TB. A két egyenlet hanyadosa adja a kivant
allitast. a
3.3. Hatanyvonal, hatvanypont

Ha adott egy kor €s egy pont tetszdlegesen a sikon (a koron kiviil, rajta, vagy beliil), az alabbi
tétel segitségével definidlhatjuk a pont korre vonatkozé hatvanyat.

T3.5. Adott egy kor és a P pont tetszélegesen. Huzzunk P-n keresztiil szel6t a korhoz (azaz a
kort metszd egyenest). A ponttol a korig terjedd szel@szakaszok szorzata allando. Az allitas
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érvényben marad szel6 helyett érintdre is, ha ekkor mindkét metszéspontot azonosnak tekintjiik
az érintési ponttal. A P pont korre vonatkozo hatvanyanak nevezziik a szel6szakaszok szorzatat,
ha a pont a koron kiviil (vagy rajta) van, és ennek (-1)-szeresét, ha a pont beliil van.

B. Két abran kell kovetni a bizonyitast, egyik esetben a P pont a korén kiviil van, a masik
esetben beliil. Vegyiink fel tetszélegesen (mindkét abran) két szeldt, az egyik szeld két
metszéspontja legyen Q és R, a masiké Q1 és Ri, azonban, ha P kiils6 pont, akkor a P-hez
kozelebbi metszéspontokat jeldlje Q és Q1. A PQ1RA hasonlo a PQR1A-héz, mert a P-nél 1évo
szogiik koz0s, ill. csticsszogek, és az R-nél és Ri-nél 1évo szogiik azonos iven nyugvo keriileti
szogek. A hasonlosagi aranyt felirva
PQ:PR; =PQ; : PR,
¢s ezt akartuk bizonyitani. #

B. (T3.2. visszavezetése T3.4.-re.) Az ABC derékszogli haromszog magassaganak a talppontja
a c oldalon legyen T. Rajzoljuk meg a BCDA koriilirt korét, ennek érintdje az AC egyenes. T3.4.

_2 _
alapjan a P pontnak A-t valasztva AC = AT - AB, és ezt akartuk bizonyitani. #

B. (T3.3. visszavezetése T3.4.-re.) Az ABC derékszogii haromszog magassaganak a talppontja
a c oldalon legyen T. Rajzoljuk meg a ABCA koriilirt korét, a C csucs Cq tiikorképe a ¢ oldalra
vonatkozoan a Thalesz-tétel miatt szintén a korre esik. T3.4. alapjan a P pontnak T-t valasztva

CT (ﬁ = AT -TB, és ezt akartuk bizonyitani. &

Tegyiik fel, hogy a kor egyenlete K(X, y) = 0, és a négyzetes tagok egyiitthatdi (6sszevont
alakban), az un. féegyiitthatok eggyel egyenldk. Ez mindig elérhetd a jelenlegi egyiitthatokkal
torténd osztassal. Legyen megadva egy tetszéleges P= (X1, y1) pont.

T3.6. AP pont hatvanya a K(X, y) = 0 korre vonatkozoan — ha a féegyiitthatok eggyel egyenlok
— K(Xl, y1).

B. A kor egyenlete mindig megadhatdo K(X,y)=(x— Xo)2 +(y— yo)2 —r? =0 alakban, ahol
(Xo, Yo) a kor kdzéppontja, r a sugara. Akkor
2 2
K(x1, ¥y1) =(x1 = %0)" +(y1 —yo)" -
ahol d a P tavolsaga a kor kozéppontjatol. A kiilso és belsé P pont estetét kiilonvalasztva, de
mindkét esetben Pythagorasz tételét (T3.8.) és T3.4.-et felhasznalva kapjuk a tétel allitasat. #

2_42 2

T3.7. Adott két, nem koncentrikus kor, K1 és K2. Azon pontok mértani helye, amelyeknek a két
korre vonatkozo hatvanyuk egyenld, egy egyenes, mely merdleges a két kor centralisara. Az
egyenest a két kor hatvanyvonalanak nevezzik. Harom kor esetén, ha a kozéppontok
haromszdget alkotnak, a paronként elkészitett hatvanyvonalak egy ponton mennek at, a pontot
a harom kor hatvanypontjanak nevezziik.

B. Legyen a két kor egyenlete Ki(x, y) = 0 (i = 1, 2), és feltételezziik, hogy a foegyiitthatok
eggyel egyenldk. T3.6. alapjan az (X, y) pontra, ha a két korre vonatkozo6 hatvanya megegyezik,
Ki(X, y) = Ka(X, y). Ez egyben a keresett mértani hely egyenlete, ami linearis, mert a négyzetes
tagok kiesnek az egyenletbdl (a linearis tagok nem esnek ki, csak ha a korok koncentrikusak).
A mértani hely tehat egyenes. Ha a P pont hatvanya a két kdrre megegyezik, akkor a centralisra
vonatkozo6 tiikorképére is igaz ez, tehat az egyenes merdleges a centralisra.
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Harom kor esetén, a korokre tett feltétel miatt, barmely két hatvanyvonal metszi egymast. Két
hatvanyvonal metszéspontjdnak a hatvanya mindharom korre egyenld, tehat ezen a ponton a
harmadik hatvanyvonal is atmegy. #

3.4. Pythagorasz-tétel

T3.8. Jelolje ¢ az ABCA leghosszabb oldalat. Az ABCA akkor és csak akkor derékszogl, ha
a’+h?=c2.

Az ABCA akkor és csak akkor tompaszogii, ha a2 + b? < ¢?, és akkor és csak akkor hegyesszogii,

ha a?+b?>c?.

B. Ha az ABCA derékszogii, akkor az a és a b oldalra is irjuk fel a Fél-Pythagorasz tételt (mint

2

ahogy ezt T3.5 bizonyitasaban tettiik): b2 =c-AT és a® =c-TB. Adjuk 6ssze a két formulat,

akkor a2 + b? = ¢? adodik.

Ha az ABCA nem derékszogii, akkor két dbran kovessiik a bizonyitast: az egyiken a C szog
tompasz0g, a masikon hegyesszdg. Az A-bol huzott magassag talppontjat jeloljik T-vel, és
legyen m= AT , valamint x =CT . frjunk fel két Pythagorasz-tételt:

b2 =m? +x2,
2

c :m2+(aJ_rx)2,

ahol + érvényes, ha a C szog tompaszog, és —, ha hegyesszog. A két egyenletet vonjuk ki

egymasbol, akkor a? +b% —c? =F2ax, ahol a felsé eldjel tompaszog, az als6 hegyesszog

esetén érvényes. Mivel nagyobb oldallal szemben nagyobb szég van (T1.7.), tompaszdg vagy
derékszog csak a y szdg lehet, igy, ha y hegyesszog, akkor a haromsz6g minden szoge
hegyesszog. Ezzel az allitdsokat egyik iranyban bebizonyitottuk. A forditott irany indirekt
modon ebbdl mar kovetkezik. #

A bizonyitasbol érthetd, hogy miért szoktak T3.2.-t fél Pythagorasz tételnek nevezni.

Végezetiil alljon itt a Pythagorasz-tétel {6 allitasanak Pythagorasztol szarmazé legegyszeriibb
bizonyitasa.

Rajzoljunk egy a + b oldalhosszisagi A1A2AzAs négyzetet. A négyzet keriiletén A1-bol A, felé
kiindulva ¢€s kérbehaladva minden oldalon vegylink fel egy pontot az oldal kiindulasi pontjatol
a tdvolsagra, e pontok legyenek rendre P1, P2, P3, P4. A P1A2P2A (és hasonl6an a tobbi Csucsnal
elhelyezked6 haromszogek is) a és b befogdjt derékszogii haromszog, atfogdja legyen c. A
P1P2P3P4 négyszog tehat ¢ oldalli négyzet, melynek teriilete megkaphato, ha az A1A2AzA4
négyzet terliletébdl levonjuk a négy derékszogli haromszog teriiletét:

02:(a+b)2—4a?b:a2+b2.

3.4. Szégfelezo

A derékszogli haromszdgben a szogfelezOk hosszéara egyszerlibb képletet lehet adni, mint
altalanos esetben (1d. T4.10.).
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T3.9. A derékszog fc szogfelezdjére az

ab
=P 3,
© a+b
mig a 3 szog fn Sz6gfelezbjére az
2c
fp =a,|—
b a+c

formula érvényes.

B. A deré¢kszog szogfelezd egyenese a c oldalt messe D-ben, mig a B-n keresztiil fektetett az a

oldallal parhuzamos egyenest E-ben. Nyilvan CE=av2. A DACA és a DBEA hasonld
egymashoz és a hasonlosagi arany b : a, ezért a D pont ilyen aranyban 0sztja a CE szakaszt. Az
aranyos osztas képletével kapjuk a tétel elso allitasat.

A [ szog fo szogtelezdjének talppontja legyen P, és a BCPA-et tiikrozziik a szogfelezére. A C
csucs titkkorképe, C’a ¢ oldalra keriil. Vezessiik be az X =PC = PC’ jel6lést. Az APCA hasonlo
az eredeti haromszoghoz, ezért X: (C—a) = a : b, vagyis
‘o a(c-a) a(c—-a)(c+a) ab
b b(c + a) a+c
Ennek segitségével a Pythagorasz-tétel adja a szogfelez6 hosszat:
2 2 2 2 2
fbg a2, 2 :a2(1+( b j _ 422 +b +c2+2ac:a2 2c +2';1c:a2 2c |
a+c (a+¢c) (a+c) a+c

A

T3.10. Derékszogii haromszogben p =s — ¢, vagy masképpen fogalmazva p = % (a+b-c).

B. Az érintészakaszok egyenldségébdl kovetkezik, hogy 25 =2C + 2p. A
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4. A Koriilirt kor
4.1. A koriilirt kér kozéppontja

T4.1. A haromszog oldalfelez6 merdlegesei egy pontban metszik egymast, ez a haromszog koré
irhato kor O kozéppontja. A COB szogek koziil az, amelyik A-t nem tartalmazza, 2« nagysagu.
Az O kozéppont hegyesszogii haromszognél a haromszog belsejébe, derékszogii haromszognél
az atfogora (Thalesz tétele), tompszogli haromszognél a haromszogon kiviilre, de a tompaszog
belsejébe esik.

B. a) A T1.6-ot tobbszor felhasznalva bizonyitjuk. Az AB szakaszfelez6 merdlegesének minden
pontja egyenld tavol van A-t6l és B-tdl, a BC szakaszfelezd merdlegesének minden pontja
egyenld tavol van B-t6l és C-t6l, a metszéspontjuk tehat mindharom ponttol egyenld tavol van,
igy ez a kortlirt kor kdozéppontja. A szakaszfelezd merdlegesek biztosan metszik egymadst,
hiszen nem lehetnek parhuzamosak. Mivel az O metszéspont egyenld tavol van A-t6l és C-tdl,
biztosan rajta van az AC szakaszfelez6 merdlegesén.

b) Ugyanazon ivhez tartozo kozépponti szog kétszerese a keriileti szognek, és a kozépponti
szOgtartomany nem tartalmazhatja a kertiileti sz6g csucsat.

) a=90° akkor és csak akkor, ha a COB sz6g 180°-0s, vagyis, ha CB atméré.

d) Ha > 90°, akkor az a COB szog, mely A-t nem tartalmazza, 180°-nal nagyobb. Vegyiik azt
a CB egyenes altal leszelt korszeletet, mely A-t nem tartalmazza, ez nagyobb mint egy félkor,
tehat O a belsejében van CB altal elvalasztva az ABCA-t6l. Megforditva, ha O nincs a
haromszogben, akkor az ABCA oldalai altal leszelt harom korszelet valamelyikébe esik, ez a
korszelet nagyobb, mint egy félkor, tehat kozépponti szoge nagyobb, mint 180°. Igy a keriileti
sz0g, a haromszog szoge tompaszog.

C)-bdl és d)-bol mar kovetkezik, hogy O akkor és csak akkor esik a haromszog belsejébe, ha az
hegyesszogli. #

T4.2. A koriilirt kor sugara R =

—— . Az O elgjeles tavolsaga az a oldaltol d = a ctge, ahol
2sin o 2

d negativnak adodik, ha a O kiviil esik a haromszogon.
B. Jeloljik F-fel az a oldal felez6pontjat. Mivel a BOF szdg «, mindkét allitas a BOF
derékszogli haromszogbdl leolvashatd. Az eldjelre vonatkozo allitds T4.1. alapjan

ellenorizheto. a

T4.3. O a nagyobb oldalhoz kozelebb van.

2
B. Mivel d? =R? -(gj , az 4llitas nyilvanvalo. &

abc . . .
T4.4. A haromszog teriilete: T = IR mely képlet T ismeretében az R kiszamitasara is

alkalmas.
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B. T :%bmb =1bcsina =a—bC, ahol my a b oldalhoz tartoz6é magassagot jeloli, és sina-t

kikiiszoboljiik a T4.2. els6 képletével. &

T4.5. Az oldalfelezd6 merdlegesek a felezO0 haromszog (azaz az oldalak felezépontjai altal
alkotott haromszodg) magassagvonalai, az O ennek a haromszdgnek a magassagpontja.

B. Az allitas nyilvanvalo. &

T4.6. Az A csucsbdl kiinduld magassagvonal tiikkorképe az A cstcsbol kiinduld szogfelezore
atmegy O-n.

B. A magassagvonal és a b oldal szoge 90° — y, egyszerli szogszamolassal ugyanekkora az OAB
szOg is. A

T4.7. Az O baricentrikus koordinatai az A, B, C alappontokra vonatkozoan sin2 ¢, Sin2/, sin2y,
vagy mas alakban acosea, bcos S, ccosy .

2
B. Hasznajuk a T2.5. tételt. Mivel az OBCA t1 terdlete RTSin 2a, az O baricentrikus

2 2 2
koordinatai 7sm 2a 7sm 25, 7S|n 2y , ami egyszerusitheto a fenti alakra.

A kétszeres szogeket atalakitva a Sinacos«, sin Scos /3, siny cos ¥ koordinatakhoz jutunk el,
a b

majd ezeket beszorozva t=——=——=—
sinae sinf siny

-val, megkapjuk a masodik allitast. &

A felez6 haromszog koriilirt korét Feuerbach-kornek nevezik. Errél a 10. és 15. fejezetben
részletesen is sz6 lesz. T10.9.-ben adjuk meg az O baricentrikus koordinatainak oldalakkal
kifejezett alakjat is.

4.2. Izogondalis konjugalt

T4.8. A koriilirt kor baricentrikus egyenlete

a*qr+b*gp+c?pg=0.
Mas szavakkal, P akkor és csak akkor pontja a korilirt kornek, ha p, q, r baricentrikus
koordinataira az elobbi egyenlet fennall.

B. A T14.2. kozvetlen kdvetkezménye. #
A T4.6. allitas sugallja a kovetkezé gondolatmenetet és definiciot.
T4.9. A haromszog sikjaban vegyiink fel egy P pontot, mely nem esik a haromszog koriilirt

korére. Tiikrozziik az A csucsnal 1évé szog belsd szogfelezdjére az AP egyenest, majd a B
csucsnal 1évo szog belso szogfelezdjére a PB egyenest és a C csucsnal 1évo belso szogfelezore
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a PC egyenest. A tiikrozott egyenesek egy ponton mennek at, legyen ez a P1 pont. A Py pontot
a P izogondlis konjugaltianak nevezzik. Ha a P a haromszog koriilirt korén van, akkor az
izogonalis konjugaltat nem definialjuk.

Ha P baricentrikus koordinatai p, g, r, akkor P1 baricentrikus koordinatai azqr, bzrp, c? pq .

B. Tegyiik fel egyeldre, hogy a p, g, r szamok egyike sem nulla. P-nek az oldalaktol mért
eléjeles tavolsagat jeloljik rendre di-gyel, d>-vel és ds-mal. T2.5. alapjan p és Q aranya
megegyezik a PBCA ¢és a PCAA eldjeles teriileteinek aranyaval, vagyis p:q=adj :bd,, amibdl

: P.Q

dy:dy=—:=.

1-4Y2 a'b
Mivel a’qr+b2gp+c2pg=0, ugyanis P nincs a korilirt koron, a agr, b?rp, c?pq
baricentrikus koordinatak meghataroznak egy Q pontot. Ugyanezzel a gondolatmenettel a Q
pont BC ¢és CA oldalegyenesektél mért eldjeles tavolsdgainak az ardnya

aqr:brng:gzdz :dy. Ebbdl lathato, hogy Q rajta van a CP egyenesnek a C pontbol

kiindulé szogfelezére vonatkozé tiikorképén. Hasonldan Q a tobbi tiikkrozott egyenesen is rajta
van, tehat Q = P1.

Ha valamelyik koordinata, mondjuk a p nulla, akkor P a BC egyenes egy pontja, melynek
izogonalis konjugaltja az A csucspont, tehat az allitas ekkor is igaz. #

Ha a P pont nem esik a haromszog oldalegyeneseire (€s a kortilirt korre), akkor az izogonalis
konjugaltsag reflexiv tulajdonsag, vagyis P1 izogondlis konjugéltja P.

A T4.6. allitas azt mondja ki, hogy a magassagpont a koriilirt kor kézéppontjanak izogonalis
konjugaltja. Nyilvanvalo allitas, hogy a beirt kor kdzéppontja 6nmaga izogonalis konjugaltja.
Ugyanez igaz a hozzairt korok kozéppontjaira is. Tovabbi, a haromszdg nevezetes pontjaira
vonatkozd, izogonalis konjugaltsagi tulajdonsagokkal a megfeleld fejezetekben foglalkozunk.

A fejezet tovabbi részében az oldalak P és P1 pontbdl képezett 1atoszogével foglalkozunk. A
legegyszeriibb eset az, amikor P a haromszog belsejébe esik, ekkor P1 is ilyen, hiszen
baricentrikus koordinatai pozitivak.

T4.10. Ha P a haromszog belsejébe esik, ¢és izogonalis konjugaltja P1, tovabba, ha a ¢ oldal
latoszogét a P-bol pc-vel, P1-bol ¢! -vel jelodljiik, akkor

0.+, =180 +y.
(Természetesen barmelyik oldalra hasonld szabaly érvényes.)

B. A haromszogek szogdsszegére vonatkozo tételbol
@, =180° — PAB sz6g— PBA szdg.
frjuk fel ugyanezt a P1 pontra is és hasznaljuk fel a P1 pont tiikrozésekkel torténd eléallitasat:
@, =180° — P,AB sz6g— P,BA sz26g=180° — (o — PAB sz6Qg) — (3 — PBA 520(Q) .
Adjuk 6ssze a két egyenletet, akkor
0.+, =360°—a— =180 +y. A

Kiilsé pontokra kissé bonyolultabb a helyzet. Az altalanossag korlatozéasa nélkiil feltehet;jiik,
hogy P a haromszog a szogterében, vagy annak csticsszogterében van. Ha P az a csucsszogének

21



terében van, akkor P1 az a szogterébe esik (1d a bizonyitast), a két konjugalt pont felcserélésével
feltehetjiik tehat, hogy P az a szdgterébe esik. Itt is két esetet kell megkiilonboztetniink: P a
haromszdgon kiviil, de a koriilirt koron beliil, vagy a koriilirt koron kiviil van.

T4.11. Ha P az a szogterében a haromszdgon kiviil, de a koriilirt koron beliil van, akkor

PP =7
Ha P az o szogterében a koriilirt koron kiviil van, akkor
PP =7

A b oldal 1atoszogére hasonlo képlet igaz, mig az a oldal 1atoszogére
@, ¥, =180° -«
a két esetnek megfelelden.

B. Legyen P az a szogterében a haromszégon kiviil. A BP félegyenes szogfelezére vonatkozé
tiikkorképe f + PBC szog szoget zar be, a CP félegyenes tiikorképe pedig y + PCB szog szoget
zar be az a oldallal. A két szog dsszege pedig f + PBC + y + PCB =180° — o + 180° — pa <
< 180° ha pa > 180° — @, azaz, ha P a koriilirt koron beliil van, és > 180°, ha P a koriilirt koron
kiviil van. Az elsd esetben P1 az a csticsszogének szogterében van, a masodik esetben pedig az
a szogterében.

Tegytik fel, hogy P az a szogterében a haromszogon kiviil, de a kortlirt koron beliil van, akkor
¢, =180° — #— PBC sz6g— PAB szdg,
¢s a tiikr6zés miatt
@, =180° — P,BAsz6g — P,AB sz8g=180° — PBC sz6g— (180° —« + PAB sz0() .
A két egyenlet kiilonbségeként
@, —¢,=180° - p-a=y
kapjuk az els6 allitast.

Ha P a kortilirt koron kiviil van, akkor hasonlé gondolatmenettel
¢, =180° — #— PBC sz6g— PAB szdg,
és
@. =180° — P,BAsz6g— P,AB sz6g=180° — (180° — PBC sz8g) — (o — PAB sz8g) .
A két egyenletet 0sszeadva,
Q.+, =180°-B-a=y,
kapjuk a mésodik allitast.

A P és P1 helyzete miatt @, = ¢, +¢, és @, =@, +¢., ezért a két esetnek megfeleléen a
bizonyitott osszefiiggésekbdl @, F ¢, = f+y =180° — adodik. A
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5. A beirt kor
5.1. Elhelyezkedése és mérete

Vezessiik be a kovetkezo allando jeloléseket. Og €s p legyen a beirt kor kozéppontja és sugara,
Oa és pa az a oldalhoz hozzairt kor kozéppontja és sugara (mely az a oldalt kiviilrél, ésa b és ¢
oldalak meghosszabbitasait érinti). Hasonld értelmet adjunk az Oy, Oc, v éspx jeloléseknek is.
A beirt kor érintési pontja legyen az a oldalon Ea, a b oldalon Ep, a ¢c-n Ec. A haromszog
keriiletének a felét, a félkeriiletet, jeloljik s-sel.

T5.1. A haromszog belsé szogfelezéi egy pontban metszik egymast, ez a beirt kor Oo
kozéppontja. Két kiilsé szogfelezo és a fennmaradd, A-val jelolt cstcs belsé szogfelezdje is egy
pontban talalkozik, ez az a oldalhoz tartoz6 hozzairt kér Oa kdzéppontja.

B. A bels6 szogfelez6 szakaszok metszik egymast, mert az « szogfelezdje két részre vagja szét
a haromszoget, egyik oldalan van a B csucspont, a masikon a b oldal és a £ szoghdz tartozo
szogfelezd szakasz e két objektumot koti 6ssze. A metszéspont tehat a haromszog belsejében
van. Az a szogfelezdjének minden pontja egyenld tavol van a b egyenesétdl és a ¢ egyenesétol,
a f szogfelezdjének minden pontja egyenld tavol van az a egyenesétdl és a C egyenesétol, a
metszéspontjuk, Op egyenld tavol van mindharom oldal egyenesétdl, ezért ez a beirt kor
kozéppontja. Mivel Op egyenld tavol van a és b egyeneseitdl, T1.9. miatt a C csucsnal 1€v6 szog
valamelyik felezd egyenese atmegy Oo-n, de ez csak a belsd szogfelezd lehet, mert Op a
haromszog belsejébe esik.

Az aés a [ sz0g kiilso szogfelez6i merdlegesek a belsokre, ezért a ¢ oldal egyenesével bezart

szogeik 90° — % ,ill. 90° — b , ezek Osszege 180° — # <180°, tehat nem parhuzamosak,

igy a y szOg szarai kozott, de a haromszogon kiviill metszik egymaést. A metszéspontrol
ugyanugy elmondhatd, mint az el6z0 esetben, hogy a harom oldalegyenestdl egyenld tavol van,
tehat Oa-t kaptuk meg, és Oa rajta van a yszog egyik szogfelez6jén, ami csak a belsé szogfelezd
lehet. &

T5.2. EbA=E;A=s-a, és ez hasonldan a tobbi csucsra vonatkozodan is felirhat. Ha az a
oldalhoz hozzairt kor érintési pontjait az egyes oldalegyeneseken Pa, Py és P jeloli, akkor

R C=P,C=s—-b, BA=s
és
FaEa —lb—cl.
Az a oldal F felez6pontjabol bocsassunk merdlegest az A-nal 1év6 szog belsé szogfelezdjére.
A mer6leges egyenes messe a b oldal egyenesét P-ben, a ¢ oldal egyenesét Q-ban, akkor

— — |b—c|
PC=QB="_~ =FE,=FP,,

tovabba

B. A haromszog kertilete felirhato az érintdszakaszok 0sszegeként, de ezek parosaval egyenldk:
2s=2EpA+2E,B +2E,C =2Ep A+ 2a,
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vagyis
Eb A=s-—a.

Hasonldéan 2s=b+c+R,C+P.B=R,A+P,A=2R A. Ebbdl kozvetleniil lathatdo, hogy
R,C=s-b.

Tegyiik fel, hogy ¢ > b, akkor P,B+E,C =(s—c)+(s—c)=a+b—c<a, vagyis
P,Ej=a-(a+b-c)=c-bh.
Ugyanigy b > ¢ esetén (felcserélve a két oldal betiizését) P,E; =b —c, ami igazolja a masik

allitast.

A harmadik allitas bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy ¢ > b és tiikkr6zziik F-re a PCFA-et. C
tiikorképe B, mig P tiikorképét jeloljik P’-vel. Az APQA egyenldszart, ezért a BP'OA is
egyenldszart, hiszen oldalaik parhuzamosak vagy egy egyenesre esnek. Legyen

BQO=BP'=CP=x, akkor c—x=b+x, tehat X:CT’ ezért BQ=FE, =FP, . Az

érint0szakaszok egyenldségét felhasznalva

QE, =BE,-BQ=BE, -FE, =BF ==. &

N

T5.3. pipa=(s—a):s.

B. A két kor hasonlosagi kozéppontja A, a nagyitasnal az Ec pontnak a Pc felel meg, ezért

P pa=E;A:P.A=(s—a):s. A
T5.4. T=p-s=py(s—a).

B. A haromszdget bontsuk fel az OoAB, az OoBC az OoCA haromszogekre és a teriiletet
szamitsuk ki a részhdromszogek teriileteinek osszegeként:

T:C—p+a—p+b—p:ps.

2 2 2
A masik képletet a T5.3. felhasznalasaval kaphatjuk meg (vagy ugyanilyen felbontasos
eljarassal is bizonyithato). #

T5.5. Heron-képlet. T2=s(s—a)(s—b)(s—c).
Sziikség lesz még a Heron-képlet 6sszeszorzott (kevésbé ismert) valtozatara is:
(4T)* =—a*-b* —c* +2(a’b® +b’c* +c*a’)

B. Jeldljiik Pa-val az a oldalhoz hozzairt kor érintési pontjat az a oldalon. Az OgCEaA hasonld
a COaPaA-h6z, mert a kiils6 szogfelez6 merdleges a belsore. Ebbol

CE, :OgE, =0,P, :CP,,

¢s T5.4 felhasznalasaval
(s—c):I:L:(s—b),
s s-—a
ami ekvivalens a Heron-képlettel.
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Az Osszeszorzas eldtt szabaduljunk meg az s jeloléstol:
(4T)*> =(a+b+c)(-a+b+c)(a—b+c)(a+b—c),
majd tobbszordsen alkalmazzuk az 6sszeg és kiilonbség szorzatanak formulajat. akkor
(4T)* =((b+c)® —a?)(a® —(b—c)?) = (-a® +b* +c® + 2bc)(a® —b? —c? + 2bc) =
=4b%c® —(a®* —b*—c?)? =-a’ —b* —c* +2(a’b® +b’c® +c’a?). &

T5.6. A beirt kor tertiletének és a haromszdog teriiletének hanyadosara felsé korlat adhato,
p27r < T
T 33
¢s egyenlOség csak az egyenld oldali haromszog esetén all fenn.

Adott teriileti haromszogek koziil az egyenld oldali haromszognek minimalis a keriilete, és
adott keriileti haromszdgek koziil az egyenld oldali haromszégnek maximalis a teriilete.

B. Az el6z06 két tétel alapjan alakitsuk at a kifejezést:
P’ _p_T _ys(s-a)s-b)s—c)
T S 32 32 .
s-et allandonak tekintve a gyokjel alatti harom tényezére alkalmazzuk a szdmtani-mértani
kozép egyenlétlenséget, a harom szam Gsszege (S —a) + (S—Db) + (s—c) = s, tehat

£ (e

Tl T

amit bizonyitani akartunk. Az egyenléség csak akkor all fenn, has—a =s—b =s-c, vagyis,
haa=b=c.

A bizonyitott egyenldtlenség a T = p-s képlet segitségével a
1 2
T<——=s
3V3
alakba irhato at, ami — hozzavéve, hogy egyenldség csak egyenld oldalil esetben all fenn —

igazolja a masodik két allitast. &

T5.7. Az Qo pontbél az a oldal 90° +% szOg alatt latszik. Ha A-t a kortlirt kornek azon a
részén mozgatjuk (az a oldalt rogzitve), amelynek pontjaibol az A-nal 1évé sz6g a marad, akkor

Op is koriven mozog. A BO4C szog 90° 2. M

2 2

B. A BOCA két szoge g és g a harmadik szog tehat 180° — g - g =90 +%. A BOoCOa

négyszogben két derékszog van, igy a masik két szog 6sszege 180°, amibdl a tétel masik allitasa
mar kovetkezik.

5.2. A szogfelezo szakasz
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Vezessiik be ideiglenes jelolésként a kovetkezoket. Jeloljiik az A cstcs belsd szogfelezdjének
¢és az a oldalnak a metszéspontjat P-vel, a kiilsé szogfelezdjének és az a oldal egyenesének

metszéspontja — ha 1étezik — legyen Q. A b és a ¢ oldalak aranyat jel6lje A, tehat A = b .
C

T5.8. Az asz6g belso szogfelezdje a szemkdzti a oldalt a szog szarait képezo oldalak aranyaban
osztja fel:

PC:PB=41.
Hasonl6 igaz a kiils6 szogfelezore is. Tegyiik fel, hogy AB = AC , akkor Q létezik, és
QC:QB=41.

B. Huzzunk a szogfelezdvel parhuzamos egyenest a C-n keresztiil, messe ez az egyenes a C
oldal meghosszabbitasat D-ben. Az ACDA egyenldszaru, tehat AD =b. A parhuzamos szelok
tétele miatt PC:PB=b:c=A41.

Htzzunk a b oldallal parhuzamos egyenest a B-n keresztiil, messe ez az egyenes a kiilsé
szogfelez6 egyenesét E-ben. A BAEA egyenldszart, tehat BE =c. A QBEA és a QCAA hasonlo,
tehat QC:QB=b:c=1. &

Az 5.8. 4llitas szerint a B, C, P, Q pontok harmonikus pontnégyest alkotnak (1d. 2. fejezet).

T5.9. PB=—2 ¢s PC = Tovibba 41 esetén OB=—> és QC= 4
1+ 2 1+ 4 1- 2] 11— 2|
B. Legyen PC = x, akkor (T5.7. alapjan) X : (a—X) = 4, amib8l x = 1’%
+

A masik esetben legyen QC= y.HaA<1, akkory: (a+y)=A4,vagyis y :1A_a/1 .Ha1>1,

akkory : (y —a) = 4, vagyis y:;—al. A

Az APQA korilirt koérét az ABCA a oldalahoz tartozd Apolloniusz-korének nevezik.
Részletesebben lasd a 6. és a 20.1. fejezetet.

T5.10. A beirt kor kozéppontjanak az A, B, C bazispontokra vonatkozd baricentrikus
koordinatai a, b és c, vagy szogekkel megadva sine, sing, siny.

Oo az AP szogfelez6t A_OO : @ = (b +c):a aranyban osztja fel.

Az O baricentrikus koordinatai —a, b, ¢, ill. —sing, sing, siny.

B. 1. bizonyitas. Oy, ill. Oa trilinearis koordinatai +p, p, p (ahol p most a beirt, ill. hozzairt kor
sugara), vagy ami ezzel ekvivalens, +1, 1, 1. A T2.7. alapjan a baricentrikus koordinatak +a, b,
C. &

2. bizonyitas. A P pont a B-ben elhelyezett b tomeg €s a C-ben elhelyezett ¢ tomeg stlypontja,
tehat AP sulyozott sulyvonal €s tartalmazza a sulyozott stlypontot. Ez hasonléan a tobbi
stlyvonalra is igaz, vagyis a sulyozott stlypont minden szdgfelezOn rajta van, tehat Oo
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megegyezik a stlyozott sulyponttal. Mivel Op az A pontban elhelyezett a tomeg és a P pontban
elhelyezett (b + ¢) tomeg stlypontja az osztasi arany nyilvanvalo.

Huzzuk meg az «a szog belsé szogfelezd egyenesét, AP-t, valamint a S szog belso és kiilsé
szogfelez6jét. Az AP egyenesen kapott Op és Oa az A és P pontokkal egyiitt harmonikus
pontnégyest alkot. Mivel Op az A és P pontok a és (b + ¢) sulyokkal képezett stilypontja, Oa
ugyanezen pontok —a és (b + c) sulyokkal képezett sulypontja, vagyis Oa baricentrikus
koordinatai —a, b és c.

A szdgekre vonatkozé atirdshoz szorozzuk meg t-vel a baricentrikus koordinatakat, ahol a
sina_sing _siny
b c

szinusz-tételt felhasznalva t =

Két formulat és egy egyenldtlenséget is adunk a szogfelezd hosszara.

T5.11. Az arszog belso szogfelezdje hosszanak a négyzete

o2 )

A szogfelezd hossza kisebb, mint a kdzrefogd oldalak mértani kzepe.
Masrészt

2bc o
f =——cos—,
b+c 2

és
f sﬂcos%.

Az egyenl6tlenségben az egyenldség csak b = ¢ esetén all fenn.

B. Az APC ¢és APB haromszdgekre irjuk fel a koszinusz tételt és hasznaljuk fel a T4.8-at.

2
(a_bj —b2 4 f2 _2bf cosg,
b+c 2

2
(iJ —c? 4 f2 _2cf cosg.
b+c 2

Szorozzuk az els6 egyenletet c-vel, a masodikat b-vel és vonjuk ki egymasbol:
a’bc
(b +c)?

Egyszer(sités utan (ha b # ¢) megkapjuk a tétel elsé allitasat. Ha b = c, azaz, ha egyenldszaru
haromszdgrol van sz6, az eredmény kozvetleniil igazolhato.

(b—c)=bcb-c)— f2(b-c).

A masodik allitashoz bontsuk fel a haromszoget a szogfelezOvel két haromszogre, melyek
teriileteinek az 6sszege megadja a haromszdg teriiletét:

1bf sing+lcf singzlbcsina:bcsingcosz,
2 2 2 2 2 2 2

amibol

b+c 2



A szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenségbdl Jbc Sb_erc’ vagy masképpen

iﬂ <1, illetve bzﬂ <+/bc, ami bizonyitja az egyenl6tlenséget. A
+C +C

T5.12. Hosszabb oldalhoz rovidebb szogfelez6 tartozik.

B. Az «aill. B szoghoz tartozo belsé szogfelezd hosszat jeloljik fa-val ill. fo-vel és legyen
a > b. Alakitsuk at T5.11. képletét:
f2 = be 4s(s—a):4csL >-a
(b +c)? b+c2s-a

Szamitsuk most ki két szogfelezd négyzetének a hanyadosat:

f_az_ga+c (2s—b)(s—a) ab+bc 2s? —as—bs +ab —as
fb2 a b+c (2s—a)(s—b) ab+ac 252 —as —bs + ab — bs

Az utobbi alakban mindkét tort szamlaldja kisebb, mint a nevezdje, tehat a szorzatuk is 1-nél
kisebb, vagyis f; < fy. &

A beirt kor kozéppontjanak koordinatageometriai meghatarozasahoz kinalkoz6 ut a szogfelezok
metszéspontjanak a meghatarozasa. A szogfelezok egyenletét a T1.11.-ben targyaltuk. Mégis
ez az eljaras tobbnyire nem javasolt, helyette a T5.10-et ajanljuk.

Jeloljiik a haromszog csucsainak helyvektorait ao-lal, bo-lal és Co-lal. Szamitsuk ki az oldalak
a, b és ¢ hosszat, akkor a beirhat6 kor kozéppontjanak helyvektora

zis(aao + bbg +ccq).

Hasonloan az a oldalhoz hozzairt kor kdzéppontjanak a helyvektora

—aan +bbpy +ccp).
2(s—a)( o +bbg +cco)

5.3. Beirt félkor és a kézéppontok tavolsaga a csucsoktol

Az a oldalra illeszkedd beirt félkor olyan félkor, melynek atmérdje az a oldalra esik és teljes
korré kiegészitve érinti a b és a ¢ oldalegyeneseket. A beirt félkor sugara hasonloan, mint a beirt
kor sugara, a haromszog T teriiletével adhaté meg.

T5.13. Jeloljik az a oldalra illeszked6 beirt félkor sugarat p1-gyel, akkor
T=—p.
2 P1
A beirt kor sugardhoz viszonyitva: p: p, =(b+c):(a+b+c).

B. Az A cstcsbol kiinduld belsé szogfelezd két haromszogre bontja az ABCA-et, melyek

teriilete %pl €s %pl. A két teriilet 6sszege megadja T-t.

Mivel T = ps, a két egyenlet hanyadosa adja a masodik Osszefliggést. #
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Huzzunk parhuzamos egyenest az a oldallal Oo-n at. Messe ez az egyenes a b oldalt Ci1-ben és
a c oldalt Bi-ben. Az AB1C1A hasonlé az ABCA-hoz és a hasonlosagi arany T5.18. értelmében
u=(b+c):(a+b+c), ugyanis a hasonlosagi arany leolvashato a beirt félkorok sugarainak

aranyabol.

T5.14. OoA” =bc®~2.
S

Az a oldalhoz hozzairt kor kor kozéppontjara

2 S , <=2 s—a
O,A =bc—— ¢s O,B =ac—,
s—a s—cC

amibél O,A-O,A=hc is kovetkezik.

B. Jeloljik az AB1CiA oldalainak hosszat ai-gyel, bi-gyel és ci-gyel. OoA ennek a
haromszognek a szdgfelezdje, tehat hosszat megadja a TS5.11. képlet:

o 2 2 2 _ .2 _
OoA =bycy 1—( a J = p%be 1—(ij I CRL) azzbcb+C 2
b1+C1 b+c (a+b+c) a+b+c

ami megegyezik az allitassal.

T5.3 alapjan a beirt korbdl az a oldalhoz hozzairt kort az A pontbol torténd aranyu

S—a
nagyitassal kaphatjuk meg. Ebbdl azonnal adédik az @ -ra vonatkoz¢ allitas.

Az ABOLA és az AOoCA hasonld, mert az A-nal 1€évo szogiik %, ¢s az ABOaA Oa-nal 1évo

szoge 180° —(%+§+9o° ) =90° —# :%, de ugyanekkora az AOoCA C-nél 16vé szoge
is. Ennek alapjan BO, :c=0,C:0,A, vagyis

Az elébbi hasonlésag miatt ¢:O,A=0,A:b, ami a tétel utolso allitasaval ekvivalens. &

Az OoAEp derékszogii haromszogbol, melynek az oldalait ismerjiik, az % sz0g minden

szogfliggvénye kiszamithato.

tgg= (s—b)(s-c) sin® _ (s—b)(s-c) cos % = s(s—a)
2 | s(s-a) 2\ bc ’ 2 \ bc

B. Az OoAEp derékszogli hiaromszogbdl a T= ps teriiletképlet és a Heron-képlet
felhasznalasaval

T5.15.
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g% T _ [(s=b)(s-c)
2 s—a s(s—a) s(s—a)
Hasonlodan, de T5.14 alkalmazasaval

o s—a s(s—a)
COS— = =1/ .
2 s—a bc

bc ——
S

A masodik allitas a sin % = tgz . COS% Osszefiiggés alapjan azonnal lathato. #

5.4. Gergonne-haromszog

T5.16. Az AE,, BEy és CE¢ egyenesek egy ponton mennek keresztiil, a pont neve: Gergonne-

. . T | 1 1
pont. A Gergonne-pont baricentrikus koordinatai: , , .
s—-a s—-b s-c

B. Ea a B és a C pontok L, sulyokkal képezett silypontja, hiszen BE; =s—b és

s-b s-c
E,C =s —c. gy AEa sulyozott stilyvonal. Hasonléan igaz ez a tobbi egyenesre is, tehat minden

sulyozott sulyvonal 4tmegy a sulyozott sulyponton. &

T5.17. Az EaEvEc: haromszog neve Gergonne-hdromszog. A Gergonne-haromszog Ea-nal 1évo

p ;7 , amit az OoEa egyenes g és % szO0gekre vag szét. A Gergonne-haromszog

szoge

mindig hegyesszogii.

B. Az OoEaEp sz0g és az EaCOq sz0g szarai merdlegesek, tehat egyenldk, és egyenlc’ikg-vel.

Hasonl6 igaz az OoEaE. szogre is.
Mivel g+ y=180° — o < 180°, a Gergonne-haromszog szogei kisebbek 90°-nal. &

A koriilirt kor A-t nem tartalmazo BC ivének felezOpontjat jeloljiik Ra-val, és a tobbi iv
felezOpontjat értelemszeriien Rp-vel és Re-vel.

T5.18. Az AOo egyenes atmegy Ra-n.

B. Ugyanazon kdrben egyenl6 ivekhez egyenld kertileti szogek tartoznak, tehat ARa szogfelezo.
A

T5.19. Az EaEbEc Gergonne-haromszog hasonldé az RaRpRcA-hoz és a megfeleld oldalaik
parhuzamosak. A hasonl6sag aranya:

p _AMs—a)(s—b)(s—c)

R abc '

B. Az Ra-bdl kiinduld atméré masik végpontja legyen G. A G-t tartalmazé BC ivhez tartozo

a B _

keriileti szog 180°-¢, a GC ivhez tartozd 90° —%, a GRy ivhez tartozd 90° Y
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= % Vagyis a GRaRy szog és a OoEaEp szog T5.17. szerint egyenld nagysagu, €s egyallasu,

tehat RaRp parhuzamos EaEp-vel.

A két haromszog hasonldsagi aranya nyilvan p : R, amibdl a kor sugarak T4.4. és T5.4.
segitségével kivalthatok, majd a teriilet a Heron-képlettel (T5.5.) kiszamithato:
p_T 4T _4(s—a)(s—b)(s-c)
R s abc abc '

_ 42 s(s—¢)

r—
T5.20. A Gergonne-haromszdg oldalanak hossza az EZEp képlettel

szamithato ki.

B. T5.14. felhesznalasaval

EaEb=2EaC.sin%=2(5_C) p_2p-9) _, [s6-9) ,

- ab
0,C \/ab s—c
S
2
T5.21. A Gergonne-haromszog teriilete T, = 22 5T =T < T
abc 2R 4

A T5.19.-ben szerepld RaRuRcA teriilete T zz—T >T . Egyenldség mindkét helyen akkor és
Yo,

csak akkor all fenn, ha az ABCA egyenl6 oldalu. Tg és Tr mértani kozepe TE :

B. Alkalmazzuk a haromszognek a koriilirt kor sugaraval felirhato teriiletképletét. A koriilirt
kor sugara itt p, a Gergonne-haromszog oldalait jel6lje a1, b1, Ci.
I, e @2p)° [S¥(s-a)s-b)s=0) _, o T
" 4p 4p a’b?c? abc
A képlet atalakitasa a teriiletképletek segitségével egyszeriien elvégezheto.

pTR_RT L,
2R T2 2p

egyenl6tlenségek az Euler-féle sugaregyenlétlenség (T14.1.) folyomanyai.

A T5.19. hasonlosdgi arany alapjan az RaRpRcA teriilete T, =

T5.22. A Gergonne-pont a Gergonne-hidromszég szimmedidn pontja (definiciot 1d. a 16.
fejezetben).

B. A Gergonne-pont baricentrikus koordinatai T5.16. szerint ! , 1 L , vagy ami

s—a s-b s-c
ezzel ekvivalens (végigszorozva a nevezOk kétszeres szorzataval) 2(s—b)(s—c),
2(s—a)(s—c), 2(s—a)(s—Db). A B pontban 1évo (s—a)(s—c) tomeg és a C pontban 1év6
(s—a)(s —b) tomeg egyesithetd ezek stilypontjaban Ea-ban, itt
(s—a)(s—c)+(s—a)(s—b)=a(s—a)
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tomeget kell elhelyezni. Ugyanigy az Ep-be b(s — b), Ec-be c(s — ¢) tomeg keriil, s ezek
sulypontja G. Ha a Gergonne-haromszog szimmedian pontjat akarjuk meghatarozni, akkor
T16.3. értelmében az oldalak négyzetei a baricentrikus koordinatdk, vagyis az Ea, Eb, Ec

2 2 2
4p°s 4p Sb(s—b), 4p°s

a(s—a),
C abc abc
ckvivalens az el6zével, tehat ugyancsak G-t kapjuk meg. &

pontokba c(s—c) tomegeket kell elhelyezni, de ez

A T5.22. tételre a 16. fejezetben elemi bizonyitast is adunk a szimmedian pont tulajdonsagait
felhasznalva, de ezek itt még nem allnak a rendelkezésiinkre.

5.5. 4 hozzairt korok kozéppontjainak haromszoge

Kozvetleniil lathato, hogy az OaOnOcA magassagpontja Oo, ¢s az ABCA ennek a haromszognek
a talpponti haromszoge (lasd részletesebben a 9. fejezetet). A 9. fejezetben bevezetésre keriilo
szOhasznalattal Oa, Op, Oc, Oo, ortocentrikus pontnégyes. OoOa messe a-t T-ben, akkor T9.11.
értelmében Oop, Oq, A, T harmonikus pontnégyes.

T5.23. Az O0Oa szakaszt a haromszog koréirt kore felezi. Igy az 0aOpOcA koréirt kore az ABCA
koréirt kdrének Oo-bol torténd kétszeres nagyitasa, vagyis az OaOpOcA koréirt korének a sugara
2R. Az O3010cA hasonl6 a Gergonne-haromszoghoz és oldalaik parhuzamosak.

Az Oa0p0cA mindig hegyesszogl és az Oa csticsanal 1€vo szoge % Az O;0p0cA t-vel

jelolt teriilete t =2Rs, és az OoOpOcA t1-gyel jelolt teriilete t, =2R(s—a).

B. Jeloljiik az OgOa szakasz és a koriilirt kor metszéspontjat Ra-val. Egyszerii szogszamitassal

B

az RaBOoA egyenldszara, hiszen a BOoRa szog, mint kiilsé szog, %+ E, masrészt az OoBR4

p

sz0g ) -bol és az CBRa sz0gbdl tevodik dssze, de ez utdbbi a keriileti szogek tétele miatt % .

Az RaBOaA is egyenldszart, mert a BOa oldalon 1évé szdgei az eldbbi egyenldszara haromszog

alapon 1évé szdgeit 90°ra egészitik ki. fgy OgR, =BR, =04R, , amivel az elsd allitast
bizonyitottuk.

Jeloljiik Rp-vel és Rc-vel a koriilirt kor és az OgOp ill. az OoOc szakasz metszéspontjat. T5.19.-
ben lattuk, hogy az RaRbRcA oldalai parhuzamosak a Gergonne-haromszog oldalaival, ez a
tulajdonsag 6roklddik, ha az RaRoRcA-et Oo-bdl kétszeresére kinagyitjuk. A nagyitds soran a
koriilirt kor sugara is 2R lesz, tehat OaOpOcA koriilirt korének a sugara 2R.

Az 0,010cA szogeire tett allitas kovetkezik a Gergonne-haromszoghoz vald hasonldsagbol és
T5.17.-bol.

(Az, hogy az Oa0bOcA koriilirt kdrének a sugara 2R abbol is lathato, hogy az ABCA az 0a0p0cA

talpponti haromszoge, ezért az ABCA koriilirt kore az OaOpOcA Feuerbach-kore, igy a koriilirt
korok sugarainak aranya 1 : 2. Lasd T10.5. bizonyitasa.)
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A teriiletszamitasi képletek elemi bizonyitasa megtaldlhatdo a T9.10.-ben, itt a T2.10. tételt
hasznaljuk fel a bizonyitasokhoz,

Az a oldalhoz hozzairt kor kozéppontjanak baricentrikus koordinatai —a, b, ¢, vagy normalvaa
—-a b C
—a+b+c’ —a+b+c —a+b+c

Ezt és a tobbi csticsra vonatkoz6 hasonlo képletet helyettesitsiik be a T2.10. képletébe, akkor
kapjuk, hogy

-a b ¢
3 T a —-b cle 4abc
(-a+b+c)(a-b+c)(a+b-c) 4 b . (-a+b+c)(a-b+c)(a+b-c)

A szamlalo helyére is és a nevezd helyére is hozzuk be a haromszog teriiletét (1d. 11. fejezet),
nevezetesen abc = 4RT, és a Heron-képlet alapjan

2
(-a+b+c)(a-b+c)(a+b—-c)=8(s—a)(s—b)(s-c) :l,
S
tehat
t:16R;rT =2Rs.
8T°
S

Ugyanigy eljarva, de az Og baricentrikus koordinataival, azaz a
a b c

a+b+c a+b+c a+b+c
koordinatakkal szamolva kapjuk, hogy

a b ¢
. T a -b clo 4abc
' (a+b+c)@a-b+c)a+b-c) 4 b c (a+b+c)(a-b+c)(a+b-c)

Itt a nevez6

(a+b-+c)a—b+c)(@a+b—c) =8s(s—b)(s—c) = —,

és ez ugyanugy vezet a masik teriiletképlethez, mint az el6z6 esetben. 4

5.6. Kiilso Gergonne-haromszégek

Valamelyik hozzairt kor oldalakon fekvd érintési pontjai altal meghatarozott haromszdget kiilso
Gergonne-haromszognek nevezziik. A harom kiils6 Gergonne-haromszog koziil itt csak az a
oldalhoz hozzairt korbdl szdrmaztatott haromszoggel foglalkozunk. Az a oldalnak tehat
kitlintetett szerepe van, mig a b és a ¢ oldal felcserélhet6. Jeloljik az a, b és a ¢ oldalakon 1év6

érintési pontokat Pa-val, Pp-vel és Pc-vel, a hozzairt kor sugarat pa-val.

A kiils6 Gergonne-haromszognek a bels6hoz erdsen hasonlitoé tulajdonségai vannak. Itt egy
tételben foglaljuk 6ssze a tudnivalodkat.

T5.24. 8) PaPyPc s26g g PaPcPy szog % PbPaPc szog 90° +%.
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b) A PaPpPcA hasonld az ARcRyA-h6z (a csucsok sorrendjét betartva!). A hasonlosag
P
aranya: —2 .

Y R

c) Az APg, BPy, CP¢ egyenesek egy pontban metszik egymast, az a oldalhoz tartozo

kiils6 Gergonne-pontban, melynek baricentrikus koordinatai: —E, b ib
S §S—C S
d) A kiils6 Gergonne-haromszdg oldalai: Pa1 Pb =4p’ &Sb) ,
a
—2 s(s—a)
PP~ =4p’ .
b'c Pa b c
1o . , , P.T
e) A kiilsé Gergonne-haromszdog teriilete: T, = R
A pa T5.3 alapjan szamolhato Ki.
B. a) Az APpP. és a CPyPa egyenlészart haromszogekbdl PaPuPe szog 90° —%—% =§ .

Ugyanigy a PaPcPy szog E A harmdik szogre marad: 180° — B_rv_ 90° +

b) Konnyen ellendrizhetd, hogy az ARcRbA szdgei az a) pontban felsoroltakkal megegyezdk,
tehat a haromszogek hasonlok. A hasonldsagi arany a koriilirt korok sugarainak az ardnya.

¢) El6szor megmutatjuk, hogy a sulyok 6sszege nem lehet nulla (ekkor ugyanis stlypontrol nem
beszélhetiink):

1 1 1 s? —bc
——+ + = ’
S s—c s—-b s(s—b)(s-c)
de itt s > b és s > c, tehat a szamlald pozitiv. A —1, i 0 baricentrikus koordinatakkal
S S—C

rendelkezd pont a BC egyenes pontja, és ellendrizhetd modon megegyezik Pc-vel, tehat a

1 i, ib koordinataju pont rajta van a CP¢ egyenesen. Ugyanigy lathato, hogy rajta van
S S—C S—
1

a BPp egyenesen is. A 0, —, b koordinataju pont az a oldal Pa pontja, tehat a megadott
S—C S—
pont rajta van az AP, egyenesen, vagyis mindharom egyenesnek pontja.

d) Az OaP.CPp hirnégyszogben a PaOaPp szog y nagysagu, tehat Pan=2pasing.

Felhasznalva T5.15. egyik eredményét megkapjuk a P,P, fenti kifejezését. Hasonldan az

OaPcAPy hiirnégyszogben a PcOaPp szog 180° - o nagysagt, tehat P,P, =2p, Cos%, és T15.5.

itt is megadja az allitast.

e) EvEc és PoPc parhuzamos egyenesek, hiszen merdlegesek az A szog belso szogfelezdjére.

Egyuttal E E . :R P, =E A: PC_A= (s—a):s=p: p,. Vegyik észre ugyanakkor, hogy
PE.,=s-(s—-a)=a,

tehat T5.2. alapjan az a oldal F felezépontja egyenld tavol van az EpEc és a PyPc egyenestol.

Legyen a Gergonne-haromszdg Ea csucsabol kiindulé magassag talppontja D, és tiikrozziik az
FEaDA-et F-re, akkor D tiikorképe, D’ a PaPp egyenesre keriil, Ea tiikorképe Pa, tehat

E,D=P,D’, vagyis a belsé és magassagai megegyeznek. A teriiletek aranya megegyezik a
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parhuzamos alapok aranyaval, vagyis p: p, . A Gergonne-haromszog teriiletét T5.21.-ben mar
kiszamitottuk, a kiilsé Gergonne-haromszdog teriilete ebbdl adodik.

5.7. Nagel-hdromszog

Jeloljiik a hozzairt korok a, b és ¢ oldalakon 1év6 érintési pontjait Pa-val, Pp-vel és Pc-vel. Ea és
Pa-az a oldal felezOpontjara szimmetrikusan helyezkednek el (T5.2.). Ezt felhasznalva el6szor
altalanosabban fogalmazzuk meg az allitést.

T5.25. A haromszog belsejében (kiviil esd altalanositassal most nem foglalkozunk) vegyiink
fel egy P pontot és messék az AP, BP, CP egyenesek a szemkozti oldalt rendre a Py, P2, P3
pontokban. Tiikrozziik a P1, P2, P3 pontokat az illetd oldal felezOpontjara, és a kapott pontokat
jeloljiik rendre Q1-gyel, Q2-vel és Qs-mal. Az AQ1, AQ2, AQs egyenesek is egy ponton mennek
at, legyen ez a Q pont, és Q-t a P izotondlis konjugdltjanak nevezziikk. Ha P baricentrikus

koordinatai p, g, r, akkor Q baricentrikus koordinatai l, 1, 1

pqr
Az AP,, BPy és CPc egyenesek egy ponton mennek keresztiil, a pont neve: Nagel-pont. A
Gergonne-pont és a Nagel-pont izotonalis konjugaltak. Az N Nagel-pont baricentrikus

koordinatai: s—a, s — b, s — ¢. A PaPuPc haromszoget Nagel-idromszognek nevezziik.

B. Csak a T5.25. els6 bekezdésének allitasait kell igazolni, a masodik bekezdés ennek
alkalmazasa felhasznalva T5.2.-t és T5.16.-0t.

Tegyiik fel, hogy a Q pont baricentrikus koordinatai —, . A P1 pont baricentrikus

P g

i : . R R | .
koordinatai 0, , r, a Q1 baricentrikus koordinatai 0, —, =, tehat Q rajta van az AQ1 egyenesen.
qr

111
r

Ugyanigy megmutathato, hogy Q a BQz és a CQ3 egyeneseknek is pontja. &

T5.26. Az Oo, S, N pontok egy egyenesre esnek, és S harmadolja az OgN szakaszt:
200S =SN .

. . e ) . g . a b
B. N baricentrikus koordinatai s — a, s — b, s — ¢, Oo baricentrikus koordinatait vegyiik E , E ,

%-nek, akkor mindkét pontban a stulyok Osszege S. Tegyiink Oo-ba 2 egységnyi, N-be 1
egységnyi sulyt és képezziik a sulyozott sulypontot. Ennek baricentrikus koordinatai
2%+s—a=s, 2%+s—b:s, 2%+s—c:s lesznek, ami ekvivalens 1, 1, 1-gyel, vagyis a

sulypontrdl van sz6. &
T5.27. Az izotonalis konjugaltakhoz tartozé haromszogek teriilete egyenld. Specialisan a

Gergonne-haromszdg ¢és a Nagel-hdromszog teriilete egyenld, a T5.21. teriiletképlet tehat a
Nagel-haromszogre is érvényes.
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B. Legyen B_Pl =Aa, C_PZ =1, A_P3 =1C. Elég azt bizonyitani, hogy az ABCA-bdl ,.feleslegessé

valo” harom haromszdog teriiletosszege a két esetben egyenld. Jeloljiik T-vel az ABCA teriiletét.
P1P2P3A-nél a ,.feleslegessé vald™” haromszogek teriiletdsszege

%[ﬂ(l—v)acsin/ﬂ ull—A)basiny +v(Ll—wbcsina] =T[AQL—v)+ u(l-2)+v(1— w)].

A Q1Q2Q3A-nél ,,feleslegessé valo” haromszogek teriiletdsszege hasonloan
TIAQ-v)+p1—-A)+v(L-w)],

de a két kifejezés egyenld. Ezzel az allitast bebizonyitottuk. (Még azt sem hasznaltuk ki, hogy

az AP1, BP2, CP3 egyenesek egy ponton mennek at.) &

T5.28. A Nagel-pont a oldaltol mért tavolsaga 2T > 2 =2p>"2,
as a

B. Az N baricentrikus koordinatait figyelembe véve az N az AP, szakaszt a : (S — @) aranyban

s—a , 2T s—a
-ed része, azaz — ——. A
a S

osztja, ezért az a oldaltol mért tavolsdga az My magassag

Tovabbi allitas talalhat6 a Nagel-pontra vonatkozoan a T8.4.-ben.
5.8. Keriiletfelezé egyenesek

T5.29. Az AP, egyenes felezi a haromszog keriiletét.
B. T5.2.-t felhasznalva AB +BP, = AB + BP, = AP, =5S. #

T5.30. Az a oldal Fa felez6pontjan athalado, az A csticsnal 1évo szog belsé szogfelezdjével
parhuzamos e egyenes felezi a haromszog keriiletét.

B. Tegyiik fel, hogy c > b, akkor e a ¢ oldalt metszi egy G pontban. Elég azt megmutatni, hogy

%:b—zc. Alkalmazzuk az T5.8.-ban hasznalt konstrukciot: htizzunk a szogfelezével

parhuzamos egyenest a C-n keresztiil, messe ez az egyenes a ¢ oldal meghosszabbitasat D-ben.

Az ACDA egyenlészary, tehat AD =b. PaG a BCDA kézépvonala, tehat G felezia BD =b+c
tavolsagot. A

5.9. Latvanyos formulak

Az alabbiakban tetszetds, de ugyanakkor kevésbé fontos képletek sorat mutatjuk be.

T5.31.
1 1 1 1

a) — =t —+—,
p Mg My Mg

b) T =\pParprc

c) OpA-OgB-0gC =4Rp? ,
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2

2 2
OpA  (OpB OpC
0 +0 +0

d) 1
bc ac ab

€) Pa+pp+pc=p+4R.

f) sinZsinZsinZ ﬁgl,
2 2 2 4R 8

tg—tgﬁth_lzggi’

27272 2 s 33

9) 005a+cosﬂ+cos;/:1+§

vagy masképpen, ha a koriilirt kor kozéppontjanak az oldalaktol mért eldjeles tavolsagait di, do,
ds jeloli, akkor
d1+d2 +d3 :R+p.

Az a) képletbdl kovetkezik, hogy p a legkisebb magassdg harmada és a legnagyobb magassag
harmada k6z¢ esik, és csak az egyenld oldalt haromszognél all fenn az egyenldség.

B. a)
1 1 1a£i§

1
m, mp, m. 2T 2T 2T 2T p

b) T5.3. felhasznalasaval

2.2 -|-2

4.3
S S
N PPaPbPc =\/ £ P2 - =T.

s-a)s-b)s-c) T T

) T5.14. és a tertiletképletek felhasznalasaval

~ ~ ~ 2
OOA-OOB-OOC:\/aZbZCZ (s-a)(s—b)(s—c) _abcT _4RT _4Rp2,
3 2 2
S S S
d) T5.14. felhasznalasaval
2 2 2
OpA™ 0OgB~ 0OpC — - - —
0A OB  OC _s-a s b+s c_3s 2521.

bc ac ab S S S S

e) T5.3.-bol fejezziik ki a hozzairt korok sugarait, és irjuk be kifejezésiinkbe. Hasznaljuk fel
tovabba a haromszog teriiletképleteit!

+ pp + ——s(1+1+1—1j
Pa T Ph Pcpps_a s—_b s—c s

=p—:((s —b)(s—c)s+(s—a)(s—c)s+(s—a)s—b)s—(s—a)(s—b)(s—c))=
T
I%(S(S—C)(S—b+s—a)+(s—a)(s—b)(s—(s—c)))=
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(s(s ¢) +s(s—b) —a(s —b))= T(s (s—b))= afc 4R.

f) T5.15.-6t hasznaljuk fel a félszogek szogfliggvényeire, majd a haromszog teriiletképleteit
alkalmazzuk::

abc
singsinésinzz\/(S_b)(s_c)\/(S_C)(S_a)\/(S_a)(s_b)=T2 pS 4R _ P
2 2 2

bc ac ab sabc  sabc 4R’

wlig? J@—m@—QJ@—@@—mJ@—wﬁ—m_Iizﬁ

tg gZ s(s —a) s(s —b) s(s—c)  §2 s

Az egyenlotlensegek bizonyitasahoz az elsé esetben a T14.1. Euler-formula kdvetkezményét,

2
PP L

s 3/3°

fel. Mindkettoben az egyenldség csak egyenld oldalu haromszog esetén érvényes.

. R . .
mely szerint p < > a masodik esetben a T5.6. egyenlotlenséget, hasznaljuk

g) Koszinusz tételbol
b2+c2-a2 (b+c)?-a® (b+c-a)b+c+a)
2bc B 2bc B 2bc
N c®+a®-b® (c-a)°-b® (b+c-a)c-a-h)
2ac 2ac 2ac

l+cosa=1+

—-1+cosf=—

¢és hasonldan

2 .2 2 N2 2 v )
—1+cosy=-1+ +b®—c” (a-b)"-c” (b+c-a)(-a+b C).

2ab - 2ab B 2ab
A formulakat 6sszeadva
COSa+cos,8+cos;/—1:%[a(b+c+a)+b(c—a—b)+c(—a+b—c)]=
:b+c—a(a2 _(b_c)z):4(s—a)(s—b)(s—c) _
2abc abc

Hasznaljuk fel a haromszog teriiletképleteit, akkor
T2 T 41 p

COSx+COSf+COSy —1=—— ==
abcs sabc R

amit bizonyitani akartunk.

Az egyenldséget R-rel megszorozva megkapjuk a masodik allitast. #
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6. Apolléniusz-kor
6.1. Definicio

Korabban (T5.8 — 5.9.) specialis (de tipikus) Osszefiiggésben definialtuk az Apolloniusz-kor
fogalmat. Az altalanos definiciot itt adjuk meg a T6.1. llitas kapcséan. Jeloléseinket tekintve a
5. fejezetnek megfelelden BC-vel jeloljiikk az alapszakaszt, és A-val az aranyt, természetesen
itt A>0.

T6.1. Ha A # 1, akkor azon A pontok mértani helye a sikon, melyekre A_—C = 4, egy kor, melyet
AB

Apolloniusz-kornek neveziink. Ha 4 = 1, akkor a mértani hely a szakaszfelezé merdleges (ld.

T1.6.). Ha 4 < 1, akkor minden olyan A pontra, mely a kor belsejében van %CB: < A, és minden

kiviil es6 A pontra A_—C > A.Ha A>1, akkor a kor belsejében 1évo A pontokrai > A, akivil

. AC
es6 A pontokra pedig — < 1.
AB

Adott BC szakaszhoz tartozo Apolloniusz-korok un. elliptikus kérsort alkotnak, kiegészitve két
0 sugaru korrel és a szakaszfelezé merdlegessel.

B. Tegyiik fel egyeldre, hogy A nem esik az a oldal egyenesére. Az CAB szdg szdgfelezdje
messe az a oldalt P-ben, a kiilsé szogfelezdje messe az a oldal egyenesét Q-ban. Mivel 4 = 1,

AB = AC ,a szOgfelezd nem lehet merdleges a-ra, igy a kiilsd szogfelezd sem lehet pArhuzamos
a-val, tehat Q létezik. T5.8 alapjan a és A meghatarozza a P és Q pontokat A helyzetétdl
fiiggetleniil. Mivel a PAQA derékszogi, A rajta van a PQ szakaszra illesztett Thalesz koron.

Ha A az a oldal egyenesére esik, akkor T5.9. bizonyitja, hogy csak a P és (1 # 1 esetén) a Q
pontok tesznek eleget a A aranyt el6iro6 feltételnek, tehat A ekkor is a Thalesz-koron van. Ezzel
a mértani helyre vonatkoz¢ allitds még nincs bizonyitva, mert a koron elvileg lehetnek idegen
pontok, de a masodik allitasbol kideriil ennek a lehetetlensége.

A masodik allitas bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy A < 1, akkor a T5.9. képletei szerint
E:a—i valamint &zi—a,
1+4 1-2

amibdl lathatd, hogy mindkettd A-nak monoton névekedd fiiggvénye (0 < A < 1). Rogzitsiink
egy A = Ao értéket, az ehhez tartozo P és Q alappontokat pedig jel6ljiik Po-lal és Qo-lal. A PoQo
szakasz nyilvan tartalmazza C-t, igy Ao < A < 1 esetén PQ szakasz tartalmazza a PoQo szakaszt.
Ebbdl kovetkezik, hogy a A-hoz tartozé kor tartalmazza a Ao-hoz tartozot, vagyis minden olyan
A pont, melyhez Ao < A < 1 arany tartozik, a Ao-hoz tartozd6 koron kiviil van. A
A > 1 arannyal biro A pontok a BC felez6 merdlegesének a masik oldalara esnek, tehat az allitas
ezekre is igaz.

Ugyanigy lathato, hogy minden olyan A pont, melyhez 0 < 4 < Ao arany tartozik, a Ao-hoz
tartozo koron beliil van.
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A Ao > 1 esetre vonatkozo allitas a B és C jelolések felcserélésével adodik, ami a A értékeket a
reciprokukra valtoztatja meg, igy a rajuk vonatkoz6 nagysagi viszonyok is felcserélodnek. &

T6.2. A BC szakaszhoz tartoz6 Apolloniusz-kérok merdlegesen metszik a BC szakasz Thalesz-
korét. (A korok metszési sz0gén a metszéspontban hiizott érinték szdge értendd.) Masképpen

. . . a .
fogalmazva: a BC szakasz F felez6pontjabol minden Apolloniusz-korhoz > hosszlisagua érint6

huzhatd. Masrészt a BC szakasz Thalesz-korét merdlegesen metsz6é minden kor, melynek a
kozéppontja a BC egyenesen van, Apolloniusz-kor.

B. Az eldz6 megallapitas alapjan feltehetd, hogy A < 1. Az érintd hossza, e, mértani
kozéparanyos az FP és FQ kozott (1d. T3.4.), tehat T5.9.-et felhasznalva
_ _ 2 24 _ 2
e2_[2_pc E+QC _a 1_ﬁ ;|_+2_’1 =a_uﬂ=a_’
2 2 4 1+2 1-4 41+41-4 4
¢s ezt akartuk bizonyitani.

A megforditashoz vegylink fel egy tetszéleges merdlegesen metszd kort, melynek a

kozéppontja BC egyenesen van. Az egyik metszéspontjuk legyen A, és legyen A = '::g ABC

szakasz A-hoz tartozé Thalesz-kore szintén atmegy A-n és ugyancsak merdlegesen metszi a
Thalesz-kort, tehat megegyezik a felvett korrel. #

A T6.2. allitas els6 megfogalmazasa bizonyos dualitast rejt, ugyanis a merélegesen metszés
kolesonos tulajdonsag. (Lasd még T2.3.)

T6.3. A 1 aranyszamhoz (A # 1) tartozzanak a P és Q alappontok (T5.8. szerint). A BC szakasz
1-4
Thalesz-kore a PQ szakasz |1—| aranyszamhoz tartozd Apolloniusz-kore.
+

B. AB és a C pontokra
BP_a . a _[|1-7]
BQ 1+4 [1-4] 1+4

és
CP ai . al |1-4|
CQ 1+4'|1-4] 1+4

1-4
vagyis B és C az |l i| aranyszamhoz tartoz6é Apolloniusz-kor alappontjai a PQ szakaszra
+
vonatkozoan. &
. , al
T6.4. Az Apolloniusz-kor sugara r = T
[1-4%|

B. Ha A < 1, akkor
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2r=%+@=aﬂ ! + ! =ad 2 .
1+4 1-1 1- 22

A > 1 esetén cseréljiik fel a B és a C pontok jelolését, ekkor A helyére a reciproka kertil, és az
elobbi relacio alkalmazhato:

A két formula egyiitt megadja a kivant allitast. #
6.2. Koordinata geometria

A BC szakasz A aranyszamhoz tartozé Apolloniusz-korének az egyenletét a definicidja alapjan
konnyen felirhatjuk. Legyenek a B pont koordinatai (b1, b2) a C ponté (c1, €2), az A ponté (X, Y),
akkor

(x—c1)? +(y—c)? = 22 ((x—by)® +(y —by)?),

ami egyben az Apolloniusz-kor egyenlete.

T6.5. Ha K(x, y) = 0 a BC szakasz egyik Apolloniusz-korének az egyenlete, és a féegylitthatok
1-ek (azaz mind x2, mind y? egyiitthatoja 1), akkor az Apolloniusz-kérhdz tartozo A a kovetkezd

formulaval szamolhato ki:

2 a?

7 K(oy,by)
ahol a= BC, és B = (by, by).

B. Az el6z6 megjegyzés alapjan a A-hoz tartoz6 Apolloniusz-kor egyenlete, a foegyiitthatokat
1-gyé¢ alakitva, a kovetkezd alakban irhat6 fel:
2

1 A
K%)= ((x=en)? + (y = 6)? J- 2 (x=b1)? + (y ~by)? )00
1-4 1-2
2
Helyettesitsiink X = bi-et és y = ba-t, akkor K(by,by) = 5 amibdl az allitas kovetkezik. #
-1

T6.6. Ha Ki(X, y) = 0 és Ka(X, y) = 0 a BC szakaszhoz tartozdé Apolloniusz-korok egyenletei,
akkor ftetszéleges p és ( szamokkal képezve pKi(X, y) + gKao(x, y) = 0 is a BC szakasz
Apolloniusz-korének egyenlete, ha egyaltalan valaminek az egyenlete. Ha Ki és Ko
foegylitthatoi 1-ek, és p + q = 1, tovabba a korokhoz a A1 és A2 aranyszamok tartoznak, tovabba

képezzik a yj =1— ﬂiz (i =1, 2) szamokat, akkor
1 _ p.q

ooy
ahol u=1- A2 , €s A az eredménylil kapott kor aranyszama.

B. Feltehetd, hogy Ki és Ko féegyiitthatéi 1-esek, mert a fOegylitthatd kiemelhetd és
beleolvaszthat6 p-be ill. g-ba. Feltehet6 az is, hogy p + = 1, mert p + g # 0 esetén eloszthatjuk
vele az egyenletet. Ha p + g = 0, akkor a felez6 merdleges az eredmény, ami tagabb értelemben
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az Apolloniusz-korok kozé sorolhatd. Ha ezek a feltételek fennallnak, akkor a merdleges
metszés feltétele ellendrizhetd, hiszen

b1+C1 b2 +Co bl-l-Cl b2 +Co b1+C1 b2 +Co a2 3.2 3.2
K 1 = K ) + K y = — 4+ _—
(2 2)I01(2 2)Q2(2 2)|O4q44
Itt felhasznaltuk T3.6.-ot, hiszen tudjuk, hogy a féegyiitthatok 1-esek.
A A-taT6.5 segitségével kaphatjuk meg, hiszen
8.2 a2 a2
Kby, bz) =— = pKy (b1, b2) + aKp (by, b)) = p—+ p—. s
H M H2
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7. Sulypont
1.1. A sulypont, mint hasonlosagi pont

A héaromszog cstcsat a szemkozti oldal felezOpontjaval Osszekotd szakasz a sulyvonal.
Jeloléssel: AFa, BFp és CFc, ahol Fa, Fp és Fc a megfeleld oldalak felezOpontjait jeldli.

T7.1. A sulyvonalak egy pontban metszik egymast, a pont neve: sulypont, jeldlése S.

S minden sulyvonal harmadén helyezkedik el, vagyis SB=2-ﬁ (és hasonldan a tobbi
sulyvonalra is).

B. S legyen egyelore az Sy és S¢ sulyvonalak metszéspontja. Az SBCA hasonl6 az SFpFcA-hoz

¢és a hasonlosagi ardny 2:1, mert FyF, :g. Kovetkezésképpen SB=2- ﬁ Hasonlo allités

igaz az sp és Sa sulyvonalakra is, tehat Sa ugyanott metszi Sp-t, mint sc. 4

T7.2. S bels6 hasonlosagi kozéppontja az ABCA-nek és a felezd haromszogének, a hasonldsagi
arany 2:1.

B. T7.1. alapjan nyilvanvalo. &
7.2. A sulyvonal hossza

A haromszoget az oldalfelezd pontra tiikkrozve parallelogrammat kapunk, és a sulyvonal
kétszerese a parallelogramma atloja lesz. A sulyvonal hosszara képletet fogunk megadni,
azonban a parallelogrammara vonatkozo hasonlé allitas sokkal konnyebben megjegyezhetd, és
ebbdl a sulyvonalra vonatkozd képlet azonnal adddik.

T7.3. A parallelogramma oldalainak négyzetdsszege megegyezik az atlok négyzetosszegével.
A sulyvonalra vonatkozoan:

s2-AF,° =%(2b2 12c2 —a2),

B. Az ABCD parallelogrammara legyen AB hossza a, BC hossza b, az AC atl6 hossza e, a BD
atlo hossza f, és tegyiik fel, hogy e > f. C ill. D merdleges vetiilete az AB egyenesére legyen Ci
és D1. Vezessiik be az ADy = BCq =X, DDy =m jeloléseket, akkor

f2 =(a—x)2+m2,

és
g2 =(a+x)2 +m?.
Osszeadva a két azonossagot:

e’ +f2=2a° +2(x2 +m2)=2a2+2b2.

Tiikrozziik 4t az ABCA-et Fa-ra, ezaltal a stlyvonalbdl 4tlo keletkezik. Alkalmazzuk az el6z6
képletet a kapott parallelogrammara:

(Zsa)2 +a’ :2(b2 +02),

ami a bizonyitando allitast jelenti. #
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T7.4. Nagyobb oldalhoz kisebb sulyvonal tartozik. Képlettel megadva:

sg -55 :i(c2 —b2).

B. Ha ¢ > b, akkor A az a oldal felezomerélegesének arra az oldalara esik, amelyiken C van
(lasd T2.1), igy S is erre az oldalra keriil. Ez azt jelenti, hogy SC < SB, de akkor s. <sj,.

A masik allitas igazolasahoz irjuk fel T7.3. képletét Sp-re és Sc-re,

1
sg =Z(2a2 +2¢2 —b2),
sg :%(Za2 +2b? —c2),

¢s a kiilonbségiik adja a tétel allitasat.

Latvanyos képletet kapunk a T7.3. képleteinek dsszeadédsaval.

T7.5.
s2 +s§ +s2 :g(a2 +b% +c?),
vagy kicsit masképpen
a2, 552,502 - a® +b32 +c?

B. A T7.3. felhasznalasaval

s +S. +S¢ =%[(2b2 +2c%2 —a?)+(2a® +2c® —b?) + (2a® + 20% - c?)]=

=%(3a2 +302 +3c?),
2 2
ami az elsO képlettel ekvivalens. A masodik képlet ennek (5) -szerese. A

7.3. A sulyvonalakbol készitett haromszog

T7.6. A harom sulyvonalbol, mint oldalakbol, mindig szerkeszthetd haromszog, azaz két
stlyvonal 6sszege mindig nagyobb, mint a harmadik.

B. Tiikrozziik az a oldal felez6pontjara S-et, a tikkorkép legyen S°. Az SS’CA oldalai a

stlyvonalak % -ad részei, tehat megfeleld nagyitassal megkapjuk a kivant haromszoget. #

Jegyezziik meg, hogy ugyanez az allitds a magassagvonalakra, vagy a szogfelezOkre nem igaz.
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T7.7. A sulyvonalakbol készitett haromszdg Sa oldalahoz tartozo si sulyvonala s; :%a. A

sulyvonalak hosszabdl kiszamithatjuk az oldalak hosszat: a’ = g (285 + 2502 — 3621 ).

A tétel érdekes — nagyitassal 6tvozott — dualitdst mutat a haromszdég oldalai és sulyvonalai

. . 2
kozott. Ha kiindulunk egy tetszdleges haromszogbdl és a stlyvonalainak E-szorOSébél

haromszdget készitlink, majd az igy kapott haromszogre megismételjiik ezt az eljarast, akkor
az eredeti haromszoggel egybevagd haromszoget kapunk.

B. Az elsd allitds a T7.6. bizonyitdsanak SS’CA-ébdl adodik, ugyanis %51 :%. A masodik
allitashoz a BSCS’ parallelogrammara alkalmazzuk a T7.3. szabalyt:
2 2 2
23 2s 2s
y, [N I, [ i [ s B P
3 3 3
¢s ebbdl egyszerti atrendezéssel kapjuk az allitast. #

A T7.6. allitdsnal kissé tobb is igaz: a sulyvonalakbdl olyan haromszdg is szerkeszthetd,

crer

Vektorokkal felirva az allitast: s —» —»
AFs + BFy + CF. = 0.

Az éllitas megforditdsa is igaz, de a megforditas harom kiilonboz6 allitast tartalmaz.
T7.8. Vegyiink fel a haromszogben egy P pontot. A PA egyenes messe az a oldalt Ai-ben a PB
a b oldalt B1-ben, a PC a c oldalt C1-ben.

—> —> —
a) PA + PB + PC = 0 akkor és csak akkor, ha P = S.

—> — —
b) PA1 + PB1 + PCy = 0 akkor és csak akkor, ha P = S.

— —> —>
c) AA; + BB:1 + CCy = 0 akkor és csak akkor, ha P =S,
B. Az elégségességet mar mindharom esetben belattuk. A sziikségességet kiilon-kiilon kell

bizonyitani. s > —»
a) Tegyiik fel, hogy PA + PB + PC = 0. A T7.6. konstrukcidhoz hasonloan tiikrozziik a P

pontot Fa-ra, igy kapjuk a P’ pontot és a BPCP’ parallelogrammat. A PP vektor a
parallelogramma-szabaly alapjan torténd Osszegzéssel eldallithatd PP = PE + P_C'alakban,
—> —» .

tovabba a feltételt felhasznalva: PP’ = —PA, tehat A, P, Fa és P’ egy egyenesre esik. P tehat a
stlyvonalra esik és harmadolja azt, tehat P = S.

b) Tegyiik fel, hogy PA1+ PB1+PCy1=0. AP tiikkorképe a B1C1 szakasz felez6 pontjara nézve
legyen Q, és készitsiik el igy a BiPC1Q parallelogrammat. Ismét a vektorok parallelogramma-

— —> —>

szabaly szerinti 0sszegzését felhasznalva PQ = PC1 + PB1 = —PAy, tehat Q az AA; egyenesre

esik. Az oldalak parhuzamossaga miatt a BPAA hasonld a C1QAA-hoz, valamint a CPAA is
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hasonl6 a B1QAA-hoz, ezért A_Cl ‘C= A_Q : AP = A_Bl :b. Ha P baricentrikus koordinatai p, g,
r, akkor C1 p : g aranyban osztja a € oldalt és a By p : r aranyban osztja a b oldalt, de a két arany
egyenld igy
q = r. Hasonloan kovetkezik, hogy p = g, tehat P megegyezik a sulyponttal (Id. T7.9.).
— —> — L
c) Tegyiik fel most, hogy AA1 + BBy + CC1 = 0. A B-b6l C-be mutatd vektort jeloljiik a-val, a
—> —> —>

C-b6l A-ba mutatot b-vel és az A-bol B-be mutatot c-vel. Legyen BA: = a;, CB1 = by, AC1 =
= C1. A feltétel szerint (vektorok dsszegzése)

— —> —

AA;1+BB1+CCi=(c+ai)+(a+by))+(b+c1)=0,
mivel a + b + ¢ = 0, nyilvan

ar+b1+c1=0.
Legyen a1 = Aa, by = ub, c1 = v, akkor la + ub + ve = (u— A)b +(v— A)c = 0. Ez azonban csak
ugy lehetséges, ha u= 4 és v= 1. A Ceva-tétel miatt (Id. T2.9.)
AaibAc = (1 - Aa(l — A)b(1 - A)c,

vagyisA=1-1,azaz A = % tehat P stlypont. &

7.4. Baricentrikus koordinatak

A stlypont egyuttal a haromszog fizikai értelemben vett sulypontja is. Pontosabban szodlva a
haromszog csucspontjaiban elhelyezett egyenld nagysagi tomegpontok sulypontja, vagy a
homogén haromszoglemez sulypontja. Tdmasszuk ala a haromszoget egyik stulyvonala mentén,
akkor egy tomegpont az aldtdmasztasra esik, mig a masik kettd forgatonyomatéka azonos, tehat
egyensulyban van. A lemezt ugyanigy alatdmasztva a lemez feldarabolhato egyik oldalaval
parhuzamosan rudakra, melyek mindegyike egyenstulyban van. A sulyvonal tehat mindkét
esetben fizikai értelemben is sulyvonal, és a stilyvonalak metszéspontja fizikai értelemben is
sulypont.

Mas a helyzet a ,,drotkeretbdl formalt haromszog” fizikai sulypontjaval. Ennek a sulypontja
altaldban nem egyezik meg a matematikai sulyponttal, err6l a kovetkezd fejezetben
részletesebben fogunk besz€lni.

T7.9. A sulypont baricentrikus koordinatai az A, B, C bazispontokra vonatkozoéan 1, 1, 1.

B. A B ¢és a C tomegpontok sulypontja Fa, tehat sa az 1, 1, 1 stulyokhoz tartoz6 sulyozott
stlyvonal. A t6bbi sulyvonalra is ugyanez igaz. T2.6. alapjan ezt kellett megmutatni. #

A sulypont koordinatai, T7.9. alapjan, a csucspontok koordinatainak szamtani kdzepe. Ha a
helyvektorokat ao, bo, Co és so jeloli, akkor

Sp = %(ao + bo + Co).
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T7.10. A stulypont tavolsaga az a oldaltol: d, = :23—1- .
a

. m ip
B.T7.1. miatt d = ?a’ €s My kifejezhetd a haromszog teriiletével. a

Jeloljiik a b egyenes altal hatarolt félsikok koziil azt, amelyik az ABCA-et tartalmazza, B*-szal,
ugyanezt a ¢ egyenesre vonatkozoan C*-szal.

T7.11. Az sa sulyvonal azon pontok mértani helye a haromszog belsé pontjaira vonatkozdan,
melyeknek b-t61 és c-t6l mért tavolsagainak aranya C : b (forditott aranyossag!).

B. Ha F az a oldal felezOpontja, akkor az ABFA és az ACFA teriilete megegyezik, tehat F-re
teljesiil a ¢ : b arany. Ha F-re igaz ez az arany, akkor az A pontbdl torténé kozéppontos
kicsinyitéssel a sulyvonal minden pontjara igaz. A haromsz6g mas pontjara nem lehet igaz,
mert a BC szakaszon egyetlen ilyen pont van, mas pontra mas az ardny, és A pontbdl nagyitva-
kicsinyitve ez az eltérd arany 6roklodik. &

1.5. A sulypont extremalis tulajdonsdga

T7.12. Steiner-tétel. A cstucsuktol mért tavolsagok négyzetdsszege a sulypontra minimalis. A
2

minimum értéke &
B. Vegyiink fel egy tetszéleges P pontot, helyvektora legyen Xx. A csucsoktol mért tavolsagainak
négyzetosszege: d :| X — a0|2 +| X — bo|2 +| X —Co|2. frjuk fel a tavolsiag négyzeteket
onmagaval vett skalarszorzatként, és végezziik el a beszorzast, akkor
d =3 x| —2x(ag + by + o) +| ag|” +| bo|* +| co|%,

majd teljes négyzetté kiegészitve
_ag +hg +¢ 2

3
Ebbdl lathato, hogy d akkor minimalis, ha X éppen a sulypont helyvektora.

d=3x ~<[a0 +bg +cof? +|ac|” +|bo| +|col.

A minimum értéke a T7.5.-bol lathato. a
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8. Oldalak sulypontja

Mint emlitettiik a sulypont targyalasanal, az oldalak fizikai sulypontja nem egyezik meg a
haromsz6g matematikai sulypontjaval, ezért — megkiilonboztetésiil — a haromszog alakt
drotkeret fizikai stlypontjat az oldalak stlypontja névvel illetjiik (nevezik Spieker-pontnak is)
¢és Sx-szel jeloljik.

T8.1. Sx a felez6 haromszog beirt korének a kozéppontja (ez egyszerli modot nyuajt Sy
megszerkesztésére).

B. Az a oldal helyettesithet6 az Fa felezGpontjaban elhelyezett a tomeggel, hasonléan a b és a
c oldal az Fp-be ill. Fc-be elhelyezett b ill. ¢ tomeggel. Igy Sx a felez6haromszog csucsaiba
helyezett a, b és ¢ tomegek stlypontja, ami a felez6haromszog beirt korének kdzéppontjat adja.
Ao

T8.2. Az oldalak sulypontjanak baricentrikus koordindtdi az A, B és C bazispontokra
vonatkozéan b +c,a+césa+Db.
Az ASy egyenes a BC szakaszt (a + b) : (a + ¢) aranyban osztja, pontosabban az osztopontot Pa-
val jeldlve

BP,:P,C=(a+b):(a+c).

B. Az Fa-ban elhelyezett 2a tomeg helyettesitheté a B és a C csucsokban clhelyezett a
tomegekkel, az Fp-ben 1év6 2b tomeg az A és a C cstucsokban elhelyezett b tomegekkel, tovabba
az Fc-ben 1év6 2¢ tomeg az A és a B cstucsokban elhelyezett ¢ tomegekkel. Ez azt jelenti, hogy
a csticsokban 1évo tomegek: b+c,a+césa+b. &

Jelolje a csticspontok helyvektorait ao, bo, Co, valamint Sy helyvektorat sx, akkor
_(b+c)ag +(a+c)bg +(a+b)cy
a 4s '

X

T8.3. Oo , vagyis a beirt kor kdzéppontja, az S stulypont és az Sx egy egyenesre esik, €s S
harmadolja az SxOo szakaszt, mégpedig

25,S =SOy.
(vesd 0ssze: Euler-egyenes).
B. A T7.2. allitds szerint S az ABCA ¢és a felez6haromszog hasonldsagi kézéppontja, és a
hasonlosag aranyszama 1:2. Og €s Sx egymasnak megfeleld pontok, ezért 6sszekotd egyenesiik
S-et tartalmazza és a beirt korok kdzéppontjainak S-t6l valo tavolsagara is fennall az 1:2 arany.
N
T8.4. Legyen N a haromszog Nagel-pontja (Id. 5.6. fejezet). S felezi az OgN szakaszt.

B. T5.26. és T8.3. egyenes kovetkezménye. &

T8.5. Sy tavolsaga az a oldaltol: %(ma — p), ahol ma az a oldalhoz tartoz6 magassag hossza, p

pedig a beirt kor sugara.
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m
B. Sx és BC tavolsaga a felez6haromszog magassaganak, Ta -nek és a felezOharomszoghe irt

kor sugaranak, g -nek a kiilonbsége. #

T8.6. A haromszo6g hozzairt koreinek hatvanypontja (1d. T3.7.) az oldalak Sy stlypontja.

B. Bebizonyitjuk, hogy a felez6 haromszog szogfelez6i hatvanyvonalak. Legyen az a oldal
felez6pontja Fa, A b oldalt kiviilrél érint6 kor érintési pontja az a oldalegyenesen P, a ¢ oldalt

kiviilr8l érintéé Q. T5.2. alapjén a , ezért F,P = FaQ:s—%, vagyis Fa-bol a b és a ¢

oldalakhoz hozzairt korokhoz egyenld hosszusagh érintdk huzhatok, tehat a két kor
hatvanyvonala 4tmegy Fa-n. Masrészt a felez0 haromszog Fa csucsbeli belsé szogfelezdje
parhuzamos az A csucsbdl kiindul6 belsé szogfelezével, ami merdleges a kiilso szogfelezore,
¢s ez éppen a hozzairt két kor centralisa. Igy T3.7. értelmében bebizonyitottuk, hogy felezo
haromszog Fa csucsbeli belsd szogfelezdje a két kor hatvanyvonala. Ugyanez igaz a tobbi
szogfelezOre is, tehat Sx hartvanypont. 4
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9. Magassagpont
9.1. A magassagpont helyzete

Valamely cstcsbol a szemkozti oldalra huzott merdleges szakasz a haromszog egyik
magassagvonala. Ahol ez a szakasz a szemkozti oldallal taldlkozik, azt a pontot a magassdag
talppontjanak nevezziik. Az A csticsbdl kiindulé magassagvonal jelolése ma, a talppontja Ta, és
hasonldan értelmezziik az my, me, Tp és T¢ jeloléseket is.

T9.1. A magassagvonalak egy pontban metszik egymast, a metszéspont neve: magassagpont,
jelolése M. A magassagpont hegyesszogii haromszognél a haromszog belsejébe, derékszogi
haromszognél a derékszog csticsaba, tompaszogiinél a haromszogon kiviilre esik.

B. Minden csucson fektesslink 4t egy parhuzamos egyenest a szemkdzti oldallal, akkor
l1étrehozunk egy nagyobb haromszdget, melynek az eredeti haromszog a felez6 haromszoge. A
magassagvonalak az 1) haromszog oldalfelezd mer6legesei, tehat egy pontban metszik
egymast.

Hegyesszogii haromszognél minden magassagtalppont a hozzatartoz6 oldal belsejébe esik, igy
a magassagvonalak a haromszog belsejében haladnak. Az ma magassagvonal két részre bontja
a haromszoget, a B csucs és a b oldal az ma kiilonb6z6 oldalan vannak, tehat my a haromszog
belsejében metszi Ma-t. A magassagpont tehat beliil van.

A derékszogl haromszdgre vonatkozo allitas nyilvanvalo. Tompaszog esetén a nagy haromszog
is tompaszogli, tehat a koriilirhatd kor koézéppontja ezen kiviil van. A korilirhatd kor
kozéppontja az eredeti haromszog magassagpontja, tehat ez is kiviil van a nagy haromszogon,
de akkor a kisebb, eredeti haromsz6gon is kiviil van. &

T9.2. A BCMA magassagpontja A.
B. ABCMA MTa, és CTp magassagvonalainak metszéspontja A. &

Ortocenrikus pontnégyesnek nevezziik azt a pontnégyest, melyben tetszélegesen kivalasztott
harom pont haromszoget alkot és a negyedik pont mindig ennek a magassagpontja. Az A, B, C,
M pontnégyes tehat T9.2. szerint ortocentrikus. Az ortocentrikus pontnégyes minden
haromszogére a talpponti haromszog (1d. 9.3. fejezet) és a Feuerbach-kor azonos (1d. T10.6.).

T9.3. Ha #<90° és < 90°, akkor a BMC szog 180° — a. Ha 2> 90° vagy »> 90°, akkor a BMC
szOg nagysaga .

Egyszerlibb alakban gyakran gy hasznaljuk az &llitast, hogy a hegyesszogli hdromszog
magassagpontjanak az oldalakra, vagy az oldalfelez6 pontokra vonatkozo tiikorképe, a kortilirt
korre esik. Az allitds tompaszogli haromszogre is igaz.

B. A két esetnek megfelelden két abrat készitsiink. Mindkét abraban a TyMCA hasonlé a TCACA-
hoz, mert a derékszogon kiviil még egy szogiik megegyezik. Igy a ToMC szg nagysaga a. A
ToMC szdg az elsO esetben kiegészitd szoge a BMC szognek, a masodik esetben pedig azzal
megegyezo. A
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T9.4. m:a-|ctga|.

B. T7.2.-ben megallapitottuk, hogy a haromszdg és felez0 haromszogének a hasonlosagi
kozéppontja S és a hasonlosag aranyszama 1:2. T4.5.-ben lattuk, hogy a koriilirhatdo kor
kozéppontja a felez6 haromszog magassagpontja. Ezek szerint az OFa szakasznak az MA

szakasz felel meg a hasonlosagnal, tehat MA a kétszerese a T4.2.-ben szerepl6 d abszolut
értékének. A

9.2. 4 magassagvonal

o . 2
A magassagvonal hossza elég bonyolult kifejezés. A teriiletbdl visszaszamolva my =—, ahol
a

a teriiletet pl. a Heron-képlettel szamoljuk ki.

m
T9.5. Nagyobb oldalhoz kisebb magassag tartozik. Képlettel: —* =
Mp

o | T

B. Az ama = bmp = 2T képletb6l mindkét allitas kozvetleniil leolvashato. a

T9.6. Legyen a =T,B ¢és a, :Ta_C. Vegyiik ai-et és ao-t eljeles tavolsagnak: a: legyen

negativ, ha Ta az a oldal meghosszabbitasara esik, de B-hez kozelebb van, mint C-hez, a,
negativ, ha Ta kiviil van, de C-hez kozelebb. Ha 5+ 90° és y = 90°, akkor
ar:az=(@°—b?+c?: (@ +b’>-c?.

B. Legyenai = daésa=(1 - A)a, ahol 1= 1 (de 1 <0 és 4> 1 lehetséges). Pythagorasz-
tétellel
c? - 1%2a? =b? —(1—2)2a2,
amibdl
a? -b? +c?
/1=—2,
2a

és

A a® —b?% +¢?

1-2 a?4+p2-c?

amit bizonyitani akartunk. &

T9.7. Az A csucsbol kiinduld magassag talppontjanak tavolsaga az a oldal Fa felez6pontjatol:
R Ll
aFa oa

B. Tegyiik fel, hogy b < c. A T9.6.-ban meghataroztuk a TaB tavolsagot:

L 2 K2 2 2 2
TaB=a b +¢c =g+c b ’
2a 2 2a

ami a bizonyitandé allitast megadja. &
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A kovetkezO allitas lehet6vé teszi a magassagpont baricentrikus koordinatainak kézvetlen
kiszamitasat.

T9.8. Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket: legyen wy = —a% +b? +c?, Wy = a —b? +c?,

W3 = a?+b%-c?. A magassagpont baricentrikus koordinatdi az A, B, C bazispontokra
vonatkozoan: WaWs, Wiws, WiWz. A stlyok sszege ebben az eldallitasban (4T)2.

Ha a haromszog nem derékszogii, akkor a baricentrikus koordinatak tobb mas alakban is
megadhatok:

1 1 1
w ' wy " wg
vagy
a b C
cosa cosf cosy’
vagy

tga, 19p, 19y.

B. T9.6. alapjan Ta a B és a C tdmegpontok stilypontja és AT, sulyozott sulyvonal. Hasonl6 igaz
a tobbi magassagvonalra is, igy M ezekkel a sulyokkal képezett stilyozott sulypont.

Mivel
W, (W, +W,) = 2a°w,
W, (W, +w,) = 2b%w,
W, (W, +W,) = 2¢°W,
Osszeadva kapjuk, hogy
W,W, + W,W, +WW, =a’w, +b’w, +c®w, =-a* —b* —c* +2(a’b® +b?c”® +c’a?).
Ez azonban a Heron-képlet 6sszeszorzott alakja (T5.5), vagyis (4T)>.

Mindhéarom koordinatat elosztva wiw,ws-mal, megkapjuk a masodik allitast.

A baricentrikus koordinatak koszinusz-tétellel atalakithatok az alabbi minta szerint:
1 1 a

W, _a24+p24c2 2abccosa
Minden koordinatat atalakitva, majd mindegyiket végigszorozva 2abc-vel megkapjuk a
harmadik allitast.

sing _sinf_siny

b c ’
szorozzuk meg a harmadik eldéallitasban kapott sulyokat t-vel, akkor a negyedik allitasban
szerepld stlyokat kapjuk meg. &

A negyedik allitashoz a szinusz-tételt hasznaljuk. Legyen t= és

9.3. 4 talpponti haromszég
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A magassag-talppontokat 0sszekdtd haromszdget, vagyis a TaToTcA-€t, talpponti haromszognek
nevezziik. Ha az ABCA derékszogii, akkor Ta = Ty = C, vagyis a talpponti haromszége nem
1étezik, ezt az esetet ebben a részben vizsgalatainkbol kizarjuk.

A hegyesszogli és tompaszogl eset erdsen kiillonbozik, vagy kiilon kell megfogalmazni az
egymasnak megfelelo allitdsokat, vagy ha ezek azonosak, akkor kiilon kell bizonyitani a két
esetet.

T9.9. ATpTaC sz0g egyenld a TcTaB szoggel, és nagysaga a. Az allitas fiiggetlen a haromszog
tipusatol. A magassagok a talpponti haromszog szogfelez6i, a magassagpont a talpponti
haromszogbe beirhat6 kor kdzéppontja.

B. Készitsiink harom abrat a bizonyitas a), b) és c)-vel jelolt harom kiilonbozd esetéhez. A
bizonyitasokban a Thalesz-k6rok miatt tobb harnégyzet szerepel, itt felhasznaljuk, hogy a
hurnégyszogben a szemkozti szogek 6sszege 180°, vagy masképpen a kivalasztott sz6g egyenld
a szemkozti szog kiegészitd szogével.

a) Az ABCA hegyesszogli. Az ACTaTc négyszog hurnégyszog, ezért a TcTaB szog o Az
ABTaTp négyszog hurnégyszog, ezért a TpTaC szdg a. A talpponti haromszog Ta-nal
1év6 sz0gét a magassag felezi, mert mindkét rész 90° — a.

b) a > 90°. Az ATpMT. négyszog hurnégyszog, ezért a BMC szog 180° — o A CMTpTa
négyszog hurnégyszog, ezért a ThTaC szog a. A BMT:Ta négyszog hurnégyszog, ezért
a TcTaB szog a. A talpponti haromszdg Ta-ndl 1évd szogét a magassag felezi, mert
mindkét rész a — 90°.

c) y>90° A BTpTaA négyszog hurnégyszog, ezért a BTy iven nyugvo két szog egyenld, vagyis
a ToTaB szog a. A CTaATc négyszog hurnégyszog, ezért a CTc iven nyugvé két szog
egyenld, vagyis a TcTaC szOg a. A talpponti haromszog Ta-nal 1év0 szogét a magassag
felezi, mert mindkét része anagysagi. A magassag tehat a tompaszog mindkét esetében
szogfelezd. a

Az alabbi tételben a talpponti haromszdg kertiletére adunk két kiilonboz6 kiszamitasi formulat,
ezek koziil inkabb a T = ps teriiletképletre hasonlité masodik formula ajanlhato.

T9.10. A talpponti haromszog oldala, TpT, =a- | Ccos | .

A hegyesszogli ABCA tertilete
T = Rsp,
mig o > 90° esetén
T =R(so — ao),

ahol sp a talpponti haromszog keriiletének a fele és ao = ﬁ Hegyesszogli haromszog esetén

az so kiszadmitdsa: s,:s=p:R< % , ¢s egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha az ABCA

egyenld oldalu.
Hegyesszogli haromszognél AM : AT, =a, :s,.
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B. Itt is, mint az el6zd bizonyitasban, harom éabran kell az allitasokat belatni. Az allitasok
azonosak, de az indokolasuk kiilonb6zo lehet. Az AT, TcA hasonld az ABCA-hoz, mert a T¢ThA
szoge [ és a TcTbA szdge y(vo. T9.8. kiilonbozo eseteivel). A hasonldsagi arany

ATy

— =[cosa/,

AB
ezért TyTo =a-|cosa|.
(A masodik allitast tulajdonképpen T5.23.-ban mar bebizonyitottuk. Ha a talpponti
haromszoget vessziik alapharomszognek, akkor hegyesszogli ABCA esetén A, B és C az
alapharomszoghoz hozzairt korok kozéppontjai, ezért az ABCA teriilete az alapharomszog
koréirt kor sugaranak és félkeriiletének kétszeres szorzata. Az alapharomszog koré irt kor az
ABCA Feuerbach-kore (1d. 10. fejezet), és a Feuerbach-kor sugaranak kétszerese megegyezik
az ABCA Kkoréirt kor sugaranak hosszaval. Ha o > 90° akkor T5.23. utolso allitasat kell
alkalmazni.)

A masodik allitasra itt elemi bizonyitast adunk. Legyen az ABCA hegyesszogi ¢s O jeldlje a
kortlirt kor kdzéppontjat. A haromszog teriiletét az ATcOTp, a BTaOTc és a CTpOTa négyszogek
teriiletének Osszegeként szamitjuk ki. A négyszdgek atloi merdlegesek egymadsra, ugyanis az
AT.OTp négyszdg esetén tiikrozziik az atlokat az A csucs belsd szogfelezdjére. Az OA egyenes
tikorképe T4.6. értelmében az ATa egyenes lesz, mig a ToTc egyenes a b oldallal

P szoget zar be (T9.9.), ezért a tiikorképe a c oldallal zar be f szoget, igy a tiikorkép egyenes
parhuzamos az a oldallal. Az atlok tiikkorképei merdlegesek, tehat az atlok is. A talpponti
haromszog oldalait rendre ao-lal, bo-lal és co-lal jelolve az ABCA teriilete

T =%(aOR+bOR+c0R): Rs,.

Kissé nehezebb a tompaszogii haromszogre (a > 90°ra) vonatkoz6 allitas. A itt a talpponti

haromszog beirt korének a kozéppontja. Tegyiik fel az altalanossag korlatozasa nélkiil, hogy

b < c¢. Bocsassunk mer6legest A-bdl a TaTc oldalra, a talppont legyen P, és a TaTp oldalra, a

talppont legyen Q. Mivel P és Q a talpponti haromszdgbe irt kor érintési pontjai
T.P=T.Q=s,-43a,.

A CTa0Q négyszog teriilete, mivel az elézoek szerint az atléi merdlegesek, %R(S0 —-a,), és
ugyanennyi a CTaOA négyszog teriilete is.
Az OBTaA és az OBPA teriileteinek a kiilonbsége, mivel OB meréleges TaTc-re, %R(S0 —-a,),

és ugyanennyi az OBTaA és az OBAA teriileteinek a kiilonbsége is. A teriileteket eldjelhelyesen
Osszeadva kapjuk, hogy T =R(s, —a,).

Az ardnypara T = RSpés a T = ps képlet Osszevetésével kaphatd meg, mig az egyenldtlenség
az Euler-féle sugaregyenldtlenség (T14.1.).

Tegytlik fel, hogy az ABCA hegyesszogii. Az MBCA ¢és az ABCA talpponti haromszdge
megegyezik (ortocentrikus pontnégyes), Feuerbach-koriik azonos, ezért a koriilirt korok sugara
is megegyezik, tehat a teriileteik aranya (So — ao) : So. A két haromszog alapja k6zos, tehat a
MT, _ AT, - AM 1 AM _ S8 :1_&

AT AT S S

a a a

magassaguk aranya is ez: . Ezzel az utolso

allitast is belattuk. &
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Pontositsuk a haromszdgbe irt haromszog fogalmat: a beirt haromsz6g mindharom cstcsa a
befogadd haromszog harom, kiilonb6z6 oldalan helyezkedik el.

T9.11. A hegyesszogli haromszdgbe irt legkisebb keriiletli haromszog a talpponti haromszog.
Ha a haromszog nem hegyesszogli, akkor ilyen haromszog nem létezik, és minden beirt
haromszdg keriilete nagyobb, mint a legkisebb magassag kétszerese, €s ez az érték tetszoleges
pontossaggal megkdzelitheté a haromszog alkalmas megvalasztasaval.

ST. Segédtétel a bizonyitashoz. Egyenldszaru trapézban az 4tlo hosszabb, mint a k kozépvonal.

ST bizonyitasa. Az ABCD egyenldszaru trapéz parhuzamos oldalai legyenek AB és CD. Két
haromszdg-egyenldtlenség felhasznalasaval AB + CD < AC + BD =2- AC, azaz

AB +CD
=<

k AC,

¢s ezt akartuk bizonyitani.

B. A hegyesszogli haromszogben vegyiink fel egy beirt DEFA-et tetszélegesen, a D csucs az a,
az E cstucs a b és az F cstcs a ¢ oldalra essen. Ugyancsak rajzoljuk be a TaTyTc talpponti
haromszoget is. Tiikrozziik a b oldalra az ABCA-et, ez legyen az AB’'CA, a tiikr6zést végezziik
el a DE és a TaTp oldallal is, a tiikorkép legyen D’E és Ta 'Tb. Tiikr6zziik a ¢ oldalra is az ABCA-
et, ez legyen az ABC A, a tiikrozést végezziik el a DF és a TaTc oldallal is, a tiikorkép legyen
D”F és Ta"Tce. T9.8. miatt a T,T4 egyenes tartalmazza a Ty és Tc pontokat, igy a talpponti

haromszog keriilete T3 T, . A beirt DEFA keriilete a D’EF D" toréttvonal, ami hosszabb, mint
D'D".

A C "B és a B'C egyenesek metszik egymast, hiszen 180° — 2« szoget zarnak be. A metszés-
pont legyen P. A PTa'Ta”A egyenlOszaru, mert a PTa'Ta” szog is és a PTa"Ta’ sz0g is a

nagysagi. D'Ty =DT, =D"Tg , ezért T T, egy szimmetrikus trapéznak a kdzépvonala, mig

D'D" az atloja, ami a segédtétel szerint hosszabb.

Legyen most az ABCA C szdge derékszdg. Most is vegylik fel a DEF beirt haromszoget és a
talpponti haromszog helyett az m¢ magassagvonalat. Végezziik el az elébbiekben leirt
tikrozéseket. A BCC A egyenl6szarta. A D’EFD ” tor6tt vonal hosszabb, minta D’D” szakasz,
és itt is létezik egy egyenldszaru trapéz, melynek atlgja, D’D” hosszabb, mint a kdzépvonala
CC" =2m, . Ezzel belattuk, hogy minden beirt haromszog keriilete nagyobb, mint 2me.

Legyen y > 90° ¢és vegylink fel tetszélegesen egy beirt DEFA-et. Hizzunk merélegest az a
oldalra C-ben, akkor ez a c oldalt egy Q belsé pontban metszi. DQ metszi az EF-et is egy R
belsd pontban. A DRFA-rdl lattuk az elébb, hogy keriilete nagyobb, mint 2mc, A DEFA keriilete
azonban még nagyobb a haromszog egyenldtlenség miatt, és ezt akartuk belatni.

Az, hogy a 2m¢ érték megkdzelithetd, konnyen lathato, ha felvesziink egy me-hez kozeli
keskeny haromszoget. #

T9.12. Ha b # c, akkor a TpT¢ egyenes egy T pontban metszi az a oldal egyenesét. A BCTaT
pontnégyes harmonikus pontnégyest alkot (a definiciot 1asd T2.3.-nal).
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B. AT9.9. miatt a b oldal a TaToTA szogfelezdje, és a merdlegesség miatt BTy kiilsé szogfelezo.
N

Természetesen hasonld tétel érvényes az A, B, C, M ortocentrikus pontrendszer tobbi
haromszdgére is.

Vegyiik észre, hogy hegyesszogli haromszégnél a talpponti haromszog TaToTc koriljarasi
iranya megegyezik az ABC haromszog koriiljardsi irdnyaval, mig tompaszogiinél azzal
ellentétes iranyu. Igy a talpponti haromszog esetén is beszélhetiink eldjeles teriiletrdl, hasonld
értelemben, mint a haromszog eldjeles teriileténél (Id. T11.1.). A haromszog teriilete pozitiv
eldjell, ha koriiljarasi irdnya pozitiv, ellenkezd esetben a tertilet eldjele negativ.

T9.13. Legyen T az ABCA eldjeles teriilete, akkor a talpponti haromszog To eldjeles teriilete
To=T[L- (cos2 o + oS 2 L+ cos? .

B. Hegyesszogli haromszdgnél To-t megkaphatjuk, ha a haromszog teriiletébol elhagyjuk az
ATpTcA, a BTcTaA és a CTaTbA teriiletét. A felsorolt hdromszogek hasonléak az ABCA-hoz,
ugyanis ezt T9.10. bizonyitasaban belattuk. Ugyancsak lattuk, hogy a hasonldsagi arany cos e,
cosp, ill, cosy, ezért a teriileteik Tcos?a, TCos?f3 és Tcos?y, amibdl

To=T —T(cos2 o + cos? p+ cos? 7),
ami a bizonyitando allitast jelenti.

Tompaszogli hdromszog esetén készitsiink 0j abrat. Itt az ATpTc, a BTcTa és a CTaTp
haromszogek lefedik az ABCA-et és a talpponti haromszdget, gy hogy a kdzos résziiket kétszer
fedik le. Ezért a To-t Ggy kaphatjuk meg, ha a haromszogek teriilet-6sszegébdl levonjuk az
ABCA teriiletét. A felsorolt haromszogekre a hasonlosag és a hasonldsagi arany tovabbra is
érvényes, igy a teriiletiik is a fentiekben megadott. Mindezek figyelembe vételével

To =T(cos? o +cos? B+cos? y)—T,

ami az eldjelek szempontjabdl is helyesen adja a bizonyitand¢ allitast. #

T9.14. Tg s%.

B. Tegyiik fel, hogy a < b < ¢, és az abrankat ennek megfeleléen készitsiik el. Jeloljikk az
oldalfelez6 pontokat rendre Fa-val, Fp-vel és Fc-vel. Fel fogjuk hasznalni az alabbi két
nyilvanval6 tulajdonsagot:

1) A ToTc egyenes az a oldal C-n tali meghosszabbitasat metszi (ha egyaltalan metszi).

2) T,B>T,C.

A TaTpTcA teriilete nem nagyobb, mint az FaTpTcA teriilete, mert a kdzds oldalhoz tartozé
magassaga sem nagyobb.

Az FaTpTcA teriilete nem nagyobb, mint az FaFpTcA teriilete, mert a kdzds oldalhoz tartozé
magassaga sem nagyobb.

Az FaFpTcA teriilete egyenld az FaFoFcA teriiletével, mert a kozos oldalhoz tartozé magassagaik

: T :
egyenld hosszuak. Mivel az FaFpFcA teriilete R az allitast bebizonyitottuk. &
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Melléktermékként adodik a kovetkezo allitas.

T9.15. Az ABCA akkor és csak akkor hegyesszogii, ha % <cos? a +cos? L+ cos? y <1, akkor

2

¢s csak akkor derékszogi, ha cos o + Cos? p +cos? y =1, tovabba akkor és csak akkor

2

tompaszdgll, ha cos” o + cos? p+ cos? y>1.

B. T9.13.-bdl és T9.14.-bdl kovetkezik. &

9.4. Osztopont haromszog

Rogzitsiink egy 0 <p < 1 szamot. Az ABCA BC oldalan vegyiink fel egy P, a CA oldalan egy
Q ¢és az AB oldalan egy R pontot tigy, hogy

BP_CQ_AR _
a b C
legyen. A PQRA-et az p szamhoz tartozo osztopont haromszognek fogjuk nevezni.

T9.16. Legyen az ABCA teriilete T. Az p szamhoz tartoz6 osztépont haromszognek a 7 teriilete
T =T@A-3p@- p)).
Rogzitett T mellett 7 akkor a legkisebb, ha a felez6 haromszogrél van szo.
B. Az AQRA teriilete
%(1— p)bpcsina = p(1- p)T,

¢s ugyanekkora a CQPA ¢és a BPRA teriilete is. Ebbdl a fenti teriiletképlet mar kdzvetleniil
adodik.
T’ minimalis, ha p(1 — p) maximalis, de a szamtani mértani kozép egyenl6tlenségbol

pl—p) < % , s egyenlGség csak akkor all fenn, ha p=1—-p= % A
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10. Feuerbach-kor
10.1. Euler-egyenes

A sulypont kapcsan mar emlitettiik (Id. T7.2.), hogy a haromszog ¢és felez6 haromszdoge
hasonlok, a hasonldsagi arany 2 : 1, és a hasonldsag kozéppontja az S sulypont. Mivel a felezd
haromszdg magassagpontja az eredeti haromszog korilirt koérének O koézéppontja, a
hasonldsagi transzformacié soran az eredeti haromszog M magassagpontjanak O felel meg,
ezért O, S és M egy egyenesre esnek.

T10.1. O, S és M egy egyenesre esnek, az egyenes neve: Euler-egyenes. Az Euler-egyenest nem
definialjuk, ha a haromszog egyenld oldala, mert akkor O, S és M egyetlen pontot jelentenek.

S harmadolja az OM szakaszt, mégpedig SM =2-OM .

B. A bizonyitast eloljaroban elmondtuk. #

A kovetkezd tétel segitségével az Euler-egyenesen ,kozlekedhetiink”, vagyis az itt
elhelyezkedd pontok egymastol mért tavolsagait konnyen kiszamithatjuk.

a? +b% +c?

9

T10.2. 0s? = R2

A képletbdl kovetkezik, hogy R 2%\/ a? +b? +c? , tovabba az egyenléség csak az egyenld

oldalu haromszog esetén all fenn.

B. A formula a T14.2. altalanos tételbdl azonnal l4thato, de itt megismételjiik az eljarast.
Valasszuk a koordinatarendszer kezdépontjat O-nak, és jelolje ao, bo és Co a csucsok

helyvektorait. Az origé megvalasztasa folytan | a0| =| b0| =| C0| =R, masrészt
a2 = |bo — Cof?> = 2R? — 2boCo,,
amib&l 2boCo =2R? — a2. Hasonloan 2aoCo = 2R? — b? és 2aobo =. 2R? — ¢2. Az S helyvektora

%(ao + bo + Co), tehat
CEZ :%|ao+ bo + Cof? = %[E%RZ +6R? —(a2 +b? +cz)],

ami az elsé allitast igazolja. A masodik allitas a képletbdl adodik, ill. a T18.1. bizonyitja, hogy
az egyenlOség csak egyenld oldalt esetben érvényes. &

Jeloljiik az oldalfelez6 pontokat Fa, Fn, Fc-vel.

T10.3. Az AM szakasz P felezépontja az AFpFcA magassagpontja.

B. A bevezet6 gondolatmenet alapjan AM =2.0F, , azaz E:OFa. Ha a felez6

haromszoget az FpFc felezOpontjara tiikrozziik, akkor a felezé haromszog az AFyFcA-be, O, a
felez0 haromszo6g magassagpontja P-be megy at, vagyis P az AFyFcA haromszog
magassagpontja. A
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T10.4. Az Euler-egyenes akkor és csak akkor parhuzamos az a oldallal, ha a magassagpont
: — 2
harmadolja az ma magassagot oly modon, hogy AM = 3 m, (az egyenld oldali haromszdget az

allitasbol kizarjuk, mert ekkor az Euler-egyenes nem 1étezik). T9.10. segitségével az allitas
atfogalmazhato: Az Euler-egyenes akkor és csak akkor parhuzamos az a oldallal, ha a talpponti
haromszog ao oldala (mely a b és a ¢ oldalakat koti 0ssze) harmada a talponti haromszog
kertiletének.

B. Legyen az a oldal feleziipontja Fa, az ma magassag talppontja Ta és a hdromszdg sulypontja
S. Az OM szakasz akkor és csak akkor parhuzamos az a oldallal, ha az ASMA és az AFaTaA
hasonlok, e két haromszdg pedig akkor és csak akkor hasonld, ha

AM :A_Ta:A_S:A_Fa:Z:B. A
10.2. Feuerbach-kor

A felez6 haromszog koriilirt korét Feuerbach-kornek nevezziik. A Feuerbach-kornek szamos
érdekes tulajdonsdga van, ezeket a kdvetkezo allitasok tartalmazzak.

T10.5. A Feuerbach-kor kozéppontja az Euler-egyenesre esik, mégpedig az OM szakasz
felez6pontjaba.

B. Az ABCA a koriilirt korével egyiitt és a felezé haromszog a Feuerbach-korrel egyiitt hasonld
alakzatot képez, a hasonlosagi kdzéppont S, és a hasonlosagi arany 1 : 2. Ebbdl kovetkezik,
hogy a Feuerbach-kor Or kozéppontja rajta van az OS egyenesen, vagyis az Euler egyenesen.
A hasonlosagi aranybol kovetkezik, hogy OS =2 - SO , tehat

OOf :E.&:§1.W:1.W_ a
2 23 2

T10.6. A Feuerbach-kor egyben a talpponti haromszog koriilirt kore is.

B. Jel6ljiik az a oldalhoz tartoz6 magassag talppontjat Ta-val. T10.5. szerint Or rajta van az
OFaTaM trapéz kozépvonalan, vagy masképpen az FaTa szakasz felez6 merdlegese atmegy Or-
en. Ez azt jelenti, hogy Or egyenl6 tavol van az Fa és a Ta pontoktol, tehat a Feuerbach-kor
atmegy Ta-n. A tobbi talppontra is nyilvan ugyanez igaz. #

T10.7. A Feuerbach-kor felezi a magassagpont és a cstcsok kozotti szakaszokat. Mas
megfogalmazasban: a Feuerbach-kor atmegy a felez6 haromszoget kiegészitd mindharom
haromsz6g magassagpontjan.

B. A T9.3. szerint O (ami a felez6haromszog magassagpontja) oldalfelezé pontra vonatkozo
tiikorképe a Feuerbach-korre (ami a felez6haromszog koré irt kor) esik. Ez a tiikorkép egyben
a kiegészité haromszog magassagpontja is és felezi az M és a csucspont kozti tavolsagot (1d.
T10.3.). &

Ennél kicsit tobb is igaz. Ha a hdromszog koriilirt kdrén tetszdlegesen felvesziink egy D pontot,
akkor a DM szakaszt is felezi a Feuerbach-kor. Ez a kovetkezd allitasbol 1athato.

T10.8. A kortilirt kort M-bol, mint kiilsé hasonldsagi kozéppontbol 1 : 2 aranyban le-kicsinyitve
a Feuerbach-kort kapjuk meg.
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B. A kicsinyitett kor atmegy az AM, BM és CM szakaszok felezGpontjain, tehat T10.7. szerint
azonos a Feuerbach-korrel. a

A Feuerbach-kor érintési tulajdonsagait a 15. fejezetben targyaljuk.
10.3. Baricentrikus koordinatak

A kortlirt kor kozéppontjanak baricentrikus koordinatait T4.7.-ben megadtuk a haromszog

szogeivel kifejezve : sin2eq, sin2p, sin2y. A koordinatakat kifejezhetjiik az oldalakkal is.

Vezessik be a 9. fejezetben mar hasznalt sulyokat, legyen W1:—a2 +b? +C2,

Wy =a% -b? +c?, W3=a2+b2—02.

T10.9. A koriilirt kor O kdzéppontjanak baricentrikus koordinatai az A, B, C bazispontokra

vonatkozodan acose, bcosp, ccosy, vagy oldalakkal kifejezve a?wi, b?w2, c®ws. Az utdbbi
felirasban a sulyok dsszege (4T)2.

B. T4.7. szerint a baricentrikus koordinatak sinacose, Sinfcosp, sinycosy. Szorozzuk meg a
a b c

koordinatakat t =——=——=—
sina sing siny

-val, akkor megkapjuk az els¢ allitast. Mivel

—a?+b%+c? Wy

cosa = = :
2bc 2bc

aw; bw, cwg

2bc  2ac 2ab
megkapjuk a tétel masodik allitasat. A sulyok dsszegére vonatkoz6 allitas a T.5.5. sszeszorzott

Heron-képlet kovetkezménye. &

a koordinatak atalakithatok alakba, majd ezeket 2abc-vel megszorozva

T10.10. A Feuerbach-kor kozéppontjanak baricentrikus koordinatai az A, B, C bazispontokra
vonatkozoan trigonometrikus alakban sin2g + sin2y, sin2y + sin2e, sin2a + sin2p. Az
oldalakkal kifejezve b*w, +c?w;,, c®w, +a’w;, a*w, +b’w, . Ez utobbi esetben a sulyok dsszege
2(47)%

B. Mivel a Fuerbach-kér a felez6 haromszog koriilirt kore, T4.7. szerint az oldalfelez6
pontokban elhelyezett 2sin2 ¢, 2sin24, 2sin2y sulyok sulypontja a Feuerbach-kor kozéppontja.
Az A, B ¢s C pontokban elhelyezett tomegeket hat tomegpontra bontva, két-két egyenld tomeget
az oldalfelez6 pontokba helyezett 2sin2 ¢, 2sin23, 2sin2y tomeggel helyettesitve lathatd, hogy
a stlypontjuk a Feuerbach-kor kdzéppontjaba esik.

A trigonometrikus sulyokban a kétszeres szogeket alakitsuk egyszeresekké és szorozzuk meg a
— b —
sina _sin,B _siny
2bcos 3+ 2ccos y, 2ccos y +2acos a, 2acos o + 2b cos
alakot oltenek. A koszinuszos tényezOktdl a koszinusz-tétel segitségével szabadulhatunk meg:

b2 ocWs oeWa foqg Wi oq W op We
2ac 2ba 2ab 2bc 2bc 2ca

sulyokat rendre az kifejezéssel, akkor a sulyok
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Ha egyszertsitiink, és végigszorozzuk a stilyokat abc-vel, akkor megkapjuk az allitast. A stulyok
Osszegére vonatkozo allitds a Heron-képlet 0sszeszorzott T5.5. alakjabol adodik. &
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11. Teriiletképletek

11.1. Alapképletek

A felsorolt képletek korabban mar szerepeltek és bizonyitasuk megtortént. Itt 6sszefoglalo
jelleggel, hivatkozasokkal felsoroljuk ezeket. A teriiletet T-vel jeldljiik, a tobbi alkatrész

jelolése a korabbival egyezo.

2

am . . .
Alapképlet: T =272 _ absin y _a“sin ,_Bsm v
2 2 2 sina
R, , abc

A koriilirt kor sugaraval: T = IR (T4.4.)
A beirt (vagy hozzairt) kor sugaraval: T=p-s=p,(s—a) . (T5.4.)
Heron-képlet: T?=s(s —a)(s — b)(s —c) (T5.5.)
Heron-képlet 6sszeszorzott valtozat:

(4T)* =—a* —b* —c* +2(a’b? +b?c® +c?a?) (T5.5.)
Szogekkel: T = Sztg%tgg tg% (T5.27.1)

Kevésbé ismert, ritkabban hasznalt képlet a kovetkezo.

T11.1.
T =%(b2 +c? —az)tga.

B. Jeloljiikk mc talppontjat T-vel és az X =TA kiszamitasa érdekében irjuk fel a Pythagorasz-
tételt az mc-vel kettévagott részharomszogekre:

b? —x? =a? —(c—x)2.
Ebbdl

2cx=b? +c2 —a?.

Mivel mc = xtge, a haromszog teriilete

2

1 1 1, o 2
T==cm, ==cxtga= =(b° +c“ —a“)tga. &
5 CMe =2 CX1g 4( )tg

11.2. Koordinata geometria

Adott a haromszog csucspontjainak koordinataival: A = (ai, az), B = (bs, b2), C = (cy, ¢2). Az
eldjeles teriiletet adja meg a kovetkezd formula.

T11.2. Az eldjeles teriilet azt jelenti, hogy pozitiv (6ramutatd jarasaval ellentétes) koriiljarasi
irany esetén pozitiv, ellenkezd esetben negativ a teriilet. Az eldjeles teriiletet is T-vel jelolve

T :%[al(bz —Cz) +b]_(02 —3.2) +C1(a2 _bZ)]'
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Mivel a képletet elég nehéz megjegyezni, ajanlatosabb determinans formajaban felirni:

1 a ap
T==|by b

> P2

Ci Co

B. Toljuk el a haromszoget, ugy hogy minden csticsanak pozitiv legyen a masodik koordinataja:
A = (a;, a2 + 1), B= (b, b2 +1t), C =(cy, C2 + ). Vetitsilk mer6legesen a haromszoget az X-
tengelyre, a csucsok vetiiletei legyenek A1, B1 és Ci. A haromszog teriiletét az ABB1A, a
BCC1B: és a CAA1C1 trapézok teriileteinek alkalmas eldjellel vett 6sszegeként allitjuk eld. Az
a1 — by, b1 — ¢, €1 — a1 koordinata-kiilonbségek eldjelei pozitiv koriiljaras esetén éppen a helyes
elbjelet, negativ koriiljaras esetén ennek ellenkez6jét adjak. Igy a trapézok eldjeles teriiletei,
melyben ezek a szorzok szerepelnek, 6sszegként az eldjeles teriiletet adjak, azaz

T =%[(a1 —b]_)(az +1t +b2 +t) + (bl _Cl)(bZ +t +C2 +t) +(C1 —al)(Cz +t+ 8.2 +t)].
Ennek alapjan (a t paraméter a formulabol természetesen kiesik)
1
T =E[(a1(a2 + b2 —Co — 8.2) + bl(—a2 — b2 + b2 + C2) + Cl(—b2 —Co +Co + a2]) )

¢s ez megegyezik a tételben megadott képlettel.

A determindnssal megadott alak helyessége az elsd oszlopra alkalmazott kifejtési tétellel
bizonyithato. &

Jegyezziik meg, hogy T11.2.-b6l megkaphatjuk, a két ponton atmend egyenes egyenletének
kevésbé ismert, de legegyszeriibb alakjat is. A hdrom pont akkor és csak akkor esik egy
egyenesre, ha a teriiletképlet zérust ad, vagyis a P1 = (X1, y1) és a P2= (X2, y2) pontokon atmend
egyenes egyenlete

x y 1
X Y 1|=0
X ¥, 1
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12. Megoldo képletek
A haromszdg harom adatabol a tobbi alapadat kiszdmitasara vonatkozo6 tételeket soroljuk fel.

T12.1. Szinusz-tétel. & =" %

b sing
B. Az mc magassag kétféleképpen felirhato: m. =asin f=Dbsina, amibdl atrendezéssel
kapjuk az allitast. s

Megjegyzés. Ha szoget akarunk szamolni a sin S :Esin a képlettel, akkor mindig gondolni
a

kell arra, hogy az egyenletnek két megoldasa lehet. Ha a > b, akkor mindig van megoldas, és,
mivel a nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van (T1.7.), S nem lehet tompaszog, tehat a

megoldas egyértelmii. Ha a < b, akkor —sin & >1 esetén ilyen haromszog nem Iétezik, viszont,
a

b . :
ha —sin a <1, akkor két megoldas van, az egyik tompaszogii.
a

T12.2. Koszinusz-tétel. c? =a® +b? - 2abcos V.

B. Fejezziik ki az mp magassag berajzolasaval kapott mindkét derékszogli haromszogre
alkalmazott Pythagorasz-tétel segitségével a magassag négyzetét:
mg =c? —(b—acos;/)2 =a? —(acos;/)z.

Az atalakitasok elvégzése utan megkapjuk a koszinusz-tételt. a

a-p
a-»b 9 2
T12.3. Tangens-tétel. = .
a+b a+p
tg 5

A tangens tétel akkor hasznalhat6 eredményesen, ha két oldalbol (a és b) és a kozbezart szogbol
(y=180°— (a + p)) kell a tovabbi szogeket kiszamitani. Ez a korabbi két tétel segitségével csak
két 1épésben hajthatd végre, — el6szor a ¢ oldalt kell koszinusz-tétellel kiszamitani —, mig a
tangens tétel 1ényegében egy 1épésben nyujt megoldast.

B. Alakitsuk at a tangens-tétel baloldalat a szinusz-tétellel, majd alkalmazzuk az ismert
trigonometrikus 0sszefiiggéseket:

sina _ _

a . % . Zcosa+’Bsina s tg a=p
a-b p 7 _sing  sina-sing 2 2 2 N
a+b a , sina , sina+sing psin P cos &P tga+ﬂ

b sin g 2 2 2
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13. Napdleon tétele és a panorama pont
13.1. Napoleon tétele

Illessziink egyenld oldali haromszdgeket a haromszog oldalaira kifelé. Minden egyenld oldalt
haromszog oldalhossza egyezzen meg a megfeleld oldal hosszéaval, és ne legyen kdzos belsd
pontja az eredeti haromszoggel. Nevezziik ezeket roviden kiils6 haromszogeknek.

Ugyanezt megtehetjiik a masik irdnyba is. Minden egyenld oldali haromszognek legyen kozos
belsd pontja az eredeti haromszdggel. Ezeket roviden belsé haromszogeknek mondjuk.

T13.1. A kiils6 haromszogek koriilirt kdreinek van kozos keriileti pontjuk. Ugyanez igaz a bels6
haromszogekre is: a bels6 haromszogek kortlirt korei is egy pontban metszik egymast. A korok
koz0s kertileti pontjat (kiilsé ill. belsd) Fermat-pontnak szoktak nevezni.

B. Ha a haromszog valamelyik szoge, mondjuk a C cstcsnal 1év6 szoge, 60°-0s, akkor belsd
haromszogek esetén, ha a C csticsnal 1év6 szog 120°%-os, akkor kiilsé haromszogek esetén a C
pont a harom kor metszéspontja. Ezeket az eseteket a bizonyitas tovabbi részeibdl zarjuk Ki.

A konnyebb szohasznalat kedvéért nevezziik az a oldal egyenese altal meghatarozott félsikok
koziil azt, amelyik a haromszoget tartalmazza bels6 félsiknak (jelolésben A™), a masikat
kiilsének (A7). Hasonldan értelmezziik a B*, B, C* és C ~ félsikokat.

Az a, ab és a c oldalhoz tartozo (vagy mind kiilsd, vagy mind bels6) kor legyen rendre Kz, Ko,
ill. Ks. K1 és K2 egyik k6z6s pontja C, és az eldbbi kizaras miatt nem érintik egymast, tehat van

még egy metszéspontjuk: A P pont nem eshet a ¢ oldalra, mert P e A* A B™ miatt a két oldal
latoszoge azonos lenne, vagy 60°, vagy 120°, ami lehetetlen, mert nem adhat 180°-os 1atoszoget

a c oldalra. Nem eshet a ¢ egyenesén az AB-n kiviilre sem, mert pl. P A™ n B~ esetén a két
latoszog kiilonbozo lenne, ami szintén lehetetlen, mert nem adhat 0°-os latoszoget.

Vegyiik sorra az a és a b oldalak 1atoszogeire vonatkozo harom lehetséges esetet.

a) Tegyiik fel, hogy a P pontbol az a oldal is és a b oldal is 120°-o0s szog alatt 1atszik. Bels6
haromszogek esetén a 120%o0s ivek nem metszik egymast, tehat csak kiilsd
haromszogekrél lehet sz6. A ¢ oldal 1atoszoge P-bdl csak 120° lehet, mert 0° lehetetlen,
mint az mar kideriilt. A P csak a haromszog belsejében lehet, és minden oldal 14toszoge
120°, kovetkezésképpen a Ks kiils6 kor atmegy P-n.

b) Ha mindkét oldal 60%os szog alatt latszik, és kiilsé korokrél van szo, akkor

PeA™ "B~ < C*. Ac oldal latészoge 120°, tehat a Ks kiilsé kor P-n athalad. Ha

belsd korokrdl van szo, akkor Pe AT n"BT nC~ < C™, ugyanis P nem lehet a

haromszog belsé pontja a kdrpanorama hianya miatt. A ¢ oldal 1ato6szoge 120°, tehat a
K3 bels6 kor P-n athalad.
c) Ha egyik oldal, mondjuk az a oldal 120%o0s szog alatt, mig a masik oldal, a b, 60°-0s

szOg alatt latszik P-bél, akkor kiilsé korok esetén Pe AT mnB~. A BPCA-nek PA a
szogfelezdje, tehat A ennek a haromszdgnek belsé pontja. Ekkor P és C a ¢ egyenes

ellentétes oldalara esik, tehat P e C ~. Mivel a ¢ oldal latoszoge 60°, Kz atmegy P-n.

Belsé korok esetén Pe A~ nB™, és a BACP négyszog konvex négyszog, mert P és A
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az a egyenes ellenkezd oldalan vannak és PA a BPC szog szogfelezéje. Ezért PeC ™.
A c oldal latoszoge 60°, tehat a belsé Kz kor atmegy P-n. &

Az a) pont alatt megvalosulo eset kiilon figyelmet érdemel.

T13.2. Ha a haromszog legnagyobb szdge 120°-nal kisebb, akkor létezik a haromszog
belsejében olyan pont, melybdl mind a harom oldal 120°%o0s sz6g alatt latszik. Ezt a pontot
panorama pontnak nevezzik (szoktak izogondlis pontnak is hivni). Ha haromszogre kirott
feltétel nem teljesiil, akkor ilyen pont nem létezik.

B. Az a oldalra kifel¢ elhelyezett szabalyos haromszog B-t6l és C-tdl kiilonb6zd, harmadik
csticsa legyen D. Az ABDC négyszog konvex négyszog, ugyanis a B-nél 1év6 szoge S+ 60° <
< 180°, és a C-nél 1évo szoge y + 60° < 180°. A négyszog atloinak metszéspontja legyen E.
Mivel a < 120° az A csucs a BCDA kortilirt korén kiviil van, tehat az AD szakasz metszi a K1
kort. A P-vel jelolt metszéspont a DE szakaszon nem lehet, tehat csak az AE szakaszra eshet,
vagyis az ABCA belsejében van. Konnyen lathat6, hogy P-bdl mindharom oldal 120°-0s
szogben latszik, ugyanis P rajta van az a oldal 120%os latoszogii korivén, masrészt a Keriileti
szogek tétele miatt a DPC sz6g is és a DPB szog is 60°-0s.

Ha valamelyik, pl. a C csucsnal 1év6 szog 120°-nal nagyobb, akkor a panorama pont nem
létezik. A c oldal és a folé rajzolt 120%o0s latoszog koriv altal hatarolt korszelet ugyanis
tartalmazza C-t és a haromszog minden pontjat, igy a ¢ oldal 1atoszoge a haromszog minden
pontjabol 120°-nal nagyobb. Kiils6 pont pedig a korpanorama hianya miatt nem johet szoba. #

A Ky, Kz és Kz korok kozéppontjait (vagyis a szabalyos haromszogek kozéppontjait) jeloljik
O1, Oz és Oz-mal 6sszevontan kezelve mindkét esetet. Az O10,03A-et az ABCA (kiils6 vagy
belsd) Napoleon-haromszogének nevezzik.

T13.3. Napoleon tétele. Mind a kiils, mind a belsé Napoleon-haromszog szabalyos
haromszog.

B. P legyen Ky, Ko, K3 korok el6z6 tétel szerinti kozos pontja. A PA, PB és PC egyenesek szoge
a latoszogek miatt 60° vagy 120°, de ha az egyenesek szogét a bezart szogek koziil a kisebbikkel
adjuk meg, akkor azt mondhatjuk, hogy paronként 60°-o0s szoget zarnak be egymassal. (Ha P
valamelyik csuccsal, mondjuk C-vel megegyezik, akkor a PC egyenest helyettesithetjiik a Ky
¢és Kz korok kozos érintdjével.)

Mivel PC a C-n atmend két kor, a Ky és Ko k6zds hurja, az 0102 centralisuk a PC felezd
merdlegese. Ebbdl adoddan az 0102, 0203 és 0301 egyenesek is paronként 60°-os szoget
zéarnak be egymassal, vagyis szabalyos haromszoget hatdrolnak. #

T13.4. A kiils6 és a belsé Napoleon-haromszog kdzéppontja azonos és megegyezik az ABCA
sulypontjaval.

B. Vektorokkal fogjuk bizonyitani. Az ABCA koriiljarasi iranya legyen pozitiv. A csucsok
helyvektorai legyenek ao, bo, co, a B-bdl C-be mutatd oldalvektor legyen a, a C-bol A-ba mutatod
b, a A-bol B-be mutaté c. Az utdbbi vektorok belsd esetben 90°-kal, kiils§ esetben
-90%kal torténé elforgatasait jelolje a’, b’, ¢’. A Napoleon-haromszog cstcspontjainak
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. a a’ b b c ¢
helyvektorai by +—-—+——, Ccg+—+——=, ayg+—+——=. A Napoleon-haromszog
072723 Y2728 VT2 o3

kozéppontjanak helyvektora ezek szamtani kozepe, dea+b +c =0, és ezérta’+ b’ + ¢’ =0,

tehat a szamtani k6zép %(bo +Cq +2ag), ami az ABCA stlypontjanak a helyvektora. #

A T13.4. konnyedén altaldnosithatdo. Ha a haromszdg oldalaira hasonlé haromszogeket
helyeziink, ugy, hogy a haromszoggel érintkezd oldalak a hasonldsdgnal egymasnak
megfelelnek, és az illesztett haromszdgek koriiljarasi iranya egymassal megegyezik, akkor a
harmadik csucsok altal alkotott haromszdg stilypontja azonos az ABCA sulypontjaval.

T13.5. Jeloljiik a (kiils6, vagy belsé) Napdleon-haromszog oldalanak hosszat d-vel, akkor
02120212+ 27,
6 J3

ahol a + elgjel a kiils6, a — eldjel a belsé Napodleon-haromszogre vonatkozik. A Napodleon-
haromszogek teriileteinek kiilonbsége egyenld az ABCA teriiletével.

Napoleon allitdlag ez utobbi allitast is ismerte.

B. A két esetet egyszerre bizonyitjuk, a fels6 eldjel mindig a kiilsd esetre vonatkozik. Tekintsiik
a CO102A-et. A C-nél 1év6 szoge kétszer 30°-kal nagyobb (kisebb) j~nal, kiils6 esetben y + 60°,
belsé esetben |y — 60°|. Alkalmazzuk a koszinusz-tételt a haromszogre:

2 2
42 :a?+b?_%at)cos(60° £7),

3d? =a? +b? —abcos y ++/3absiny =

2 2 2 2

a b a b a b

=2 T i Z| 4 2] 2 Lcosy+243T =
2 2 (sz (\/2} NN

=%(a2 +b2 +c2)+ 23T,

Mivel a Napdleon-haromszdg teriilete 73 d? , amasodik allitas a képletbdl kovetkezik. &

13.2. A panorama-pont extremalis tulajdonsaga

Ebben a részben tegyiik fel a P panorama pont l1étezését, vagyis, hogy a haromszog legnagyobb
szoge is kisebb, mint 120°.

Ha a kiils6 Napoleon-hdromszoget, O10203A-et P-bdl kétszeresére kinagyitjuk (P-t kiilsd
hasonlosagi kdzéppontnak véve), akkor a kapott Q:1Q2Q3A az ABCA koré irt egyenld oldala
haromszog lesz, ez a T13.2. bizonyitasabol adodik. A koré irt kifejezés azt jelenti, hogy az A,

B és C csucsok a Q1Q2Q3A kiilonb6zo oldalaira esnek.

T13.6. A Q1Q2Q3A az ABCA koré irt legnagyobb egyenld oldalti haromszog.
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ST. Segédtétel a bizonyitashoz. K; és K> legyen két egymast metszd kor Oz és Oz kozépponttal.
Jeloljik a két metszéspontot Fi-gyel és Fz-vel. Hizzunk egy tetszdleges egyenest Fi-en
keresztiil, mely a Ki-et Gi-ben, Ka-t Go-ben is metszi, akkor

GGy, £2-0,0,.
Az egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha G1G2 parhuzamos O10-vel.

ST bizonyitasa. Bocsassunk merdlegeseket O1-bdl €s O2-bdl a G1G2 szakaszra, a merdlegesek
talppontjait jelolje Hi és Hz. Az O1H1H202 derékszdgii trapéz magassaga nagyobb, mint a széra
(derékszogii haromszégben az atfogd hosszabb, mint a befogo), tehat

0,0, > H;H, =%-GlGZ .

Egyenldség akkor és csak akkor allhat fenn, ha az O1H1H202 négyszog téglalap, azaz, ha G1G»
parhuzamos O102-vel.

B. A segédtételbeli K1 és Kz korok szerepét a O €s Oz kdzéppontu 1atoszog korok veszik at, az
F1 metszéspont szerepét a C cslcs jatssza. Az ABCA koré irt tetszdleges egyenld oldali
haromszog egyik oldala atmegy C-n (azaz F1-en), végpontjai pedig a Ky, ill. Kz korokon vannak,
igy az oldal hossza akkor a legnagyobb, ha parhuzamos O102-vel, és ezt akartuk bizonyitani.
N

T13.7. Jeloljik P tavolsagat a csucsoktol u-val, v-vel és w-vel, pontosabban legyen u =PA,
v=PB é w=PC, akkor

U+Vv+w=mg,
ahol mo a Q1Q2Q3A magassaga és

m2 =3d? :%(a2+b2+c2)+2\/§T.

B. u, v és w a P pont oldalaktdl mért tdvolsaga a Q1Q2Q3 egyenld oldalli haromszdgben, igy
T2.7. alapjan 6sszegiik mo. Az mo-ra felirt képlet T13.5-b61 kovetkezik.

T13.8. Az ABCA belsejében, vagy hataran felvett pont csticsoktdl mért tdvolsagainak dsszege
a panorama-pontra minimalis, ha az létezik. Ha nem létezik a panorama-pont, akkor a
tompaszog csucsara adodik a minimum.

Az allitas a Fermat-problémakorhoz tartozik, annak harom adott pontra vonatkozo specialis
esete. A masodik allitast Cavallieri bizonyitotta be.

B. Tegylik fel eldszor, hogy a panorama-pont 1étezik, és rajzoljuk meg a haromszoghdz tartozo
Q1Q2Q3A-et. Vegyiink fel egy H pontot az ABCA-ben, H-nak a Q1Q2QsA oldalaitél mért
tavolsagai legyenek rendre X, y és z. Ekkor T2.7-et felhasznalva

mp =X+ y+2z<HA+HB+HC,

¢s egyenldség csak akkor 4ll fenn, ha a HA, HB és HC szakaszok merdlegesek a Q1Q2Q3A
megfeleld oldalaira, vagyis H a panorama pont.

Ha a panorama pont nem létezik, akkor az el6z6tdl eltérd konstrukciot alkalmazunk. Legyen C
a haromszo6g tompaszdgének a csticsa. Az A csucson keresztiil hizzunk merdleges e egyenest a
b oldalra, a B cstcson keresztiil htizzunk mer6leges f egyenest az a oldalra. A C csucson
keresztiil halad6 g egyenest pedig ugy vegyiik fel, hogy az egyenesek olyan egyenldszara
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haromszoget hataroljanak, melynek a szarai az e és az f egyenesre esnek. A szarak szoge kisebb
vagy egyenld 60°, tehat a legkisebb magassaganak a hossza a B és az e tavolsaga. Ez a tavolsag
megegyezik a + b-vel, mint az a g egyenesre torténd tiikrozéssel lathatd. A befejezés hasonld
az elsd rész lezarasahoz: T2.7. alapjan

a+b3x+y+z£ﬁﬂ+ﬁ§+ﬁ6,

¢és egyenlOség csak akkor érhet6 el, ha HA mer6leges e-re és HB merbleges f-re, de ekkor
H=C. a

13.3. 4 panorama-pont helyzete

T13.. PA=_ (b2 +c2 —2a2 +mj).
3m0

B. Hasznaljuk most is a PA=u, PB=v é PC=w jeldléscket. A PBC, PCA és a PAB
haromszogekre irjuk fel a koszinusz tételt, és hasznaljuk fel, hogy a P-nél 1év6 szogeik 120°-
osak:

v2 +w? +vw=a2,
w2+u2+wu:b2,
2 .2 2

u-+v-+uv =Cc-.

A tovabbiakban csak ezt az egyenletrendszert kell megoldani. Vonjuk ki az egyenleteket
parosaval egymasbol és hasznaljuk a T13.7. képletet:
a?-c?=w?-u? +v(w—u)=(w-u)mg,

b%—a%=u?-v? +w(Uu—-Vv)=(Uu-v)mg.

Ezekbdl az egyenletekbdl fejezziik ki v-t, ill. w-t és helyettesitsik be a u + v + w = mo
egyenletbe.
2 .2 2 2
V=U- €s W=U+ ,
Mo Mo
Behelyettesitve
2 _ g2 22 _ 2
u+u-— +U+ =mg,
Mo Mo
vagyis

3u:i(b2 +c? —2a’ +m§),
Mo

amit bizonyitani akartunk. #

2 _p2

T13.10. A PA=u, PB=v és PC =w jelslések mellett v —w = . Haa<b<c, akkor

Mo
u>v>w.

B. A T13.9. képletét v-re és w-re felirva kivonassal kapjuk az elsd allitast. A nagysag szerinti
sorrend az els6 allitasbol lathato. &
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13.4. A panorama-pont baricentrikus koordinatai

T13.11. Tegyiik fel, hogy a panorama pont 1étezik, azaz a haromszog szégei 120°-nal kisebbek.
A panorama pont baricentrikus koordinatdi az A, B, C pontokra, mint bazispontokra

vonatkozoan

=, =, —,ahol u, v, w a panorama-pont tavolsaga az egyes csucsoktol (Id. T13.9.).
u v w

B. Vegyiik észre, hogy a PA egyenes a BPC szog belsé szogfelezbje, ezért az a oldalt v : w
aranyban 0sztja. Ha a PA egyenes és az a oldal metszéspontjat D-vel jeldljiik, akkor

BD:CD=v:w.
Ha a B és C pontba 1, 1 sulyokat helyeziink, akkor stlypontjuk D lesz, igy AD sulyozott
vV W

stlyvonal. Ugyanez igaz a PB és a PC egyenesre is, tehat P az adott stulyokkal képezett
sulyozott sulypont. &
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14. Euler tétele, sugaregyenlétlenségek
14.1. A tétel bizonyitasa

A tétel a koriilirt kor O kézéppontja és a beirt kor Og kozéppontja kozti d tavolsagra ad egyszerii
formulat, mely a hdromszoget meghatdrozd harom paraméter koziil csak kett6t tartalmaz.
Hasonlo tétel érvényes a koriilirt és az a oldalhoz hozzairt kor kézéppontjainak a tavolsagara
is. A két tételt egyszerre bizonyitjuk, Op itt az a oldalhoz hozzairt kor kozéppontjat jeldli, d a
kozéppontok tavolsagat.

T14.1. Euler tétele. Jel6lje a koriilirt kor sugarat R, a beirt, ill. az a oldalhoz tartozé hozzairt
kor sugarat p, akkor

——2
d2 =00, =R? F2Rp,
ahol a fels6 el6jel a beirt, az also a hozzairt korre vonatkozik.

R
Beirt kor esetén p < > ¢s egyenldség csak az egyenld oldalti haromszdg esetén 4ll fenn. Ezt

az egyenlOtlenséget sugdregyenlitlenségnek nevezik.

B. Vektorok hasznalataval csokkenthet6 a szamolasok mennyisége. Valasszuk a
koordinatarendszer kezdépontjat O-nak, és jeldlje ao, bo és Co a cstucsok helyvektorait. Az origd

megviélasztasa folytan |ag|=|bg|=|co|=R. Jeldljik do-lal Oo helyvektorat, akkor T5.10.-et
felhasznalva
| +aag +bbg +cco|

d:|do|: ta+b+c

d? kiszamitasahoz sziikség van az ao, bo, Co vektorok paronkénti skalarszorzataira. Mivel
C2 =| ag — b0|2 = 2R2 — Zaobo,

2
2 C

anbp =R ——,

(010)] 2

¢és hasonloan

2 2
> b 2 a
anCn =R ——,bC=R -
0“0 2 0“0 2

Ezt, és a végén a haromszog teriilet-képleteit felhasznalva

42 | d0|2 _ a2R? +b2R2 1+ c2R? J_rzabaobozir 2acagCo +2bchgcy _
(zta+b+c)
B RZ(J_raer+c)2 B +abc? +ach? + bca? 3
- (#a+b+o)? (ta+b+c)?
—R2F g2z T _p2zop,,
ta+b+c ta+b+c

—2
A tétel masik allitisa a d? = 00y = R? - 2Rp >0 egyenldtlenség atrendezébdl adodik. a

Az Euler-tétel bizonyitasanak alapgondolata messzemenden altalanosithat6. Legyen P ap, g, r
(p + g + r = 1) baricentrikus koordinatakkal jellemezett pont az ABCA sikjaban.
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T14.2. OP* =R2 —(qra? + prb2 + pqc?) .

B. A T14.1. bizonyitasanak jeloléseit és gondolatat felhasznalva
h =| pag +abg + rco|2 =
= R2(p2 +q2 + r2) + pq(2R2 —c2) + pr(2R2 —b2) +qr(2R2 —a2) =
= R2(p+q + r)2 —(qra2 + prb2 + pqc2): R? —(qra2 + prb2 + pqcz). )

14.2. Az Euler-tétel megforditasa

Foglalkozzunk el6szor a beirt kor esetével. Vegyiink fel két kort az Euler-képletnek
megfeleléen. Ekkor biztos, hogy az R sugard kor tartalmazza a masikat, mert igaz a
d + p < R egyenl6tlenség, ugyanis a d < R — p egyenlétlenség mindkét oldala pozitiv és
négyzetiikre

d? <R? —2Rp+p2 =d? +p2
mindig teljesiil. Jeldljiik ki a nagyobbik koron az A csucsot fetszélegesen. Huzzunk érint6t a
kisebb korhoz, az érint6 egyenes messe a nagy kort B-ben. B-bél ismételjikk meg az eljarast,
kapjuk a C pontot. C-bdl ismételjiik meg Gjra az eljarast, kapjuk a D pontot. Zarodik-e az ABCD
poligon, azaz D = A teljesiil-e? Poncelet zarodasi tétele ezt allitja. (Poncelet tétele sokkal
altalanosabban megfogalmazott tétel, és tobb tovabbi modositasa is van. Ezekre itt nem tériink

ki.)

T14.3. Poncelet tétele. Adott két kor, melyre az Euler-képlet teljesiil. Jeloljiik ki a nagyobbik
koron a A csucsot tetszélegesen, htizzunk két érint6t a kisebb korhoz, az érinté egyenesek
messék a nagyobbik kort a B és a C pontokban, akkor az ABCA beirt kore a kisebb kor lesz.

B. A felvett korok kdzéppontjai legyenek O és Oo1, sugarai R és p1. Tegyiik fel, hogy a BC oldal
nem érinti a kisebb kort, akkor az ABCA beirt korének kdzéppontja legyen Oo2 # Oo1 és sugara
legyen p». Az Euler-képlet mindkét esetben teljesiil:

df =R% —2Rpy és d3 =R% —2Rpy,
ahol d; =00y, ¢és d, =00q, . Jeloljik t-vel az AOq; tavolsagot, vetitsiik ra O-t

merdlegesen az AOo1 egyenesre, a vetiilet legyen D, és legyen X =DOQOgy; és Xp =DOgs ,
mindkét tavolsagot eldjelesen véve, tgy, hogy AD =t + X1 €s AD + Xo = AOqp teljesiiljon.

Ahol két elgjelet irtunk, ebben a bizonyitasban végig a felsd eldjelet kell figyelembe venni! A
két osszefliggést kivonva egymasbol

2 2 2 2
d2 _dl :XZ _Xl :iZR(pl—pz).
A két érint6 kor hasonlosagi centruma A, tehat t: (t+ X1 + X2) = o1 | p2. Az aranypart felhasznalva

t—pp(t+x +X 2Rp1 (X1 + X
x2 —x2 = +2R 1 pLlt+X +X3) ,01(t1+ 2)

és mivel x1 + x2 = 0, kapjuk, hogy
2R
Xo — ¥ =F tpl =—%(R2 —df)z—%[(t+ x)% —x21=—t - 2x,

azaz
Xg =— (t + Xl)'
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Ez azt jelenti, hogy Og2 = A, ami lehetetlen, vagyis Oo2 # Oo1 nem 1étezhet. A

A hozzairt kor esete kiilon elemzést igényel. Jeloljiik a koriilirt kort Ki-gyel, a hozzairt kort Ko-

vel, sugarat p-val. A d 2_R%+ 2Rp 0sszefliggésbol rogton kovetkezik, hogy

R<d<R+p,
melynek alapjan Og Ki-en kiviilre esik €s a két kornek van kézos pontja. Ez két mddon
lehetséges, vagy metszik egymast, vagy Ko tartalmazza Ki-et. Ez utobbi nem lehetséges, mert
a Ki-be irt haromszog oldal egyenesei nem érinthetik Ko-t, de ezt az Euler-képlet nem zarja ki.

T14.4. Sugaregyenlétlenség hozzairt korokre. A hozzairt kor sugara p< 4R .

B. Ki-nek kell, hogy legyen Kz-n kiviili pontja, ez csak akkor valésul meg, had > p— R. Az

allitds szempontjabol elég a p > R esetet vizsgélni, tehat ekkor d? > (p-— R)2. Az Euler-
képletbdl

d%?=(p-R)% + p(4R - p),
amibdl

AR-p=11d2—(p—R)?]>0. &
Yo

A bizonyitasbol az is kidertil, hogy a hozzairt kérokre vonatkozo Euler-képletnek megfeleld Kz
kor akkor és csak akkor tartalmazza Ki-et, ha p > 4R.

A §< 4 fels6 korlat pontos. Ha 0 < p < 4, akkor 1étezik olyan haromszdg, melyre % =p.Ez

az allitas T14.5.-b6l kovetkezik.

T14.5. Vegyiik fel a K1 és Kz kordket tigy, hogy a hozzairt korokre vonatkozo Euler-képletet
teljesitsék, és tételezziik fel, hogy p < 4R. Vegyiik fel a K1 koron egy tetszdleges A pontot, mely
a Kz koron kiviil esik és A-bol a K2-hdz hiizott érintdk érintési pontjai koziil egyik sem a két kor
metszéspontjaval azonos. Ez esetben A-bdl kiindulva megszerkeszthetjiik azt az ABCA-et,
melynek koriilirt kore Ky és hozzairt kore Ko.

B. Az A pontbdl a Kz korhoz huzzuk meg a két érinté egyenest, melyeknek a masik
metszéspontja Ki-gyel legyen B ill. C. d <R + p miatt a két érintési pont koziil legfeljebb egy
eshet a K1 kor belsejébe. Ha egyik érintési pont sem esik Ki-be, akkor a hozzairt kor az a
oldalhoz, ha mondjuk az AB oldal érintési pontja van Ki-en beliil, akkor a vélt hozzairt kor a ¢
oldalhoz tartozik. Az ABCA a ill. ¢ oldalhoz tartozo tényleges hozzairt korének a kézéppontja
legyen Oqz, és tegyiik fel, hogy Oo1 # Oo2. Innen a T14.3. bizonyitasa sz6 szerint végigvezethetd
a képletekben az als6 eldjelet hasznalva. A kapott ellentmondasbol kovetkezik, hogy Oo1 = Oo>.
A

T14.6. Erdés-féle sugaregyenldtlenség. Legyen a a haromszdg legnagyobb oldala, akkor
Pa = g R>3p.

Egyenléség csak egyenld oldali haromszog esetén all fenn.
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B. Jeloljiik az ABCA Feuerbach-kdrének kozéppontjat F-fel, akkor FO4 :§+ Pa hiszen
T15.1. értelmében a Feuerbach-kor érinti a hozzairt koroket. Hasonldan FOy :§+ Pp €8

— R
FO, =—+p¢.
cT5 Pc

Rajzoljuk meg az Oa0pOcA koriilirt korét és kozéppontjat jeloljiik K-val. T5.23. szerint e kor
sugara 2R ¢és az 0a0OpOcA hegyesszogl, tehat K az OaOnOcA belsejébe esik. A sik barmely
pontjahoz, igy F-hez is talalhato olyan cstucsa az OaOpOcA-nek, hogy a két pont tavolsaga
legalabb 2R. Allitsunk ugyanis merélegest a FK szakaszra K-ban, a kapott egyenes metszi az
0a0pOcA-et, tehat van olyan csucs, ami az egyenes K-val ellentétes oldalara esik. Ennek a

csucsnak a tavolsaga F-t6l 2R-nél nagyobb, kivéve, ha F = K. Legyen ez a cstics mondjuk Oc.
Ekkor

FO. =g+pC > 2R, azaz pg Z%R.

T5.4. alapjan nagyobb oldalhoz nagyobb hozzairt kor tartozik, igy pa-ra még inkébb érvényes
az egyenlétlenség.

Egyenléség csak F = K esetén allhat fenn, de ekkor FO, =FO, =FO. =2R, vagyis
Pa=pPp=pPc- A T=pa(s—a) teriiletképlet alapjan azonban ebbdl kovetkezik az a, b és ¢

oldalak egyenldsége.
A p, 23p allitds az Erdds és Euler féle sugaregyenldtleség dsszedolgozasabol adodik (de

kozvetleniil is kdnnyen bizonyithatd). #
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15. A Feuerbach-kor érintési tulajdonsagai

A Feuerbach-kor érinti a beirt kort és a hozzairt koroket. A tétel, ami Feuerbachtol szarmazik,
eléggé szamolas-igényes. A bizonyitashoz 1ényegében az Euler-tétel (T14.1.) bizonyitasanak
gondolat-menetét hasznaljuk.

Szokas a Feuerbach-kort kilenc pont korének is nevezni a 13. fejezetben felsorolt tulajdonsagok
miatt. Ha az érintési pontokat is hozzéavessziik, akkor inkédbb 13 pont korének illene nevezni.

T15.1. Feuerbach tétele. A Feuerbach-kor érinti a beirt kort és a hozzairt koroket.

B. A két allitast egyszerre bizonyitjuk, a felsé eldjel mindig a beirt kor, az als6 a hozzairt kor
estére vonatkozik. O a beirt ill. az a oldalhoz hozzairt kor kdzéppontjat, p ennek a sugarat jeloli.
Kifejezetten erre a bizonyitasra hasznaljuk a 2s = + a +b + ¢ jel6lést. Javasoljuk, hogy a két
bizonyitast kiilon-kiilon olvassuk.

Valasszuk origonak a kortilirt kor kdzéppontjat, és legyenek az A, B és C csticsok helyvektorai
ao, bo és co. Tudjuk, hogy a stlypont helyvektora
dp + bo +Cp
3 H
¢s a Feuerbach-kor Or kozéppontjanak a helyvektora ennek g -szerese (Id. T10.5.), azaz

dp + bo +Cp
> .
Szamitsuk ki az OOFr tavolsagot! Az O helyvektorat T5.10.-bdl ismerjiik, tehat

ﬁz_|ao+bo+c0_iaa0+bb0+cc0|2_ 1
o 2 +a+b+c | 45

S|(sF a)ag + (s —b)bg + (s —c)co| .

A T14.1. bizonyitésa szerint |ag|=|bg|=|co|=R. és aghg = R? —C?, agCy =R%——,

2
a .
boCo = R? - PR Végezziik el a négyzetre emelést és hasznaljuk fel ezeket a formulakat:

452 .00p * = RZ((s¢a)2 +(s-b)2 +(s—0)2)+
+R?(2(sFa)(s—b)+2(sFa)(s—c)+2(s—b)(s—c))+
—(cz(sia)(s—b)+b2(S$a)(s—c)+a2(s—b)(s—c)) = A+ Ar— As.

A1, Az, Az itt az egyes sorokban allo kifejezéseket jelolik. Ay és Az 6sszevonhato teljes négyzette,
¢s az alabbi alakot olti:

A +Ay, =R%((sFa)+(s—b)+(s—c))? =R?s?.
Marad az As kifejezés egyszerlsitése.

Ag =—(s® —c?)(sFa)(s—b)—(s® —b%)(sFa)s—c)— (s> —a?)(s—b)(s—c) +
+32((s$a)(s—b)+(s$a)(s—c)+(s—b)(s—c)):
=(sFa)(s—b)(s—c)(-s—c—s—b—-sFa)+
+s(s(sFa)(s—b)+s(sFa)(s—c)+s(s—b)(s—c))=
=-4s(sF¥a)(s—b)(s—c)+

77



+ s(— (sFa)(s=b)(s—c)+s(sFa)(s—b)+s(sFa)(s—c)+s(s—b)(s— c)):
=B + Ba.
Még a Bz-vlel keil foglalkozni.
B, =s((sFa)(s—b)(-s+Cc+8)+s(s—c)(sFa+s—b))=
=sc((sFa)(s—b)+s(s—c))=

=%sc((¢a+b+c)(4_ra—b+c)+(J_ra+b+c)(ia+b—c))=

:%sc((c2 —(aib)2 +(aib)2 —cz): +sabc.

Ha 0Osszefoglaljuk a szdmoldsok részeredményeit, és felhaszndljuk a haromszog teriilet-
képleteit, akkor

—2
43200,: =R?s? +4T2 F sabc,
2 2 2 2 2 2
——2 R _abc T R _RT T R _ 2 R _
OO =—F—+—F=—F—+|—| =—FRp+p°=|=7F .
F44ss24s[sj4pp(2pj
Mivel a Feuerbach-kor sugara g, a kozéppontok tavolsaga éppen a sugarak kiilonbsége (ill.

Osszege), tehat a két kor érinti egymast. #
A tovabbi érintési tulajdonsdgok Feuerbach tételébdl mar gyorsan kdvetkeznek.

T15.2. Legyen M a haromszdg magassagpontja. A Feuerbach-kor érinti az ABMA beirt korét és
az ABMA hozzairt koreit.

B. Alkalmazzuk T15.1.-et az ABMA-re, akkor a beirt kore és minden hozzairt kore érinti az
ABMA Feuerbach-korét. Mivel a Feuerbach-kor egyben a talpponti haromszog koriilirt kore, és
az ABCA ¢és az ABMA talpponti haromszdge megegyezik, a Feuerbach-korok is megegyeznek.
Ez az indokolés hibas, ha az ABCA derékszogii, akkor ugyanis a talpponti haromszoge elfajult,
¢s a kortlirt kore nem egyértelmii. Ekkor azonban ABCA = ABMA, és az allitas ekkor is igaz.
A

A ,kilenc pont kore” elnevezést ismét modositani kellene: Gjabb 12 érintési pont keletkezik,
vagyis ,,25 pont korének” kellene nevezni a Feuerbach-kort.
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16. A szimmedian
16.1. A szimmedidn, mint nevezetes vonal

Latszolag erdltetett a szimmedian, mint nevezetes vonal bevezetése, de ez, mint majd kidertl,
nem igy van, s6t a huszadik szazad sikgeometridjanak egyik vivmanyaként tekintenek ra.

Szimmediannak nevezik a sulyvonal tiikorképét az azonos csucsbdl kiinduld szogfelezoére
képezve (pontosabban ennek az egyenesnek a haromszogbe esé szakaszat). A szakaszt és a
hosszat jeldljiik h-val, talppontjat H-val. Ha fel akarjuk tiintetni, hogy az A csucsbol kiinduld
nevezetes vonalrol van sz6, akkor mindkét jelolés a also indexet kap.

Elmondjuk ugyanezt kicsit mas kontosben. a-val antiparallelnek nevezziik azt az egyenest,
amelyik a b egyenessel S és a c egyenessel y szoget zar be. a-val antiparallel szakasznak
nevezziik az antiparallel egyenes azon részét, mely a b és a ¢ egyenesek k6zé esik. A definicid
alapjan nyilvanvald, hogy az a-val antiparallel szakaszok felezOpontjainak mértani helye a
szimmedidn, ugyanis a szogfelezdére tiikrozve az antiparallel szakasz tiikkorképe az oldallal
parhuzamos szakasz lesz, amit a sulyvonal felez.

Az alabbi, a szimmedianra vonatkozé alaptétel a T3.5. éltaldnositdsanak tekinthetd, vegyiik
ugyanis észre, hogy derékszogli hdromszog esetén az atfogdhoz tartozd szimmedian épp a
haromszog magassaga.

T16.1. H,C:H,B=b?:c?,

B. Jeloljiik a b egyenes altal hatéarolt félsikok koziil azt, amelyik az ABCA-et tartalmazza, B*-
szal, ugyanezt a c egyenesre vonatkozoan C*-szal. Az a oldalhoz tartozo sulyvonal (lasd T7.11.)
azon pontok mértani helye a B* m C* tartomanyban, melyeknek b-t61 és c-t61 mért tavolsagainak
aranya C : b (forditottan aranyos!). Ha F az a oldal felezépontja, akkor az ABFA és az ACFA
teriilete megegyezik, tehat F-re teljesiil a ¢ : b arany. Ha F-re igaz ez az arany, akkor az A
pontbol torténd kdzéppontos nagyitassal-kicsinyitéssel a sulyvonal minden pontjara igaz. Mas
pontra B* n C* tartomanyban nem lehet igaz, mert a BC szakaszon egyetlen ilyen pont van,
mas pontra mas az arany, és A pontbdl nagyitva-kicsinyitve ez az eltérd arany 6roklédik.

A sulyvonalat tiikrozve a szogfelezdre kapjuk, hogy a szimmedidn azon pontok mértani helye
a B* n C* tartomanyban, melyeknek b-tél és c-t6l mért tavolsagainak aranya b : ¢ (egyenes
aranyossag!). Ebbél kovetkezik, hogy az ACHa A és az ABHa A teriileteinek az ardnya b? : ¢?,

de a teriiletek ardnya megegyezik H,C :H,B arannyal, és ezt akartuk bizonyitani. &

A szimmedidn hossza az s stilyvonal hosszdnak ismeretében (l1d. T7.3.) konnyen megadhato.

T16.2. he 20C o

b2 +¢2

B. Vezessiik be az el6z6 jelolések megtartasaval a kovetkezd jeloléseket. Legyen P az o szog
szogfelezjének ¢és az a oldalnak a metszéspontja, FP =X, PH;=y ¢és H,C=z. A
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szogfelez6-tétel miatt (T5.8.) h:Xs. Tegyiik fel, hogy b < c és szamitsuk ki az egyes
X

szakaszokat (a P és a Ha tavolsaga a cstcsoktol aranyos osztassal megkaphato):

Xx—PB_BF-_2¢ a_, ¢cb
b+c 2 2(b+c)
_ 2 _
y=PC-H,C= ab  ab _ abc(c —b) .
b+c p2+c? (b+c)b? +c?)
Visszahelyettesitve
h:Xs: 2bc
X p?+c?

16.2. A szimmedian pont

T16.3. A szimmedian vonalak egy pontban metszik egymast, a pont neve: szimmedidn pont
(Lemoine—Grebe pontnak is nevezik). Az L szimmedian pont baricentrikus koordinatai az
A, B, C bazispontokra vonatkozéan a2, b?, c2.

A definico alapjan a szimmedian pont a stlypont izogonalis konjugaltja (1d. T4.9.).

B. T4.9.-bdl mindkét allitas kovetkezik. &

T16.4. Az L szimmedian pont a h, Szakaszt
LH, ‘LA=a? :(b2 +c2)

aranyban osztja.

B. Mivel L a Ha pontban elhelyezett (b? + ¢?) és az A pontban elhelyezett a2 tomeg sulypontja,
az allitas nyilvanvald. &

Jegyezziik meg, hogy L a > 90° esetén az A csucshoz, < 90° esetén az a oldalhoz van kdzelebb
(koszinusz tétel). Ha o = 90°, akkor L az atfogbhoz tartozé magassag felezGpontja.

T16.5. Az L szimmedian pont a oldaltol mért tavolsaga: d, = al a=ym@, ahol T a
2 2 2
a“+b“+c
, ; , . 2T
haromszog teriilete és p = BT ICE
a“+b°+c

crer

haromszog belsejében, melynek az oldalaktol mért tavolsadga aranyos az oldal hosszaval (mas
szdval, trilinearis koordinatai a, b, c).

B. Jeloljiik da-val, do-vel és dc-vel az oldalaktol mért tavolsagot. Az L baricentrikus koordinatai
T2.5. szerint a részharomszogek teriiletei, T16.3. szerint a2, b?, ¢2. A baricentrikus koordinatak
konstans szorzotol eltekintve egyértelmiiek, tehat

ad, =@°, bdy = 1b?, cdg = c?,
amibdl dy =z@. A teriiletek 0sszege T, tehat ,u(az +b? + CZ) =2T , amibdl
oz
a®+b%+c?’
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¢s megkapjuk a fenti képletet. a

Ha a haromszog oldaira kifelé négyzeteket szerkesztiink, és a négyzeteknek a haromszog
oldalaival parhuzamos oldalait meghosszabbitva (jabb haromszoget alkotunk, a két haromszog
hasonlosagi kozéppontja a haromszogek kozos szimmedian pontja. Vegyiik fel az ABCA
szimmedidn pontjat, L-et. L tdvolsaga az a oldaltol pa, a nagyobb haromszog a-val parhuzamos

oldalatol ua +a = (1 + x)a, vagyis L-bsl 14

-szOr0s nagyitast hajtunk végre, mivel hasonlé

allitas igaz a tobbi oldalra is. Az allitas alapjan is megszerkeszthetjiik a szimmedian pontot.

Megismételjiik a T5.22 allitast, és itt elemi bizonyitast is adunk ra. A tétel adja a szimmedian
pont legegyszeriibb szerkesztési modjat. Az ABCA korilirt korét megszerkesztjiik, és a
csucsokban érintdket huzunk a korhoz. A kapott haromszog Gergonne-pontjat egyszerii
Osszekdtésekkel meghatarozzuk, ez egyben az ABCA szimmedian pontja.

T5.22. A Gergonne-pont a Gergonne-haromszdg szimmedian pontja.

B. Az ABCA Gergonne-haromszoge legyen az EaEnEcA, ahol Ea, Eb, Ec a beirt kor érintési
pontjai rendre az a, b és a ¢ oldalakon. Elég azt megmutatni, hogy AEa a Gergonne-haromszog
szimmedidnja, mert ugyanez igaz BEp-re is, és akkor a metszéspontjuk a szimmedian-pont. A
Gergonne-haromszoget tekintve fektessiink EpEc-hez képest antiparallel egyenest A-n
keresztiil, mely az EaEp oldalegyenest P-ben, és az EaEc egyenest Q-ban metszi. Az antiparallel
tulajdonsag definicioja miatt €s a keriileti szogek tételét felhasznalva az alabbi szogek egyenlok:
E EcEn£=APE L =AE,PL.
Az egyenld szart haromszogek miatt
AQ = AE. = AE, = AP,

vagyis a PQ antiparallel szakaszt A felezi, A tehat pontja a szimmediannak (1d. a 16.1. fejezet
bevezetését). A

16.3. Altalanositott talpponti haromszog

Vegylink fel egy P pontot a haromszdgben (vagy annak sikjdban) és vetitsiik le a hadrom
oldalegyenesre, a merdleges vetiiletek legyenek Ti, T2 €s Ta. A TiT.TzA-et a P-hez tartozo
(altalanositott) talpponti haromszognek nevezziik.

T16.6. A P pont baricentrikus koordinatai legyenek p, g, r az A, B, C bazispontokra
vonatkozoan (p+q+r=1,p>0,9>0ésr>0). AP (altalanositott) talpponti haromszégének
az a oldalon 1évé P1 csucsa a

0,9+ pt,r+ pu,
baricentrikus koordinatakkal adhaté meg, ahol s, t, U a magassagpont baricentrikus koordinatai
t+u =1 feltétel mellett (t és u a T9.8.-bol szamithato ki).

B. Messe a PA egyenes az a oldalt Q-ban, és legyen az a oldalhoz tartozé magassag talppontja
T, jeloljiik tovabba a B és a C pont helyvektorait bo-lal ill. co-lal. A P pont az AQ szakaszt
p : (q + r) aranyban osztja, és ugyanilyen aranyban osztja fel a P1 a QT szakaszt is. A Q pont

helyvektora L (gbo + rco), a T pont helyvektora tho + uco, igy az osztopont helyvektora
q+r
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qbo + rco + p(tho + uco),
amibdl a tétel allitasa leolvashato. &

T16.7. A P-hez tartoz6 talpponti haromszognek P akkor és csak akkor a sulypontja, ha P az
ABCA szimmedidn pontja.

ST. Segédtétel a bizonyitashoz. Ha egy ABCD derékszogii trapéz egyik atloja, mondjuk AC,
merdleges a trapéz BC szérara, akkor AC mértani kdzépardnyosa a két parhuzamos oldalnak:

AC%-=AB-CD.

ST bizonyitasa. Az ABCA és a CADA hasonloak, tehat AB:AC =AC:CD,amia bizonyitando
allitast jelenti.

B. Legyenek a P baricentrikus koordinatai az A, B, C bazispontokra nézve p, q, r. Hizzunk
parhuzamos egyenest P-n keresztiil az a oldallal, és messe ez a parhuzamos egyenes a b oldalt
Bi-ben, a c oldalt Ci-ben. Az AP egyenes az a oldalt r : q aranyban osztja fel, tehat
PC1:PBlzr:q.
Htzzunk parhuzamost az a oldallal T>-n keresztiil és készitsiik el a PB1T2Q> derékszogii trapézt,
hasonléan ugyancsak az a oldallal Tz-on huzott parhuzamossal készitsiik el a PC1T3Qs
derékszogl trapézt (ugy, hogy a derékszog a P pontban keletkezik). Mindkettore érvényes a
segédtétel allitasa:
—2 —2
—— PT, , —— PT3
T =—=—¢s T ==
2Q2 PB, 3Q3 PC,
Képezziik a két kifejezés hanyadosat és hasznaljuk fel a bizonyités el6z6 megallapitasat, akkor
—2 —2
T,Q; PT,° r PT,"-b* rc?
Qs PTy° 4 Pry-.c? b
A P_Tz-b kifejezés az APCA, a P_T3-C kifejezés pedig az APBA kétszeres teriilete, melyek
aranya, a T2.5. szerint, q : r. Ezt felhasznalva az elébbi arany az alabbiak szerint modosul:

PQ, _a° rc® _c’q

PQs r? gb? b2r
Ezzel meghataroztuk, hogy a PT1 egyenes milyen aranyban osztja a T»Ts szakaszt.

Ha P = L, akkor a hozzatartozo baricentrikus koordinatak (T16.3. alapjan) a2, b?, ¢2, igy az
el6z6 képlet szerint a PT1 egyenes felezi a T.Ts szakaszt, tehat a PT1 egyenes a T1iT2TsA
sulyvonala. Hasonldan PT2 is és PT3 is sulyvonal, P tehat stlypont.

2
Ha P stlypont, akkor a PTy salyvonal felezi a ToTs szakaszt, azaz % ~1.fgyq:r=b?:c
ber
Hasonloan a PT, stlyvonalra felirva kapjuk, hogy p : r = a : ¢, ami azt jelenti, hogy P

baricentrikus koordinatai a2, b?, c?, vagyisP=L. &

T16.8. L talpponti haromszoge hasonlé az ABCA sulyvonalaibdl készitett haromszoghdz, a
hasonlosagi arany 24, ahol xa T16.5. bizonyitasaban szerepld aranyossagi tényezd. Az L pont
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T1T2Ts talpponti haromszogének oldalai merdlegesek az ABCA sulyvonalaira, nevezetesen a
T2T3 oldal merdleges Sa-ra.

B. Jeloljiik da-val, dp-vel és dc-vel az L tavolsagait az egyes oldalaktol. Mivel L a talpponti
haromszogének a stlypontja, T7.7. miatt a talpponti haromszogének a; oldala

al =2d? +2d& —dj.
Hasznaljuk fel T16.5.-6t, akkor
al2 =,uz(2b2 +2¢? —a2) :4yzs§,

vagyis a; =24 S, , amit bizonyitani akartunk.

A mer6legesség bizonyitdsdhoz alkalmazzuk a T7.6. bizonyitasaban fellépd konstrukciot.
Tiikrozziik az S sulypontot az a oldal F felez6pontjara, a kapott pont legyen S’. A mar
bizonyitott rész szerint a T1T2T3A hasonl6 a CSS’A-h6z, valamint a (leirtak szerinti) koriiljarasi
iranyuk is megegyezik. Az LT stlyvonal meréleges a masik haromszogben a neki megfeleleld
CF stlyvonalra, tehat a CSS’A 90°%-os elforgatasaval a TiT2TsA-gel egyallasti haromszoget
kapunk. Mivel a CSS’A oldalai parhuzamosak az ABCA sulyvonalaival, ezért a silyvonalak
merd6legesek a T1ToT3A oldalaira. #

A T7.8. a) része felhasznalasaval T16.7. atirhat6 az alabbi alakra.

— — —>
T16.9. PT1 + PT2 + PT3 =0 akkor és csak akkor, ha P a szimmedian pont.

T16.10. a) A P-hez tartozo talpponti haromszognek P akkor és csak akkor a magassagpontja,
ha P az ABCA koriilirt kdrének kdzéppontja.

b) A P-hez tartoz6 talpponti haromszogben P akkor és csak akkor a beirt korének a
koézéppontja , ha P az ABCA magassagpontja.

B. a) A feltétel elégségessége nyilvanvalo. Ha P = O, akkor P talpponti haromszdge a felez6
haromszog, és P ennek a magassagpontja.

Ha P a talpponti haromszogének a magassagpontja, akkor a talpponti haromszog és az ABCA
oldalai parhuzamosak. Az FiF2F3 felezd haromszog is olyan talpponti haromszog, melynek
oldalai parhuzamosak az ABCA oldalaival. Tegyiik fel, hogy a két talpponti haromszog
kiilonb6z6, akkor A a hasonldsagi kozéppontjuk, mivel a ToF2 és a TaFs egyenesek A-ban
metszik egymast. De ez lehetetlen, mert a T1F1 egyenes nem mehet at A-n.

b) A feltétel elégségességét a T9.9. bizonyitja.

A sziikségesség bizonyitdsdhoz induljunk ki a T1T2Ts talpponti haromszogbdl. A T2 és a Ts
csticspont kiilsd szogfelezoi a T2Ts oldalhoz hozzairt kor kozéppontjaban metszik egymast, ez
az A pont. Ugyanitt megy at a T1 csucs bels6 szogfelezdje is, ami azt jelenti, hogy AT1az ABCA
magassagvonala. Ugyanigy BT» és CT3 is magassagvonal, és igy P magassagpont. #

16.4. Simson-egyenes
Vegyiik fel a P pontot a hdromszog sikjaban tetszélegesen, €s hatarozzuk meg hozzatartozo

T1T2Ts altalanositott talpponti hdromszog Te eldjeles teriiletét. Az eldjel, ugyanigy, mint a
magassagponthoz tartozo talpponti haromszog eldjeles teriilete esetén, pozitiv, ha a T1T2T3A és
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az ABCA koriiljarasi irdnya megegyezik, és negativ, ha kiilonbozik. A haromszog adatait
rogzitve a Tp eldjeles teriilet csak az OP tavolsagtol fiigg, ahol O a kortilirt kor kdzéppontja.

T16.11. Jelsljiik de-vel P tavolsagat a koriilirt kor kozéppontjatol, azaz legyen dp =OP. A
T1T,Ts altalanositott talpponti haromszog eldjeles teriilete

2 2
R —dp

4R?
A talpponti haromszog Tp teriilete akkor maximalis, ha dp = 0, vagyis a felez6 haromszog
esetén.

Ha dr = R, vagyis, ha a P a koriilirt koron van, akkor Tp = 0, vagyis a T1, T2, Tz pontok egy
egyenesre esnek. Az egyenes neve: Simson- (ritkabban Wallace-) egyenes.

Tp =T

B. El6szor tételezziik fel, hogy P a haromszdgben van. Az altalanos eset szamoldsa ugyanugy
torténik, de némi diszkussziot igényel. Legyenek P baricentrikus koordinatai p, q, r
(p + g+ r=1), P tavolsaga az oldalaktol di, do, d3. T2.5. allitasat és jelolését felhasznalva
tl adl
p ===—,
T 2T

amibdl dy = pE , és hasonloan dy =q % , dg = I’E. A T1T,T3A teriilete hdrom haromszog
a C

terliletébol tevodik 0ssze, ezek koziil a PT1T2A teriilete (kozben felhasznaljuk a haromszog
kiilonboz6 teriiletképleteit, s hogy a PT1CT2 négyszdg hlirnégyszog):

2 2122
992 Gy = 2T pgsing =413 P9 _4p P77 P4 _ T 2,
2 ab ah? 16R2 a2p? 4R2

Hasonl6an a tobbi részhdromszog teriilete
Lzazqr , €s Lzbzrp .
4R 4
A teriileteket 0sszeadva alkalmazhatjuk a T14.2. formulat
Tp =L2(<':12qlr+b2r|c>+02|oq)=L2(R2 ~dp),
4R 4R
ami az allitassal megegyezik.

Kiilsé P pont esetén megkiilonboztetiink egy vagy két oldalon kiviili P-t (a p, g, r koordinatak
koziil egy, vagy kettd negativ). A konnyebb szohasznalat kedvéért nevezziik az a oldal
egyenese altal meghatarozott félsikok koziil azt, amelyik a haromszdget tartalmazza belsd
félsiknak (jelolésben A*), a masikat kiilsének (A-). Hasonldan értelmezziik a B¥f, B-,C* és C~
félsikokat.

a) Tegyiik fel, hogy P € A-nB*nC". A T1PT3 szog S nagysaga, mert merdleges szara szogekrol
van sz0, ¢és P kiviil van a f szogtartomanyan. Ugyanigy a T1PT2 szog is 7. A T2PT3s szog
természetesen 180° — a = f + y, mivel a ToPT3A négyszog is hurnégyszog.

Az els részben szerepl6 di, d2, dz tavolsagok itt el6jelet kapnak: di1 <0, d2> 0, dz3 > 0, ezért a
T1PT3A és a T1PT2A teriilete negativ, mig a ToPT3A teriilete pozitiv lesz (0-t is megengedve). A
teriiletek algebrai 0sszegének abszolut értéke mindenképpen megadja a T1T2T3A teriiletét; az
algebrai 6sszeg pozitiv lesz, ha a PT3T1T2 négyszog konkav, és negativ, ha konvex. Konkav

84



esetben viszont a T1T2T3A koriiljarasi iranya megegyezik, mig konvex esetben ellentétes az
ABCA koriiljarasi iranyaval. Ezért az a) esetben eldjelhelyesen kapjuk a tétel allitasat.

b) Tegyiik fel, hogy P € A"'nB-nC~. A T1PT3 szdg B nagysagl, mert merdleges szara szogekrol
van sz0, €s P kiviil van a f szogtartoméanyan. Ugyanigy a T1PT2 szog y~val egyenld. A ToPTs
sz0g természetesen 180° — a = S+ y, mivel a ToPT3A négyszog hirnégyszog.

A di, da, d3 tavolsagok eldjelei: d1 > 0, d2 < 0, d3 < 0, ezért a T1PT3A és a T1PT2A teriilete
negativ, mig a ToPT3A teriilete pozitiv lesz (0-t is megengedve). A teriiletek algebrai 6sszegének
abszolut értéke mindenképpen megadja a T1T2T3A teriiletét, az algebrai 6sszeg minden esetben
negativ lesz, mert a PT3T1T2 négyszdg mindig konvex.

A konvexitas bizonyitasa a kovetkezOképpen végezhet6 el. Huzzunk parhuzamos egyenest A-n
keresztiil az a oldallal, és ez messe a PT1 egyenest Q-ban. AP € A"nB nC feltétel miatt Q a
PT1 szakasz belsé pontja. Ugyanakkor a PT2QT3 négyszog hurnégyszdg, hiszen minden
cstcspontja rajta van a PA atméré folé rajzolt Thalesz-koron, igy ez konvex négyszog, az atloi
metszik egymast. Kovetkezésképpen a PT2T1T3 négyszog atloi is metszik egymast, tehat
konvex. Ezzel a teriiletképletet igazoltuk.

A tétel tovabbi allitasai a kapott képletb6l nyilvanvaloak. &

A haromszog korilirt kore legyen K. Ha a P pont a K-n @ szdgsebességgel kordz, akkor a
Simson-egyenes % szogsebességgel forog — ellenkezd iranyban. Ez kovetkezik a T16.12.
allitasbol.

Csak a kovetkezo tétel megfogalmazasa és bizonyitasa érdekében definialjuk két egyenes, a és
b eldjeles szogét. a és b eldjeles szogének az abszolut értéke az altaluk bezart két szog koziil a
kisebbik mérete, és ezt pozitiv eljellel vessziik, ha a legfeljebb 90°-0s pozitiv iranya
forgatassal atvihet6 b-be, ellenkez6 esetben negativ eldjelet adjunk neki (meréleges egyenesek
sz0gét mindig pozitivnak vessziik). Ezzel a keriileti szogek, ill. hurnégyszogek tétele a
kovetkezdképpen fogalmazhato at:

Segédtétel. Egy koron a D, E, F, G pontok tetszéleges elhelyezkedése esetén az FD és FE
egyenesek eldjeles szoge egyenld a GD és a GE egyenesek eldjeles szogével (két pont
egybeesése esetén az §sszekotd egyenes a ponton athalado érintd). Az allitds megfordithato: ha
az FD ¢és FE egyenesek eldjeles szoge egyenld a GD és a GE egyenesek eldjeles szogével, akkor
a pontok egy koron helyezkednek el.

T16.12. A P pont helyzetét a koriilirt koron a o eléjeles szoggel irjuk le: 25 abszolut értéke
legyen a rovidebb PA ivhez tartozo kézépponti szog, elbjele pedig pozitiv, ha A-bol 180°-nal
kisebb O koriili pozitiv iranyu forgatassal eljuthatunk P-be, kiilonben o el6jele legyen negativ
Az A csticsbol kiindulé magassagvonal €s a P-hez tartoz6 Simson-egyenes eldjeles szoge —o.

P-bdl az a oldalra bocsatott merdleges masik metszéspontja a korrel legyen P1. A P1A egyenes
parhuzamos a P-hez tartozo Simson-egyenessel.

B. Vegyiik fel a koriilirt koron a P pontot tetsz6legesen. Allitsunk merSlegeseket az a és a ¢
oldal egyenesére, a merdlegesek talppontjait jeloljiik Ti-gyel, ill. Tz-mal. A segédtétel szerint a
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BP ¢és a BA egyenesek cl6jeles szoge —o. Mivel a P, B, Ty, Tz pontok a PB atméré folé rajzolt
Thalesz-koron vannak, és a BA egyenes azonos a BTz egyenessel, kovetkezik, hogy T1P és a
T1T3 egyenesek eldjeles szoge is —o. A T1P egyenes parhuzamos a magassaggal, T1T3 pedig a
Simson egyenes, igy ezek eldjeles szoge is —o, mint azt a tétel allitja.

A P, A, B, P1 pontok a koriilirt korén vannak, ezért a BP és a BA egyenesek elbjeles szoge
megegyezik a PP és a P1A egyenesek elbjeles szogével, mindketté —5. A P1P egyeneshez
viszonyitva a Simson-egyenesnek is €s a PiA-nak is —J az eldjeles hajlasszoge, tehat
parhuzamosak. &

T16.13. A P ponthoz tartoz6 Simson-egyenes atmegy a PM szakasz Q felezépontjan, ahol M a
magassagpontot jeloli. Q pontja a Feuerbach-kornek.

Ha P és P’ a korilirt kor atellenes pontjai, akkor a hozzajuk tartozd Simson-egyenesek
merdlegesen metszik egymast €s a metszéspont is a Feuerbach-kéron van.

B. Tegyiik fel, hogy a koriilirt kéron szabadon vélasztott P pont a BC ivre esik. Legyen az M
tiikorképe a BC oldalra D, ami szintén a kortilirt kor pontja (1d. T9.3.), tovabba jeldlje 4 a
kortlirt kor A-val atellenes pontjat. Tegyiik fel még az altalanossag korlatozasa nélkiil, hogy P
a DB ivre esik. A PAA’ szbget jeldljik o-val.

Elso 1épésként hatarozzuk meg a PDA szdget. Két esetet kiilonboztetiink meg: P az 4B ivre
esik, vagy az 4°D ivre; a két eset csak eldjelben kiilonbozik, a felsé eldjel az elsd, az also a
masodik esetre fog vonatkozni. A keriileti és kozépponti szogek Osszefiiggésébol
A'AB sz6g=90° -y,
tovabba
PDAsz6g= PDB szég+ BDAszdg= PAB sz6g+y =90° —y¥5+y =90° ¥ 6.

A BC egyenessel parhuzamos, P-n athaladd6 egyenes messe az a oldalhoz tartozo
magassagvonal egyenesét E-ben, valamint a P Simson-egyenese messe a magassagvonal
egyenesét F-ben. Legyen az a oldalon 1év6 magassag-talppont T és P merdleges vetiilete BC-
re Pa. T16.12. értelmében az FPLT szog 0 nagysagu, tehat az FPaTA egybevagd az EPDA-gel.
Ezért
MF =MT ¥ FT =DT ¥+ DE=PP".

A PPaMF négyszog tehat parallelogramma, vagyis az atloi felezik egymast, és ezt akartuk
bizonyitani. A Feuerbach-korre vonatkoz6 allitas T10.8.-bol mar kdvetkezik.

Legyen Q a PM, Q' pedig a P’M szakasz felezOpontja. T10.8. alapjan Q és O’ a Feuerbach-kor
atellenes pontjai. T16.12. szerint a P-hez és a P’-hoz tartozé Simson-egyenesek merdlegesek,
atmennek a Feuerbach-kor atellenes pontjain, tehat metszéspontjuk a Thalesz-tétel miatt a
Feuerbach korre esik. #

16.5. Erdos-Mordell egyenlotlenseg

A haromszog egy tetszbleges P bels6 pontjanak a tavolsaga a csucsoktol legyen rendre u, v, w,
¢s az oldalaktél mért tavolsagait jeloljik X-szel, y-nal és z-vel. Az Erdds-Mordell
egyenldtlenség ezen mennyiségekre ad egy meglehetdsen €les és sok esetben jol alkalmazhato
egyenldtlenséget.

T16.14. Erdés-Mordell egyenldtlenség. Tetszoéleges P belso pontra

86



U+V+W<2(X+Yy+2),
¢s az egyenl6ség akkor csak akkor teljesiil, ha a haromszog egyenld oldalu és P annak a
kozéppontja.

B. Mint a 16.4. bevezetésében emlitettiik, legyen PA=u, PB =v és PC =w, tovabba jeldlje
az ABPA, a BCPA ¢és a CAPA P-nél 1évo szdgeinek nagysagat rendre 2¢1, 202 és 2¢3, a
haromszogek P-bdl kiinduld szogfelezdinek a hosszat pedig x’, y’ és z. A T5.11.
egyenlOtlenségét felhasznalva

Xx<x' < \/WVCOS(D]_,
y < y's\/w_ucoswz,
2 <7’ <~Juv cos 3.
Elég tehat azt bizonyitani, hogy
2VWC0S o1 + 2+/WU €0S @2 + 2:/UV COS 3 <U+V + W,

Mivel ¢ +@, +p3 =180%, cosps = —COS(p1 + @2) = —COS@1COS2 + Singising,, igy a
bizonyitand¢ allitas az

u +v+w—2\/ch05¢l —ZMCOSgoz +2\/Wc05¢1003¢2 —Zﬁsingolsin @y 20
alakot olti. Az egyenldtlenség bal oldala azonban

(\/Usin(pl—\/Vsin(pz)Z +(\/v_v—\/Ucosgol—\/VCOS(p2)2

alakot 6lti, ami nyilvanvaléan nem negativ.

Az Erdés-Mordell egyenlétlenségben egyenléség csak ugy allhat fenn, ha mindenhol
egyenldség érvényes, tehat x =x",y =y’,z=z". X = x " esetén a BCPA magassaga ¢és szdgfelezdje
megegyezik, vagyis a haromszdg egyenldszard. Ugyanigy a masik két részharomszog is
egyenldszart, ami azt jelenti, hogy X =y = z, azaz P a koriilirt kor kdzéppontja. Egyenlészaru
haromszogek esetén a T5.11. egyenldtlenségben is egyenldség all fenn.

A masodik egyenldtlenségben az egyenldség csak akkor teljesiil, ha mindkét négyzetes tag
nulla. Tehat egyrészt sing1 = Sing», azaz p1 = @2, masrészt 1 — C0Sp1 — COSp2 = 1 — 2c0S¢p1 = 0,
azaz g1 = @2 = 60°. Ez azt jelenti, hogy P a haromszdg panorama pontja. Két nevezetes pont
azonban T18.1. miatt csak egyenld oldalll hdromszognél egyezhet meg. &

Az Erdés-Mordell egyenldtlenség két alkalmazasat mutatjuk be.

T16.15.

9p<my +mpy+m; <3(R+p),
tovabba, ha barmelyik egyenldtlenség helyett az egyenldség teljesiil, akkor (és csak akkor) a
haromszog egyenld oldalt.

B. Jelolje a koriilirt kor kozéppontjanak az oldal egyenesekt6l mért tavolsagait da, dy és de, €s
alkalmazzuk az Erdds-Mordell egyenldtlenséget P-nek a magassagpontot valasztva. Ekkor a
10.1 fejezet bevezetd gondolata alapjan U = 2da, V = 2db, W = 2dc, valamint x = ma — 2d,,
Y = Mp — 2db, Z = Mc — 2dc. A egyenlStlenség szerint
2d5 +2dp +2d. 22(my —2d4 +my —2dp, +me —2d,),
tehat, felhasznalva még T5.30.g)-t
my +mp +me <3(d4 +dp +d.) =3(R+ p).
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Egyenl6ség esetén az Erd6s-Mordell egyenlStlenségben is egyenldség all, ekkor viszont a
haromszog egyenld oldala.

Fejezziik ki a magassagvonalak hosszat a teriiletképletekbdl, akkor

My + My + Mg :2T(§+%+%j=p(a+b+c)[§+%+%j:

Ao

hiszen egy pozitiv szamnak ¢s reciprokdnak az Osszege legalabb 2. Egyenldség esetén
%+E =2,amibdl a = b, és ugyanigy b =c. &
a

T16.16. Tetszoleges belso P pontra
U+V+wW=>6p.

Egyenldség esetén a haromszog egyenld oldalu, és P a haromszog kézéppontja.
B. Induljunk ki a T16.15.-b6l, itt ma <u + x, mp <V +Yy és me <w + z, majd alkalmazzuk az
Erdds-Mordell egyenl6tlenséget:

9p <my +my +mg £u+x+v+y+w+z£g(u+v+w) ,

¢s ez az allitassal ekvivalens. Egyenldség csak tigy valosulhat meg, ha mindenhol egyenldség
van, ekkor viszont a haromszog egyenld oldalu. Az ma = U + X csak akkor valésul meg, ha P
rajta van az a oldalhoz tartoz6 magassagon. Hasonl6 érveléssel P a tobbi magassagvonalon is
rajta van, igy P a magassagpontja az egyenld oldalti haromszognek. #

16.6. A szimmedian pont extremdlis tulajdonsdgai

T16.17. A sik tetszdleges P pontjanak a haromszdg oldalegyeneseitél mért tdvolsdgainak
négyzetosszege akkor minimalis, ha P a szimmedidn pont. A minimum értéke

2
4T
=2ul ,
a2 +b2 +c2
ahol
I
a? +b? +c?

B. Jeldlje x1, X2, X3 @ P pontnak az egyes oldalegyenesektdl mért eldjeles tavolsagait (pozitiv a
tavolsag, ha a P €és a haromszog az oldalegyenes azonos oldalan vannak). Felirhat6 az
axq +bx, +cxz =2T
Osszefiiggés, ahol T a haromszog teriilete. 1 legyen a T16.5. bizonyitasaban szerepld szamérték
¢s alakitsuk at a minimalizalando kifejezést az alabbi mdédon:
2 2 2 2 2 2 2/,2 2 2
X| X5 +X5 =(Xg =) +(Xg —p0)” +(Xg — )" +4ul —p~(a” +b” +c¢7).
A kifejezés a minimumat akkor veszi fel, ha X1 = ga, X2 = b, X3 = uc, ami azt jelenti, hogy a
minimumot ad6 P pont azonos L-lel.

A minimum értéke 4uT —,u2(a2 +b? +CZ) =2ul . #
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T16.18. Adott haromszogbe irt haromszogek koziil az oldalak négyzetdsszege arra a beirt
haromszogre minimalis, amelyik a szimmedian pont altalanositott talpponti hdromszoge. A

2
minimum értéke % =6uTl .
a“+b°+c

B. Legyen a beirt haromszog az A1B1C1A, ahol Ay az a oldalon, By a b oldalon és C1 a ¢ oldalon
van, tovabba a sulypontjat jeloljiik Si-gyel. Si-nek az a, b és ¢ oldalaktol mért tavolsagat jeldljiik
rendre di-gyel, dz-vel és dz-mal, akkor T7.5. értelmében

K2 = A]_Blz + B]_C]_Z +C1A12 23(81A12 +SlB]_2 +31C12)Z
>3(df +d3 +d2).

Masrészt T16.16. miatt

4T 2

a?+b%+c

tehat a T16.18.-ben megadott egyenlétlenséget bebizonyitottuk. Az elsé egyenldtlenségben az
egyenldség akkor és csak akkor allhat fenn, ha az A1B1C1A az S talpponti haromszoge, ekkor
T16.7. értelmében S; az ABCA szimmedian pontja, és ekkor a méasodik esetben is egyenldség
van. &

3(df +d3 +d2)>3 =6uT,

2

16.7. Elsé tipusu Lemoine-kor

Készitsiik el a kovetkezo abrat. Hizzunk parhuzamost az L szimmedian ponton keresztiil az
oldalakkal: legyenek ezek rendre a’, b’, ¢’. Jeloljiik a’ meszéspontjat az oldalakkal Pp-vel és
Pc-vel, ahol az index a metszett oldalt tiinteti fel, a b’ metszéspontjait Qa és Qc, a ¢’
metszéspontjait Ra és Ry jeldlje.

T16.19. Ra és Qa az a oldalt ¢ : a2 : b? ardnyban osztja fel, pontosabban
BR; :R3Qa =c?:a2 ¢s RaQa 1Q5C =a?:b2.

C2

B. A CL szimmedian messe a ¢ oldalt D-ben, akkor T16.4 miatt LD:LC = 5 ésezaz
a“+b
arany 6roklédik az a egyenesre is. Ugyanez a gondolatmenet érvényes QaC-re is. 4

T16.20. Az a’, b’, ¢’ egyenesek, kiegészitve a PpQa, QcRb, RaPc Szakaszokkal, az ABCA-et
kilenc, ABCA-h6z hasonld haromszogre bontjak fel.

B. A kilenc haromsz6gbdl haromnak az oldalai parhuzamosak az ABCA oldalaival, ezekre az
allitas nyilvanval6. A maradék hatbol 2-2 egybevagd, hiszen az atlojaval felezett
parallelogrammabdl szarmaztathatok. Igy elég mondjuk a BRaPcA-re bizonyitani a
hasonldsagot.
1

a’+b%+c
A két oldal aranya tehat ¢ : a, megegyezik az ABCA-ben a két oldal aranyaval, tovabba a
kozbezart szog mindkét esetben . fgy a hasonlésag bizonyitva van. #

T16.17. értelmében, felhasznalva a A = jeldlést, BR, = Aac?, és BP, =ica’.

Megjegyezziik, hogy QcRp antiparallel szakasz az a oldalhoz viszonyitva.
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T16.21. A Py, Pc, Qa, Qc, Ra, Ry pontok egy koron helyezkednek el. A kor neve: elso (tipusu)
Lemoine-kor. A kor kozéppontja az OL szakasz felez6pontja, sugara
abc >
Rip=—A1+4u°,
L1 sT H
2T

2

ahol u= 5
a“+b“+c

5

B. Az RaRyPpQa négyszog hurnégyszog, mert az RaRpPy sz0g egyallasu az « szdggel, mig a
T16.18.-ban megallapitott hasonldésag miatt az RaQaPy sz6g 180° — .

Az PPrQaRa négyszog hurnégyszog, mert a hasonldosagok miatt a PcPyQa sz0g o nagysagu,
mig a QaRaPc¢ szog 180° — o

Ezzel 6t pontrdl belattuk, hogy egy koron vannak. Az el6z6hoz hasonléan bizonyithatd, hogy
az RaRbQcPc négyszog is hurnégyszog, tehat Qc is ugyanerre a korre esik.

Bizonyitsuk most a kozéppont elhelyezkedésére vonatkozo allitast. E16szor az a oldalra vetitve
mutatjuk meg a felezést. O vetiillete az a oldal F felez6pontja, L vetiilete az LRaQaA
L-b6l kiinduldé magassaganak a talppontja Ta, mig a Lemoine-kor kézéppontjanak, Ori-nek a

vetiilete az RaQa szakasz felez6pontja, Fa. Tegyiik fel, hogy b < c. Az F,T, a T9.7. képlettel

1 :
2 2 )

konnyen kiszamithato figyelembe véve a Aa? kicsinyitési faktort (A = 5
a“+b” +c

Az el6jeles kifejezés pozitiv eldjele azt jelenti, hogy Ta az FaC szakaszra esik. A RaQa Szakasz

Fa felezOpontja, ha Ra-t eltoljuk B-be % BR, -val tolédik B iranyaba, majd, ha Qa-t eltoljuk C-

be %CQa -val tolodik el C iranyaba, tehat

FF, Z%(BRa -CQjy) :%(/MCZ —labz) =FaTa .

A pozitiv eldjel itt is azt jelenti, hogy Fa az FC szakaszra esik. A két képlet egyenldsége azt
jelenti, hogy Fa felezi az FTa szakaszt. Ugyanez elmondhat6 a b oldal vonatkozasaban is. Az a
¢és a b oldalra es6 vetiiletek egyértelmiien meghatarozzak az Or1 pontot, de az OL szakasz
felezépontja is teljesiti a vetiiletekre vonatkozd kovetelményt, tehat Or1 az OL szakasz
felezOpontja.

A kor sugarat a PcRaQaPp egyenldszaru trapézbdl fogjuk kiszamitani. A trapéz kdzépvonala L-
bdl torténd kicsinyités folytan 5 Jeloljiik a trapéz kozépvonalanak felezépontjat G-vel és a

QaPyp szar kozéppontjat H-val. A GOL1H sz6g és a trapéz Pp-nél 1év6 szoge merdleges szara
szogek, tehat egyenldk; ez utobbi azonban a hasonld haromszdgek miatt « nagysaga. Ezért

OH = a R

dsing 2’
ahol R az ABCA koriilirt korének a sugara. A Lemoine-kor sugarat Pythagorasz-tétellel
kaphatjuk meg, felhasznalva, hogy a QaP» oldal hossza a hasonlosag miatt Aabc:
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2 2
REl Z%(RZ + (/IabC)z) = %{%Hﬂabc)ﬂ :(Z—l_)l_cj 1+ 4y2) )

Ezzel megkaptuk az utolso allitast is. &
Itt és a kovetkez0 fejezetben is fontos szerepe van az OL szakasznak.

T16.22.
OL? =R? —342a2p2c2,
1
ahol 1= )
a? +b? +c2

B. A T14.2. altalanos tételt alkalmazva
—2
OL" =R? —(qra2 + prb2 + pqc2) —R? —34%a%p?c? A

16.8. A masodik tipusu Lemoine-kor és az oldalak fole irt téeglalapok

Az a oldal folé irt téglalapnak nevezziik azokat a téglalapokat, amelyek egyik oldala az a
oldalegyenesen van, masik két csiucsa a haromszog masik két oldalegyenesén. Szandékosan
keriiljik a beirt téglalap széhasznalatot, mert a folé irt téglalap akar teljes egészében a
haromszogon kiviil is lehet.

A tovabbi allitdsokbdl a derékszogii ABCA-eket kizarjuk, mert ott csak elfajult esetként igazak
az allitasok.

T16.23. Ha két kiilonbozd oldal folé irt téglalap kdzéppontja megegyezik, akkor ez kdzéppontja
egy harmadik oldal folé irt, alkalmasan valasztott téglalapnak is. Ha a harom, kiilonb5z6 oldal
folé irt téglalap kdzéppontja megegyezik, akkor ez a szimmedian pont.

B. Tegyiik fel, hogy az a és a b oldal f61¢ irt A1A2XY és B1B2UV téglalapokrodl van szo, ahol Ay,
A és V az a oldalon, By, B2 és X a b oldalon, Y és U a ¢ oldalon van. A ko6z6s kézéppontot
jeloljiik P-vel. Mivel Bz a V P-re vonatkozo tiikorképe, B2 rajta van az XY egyenesen, tehat
B2 = X. Ugyanigy A1 = V. Az egyontetliség kedvéért legyen Y = C1 és U = Ca.

A Ci1C2A2B1 négyszdgben az atlok felezik egymast és egyenld hosszliiak, tehat a négyszog
téglalap.

Az A1A:B1B>C1C, hatszog koré P kozéppontu kor irhatd. A keriileti szogek tétele miatt az
AB1C; sz6g egyenld a B2A2C: szoggel, ami egyenld a f szoggel, mert merdleges szaru szogek.
Ugyanigy bizonyithato, hogy az AC2B1 sz6g y-val egyenld. Ez azt jelenti, hogy B1C> antiparallel
szakasz a-hoz viszonyitva és P ennek a felezOpontja. Mivel az A csticsbol kiinduld szimmedian
az a-hoz képest antiparallel szakaszok felezOpontjainak a mértani helye, ez a szimmedian
atmegy P-n. Ugyanigy lathat6, hogy a tobbi szimmedidnra is igaz ez, tehat P a szimmedian
pont. &

A T16.23. éllitds megfordithato.
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T16.24. Ha a haromszog nem derékszogii, akkor mindig 1étezik harom, kiilonb6z6 oldal folé irt
téglalap, melyeknek a kozéppontja a szimmedian pont. A szimmedidan ponton &atmend
antiparallel szakaszok hossza egyenld. A kort, mely ¢ téglalapok koré irhatd, mdsodik tipusu
Lemoine-kornek nevezik.

B. Vegyiik fel a L szimmedian ponton atmend harom antiparallel szakaszt: A1B2-t, B1Ca-t és
C1A2-t (melyek rendre c-hez, a-hoz ill. b-hez képest antiparallelek). Tudjuk, hogy L felezi
mindharom szakaszt. A LA1A2A egyenlOszaru, mert az antiparallelitds miatt a LA1A2 sz3g is és
a LA2A1 szdg is o nagysagu. Az A1A:B2C1 négyszog tehat téglalap, mivel atloi egyenldk és
felezik egymast. Ugyanez elmondhat6 a tobbi téglalapra is. #

T16.25. A masodik tipustt Lemoine-kor sugara

a% +b2 +c?

B. A T16.22. bizonyitas jel6lései szerint B;C» az a-val antiparallel szakasz. Ez azt jelenti, hogy
az AB1CoA hasonlé az ABCA-hoz. Olvassuk le a hasonlosag aranyat a sulyvonalakbol! Az
AB1C2A  stlyvonala a szimmedidan AL szakasza, ami a teljes szimmedidn

2 2
2b +2C 5= /1(b2 + C2) része. A szimmedian hosszat a T16.2. adja meg, igy
a“+b°+c
— 2 o, 2bc
AL = A(b“ +¢“) — s=2Abc-s.
b”+c

A Kicsinyités aranya tehat AL :s=24bc, és B1C, =21bc-a. A masodik Lemoine-kor sugara
ennek a fele. &

Adott a T teriileti haromszég. Ha az a oldal folé irt téglalap fogalmat leszlkitjiikk, akkor
értelmessé valik az a kérdés, hogy milyen nagy teriiletli téglalap irhat6 az oldal fole.

T16.26. Az a oldalhoz tartozo téglalapnak nevezziik azt az a oldal folé irt téglalapot, melynek
van kozds pontja a hdromszog belsejével €s nem tartalmazza az A cstcsot. Az a oldalhoz tartozé

téglalap teriilete legfeljebb TE’ és egyenldség akkor és csak akkor all fenn, ha B1 a b oldal

felez6pontja.

B. A feltétel szerint az A1A2B1C1 téglalap A1 és Az csticsa az a oldalegyenesen van, Br a b
oldalon, C: a c oldalon. Ha B: a b oldalt u : (1 — u) aranyban osztja, pontosabban

AB;:BIC=u:(1—u) és0<u<1,akkor BiC; =ua, és BjA, = (L—u)m, . A téglalap teriilete

tehat u(l—u)amy =u(l—u)2T . A szamtani-mértani k6zép egyenlétlenségbol u(l—u) < % , €s

1
egyenldség akkor ¢és csak akkor all fenn, ha u = e Ezzel a allitast megmutattuk. s

T16.27. A T teriiletli haromszdgbdl kivaghato téglalapok teriilete legfeljebb TE és TE teriileti

téglalap minden haromszdgbdl kivaghato.
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A, kivaghato téglalap” azt jelenti, hogy a megadott haromszog tartalmaz adott tulajdonsagu, de
tetszleges elhelyezkedésii téglalapot.

B. Az elsé allitas bizonyitasdhoz vegyiink fel a haromszdgben egy tetszéleges téglalapot. Az A
csucsbol nagyitsuk fel a téglalapot ugy, hogy az a oldalegyeneshez legkdzelebbi csticsa az a
oldalra keriiljon. A kapott téglalapot nagyitsuk fel a B csucsbol tigy, hogy a b oldalegyeneshez
legkozelebbi csticsa az b oldalra keriiljon. Az igy kapott téglalapra végezziik el ezt a C csticsbol
is, ekkor a téglalap egy csticsa a C oldalra keriil. A kapott téglalap a haromszogben marad, és
harom csucsaval a haromszog harom oldalara tamaszkodik, a teriilete pedig nagyobb az eredeti
téglalap teriileténél (esetleg azzal egyenld).

Alakitsuk at jelolésrendszeriinket a kovetkezOképpen: Betlizziik meg az eljaras-sorozattal
kapott téglalapot, legyen ez A1B1C1D1, ahol A1, B1, Ci, a haromszog oldalaihoz illeszkedd
csucsok, D1 pedig ,,szabad” cstics, ami a haromszog valamely pontja. Masodik 1épésben
betiizziik meg a haromszoget tgy, hogy Ai-en az a oldal, Bi-en a b oldal és Ci-en a c oldal
haladjon at. Harmadik 1épésben evvel 6sszhangban jeloljiik a haromszog cstcsait A-val, B-vel
és C-vel.

Megmutatjuk, hogy az A1B1C1D: téglalap teriilete legfeljebb TE Htzzunk a-val parhuzamos

egyenest Bi-en keresztiil, ez messe a C1D1 oldalegyenest P-ben. B1 és P merdleges vetiilete a-
ra legyen R ill. Q (R lehet, hogy a haromsz6gon kiviil van). Az A1B1C1A teriilete megegyezik
az Ai1B1PA teriiletével, mert a két haromszog alapja és magassaga egyenld. Ugyanezen okbol
az A1B1PA teriilete egyenld az RB1PA teriiletével. Ezzel belattuk, hogy az A1B1C1D; téglalap
teriilete egyenld a B1PQR téglalap teriiletével. Mivel a BiPQR téglalap része egy a oldalhoz

tartozo téglalapnak, aminek a teriilete legfeljebb TE (lasd T16.26.), igy a kiindulasi téglalap

terililete sem lehet ennél nagyobb.

Egyenldség csak ugy lehet, ha nagyitds nem torténik, és a BiPQR téglalap egy maximalis
terliletli a oldalhoz tartozo téglalap. Az els6 kdvetelmény azt rogziti, hogy a téglalap harom
csucsa harom kiilonb6z6 oldalnak a pontja, a masodik szerint pedig P a ¢ oldalon van. P a ¢
oldalon csak ugy lehet, ha vagy D1 a ¢ oldalra esik, vagy P = C1. Az els6 esetben az A1B1C1D1
téglalap a ¢ oldalhoz, a masodik esetben az a oldalhoz tartozé téglalap. Ennek a téglalapnak
maximalis teriiletiinek kell lennie, tehat B1 mindenképpen felezi a b oldalt.

A maximalis, 5 teriiletet ado téglalap tehat csak az u = 5 paraméter értéki, valamely oldalhoz

tartoz6 téglalap lehet. Ezek megoldasok is, ha ezek a téglalapok benne vannak az ABCA-ben.
Hegyesszogii haromszognél tehat hdrom megoldés van a harom oldalhoz tartozéan. Derékszogii
haromszognél csak kettd, mert a két befogohoz tartozd téglalap azonos. Tompaszogi
haromszognél csak egy, a leghosszabb oldalhoz tartozo téglalap, mert a masik kett6 talnytlik a
haromszog oldalain. &

. T : o
A T16.26. allitas érvényes parallelogrammara is. Itt is 2 a kivaghatd6 maximalis teriileti

parallelogramma. Ha a haromszdgbe belerajzolunk egy tetszdleges parallelogrammat, akkor
merdleges vetitéssel a parallelogramma téglalappa alakithatd, ugyanakkor a teriiletek torzuldsa
a haromszogre €s a téglalapra vonatkozoan egyenld, tehat a 2 : 1 teriiletardny megmarad.
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16.9. Haromszégbe irt négyzet

Az oldal folé irt téglalap mintajara beszélhetiink az a oldal fol¢ irt négyzetrdl is. Az A1A2B1C1
négyzet a oldal folé irt négyzet, ha a két szomszédos csucs, A1 és Az az a oldalon, By a b oldalon
Cy acoldalon van. Az a oldalon nyugvo haromszogbe irt négyzet ettél csak abban kiilonbozik,
hogy a négyzet teljes egészében a haromszogbe esik. Itt ez utobbi esettel fogunk foglalkozni.
Ha > 90° vagy y> 90°, akkor ilyen négyzet nem 1étezik.

A beirt négyzet megszerkesztésére a legegyszeriibb eljaras az, hogy az a oldalra kifelé egy a
oldali négyzetet rajzolunk és ezt hasonlosagi transzformacidval az A csucsbol alkalmas
méretiire kicsinyitjiik.

T16.28. Az a oldalon nyugvo beirt négyzet oldalanak d hossza — feltételezve, hogy £ < 90° és
y<90° —
g__am _ 2T
a+m a’+2T
ahol m az a oldalhoz tartoz6 magassag hossza, T pedig a haromszog tertilete.
A B pont a b oldalt m : a aranyban osztja, pontosabban A_B1 : @ =m:a.

B. A bevezetésben emlitett kicsinyités ardnyszama m : (a + m) = 2T : (a2 + 2T), amibdl az elsd
allitas mar kovetkezik.

: am  m? i
Mivel m—d =m- = ,ezért AB,:BC=(m-d):d=m:a. 4
a+m a+m

T16.29. A T teriileti ABCA-b6I kivaghato legnagyobb négyzet teriilete legfeljebb TE lehet.

Egyenléség akkor és csak akkor érhetd el, ha a haromszogben egyik oldal, pl. az a oldal, hossza
egyenld a hozza tartoz6 magassag hosszaval, azaz a=m, =+ 2T , és az oldal végpontjainal
1év0 szogek egyike sem tompaszog.

B. Az elso allitas T16.27.-b6l kovetkezik. Az a oldalhoz tartozod téglalap csak akkor ad
egyenléséget ado megoldast, ha By felezi a b oldalt, tovabba ha a és a yegyike sem tompaszog.
E mellett akkor kapunk négyzetet, ha B1 a b oldalt a : ma aranyban osztja. Mivel B; felezi a b

oldalt, az a = ma egyenldségnek kell teljesiilnie. Masrészt 2T =amy = a’ ,tehat a=~/2T . &

Hasznaljuk ismét a 16.9. bevezetésében emlitett hasonlosagi transzformaciot, és a négyzettel
egylitt az A kdzéppontbol kicsinyitsiik le az ABCA-et és annak koréirt korét is. Az eredmény az
AB1C1A ¢és koriilirt kore lesz. A kapott kort az A cstcshoz tartozd Lucas-kornek nevezik.
Hasonloan elkészithetd a tobbi cstucshoz tartozo Lucas-kor is. Az A csucshoz tartozo Lucas-kor

sugara r, =

5 R, ahol R a koriilirt kor sugara.

a“+2T

T16.30. A haromszog Lucas-korei paronként érintik egymast.

94



B. Jeloljiik a B és a C csucshoz tartozo Lucas-korok kozéppontjait O2-vel, ill. Os-mal, sugaraikat
ro-vel, ill. r3-mal. A hasonldsagi transzformacié miatt az O, O, B ill. az O, O3, C pontok egy

egyenesre esnek. Legyen y=00,, z=00, ¢és t= Cﬁ ¢s szamitsuk ki t-t 'y és z
ismeretében. {rjunk fel egy-egy koszinusz-tételt az OB1C1A-re és az OBCA-re:
t> =y®+2z°-2yzcos2a,
a® =2R* - 2R’ cos 2.

Ebbol
2R*>—a? a’ a’
tz=y2+zz—szz(y—z)z+¥yz=(r2—r3)2+Fyz.
2 2
Mivel y=R-r,=R— 22T R= 2b R, és hasonloan z = ZC :
b +2T b +2T c+2T
a’ a’b’c’ abc\’ 4r,r,
—YZ="— > = > =4r,r,
R (02 +2T)(Cc?+2T) \4R) T

felhasznalva a haromszog teriiletképletét. Visszahelyettesitve t2 kifejezésébe, kapjuk, hogy
t? = (rz - r3)2 +4n,r; = (rz + I’3)2 '
azaz t = ry + rs, vagyis a korok érintik egymast. &
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17. Brocard-pontok
17.1. A Brocard-szog. Baricentrikus koordinadtak

Jeloljik Ki-gyel a B és a C pontokon atmend és a b oldalt érint6 kort, Ko-vel a C és az A
pontokon atmend és a ¢ oldalt érintd kort, valamint Ks-mal az A-n és a B-n atmend, a-t érintd
kort. Ugyanigy a K1’ kor menjen at a B és a C pontokon és érintse c-t, a K2” kor menjen ata C
¢s az A pontokon ¢€s érintse a-t, s a Kz’ kor haladjon at az A és a B pontokon ¢és érintse b-t.

T17.1. A Ky, K> és K3 korok egy ponton mennek at, ezt a haromszog egyik Brocard-pontjanak
nevezziik és a jelen fejezetben B1-gyel jeloljiik. Ugyanigy a K1, K2* és a Kz” korok kozos pontjat
is Brocard-pontnak nevezziik és Bz-vel jeloljiikk. A Brocard-pontok mindig a haromszog
belsejébe esnek.

A Brocard-pontokat a koriiljarasi irany kiilonbozteti meg egymastol. Az elsé Brocard-pontnal
a koriiljarasi irany megegyezik az ABCA koriiljarasi iranyaval, nevezetesen az a oldal kore érinti
a b oldalt, a b oldal kore érinti a ¢ oldalt, és a ¢ oldal kore érinti az a oldalt, mig a masodik
Brocard-pontnal mindez forditva torténik.

B. A konnyebb szohasznalat kedvéért nevezziik az a egyenes altal meghatarozott félsikok koziil
azt, amelyik a haromszoget tartalmazza belsé félsiknak (jelolésben A"), a masikat kiilsének
(AY). Hasonloan értelmezziik a B, B, C* és C ~ félsikokat.

A Ky és Kz kor nem érintheti egymast, ugyanis jeloljiik a korok kdzéppontjat O és Oz-vel, akkor
egyszerl szogszamolassal az O1CO; szog 180° — < 180°.

Tegyiik fel, hogy a haromszog legnagyobb szoge a y. A Ky kor B*-ban, a Ko kér C*-ban van,
tehat a metszéspontjuk a B* m C*-ban van. Mivel y> «, a K2 kor C pontbeli érintdje a haromszog
belsején halad keresztiil, igy a K2 kornek nincs bels6 kozos pontja A~ m B¥-szal, tehat Ky és Ko
kor metszéspontja csak a haromszog belsejébe eshet.

A K1 kor haromszogbe eso kertileti pontjaibol az a oldal 180° - y, a Kz kor haromszogbe es6

keriileti pontjaibol a b oldal 180° - «, szog alatt latszik, tehat B; metszéspontbol a ¢ oldal
360°—(180°—») — (180° — @) = o+ y=180° - 3

szOg alatt latszik. Ez azt jelenti, hogy K3 atmegy Bi-en. 4

T17.2. A B1 Brocard-pontbdl az a odal 180° — y, a b oldal 180° — « és a ¢ oldal 180° — /3 szog
alatt latszik. A B1AB szog, a B1BC sz6g valamint a B1CA szog egyenld. A B1AB szdget Brocard-
szognek nevezzik és a tovabbiakban ¢-vel fogjuk jeldlni.

T17.4.-ben képletet adunk a Brocard-szog kiszdmitasara. A képletbdl lathato, hogy a Bo-re
vonatkoz6 Brocard-szog is ugyanakkora, tehat nem kell megkiilonboztetni, hogy melyik
Brocard-pontra vonatkozd Brocard-szogrél van szd. (Az els6 és masodik Brocard-pontra
vonatkozo Brocard-szogek egyenldsége az izogonalis konjugaltsag direkt kovetkezménye, 1d.
T17.5)

B. Az els6é mondat allitasa az el6zd bizonyitasban bizonyitast nyert. A masodik allitdsban a

B1AB szdg a K3 kor BB1 ivéhez tartoz6 keriileti szoge, mig a BiBC szog ugyanezen ivhez tartozo
érintdszart kertileti szog, tehat egyenldk. #
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T17.3. A Ky, K2 és Kz korok Oz, Oz és Os kdzéppontjai az ABCA-hoz hasonld 90° — ¢ szoggel
elforgatott haromszoget alkotnak. Az O10203A elsé Brocard-pontja szintén Bj.

B. 0102 merdleges B1C-re, ezért a b oldal és 0102 szoge 90°-ra egésziti ki a Bi1CA Brocard-
szoget, amit g-vel jeloltiink. Ha az ABCA Kkoriiljarasi iranya pozitiv, akkor b elforgatasi iranya
negativ lesz. Ugyanez igaz az O10203A t6bbi oldalara is, ezzel a hasonldsagot igazoltuk.

A K1 korben a B101C szog a B1C ivhez tartoz6 kdzépponti szog, melynek fele, tehat a B1010-
szOg, nagysagra megegyezik a ¢ nagysagi BiBC szoggel. Hasonléan a B10203 szog is ¢
nagysagu. Hasonlé haromszogekben a Brocard-szogek egyenlok, tehat B: az O10203A els6
Brocard-pontja. s

A Brocard-szogre kétféle kiszamitasi formulat is adunk.

T17.4. A By Brocard-pont tavolségai az oldalaktol: d; =2Tvac?, d, =2Twba?, dg = 2T 1ch?
1
a?c? +b2a? +c%p?
A B2 Brocard-pont tavolsagai az oldalaktol: 2T Vab2 , 2T 1be2 , 2T vcaz.
A Brocard-szog kiszamitasi formulai:

a) sing=2T/v,
b) ctgp =ctga +ctgp +ctgy .

,ahol v =

B. Legyen x = @\, y= @, z= Bl_C, és jelolje d1, d2, d3 a By pont tavolsagat rendre az a, b,
ill. ¢ oldalaktol. A szinusz-tétel alkalmazasaval

2 o2 o2
cSin Sin SIn
p_sin“p 2 _sin“p 2

di=ysing= ,
1=ysing sing  acsing 2T
.2 2 .2
: n
d, :zsmgo:as!n P _ sm_ ? ba? =S|—(pba2,
siny absiny
.2 .2 .2
. n
d3=xsm¢)=bsm (Dzsm_(ocbzzs’I ? b2,
sinae  bcsina 2T

2
Ha bevezetjiik a k = SN ¢
2T

jelolést, akkor a k értékét masképp is ki tudjuk szamolni, ugyanis
a részharomszogek teriiletosszege T, tehat
k
2T =ad; +bd, +cd3 =k(ac? +b%a? +c?b?)=-.
1%

Ebbdl k = 2T v, ami a Bi-re vonatkozo elsé allitast megadja.

A Bg-re vonatkoz6 dq =2T vab? allitss a B éc a C pontok felcserélésébdl adodik. Hasonldan
kaphatjuk meg d2 és ds értékét is.

A Brocard-szogre vonatkozoé a) allitas a két k érték egyenléségébdl adodik:

_Sin2 Q

2T

k =2Tv,
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azaz singp = 2Tv.

A b)-nél megadott formulahoz a B1BC és a B1CA haromszogekre vonatkozo szinusz-tételt irjuk
fel, ugyanis tudjuk T17.2. alapjan, hogy a B1-nél 1év6 szogek 180° — #, ill. 180° — o
L:Siﬂ,és b _ sina _
B,C sing B,C sin(a—g)
A két egyenlet hanyadosaként kapjuk, hogy
S =9) i, -2 _Sina.
singsina b sing

Mivel sina =sin(180° —a) =sin(B+ y), a trigonometrikus 6sszegképleteket hasznalva
sinacosg—cosasing _ sin cos y +cos gsiny
sinasing - sin gsiny
ctgp—ctga =ctgy +ctgs,
ami ekvivalens a b) formulaval. &

T17.5. A By Brocard-pont baricentrikus koordinatai az A, B, C bazispontokra vonatkozdan

] ] 1 1 1 ) ) i
a%c?, b%a?, ¢?v?, vagy ami ezzel ekvivalens, i A B; baricentrikus koordinatai:
b ¢ a
1 1 1
a%h?, bc?, c?a?, vagy LR
c a° b

A Brocard-pontok egymas izogonalis konjugaltjai (1d. T4.7.).

B. A baricentrikus koordinatdk a részharomszogek teriiletével ardnyosak, azaz vehetok
koordinataknak adi, bdz, cds. Az el6z6 tétel alapjan ez megegyezik a ka2c?, kb%a?, kc2b?
koordinatakkal, ami k-val egyszertisithetd. a?h?c?-tel elosztva a koordinatakat, megkapjuk a
masik alakot. A Bz-re vonatkozo allitds ugyanigy megkaphato.

Az izogonalis konjugatsag kimutatasara hasznaljuk a T4.7. képletét. Ha a P pont baricentrikus

koordinatai S , 1 , = , akkor az izogonalis konjugalt koordinatai
b2 ¢? a?
2t 2 _ 14211 1 11 1
c?a? ¢ a’b? a?  p?c? b?

vagyis Bz baricentrikus koordinatait kapjuk meg. #

T17.6. A két Brocard-pont akkor és csak akkor egyezik meg, ha a haromszog egyenl6 oldalu,
ekkor mindkét pont a haromszog kdzéppontja.

B. Haa=Db=c, akkor az A, B és C pontokba helyezett sulyok egyenldk, tehat B; és B2 egyarant
megegyezik a haromszog stlypontjaval.

Ha B és B2 megegyezik, akkor a baricentrikus koordinataik megegyeznek, ha a sulyok 6sszege
egyenld. Nevezetesen a?c? = a?b? és b%a? = b2c?. Ez azt jelent, hogy ¢ = b és a = ¢, vagyis a

haromszog egyenl6 oldala. &

17.2. Dél Keresztje
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T17.7. A Brocard-pontok a koriilirt kor kézéppontjatol egyenld tavolsagra vannak, nevezetesen
—2 ——2
OB, =0B, " =R? —va’bh?c?,
1

ahol v =
+b%c? +¢

a2b2 2,2

A képletbdl kovetkezik, hogy

l< i+i+i
R Va2 b2 2

¢s egyenldség csak az egyenld oldali haromszog esetén all fenn (lasd T18.1.).

B. Alkalmazzuk a T14.2. képletét Bi-re. By baricentrikus koordinatdi p = va®c?, q = wb%a?,
r = vc?b?, ebbél
—2
OB, = R? —(qra2 + prb2 + pqcz) =R? —vzazbzcz(azb2 +b?c? +c2a2),
vagyis
——2
OB, “ =R? —1a’b?c?.
A képletbdl lathatd, hogy invarians a b és ¢ oldalak cseréjére, tehat Bo-re is ugyanez a képlet
vonatkozik. &

T17.8. A Brocard-sz6g maximalis nagysaga 30°, azaz ¢ < 30°. Egyenldség csak egyenld oldalt
haromszognél all fenn.

B. T17.7.-bdl kovetkezik, hogy R > abc/v , vagy masképp Tv S% . T17.4.-gyel Gsszevetve

sinp < % , azaz ¢ < 30°. EgyenlGség akkor és csak akkor lehet, ha @ =0, de ez csak egyenld

oldalt haromszognél all fenn (lasd T18.1.). #
Folytassuk a ,,Dé¢l Keresztje”, azaz az O, L, By, B2 pontok helyzetének a felderitését.

T17.9. Az O, L, By, B2 pontok egy koron vannak, melynek kdzéppontja OL1, az elsé Lemoine-
kor kozéppontja (vagyis az OL szakasz felezOpontja). Az OL merdlegesen felezi a BiB»
szakaszt.

B. Az Euler-tételnél hasznalt eljarast kovetjikk. Legyenek a csucspontok helyvektorai az O
kozépponti  koordinatarendszerben ao, bo, Co, ekkor |a0|2 :| b0|2 :| C0|2 = RZ, és

2aghg = 2R? —¢?, 2bgco = 2R% —a?, 2Cpag = 2R? —b?. Jeloljik a B1Ov1 vektort w-vel,
akkor W:az(g—vcz)ao+b2(%—va2)bo+c2(%—1)oz)co, ahol A= 1 &5y

a? +b2 +c?

azonos a T17.7. jelolésével.

Nem marad mas hatra, mint a W vektor hosszat kiszdmitani. Végezziik el a faradsdgos négyzetre
emelést, és hasznaljuk fel kdzben a mar idézett egyenldségeket:

wl? :Rz[a“(g—wz)z +b4(§—va2)2 +c4(§—m2)2}+
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+a2b2(§—w2)(§—‘a2)(2R2 —c2)+a2c2(g—w2)(§—vb2)(2R2 —b?)+
+b2c2(g—va2)(%—vb2)(2R2 —a?).

Gyiijtsiik 6ssze az R?-et tartamazé tagokat, ezek teljes négyzetet képeznek, a tovabbi tagokbdl
pedig a?b%c? kiemelhetd:

2
|w|2:Rz[az(i—vcz)+b2(i—va2)+c2(i—vb2)} E
2 2 2
2,2 2| A 2\, 2y A 2, A N o A 5
—abc| (= —-wvc)(=-ra ——1c)(=—-w — =1 )(=—-w) |=
[(2 )(2 )+(2 )(2 )+(2 )(2 )}
2
- RZE(a2 102 +¢2)—v(a%c? +b2a? +02b2)} _

2
—azbzc{%—%(Zaz +2b% + 2c2) +v2(a202 +b?c? +a2b2)}:

2 2
= RZ(%—lj —azbzcz(%—v+v]:%(R2 —3/12a2b2C2).

A kapott eredmény T16.16.-tal 6sszevetve mutatja, hogy O 1B = % =0 10=01L. Mivel

Bo-re ugyanez fennall, lathat6, hogy mind a négy pont rajta van az Or1 kdzéppontu koron.

A bizonyitott allitasbol és T17.7.-bdl kovetkezik, hogy OL merdlegesen felezi a B1B2 szakaszt.
Ao

Az O, L, By, B2 pontokon atmend kort Brocard-kornek nevezik. A Brocard-kor és az elsd
Lemoine-kor koncentrikus.

17.3. A Brocard-pontok talpponti haromszoge
A talpponti haromszog altalanositott definiciojat illetéen lasd a 16.3. fejezetet.

T17.10. A Brocard-pontok talpponti haromszogei egybevagok és hasonloak az ABCA-hoz. A
hasonldsagi arany:

sinp=2T v,

1

ahol ¢ a Brocard-szog és v = >
+b“c +c

a2b2 2,2

B. Jeloljiik a Bi-hez tartozo talpponti haromszog a, b és ¢ oldalon 1év6 cstcsait rendre Ta-val,
Tp-vel és Tc-vel. Megmutatjuk, hogy a BiBCA hasonl6 a B1TaTpA-h6z. Mindkét haromszog Bi-
nél 1évo szoge 180° — y , mint ezt egyrészt T17.2. allitja, masrészt a B1TaCTp négyszog

harnégyszog voltabol kovetkezik. A Bi-nél 1év6 szogeket kozrefogd oldalak aranya sing,
ugyanis T17.2. miatt

BT, BiT, .
1a _1b _ging,
By

oy}

B,.C
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T
Ezzel a Bi1BCA ¢és a B1TaTbA hasonlosagat megmutattuk, de akkor ;_Cb =sin ¢. Hasonlo
allitas érvényes a talpponti haromszog tobbi oldaléra is, tehat a talpponti haromszog és az ABCA

hasonldak, és a hasonldséagi arany sing.

Mivel a hasonlésagi arany a B talpponti haromszogére is sing, a talpponti haromszogek
egybevagoak. &

17.4. Miguel-zétel

Miguel tétele specialis esetben (pl. hegyesszogii haromszog és az oldalakon felvett belsé pontok
esete) egyszeriien bizonyithato hiirnégyszogekkel. Altalanos esetben azonban a bizonyitas alig-
alig attekinthetd diszkussziot kovetelne. Ezért ismét az egyenesek eldjeles szogérol a T16.12.
el6tt elmondott definiciot és a segédtételt alkalmazzuk a bizonyitasban.

T17.11. Miguel tétele. Vegyiink fel a BC, a CA és az AB egyeneseken tetszélegesen egy-egy
pontot, legyenek ezek rendre A1, B1, C1. Legyen az AB1C1A koréirt kore Ki, a BC1A1A koréirt
kore Kz és a CA1B1A koréirt kore Ks. (Ha két pont egybeesik, pl. A1 = C, akkor Kz a B1 ponton
atmend, és a BC egyenest C-ben érintd kort jelenti.) A Ky, Kz és Kz korok egy ponton mennek
at.

B. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az ABCA koriiljarasi iranya pozitiv,
¢és 1< 90° y<90° A Kz és a Kz koroknek A1 kozos pontjuk, igy vagy metszik még egy pontban
egymast, ekkor a masodik metszéspontot jeloljiik P-vel, vagy érintik egymast, ekkor legyen P
= A1. Alkalmazzuk a T16.12. el6tti segédtételt a C, A1, P, B1 pontnégyesre, ennek alapjan a PB:
¢s a PA1 egyenesek eldjeles szoge y. Ugyanigy a B, A1, P, C1 pontnégyesre vonatkoztatva a PA;
¢s a PCi egyenesek eldjeles szoge f. A PB: egyenes tehat g + y =
= 180° — a nagysagu pozitiv iranyu forgatassal vihet6 at a PC1 egyenesbe.

Ha a < 90°, akkor a PB; és a PC1 egyenesek el6jeles szoge —a, ugyanakkor az AB:1 és az AC1
egyenesek eldjeles szoge szintén —a, tehat a segédtétel értelmében az A, By, P, C1 pontok egy
koron vannak, €s ezt kellett bizonyitani.

Ha a > 90°, akkor a PB: és a PC;1 egyenesek eldjeles szoge 180° — a, és egyuttal az AB; és az
AC: egyenesek elbjeles szoge szintén 180° — a, tehat a segédtétel értelmében az A, Bi, P, C1

pontok ekkor is egy koron vannak. #

Megjegyezziik még, hogy A1 = B, B1 = C, C1 = A esetben a kordk metszéspontja az elsd, mig
A1 =C, B1 = A, C1 = B esetben a masodik Brocard-pont.

102



18. A nevezetes pontok egybeesése

Altalanos haromszogben Osszeeshet-e két nevezetes pont? Ezt a kérdést tisztazzuk ebben a
fejezetben. A nevezetes pontokon itt a kovetkezd tiz pontrol lesz szé (az eléfordulas
sorrendjében). O: koriilirt kor kozéppontja, Oo: beirt kor kozéppontja, G: Gergonne-pont, N:
Nagel-pont, S: sulypont, Sx: oldalak stlypontja, M: magassagpont, P: panorama pont, L:
simmedian pont, B: (els6) Brocard-pont. Nem besz¢liink itt a hozzairt korok kozéppontjairol,
mert azok mindig a hdromszogon kiviil helyezkednek el. A két Brocard-pont a tobbiekhez
viszonyitva azonos szerepet tolt be, felesleges kiilonvalasztani targyalasukat; a két Brocard-
pont egybeesését pedig T17.6.-ben mar megbeszéltiik.

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy a felsorolt tiz (tizenegy) nevezetes pont mind kiilonb6z6
pontjai a haromszognek, hacsak a haromszog nem egyenl6 oldalu. Ekkor viszont valamennyi
pont a haromszog kdzéppontjaba esik.

T18.1. Két nevezetes pont (a felsoroltak koziil) akkor és csak akkor esik egybe, ha a haromszog
egyenld oldalu.

B. A feltétel elégségessége konnyen bizonyithato a baricentrikus koordinatak segitségével. E
célbol és a bizonyitds masodik része érdekében is gyljtsik egybe a nevezetes pontok

baricentrikus koordinatait. Itt felhasznaljuk a wj = —a +b? +¢?, Wy = a? —b% +c?,

W3 = a? +b? —c? jelsléscket.

1.  O: acosa, bcosp, ccosy, vagy a?wi, biwa, c2ws
2. Oo: a/b,c
3. G 1 , 1 , 1

s—a S-b s-c
4, N: s—as—-b,s—c
5. S: 1,1, 1
6. Sx. b+c,c+aa+hb

_ 1 1 1
7. M wows, Wawi, WiWp, vagy—,—,—
Wy Wp W3

1 1 1 . , o ur , .
8 P. =, =, = aholu,v,waP-nek a csucsoktol mért tavolsagai

u v w
9. L: a° b ¢
10. Bi: a2%c?, b%a? c?v? vagy iz iz iz

b ¢ a

Az elégségesség bizonyitasahoz elég azt belatni, hogy @ = b = c esetén a baricentrikus
koordinatak egyenldk, ami a panordma pont kivételével nyilvanvalo. Viszont egyenld oldalu
haromszogben a panorama pont a kbzéppont, mert minden oldal 120°-os szégben latszik innen.

A sziikségesség bizonyitasa hosszadalmas, mert 45 esetet kell kiilon-kiilon megvizsgalni.
Alkalmanként itt is a baricentrikus koordinatakat hasznaljuk, azonban idénként az elemi
bizonyitas egyszeriibb.

1 — 2 bizonyitasa: Ha O és Og egybeesik, akkor a baricenrtikus koordinatak konstans szorzotol

eltekintve egyenldk, legyen ez a szorzo itt (és a tovabbiakban) A, akkor
acosa=4a, bcosp=14b, ccosy=Ac,
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vagyis cos a =cos f# =cos y = 4. Ebbdl addodik, hogy a haromszog szogei egyenlok.

1 — 3: Megmutatjuk, hogy O és G az sa sulyvonal ellenkez6 oldalan vannak. Tegytik fel, hogy
b # c, akkor az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetd, hogy b < c. Ez esetben O vagy kiviil
van a haromszogon, vagy az AFaBA-be esik, ahol Fa az a oldal felezOpontja. Jeloljiik Ea-val a

beirt kor érintési pontjat az a oldalon, akkor BE; = s—b >s—c =E,C miatt az AEa szakasz

az AF,CA-ben halad, tehat G is ebbe a haromszdgbe esik. Egybeesés csak akkor lehetséges, ha
az a oldal oldalfelez6 merdlegese és sa egybeesik, ekkor viszont b = c. Ugyanigy belathato,
hogy a = b.

1 — 4: Feltehet6, hogy a < b < c. A baricentrikus koordinatakra felirva az egybeesést:
azwl =A(s—a), b2W2 =A(s-h), C2W3 =A(s-c).
Az els6 két egyenlet kiilonbsége
b* —a% —c?(p? -a?)=A(b-a).
Tegyiik fel, hogy a # b, akkor
(b +a®)(b+a)-c?(b+a)=4,
(b+a)wz =4,
m+ml“;®=
c
(b +a)@+b—c)=2c2.
Az a helyére a nagyobb c-t irva, a b helyére a nagyobb vagy egyenld c-t irva 2¢? > 2c?
ellentmondas adodik, ami azt jelenti, hogy a = b.

A masodik két egyenlet kiilonbségébdl, feltételezve, hogy b # ¢, egyszerisités utan hasonld
egyenletet kapunk:

A,

(c+b)(—a+b+c)= 2a°.
Az c helyére a kisebb a-t irva, a b helyére a vele egyenlé a-t irva 2a% < 2aZ ellentmondas adddik,
ami azt jelenti, hogy b = c.

1-5.Ha 0 =S5, ¢és F az a oldal felezOpontja, akkor OF merdleges a-ra és az OF egyenes dtmegy
A-n, hiszen stlyvonal. AF tehat felez6 mer6leges, ezért b = ¢. Hasonldé gondolatmenettel

lathatjuk be, hogy a = b is teljesiil.

1 - 6. O a felez6 haromszdg magassagpontja, Sx a felez6 haromszog beirhato korének kdzép-
pontja, tehat 2 — 7. bizonyitja az allitast.

1—7.Ha O és M egybeesik, akkor az Euler-egyenes kozbiilsé S pontja is egybeesik veliik. igy
a mar bizonyitott 1 — 5 allitasbol kovetkezik.

1-8. Ha O =P, akkor P egyenld tavol van a csticsoktol, azaz u = v = w. Mivel a P baricentrikus
koordinatai egyenlok, O = P egyben a stlypont is, ezért 1 — 5.-b6l kdvetkezik az allitas.

1-9. Mivel a2W1 = a2, b2W2 = b2, C2W3 = Ac?, kovetkezik, hogy Wi =Wy =Wg. Azelsd
egyenl6ségbdl a = b, a masodikbdl b = ¢ adodik.

1 —10. A baricentrikus koordinatakbol kapott egyenletrendszer
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a2w1 = 1a%c?, b2w2 = b%a?, czw3 = Ac?b?,
vagy egyszerlsitve Wy = ac? , Wo = Aa? , Wg = Ab?. Ha Osszeadjuk a harom egyenletet, akkor
A =1 adodik, és az els6 egyenletbdl a = b, a masodikbol b = ¢ kovetkezik.

2 — 3. A baricentrikus koordinatakbol kapott egyenletrendszer
a(s—a)=b(s—b)=c(s—c)=A.

Az elsé egyenletbdl s(a—b) = a? - b2, amit egyszerisitve az S = a + b lehetetlenség adodik,

tehat egyszerisiteni nem szabad, mert a = b. Ugyanigy kapjuk a b = ¢ egyenlGséget is.

2 — 4. A baricentrikus koordinatakbol kapott egyenletrendszer
s—-a=4a, s—-b=4b, s—-c=A1c.
S

Kifejezve az oldalakat a=b=c=——.
1+4

2 — 5. A baricentrikus koordinatakbodl kozvetleniil a = b = ¢ adodik.

2 — 6. A baricentrikus koordinatakbol kapott egyenletrendszer
b+c=4a, a+c=4Ab, a+b=Ac.
Az egyenleteket Osszeadva A = 2-t kapunk. Az els6 egyenlet mindkét oldalahoz a-t hozzaadva

2s = 3a, azaz az%.Ugyanigy b:c:%.

2 — 7. Barmely magassag egyben szogfelez0 is, tehat ez a hdromszdg szimmetria tengelye is,
vagyis barmely két oldal egyenld.

2 — 8. Tudjuk, hogy a BOoC szog 90° + %, de a panorama pontra ez 120°, ebb6l « = 60°.

2 — 9. A baricentrikus koordinatdkbol kapott egyenletrendszer a = Aa?, b = Ab?, ¢ = Ac% Ebbdl

a:b:czi.
A

2 —10. A baricentrikus koordinatakbol kapott egyenletrendszer

a’c®=Ja, b%a%=ab, c?b?=ic.
Az egyenleteket Osszeszorozva a*b*c* = abcA®, vagyis A = abc. Ezt visszairva ac? = abc, a
azaz ¢ = b; b’a® = ab’c, azaz a = c.

3 — 4. A baricentrikus koordinatakbol kapott egyenletrendszer

A A A
s-a=——, S—-b=——, s—-C=——.
s—a s—b s—cC
Fejezziik ki a-t az els6, b-t a masodik és c-t a harmadik egyenletbdl, akkor
a=b=c=s-1.

3 — 5. A baricentrikus koordinatakbol kapott egyenletrendszerbdl s —a =s—b = s — ¢, vagyis
a=b=c.
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3 — 6. A baricentrikus koordinatakbol kapott rendszer els6 egyenlete A =2S —a. Fejezziik
S—a

ki ebbdl a-t:
a2 —3sa+252 -1=0,

a:%(:%sir\/s2 +42).

Mivel X >0, a + eléjel nem johet szamitasba, hiszen akkor a > 2s lenne, tehat egyetlen megoldas
van. Ugyanez a megoldas jon ki b-re és c-re is, tehat a harom oldal egyenld.

3 — 7. Jeloljik a beirt kor a oldalon 1évé érintési pontjat Ea-val. Ha G = M, akkor AEa
magassagvonal, €s

m2 =c? —(s—b)? =b% —(s—c)?,

2(c? —b%)=2s(c—b).
Ha c = b, akkor egyszeriisitve a ¢ + b = s ellentmondasra jutunk, tehat ¢ = b. Ugyanigy kapjuk,
hogy a=Dh.

3 — 8. Tegyiik fel, hogy G = P. A baricentrikus koordinatak alapjan u = A(s—a), v=A(s—b),w
= A(s — ). A beirt kor érintési pontjait jelolje Ea, Eb és Ec. A csucsokat P-vel 0sszekotd
egyenesek a haromszdget hat haromszogre bontjak fel, Hi: PBEaA, Ho: PEACA, H3: PCEpA, Ha:
PELAA, Hs: PAEcA, He: PEcBA. Valamennyi haromszog P-nél 1évé szoge 60°-0s, mert P
panorama pont. A Hi Eandl 1éve szoge legyen w, akkor a szinusz tétel alapjan

siny = Lbsin 60° = 1sin60°. Ugyanez igaz mind a hat haromszognek az érintési pontnal

1év6 szogére, tehat a szogek szinuszai egyenlék. A konnyebb szohasznalat kedvéért nevezziik
a Hi haromszoget (i =1, 2, ..., 6) kdzépen hegyesszogiinek, ha az érintési pontnal 1évé szoge
hegyessz0g. Hasonldan értelmezziikk a kozépen tompaszogl, ill. koézépen derékszogi
kifejezéseket is. A bizonyitott allitds szerint a kozépen hegyesszogli haromszogek hasonlok,
ugyancsak hasonldok a kozépen tompaszogli haromszogek is.

Tegyiik fel, hogy az érintési pontnal 1évo szogek egyike sem derékszog, akkor harom esetben
hegyesszdg, harom esetben tompaszdg. Ha egy csticsnal, mondjuk az A-nél, 1évé mindkét Hi
haromszog kozépen hegyesszogli, akkor a hasonldsag miatt PA szdgfelezd, PEa atmegy Oo-on,
tehat merdleges a-ra, ami kizart eset. A-nal tehat csak egy kozépen hegyesszogl és egy kdzépen
tompaszogli hdromszog taldlkozhat. Az o szog két részre bomlik: a ECAP szogre és a PAC
szogre, de a hasonlosag miatt az ECAP szog egyenlé a PCA szoggel, és az a szoget alkotd két
szog Osszege, az APCA 120°-0s volta miatt, 60°. Hasonloan = y= 60°.

A derékszogli esetet kiilon bizonyitjuk. Ha a haromszogek koziil egy kozépen derékszogl,
akkor mindegyik az a hasonl6sag miatt. Ekkor a G = M, mely esetet 3 — 7-ben mar megoldottuk.

3 - 9. A baricentrikus koordinatakbol kapott egyenletrendszer
a’(s—a)=4, b%(s-h)=1, c?(s—c)=A.

Az x3 —sx?> +A1=0 egyenletnek 4> 0-ra legfeljebb két pozitiv megoldasa van, hiszen a harom
valos gyok (ha egyaltalan létezik) szorzata —4 < 0. Harom kiilonb6z6 pozitiv megoldédsa az
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egyenletnek, a, b és ¢ nem lehet, tehat ketté biztosan egyenld. Tegyiik fel, hogy b = ¢. A
masodik egyenlet 4talakithato: %bz (a+2b—2b) = % ab? = 1, tehat

%ab2 =a2(s—a),

vagy tovabb alakitva
ab® =a?(2b-a),
(a-b)* =0,
ami azt jelenti, hogy a = b.

3 — 10. A baricentrikus koordinatakbdl kapott egyenletrendszer

b? = A(s—a),
c? =A(s-h),
a’ =A(s-c).

Az egyenletek paronkénti kivonasaval a
b? —a® = A(c—a),
c? —b% =A(a-h),
a? —¢? =A(b—-c)

egyenletrendszert kapjuk. Vezessiik be az X =a — b,y = b — ¢, z = ¢ — a jeloléseket, akkor
X+y+z2=0,¢s

(b+a)x=-1z,
(c+b)y=-1x,
(a+c)z=-4y.

Az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy ¢ > a és ¢ > b. Fejezziik ki x-et az elso, y-
t a harmadik egyenletbdl és helyettesitsiik be az x +y + z = 0 egyenletbe:

A a+c
- z——7+2=0.
b+a

Tegyiik fel, hogy z # 0, akkor z-vel egyszertisithetiink és

A a+c
+—=1
b+a A

adodik, ami
A a+tc A +a+b22
b+a A b+a A
miatt lehetetlen. Ezért csak z = 0, lehetséges, ami az egyenletrendszer harmadik alakja szerint
maga utan vonja, hogy x =y =0, vagyisa=b =c.

4 -5 HaN=S,akkors—a=s—-b=s-c=A4,tehata=b=c.

4 —6. Ha N = Sy, akkor
b+c=A(s—a),
c+a=A(s-h),
a+b=A(s-c).
A harom egyenlet 6sszegébdl A = 4-et kapunk. Az elsd két egyenlet kiilonbségébdl
b—a=4(b-a)
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adodik, ami csak akkor teljesiilhet, ha a = b. Hasonldan b = c.

4 — 7. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy b < c. Feltehet6 tovabba, hogy a
haromszog hegyesszogli, mert a tompaszogii esetben M a haromszogon kiviilre esik. Jeloljiik
az a oldal felezOpontjat F-fel, az a oldalhoz tartoz6 magassag talppontjat T-vel, és a Nagel-
haromszog a oldalon 1évé csucspontjat P-vel. Ha feltételezziik, hogy b < c, akkor T az F-bdl
kiindul6 C-n athaladd nyilt félegyenesre esik (Id. T9.7.), P pedig a nyilt FB szakaszra (
— a+b-c
PB=s-c=——7—
2
kiilonb6z6 oldalara esnek, N = M csak ugy lehetséges, ha ¢ = b. Hasonléan megmutathatd hogy
a=h.

<%) Az s, sulyvonal tehat elvalasztja az M és N pontokat, annak

4 — 8. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy b < c. Jeloljiik az AP egyenes
metszéspontjat az a oldallal D-vel. Ha b < c, akkor T13.10. miatt v > w. A PD a BPC szog

szogfelezdje, tehat BD >DC. Jelolje K az a oldal és az AN egyenes metszéspontjat.

BK=s-c<s-b=KC.A sulyvonal tehat elvalasztja az P és az N pontokat. Egybeesés csak
akkor kovetkezhet be, ha b = c. Ugyanigy belathato, hogy a = b.

4 — 9. A bizonyitas 1ényegében azonos az el6zével. Most jelolje D az AL egyenes és az a oldal

metszéspontjat, akkor T16.1. miatt DC:BD =b? :Cz, tehat b < ¢ esetén BD>DC. A
bizonyitas folytatasa megegyezik az el6zdvel.

4 —10. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a < ¢ és b < c. Jeloljiik az a oldal
felez6pontjat F-fel, az AB1 egyenes és az a oldal metszéspontjat D-vel, az a oldalhoz irt kor

érintési pontjat ezen az oldalon E-vel. Mivel BE =s —c<s—b=EC, E a BF szakasz pontja.

Masrészt a baricentrikus koordinatak miatt BD: DC =c? :a? >1, tehat D az FC szakaszra
esik. Az N = By Osszeesés csak ugy lehetséges, ha D = E, de ekkor D = E = F. Ekkor a masodik
egyenl6tlenségbdl ¢ = a, az elsébdl b = c.

5 — 6. A baricentrikus koordinatakbol b + ¢ = c + a = a + b, ami azt jelenti, hogya=b =c.

5-7.HaS =M, akkor az Euler-egyenes tulajdonsaga miatt O = S is teljesiil, de 1 — 5.-nél mar
lattuk, hogy ekkora =b =c.

5 — 8. P =S esetén a baricentrikus koordinatakbol kapjuk, hogy u =v =w. A PAB, PBC, PCA
haromszogek tehat olyan egyenldszari haromszogek, melyek hegyesszogei 30°-osak. Ebbdl
adodoan az ABCA minden szoge 60°-08.

5—9. A baricentrikus koordinatakbol a? = b? = ¢2, ami azt jelenti, hogy a=b =c.

5 — 10. A baricentrikus koordinatikbol a% = b2 = ¢?, ami azt jelenti, hogy a=b =c.

6 — 7. Sx az FaFvFc felez6 haromszog beirt kdrének a kozéppontja. Jeldlje E ennek a kdrnek az
érintési pontjat az FoFe oldalon. Mivel EF, = S—;C E egyben az AFcFy haromszog FoFe

oldaldhoz hozzairt kor érintési pontja is. Jeldljiik az AFpFcA-ben az A csucsbol indulé magassag
talppontjat T-vel. Ha Sy = M, akkor ASx merdleges FoFc-re, tehat atmegy E-n, ezért E=T. 4 —
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7.-ben azonban lattuk, hogy ebben az esetben b = ¢. Ugyanigy kovetkezik masik két oldal
egyenldsége is.

A A
, a+C=—, a+b=—

v w
megszoritasa nélkil feltehetjikk, hogy a < b < ¢, ekkor T13.10. alapjan u > v > w. Az el6bbi
egyenléségek szerint ez azt jelenti, hogy b +c<a+c<a+ b Az elsé egyenl6tlenségbdl
b <a, tehat a = b, a masodikbol ¢ < b, vagyis b = ¢ adddik.

6 — 8. A baricentrikus koordinatakbol b +c=

4 . Az altalanossag
u

6 — 9. A baricentrikus koordinatak egyenletrendszere: b + ¢ = Zaz ,C+a= /1b2 ,a+b= ac2.

Vonjuk ki az els6 két egyenletet egymasbol, akkor b—a = )u(a2 — b2) . Haa # b, akkor
—-1=A(a+Db)

ellentmondas adodik, hiszen A > 0, tehat a = b. Ugyanigy kapjuk, hogy b = c.

6 — 10. A baricentrikus koordinatdk egyenletrendszere:
b%?(b+c)=c?(c+a)=a’(a+h).
Az els és a harmadik kifejezés egyenldsége atalakithato a kovetkezOképpen:
a® -b® =b(bc-a?),

@3 -b%) +b@® -b?)=b?(c-h).
A koriiljarasi irany megtartdsaval megvalaszthatdé a haromszog betlizése ugy, hogy vagy
a<b<c, vagy a>b > c legyen (a koriiljarasi iranyt nem szabad megvaltoztatni, mert, akkor
B1 atmegy B2-be). Az elsé esetben a baloldal negativ, vagy nulla, a jobboldal pozitiv vagy nulla;
egyenldség csak ugy lehetséges, ha 0 = 0, azaz a = b és ¢ = b. A masodik esetben a baloldal
pozitiv vagy nulla, és a jobboldal negativ vagy nulla, egyenléség itt is csak 0 = 0 esetén allhat
fenn, vagyishaa=b ésc=h.

7 — 8. Tudjuk, hogy a BMC sz6g 180° — a, és a BPC szog 120°. Ha M = P, akkor 180° — o =
=120°, vagyis a = 60°. Hasonl6 érveléssel a haromszog tobbi szoge is 60°.

7 —9. A baricentrikus koordinatdk egyenletrendszere: a2W1 = b2W2 = 02W3. frjuk fel az elsd
egyenletet részletesebben:
a?(-a® +b? +c?)=b%(@% -b? +c?),
b* —a* =c?(® -a?).
Ebbdl vagy b? = a2, vagy b? + a = ¢ A masodik esetben az ABCA derékszogii, igy M = C, de

L = C lehetetlen, mert a pozitiv sulyok miatt L a haromszdg belsé pontja. Egyediil b? = a?
lehetséges, vagyis b = a. Ugyanigy bizonyithato, hogy b = c.

7 —10. Tudjuk, hogy a BMC szog 180° — « és a BB1C szog 180° — y, ami M = B; esetén azt
jelenti, hogy « = y. Hasonlo érveléssel a = S is bizonyithato.
8 — 9. A baricentrikus koordinatdk egyenletrendszere: a’u=b%v=c?w. Els§ 1épésben meg
fogjuk mutatni, hogy u, v és w koziil ketté egyenld. Tegylik fel, hogy u # v és u = w. Az els6
egyenldségbol

(u —v)a2 =v(b2 —a2).
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T13.10. alapjan b% —a’= Mg (u —V) (itt mo jelentése egyeldre érdektelen), ezt felhasznalva

(u —v)a2 =vmy (U —V),

a? =vmy.

Ugyanezt végezziik el az elso és a harmadik kifejezés egyenldségére:
(u- W)a2 = W(c2 — a2) :

Itt T13.10. szerint c? —a® = mg (U —w), tehat
(u- w)a2 =Wwmg (U — W)

32 =WMmg.

A kapott egyenletek alapjan tehat v =w. Ismét T13.10. felhasznalasaval, ha u, v és w koziil kettd
egyenld, akkor a, b és ¢ koziil is kettd egyenld, vagyis a haromszog egyenlészarq.

Tegytik fel, hogy b = ¢ (és ekkor v =w). Mivel L = P, a BLCA olyan egyenldszara haromszog,

melynek L-nél 1évé szoge 120°. Ebbsl adodoan v:%. Tegyiik fel, hogy U # v, akkor az
2 a’
a’=vmy Osszefiiggésbél my="—=ay3. T137 miatt my=u+2v, tehit
\'
2a a
u=av3-2v=a/3-===vAzu=v egyenldségbdl T13.10. 0jbdli alkalmazasaval
Y3 3

a = b kovetkezik..

8 —10. T17.2. szerint B1-bél az a oldal 180° — y szog alatt latszik, de, ha By = P, akkor ez a sz6g
120°-o0s, tehat ¥ = 60°. Ugyanigy bizonyithat6 ez a tobbi szdgre is.

9 — 10. A baricentrikus koordinatak egyenletrendszere: a’b? =b?%c? =c?%a’. Az egyenlet-

2

rendszer ekvivalens alakban a2 =c? = b2, azaza=b=c. a
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19. Az attiikrozott haromszog
19.1. Altaldnos eset

Haaz A, B, C pontokat a haromszog szemkozti oldalara tiikrozziik, és a kapott A’, B’, C* pontok
nem esnek egy egyenesre, akkor az 4 ’'B’C’A-et attiikrozétt haromszognek nevezziik.

Attiikrozott haromszog nem 1étezésére példa a 120°-o0s egyenlészart haromszog, amikor az alap
végpontjainak a tiikorképei megegyeznek. Természetesen létezik mas példa is. A tovabbi
allitdsoknal a 1étezést mindig feltételezzilk. Amennyire egyszerli az attiikr6zott haromszog
definicidja és szerkesztése, annyira bonyolultak a vele kapcsolatos szamitasok.

Jeloljik az attiikr6zott haromszog A’-vel szemkozti oldalat a’-vel, hasonléan a B’-vel
szemkoztit b -vel és a C’-vel szemkoztit ¢ -vel.

T19.1. a’? =a® +8T sin2a.
Hegyesszogili haromszogben a’ > a, derékszogli haromszogben, ha a = 90°, akkor a” = a,
tompaszogii haromszogben, ha a > 90°, akkor a”’ < a.

B.Az AB'C’A-ben AB'=AB =c, és AC'= AC =b, tovabba a B’AC’ szdg 3a, ha a < 60°, 360°
— 3, ha60° < o< 120° és 3¢ —360°, ha o> 120°. Koszinusz tétellel a harom eset egyidejiileg
kezelheto:

a'? =b? +c? — 2bccos3ar.
Az eredeti haromszogre

2 _p2

a +c? — 2bccos o

¢s a két egyenlet kivonasaval

a’-a®= 2bc(cos a — cos 3a) .

. X . X—
Hasznaljuk fel a cos x —cos y =—-2sin Y sin y

azonossagot, akkor

a'2—a? = 4bcsin 2asin o =8bcsin? a cos a = 8T sin 2 .

Ezzel a tétel elsd allitasat bebizonyitottuk, a tobbi allitas ebbdl leolvashatd. &

Ugyanerre egy mas jellegli formulat is adunk. A bizonyitasaban az a’ oldalvektorara érdekes
eléallitast kapunk vektorokkal.

N2
T19.2. [i] :5+4(cos2 o — cos? ﬂ—cos2 y).

a — —> —> —> —>
B. Vezessiink be vektorokat. Legyen BC =a, B’'C’=a’, BTy = My, CTc =mc és TcTy =t. Ezekre

a vektorokra felirhato az alabbi két osszefliggés:
a+tme+t—mp=0,
—a’*mc+t+mb=0.
A két egyenlet 0sszeadasaval
a’=a+2t.
Ebbél a’ = | a’| meghatarozhatd koszinusz tétellel, hiszen |t| = acosa (lasd. T9.10.), valamint
aés tszoge |,B — )/| (lasd T9.9.):
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a'’’=a? +4 x|2 +2a) x|cos(,8—y):a2(1+ 4cos? o +4cos a cos(B — 7).

X+ X — ,
Felhasznalva a cosx+cosy = 2C0S y CoS > y és a cos2x = 2c0s? x —1 formulakat,

2
innen trigonometrikus atalakitasokkal jutunk el az allitashoz:

a’’= a2(1+ 2(1+ cos 2a) + 2(cos(ax + f—y) +cos(a — B+ y) =
=a? (3+ 2(cos 2a —cos 2y —cos 29)).
Alakitsuk vissza a kétszeres szogeket, akkor
a’?= a2(3+ 2(2cos2 o —1—2cos? p+1-2cosy +1))=
=a? 5+ 4(cos2 o — Cos 2 L— cos? ),
¢s ezt akartuk bizonyitani. #

T19.3. Ha az ABCA legnagyobb sz6ge nem nagyobb 120°nal, akkor az attiikr6zott haromszog
T" teriiletére

T?:? —4(cos2 o + Cos? ﬂ+cos2 7).

vagy
T'=3T + 4Ty,

ahol To az ABCA talpponti haromszogének az eldjeles teriilete (azaz pozitiv, ha a koriiljarasi
iranya megegyezik az ABCA Koriiljarasi iranyaval, kiillonben — tompaszogii haromszog esetén
— negativ).
Ha az ABCA legnagyobb szoge nem nagyobb 120%nal, akkor 7’ < 4T. Hegyesszogi
haromszogre 3T < T’ < 4T.

B. A 120%os feltétel miatt az ABCA egyes oldalakra vonatkozé tikorképei nem nyutlnak
egymasba. A kapott 4T teriileti 4B°'CA’BC’ hatszoget modositsuk haromszogek hozza
vételével ill, elhagyasaval.

Ha a < 60° akkor az AB’C’A A-nal 1év6 szoge, 3 < 180°. A haromszoget a hatszogbdl el kell
hagyni, teriiletileg levonasra keriil. Ha 60° < a < 120°, akkor az AB’C’A A-nal 1év6 szoge
360° — 3¢, ¢s a haromszoget a hatszoghoz hozza kell venni. Mivel sin(360° — 3@) = —sin3¢, ha

4T-bdl levonunk %bc sin 3« -t, mindkét esetben helyesen jarunk el.
Ugyanigy jarunk el a BC’A’A és a CA’B’A esetén is, tehat
T'=4T —% (bcsin 3 +acsin 343+ absin 3y).

Hasznaljuk a sin3x =sin x(4 cos? x—1) képletet, és a haromszog megfeleld teriilet képletét,
akkor

T'=4T —T(4cos2 o —1+4cos? ﬂ—1+4cos2 y-1)=
=7T —4T(cos2 o +C0s 2 ,3+cos2 7).

2

T9.15. szerint cos? & +Cos? ,B+cos2 7/2%, tehat 77 < 4T.

Hasznaljuk T9.13. formuldjat, akkor
T'=3T+4T(1—(0052onrcosz,BWLcos2 7)) =3T +4Tj. )
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T19.4. Az attlikrozott haromszog T’ terliletére midig teljesiil, hogy T° < 5T. Az 5-06s szorzé
tetszéleges pontossaggal megkozelithetd.

B. A bizonyitashoz feltehet6, hogy a > ¢ > b, és, hogy « > 120°, hiszen kisebb o esetén 7 <
< AT allithato (T19.3.). Az A’B’C’ attiikrozott haromszog teriiletét az A 'CC BB 6tszog terliletét
szamolva érjiik el. Az 6tszog teriiletét az ABCA, az A’BCA, az ABC’A, az ACC’A és a BB'C’A
teriileteinek 6sszege képezi, melyekbdl az elsé harom T-vel egyenld, a negyediket Ti-gyel, az
otodiket To-vel fogjuk jelolni. Ahhoz, hogy az 4 B ’C A teriiletét megkapjuk, ebbdl le kell vonni
a CC’AA Ts-mal jelolt, valamint a BB’AA Ty teriiletét.

Rogton lathatd, hogy T1 < T3, hiszen a CC’ alapjuk ko6z6s, és, mivel a CC’ egyenes az A4’
egyenest a BC egyenes A feldli oldalan metszi, az A-bol indulé magassag kisebb, mint az 4 -
bdl indulo.

A BB’ szakasz hossza
BB'=2asin y = %
Jeloljiik »-vel a B’'BC’ szoget, és du-gyel a B’BA’ szoget, akkor
5, =90° —y-23>0°,
54 =90° —y+ £ <90°,
tovabba oo < Jy. A teriiletek kiilonbségére pedig
To =Ty =2FT(asin 09 —CsiNdy) < 2%—(a—c)sin 0y < %rbsin 04 <2T

adodik. Ezért
T'=3T+(Ty —Ty)+ (T —T3) <3T +2T =5T.

Az 5-0s szorzé pontos volta T19.6.-ban kertil bizonyitasra. #

Az attiikr6zés a haromszog egy bizonyos transzformacidja. Felmertil a kérdés, hogy létezik-e
az inverz transzformacio. A valasz nemleges, ugyanis T19.8.-ban megmutatjuk, hogy van olyan
haromszog, nevezetesen az egyenld oldalu haromszdg, amely hadrom kiilonb6zé haromszog
attiikkrozottjeként is eldallithato.

Attol, hogy az inverz transzformacié nem létezik (nem egyértelmi), még feltehetd a kérdes,
hogy minden hadromszog eldall-e attiikrozott haromszogként. Csak egy specialis esetben adunk
erre a kérdésre valaszt T19.9.-ben: minden egyenldszara haromszog eléall valamely
egyenldszart haromszog attiikkrozottjeként.

19.2. Specialis esetek

Az egyenldszari vagy a derékszogili haromszog esete 1ényegesen konnyebben szdmithato, ezért
ezekkel kiilon foglalkozunk.

Ha egyenldszarti haromszogbdl indulunk ki, akkor az attiikkr6zott haromszog is egyenldszart,
hiszen a szimmetria tengely mindvégig megmarad.
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T19.5. Legyen az egyenldszaru haromszog alapja a, a hozza tartoz6 magassag m és a szarak
2
szOge a, tovabba vezessiik be a d = — jelolést. Az attiikrozott haromszog alapja legyen a’ és

b

az a -hoz tartozo magassaga m’, akkor
a'=a3-d| és m'=m(+d).

B. Készitsiink harom abrat az o < 60°, a 60° < o <120° és az a > 120° eseteknek megfelelden.
Legyen az attiikrozott haromszog az 4’B’C’A, tovabba jeldljik a B’C’ egyenes ¢s az AC
egyenes metszéspontjat P-vel, a B’C’ és az AB egyenesek metszéspontjat Q-val.

Mindhéarom esetben a C’QOB sz0g ¢és a haromszog S szoge valtdszogek, tehat a C’OB szog [

nagysagu. A tiikrozés miatt a C’BQ szog nagysaga is f, tehat a C’BQOA egyenldszara, C'Q =a
, €s ugyanigy BP=a.

A C’BQOA hasonl6 az ABCA-hoz a szogek egyenldsége miatt, tehat, BQ = x jeloléssel, felirhatod
az

x:a=a:b
aranypar, amibdl
a2
X=—.
b
A harom esetet megvizsgalva
2 2
— a“-b
AQ=|x-b|=12" =Pl - 5
Ujabb aranypart felirva az APQ és az ABC hasonlé haromszogekre:
PQ:AQ=a:b,
vagyis
PQ = a| d- 1| .

A harom esetet most kiilon-kiilon megvizsgalva, a < 60° eseténd < 1, és
a'=2a+PQ=2a+a(l—d)=aB-d).
60° < r<120° esetén 1 < d <3, és
a’'=2a—-PQ=2a-a(d-1)=a(3-d).
Végiil a>120° esetén d > 3, tehat
a’'=PQ-2a=a(d-1)—-2a=a(d -3),
amivel az els¢ allitast igazoltuk.

Mo jelolje az APQA-ben a PQ oldalhoz tartoz6 magassag hosszat. Szamitsuk ki mo-t az APQ és
az ABC haromszogek hasonlosagat felhasznalva:

mo:m=AQ:b,
mo=m|d -1]|.
Ha o < 60°, akkor
m'=2m-mg =2m-m(l—-d)=m(l+d).
Ha o > 60°, akkor
m'=2m+mg =2m+m(d —1) =m(1+d).
Ezzel mindkét allitas bizonyitast nyert. #
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A T19.5. allitas egyszert kovetkezménye az alabbi allitas.

T19.6. Legyen az egyenldszaru haromszog alapja a, a hozza tartoz6 magassag m és a szarak
szoge a. Az attiikrozott haromszog alapja legyen a’ és az a -hoz tartozo magassaga m’. o < 120°
esetén

! !

a m
—+—=4
a m
Derékszogii haromszog esetén, ha az atfogot jeloljiikk a-val, és a hozza tartozé6 magassagot m-
mel, a formula valtozatlanul érvényben marad.
Egyenlészart haromszogre o > 120° esetén
m a'
———=4
m a

B. T19.5. formulaibol d-t kikiiszobolve kapjuk az egyenl@szara haromszogre vonatkozo
allitdsokat. A derékszogli haromszdgre vonatkozo allitas elemi geometriai meggondoldsok
alapjan nyilvanvalo, hiszen a’'=a, és m'=3m. A

A TI19.4. tétel Aallitdsa egyenldszart haromszogekre — a levezetett Osszefliggések
felhasznalasaval — kdnnyen bizonyithatd. A levezetés elénye, hogy itt az egyenldtlenség pontos
volta is azonnal lathato.

!

T19.7. Egyenldszara haromszogeknél az attiikrozott haromszog teriilete 77 < 5T, a T -vel az 5

tetszéleges pontossagra megkozelitheto.

B. Ha a < 120°, akkor T19.3.-ban lattuk, hogy 7~ < 4T, tehat csak az a > 120°-0s esetet kell
vizsgalni. A T19.5. bizonyitasdnak formuldit felhasznalva

[P 2 2
m=2m_an a—2—3 a_2+1 :
2 2 \b b

A haromszog-egyenlStlenségb6l a < 2b, ezt beirva T’ < 5T adodik. Mivel a elég nagyra

!

valasztasaval az a a 2b-t tetszOleges pontossagra megkozeliti, ezért a T 1s megkozeliti az

5-0t. A

Az attiikrozés az egyenlészart haromszogeket egyenldszara haromszogekké transzformalja. A
transzformacionak ebben a lesziikitett esetében sem 1étezik az inverze, ugyanis megmutatjuk,
hogy példaul az egyenld oldali haromszog harom kiilonbozé egyenldszarti haromszog
attiikkrozottjeként is eldallithato.

T19.8. Ha az egyenldszaru haromszogben a=+3F1 és b=c=+/2, akkor az attiikrdzdtt
haromszdg a’ = 2 oldalu egyenld oldali haromszdg (a két eldjel két kiilonb6z6 haromszoget
jelent). Ugyanez az eredmény érhet6 el az a = 1 oldalhosszlisagl egyenld oldali haromszog
attiilkrozésével 1s. Az a’ = 2 oldala egyenld oldali haromszoget tehat harom esetben is
megkaphatjuk attiikkrozéssel.

B. A megadott haromszogek 1éteznek, mert 272 >3 71,
T19.5. formulaival szamitsuk ki a -t 4s m "-t! E18sz0r hatarozzuk meg a d értékét (az egyik esetre
mindig a felsd, a masikra az alsé eldjelek érvényesek):
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2 — 2
g _(GBFY° o=
b? 2
+
Pythagorasz-tétellel ellendrizhetd, hogy m = LZXE Ezek alapjan

a'=a3-d|=(V3FY(3+1)=2

és
m’ m(1+d)—\/_—1(3 x/_)—i(\/_+1)(\/—+1) V3.

Az attiikr6zott haromszog mindkét esetben 2 alapt €s J3 3 magassagu egyenldszari haromszog,
vagyis egyenld oldalti haromszog, ami a tétel allitasat igazolja. &

Tovabbra is az egyenlOszara haromszogek korében maradva felmeriil a kérdés, hogy az
attiikkr6zott haromszogek kozott az 6sszes egyenldszaru haromszog eléfordul-e. A vélasz: igen.
Vegyiik azonban észre, hogy az attiikrozott egyenlészara haromszog koriiljarasi irinya a < 120°
esetén megegyezik az eredeti koriljarasi iranyaval, mig a > 120° esetén forditott. Ha azt
kérdezziik, hogy a koriiljarasi iranyt megtartva eléfordul-e minden egyenldszaru hdromszog,
akkor a valasz: nem, mig a koriiljarasi irdnyt megvaltoztatva minden egyenlszaria haromszog
eldall attiikkrozott egyenldszara haromszogként.

T19.9. Minden egyenldszart haromszog eldallithatd olyan egyenldszart haromszog
attiikkrozottjeként, melynél a szarak szége 120°-nal nagyobb (igy a koriiljarasi irany ellentétes
lesz). Egyenld koriiljarasi irdnyt megkovetelve nem minden egyenldszarti haromszog allithato
eld attiikkrozottként, pl. az egyenldszart derékszoglt haromszog nem allithat6 eld igy.

] 2
a . . .
B. Az attiikkrozott haromszoget 4tg 2 %: (—,} szammal fogjuk jellemezni, ez a hasonlosag

m
erejéig meghatarozza az egyenlészém'l haromszoget. A T19.5. képleteit felhaszndlva
a'\? _a? (3-d)? a2 (3-d)2  4d(3-d)?
— = =f(d).
m

m2 (1+d)2 bz—(ajz 1+d)2  (4—d)d+d)2
2

Ebben a fiiggvényben a d értéke a 0 < o < 120° tartomanyban a (0, 3), mig a 120° < « <180°
tartomanyban a (3, 4) intervallumban valtozik. Az els¢ allitas bizonyitasdhoz elég azt
megmutatni, hogy f(3) =0, és f a [3, 4) intervallumban szigortian monoton néveked6 folytonos
fliggvény, melynek nincs felsé korlatja. Ebbdl csak a monoton ndvekedés szorul bizonyitésra:
. o, , , . d-3 4 .
tényezd nyilvan szigoridan monoton ndvekedo, és a =1- tényez6 is. Mivel
4-d d+1 d+1
a d € (3, 4) intervallumban mindkét tényez6 pozitiv, a szorzatuk is monoton novekedo.

a

A masodik allitashoz az f(d) = 4, 0 < d < 3 lehetetlenségét kell megmutatni. Megmutatjuk, hogy

f(d) <4 a0 < d < 3intervallumban. Mivel 3-

3 <1, elég megmutatni, hogy

d(3—d) <1+2d < (d +1)°.
A baloldalon all6 egyenl6tlenség atrendezett alakban azonban nyilvanvalo, ugyanis

@d-)°>-d. &
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20. 1zodinamikus pont

20.1. A hdaromszog Apolloniusz-korei

c sy

6. fejezetben altalanosabban is foglalkoztunk vele, de itt az eldbbi, sziikkebb értelmezésben
fogjuk hasznalni. Egyenlészaru haromszognél az alaphoz tartozd Apolloniusz-kor oldalfelezd
merdlegessé fajul el, de ezt is Apolloniusz-kornek fogjuk tekinteni.

T20.1. A haromszog Apolloniusz-kore merdlegesen metszi a koriilirt kort (a metszéspontban
huzott érinték merdlegesek).

B. Az a oldalhoz tartozdé Ki korre bizonyitjuk az allitast, igy felteheté az altalanossag
korlatozasa nélkiil, hogy b < c. Jeldljiik K1 kdzéppontjat O1-gyel és az a szog szogfelezjének

¢és a BC oldalnak a metszéspontjat D-vel. Az ABDA-b6l ADOq szog = S +%, tovabba, ha a

CAO; szoget o-val jeloljiik, akkor a DAO; szdg = 5+%. Mivel az ADO:A egyenldszaru

haromszog, f = J, és a keriileti szogek tétele miatt AO1 a kortilirt kor érintdje, ami a merdleges
metszést igazolja. &

Segédtétel. Az ABCD (esetleg onmagat atmetsz6) négyszognek B-nél és D-nél 1év6 szoge
derékszog. Legyen az A-nél 1év6 szoge a, akkor az atloira

BD=ACsina.

B. Jeloljiik 0-val az ABD szoget és alkalmazzuk a szinusz-tételt az ABDA-re:

BD=AD 1%
sino
Mivel az ABCD négysz6g hurnégyszog, az ACD szog vagy szintén o, vagy 180° — o, tehat
AD =ACsing,

¢s a két egyenldségbdl adodik a segédtétel allitdsa. 4

T20.2. Vegyiink fel a haromszog sikjaban egy P pontot. Az a, b és ¢ oldalegyenesekre bocsatott
merdlegesek talppontjai legyenek rendre Ty, Tz, Ta.

TL=TT,
akkor és csak akkor teljesiil, ha P az a oldalhoz tartozé Apolloniusz-kéron van.

B. Alkalmazzuk a segédtételt a PT1BT3 hurnégyszogre, majd a PT1CT> harnégyszogre, akkor
TT,=PBsing és T,T,=PCsiny.
ﬁ :ﬁ akkor és csak akkor teljesiil, ha
PB siny c¢
PC sing b
vagyis, ha P az a oldalhoz tartozd Apolloniusz-koron van. 4

crer

01 kdzéppontu kor, az O1 kdzéppontot az inverzidval kapcsolatban polusnak nevezziik. Egy
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P # O1 ponthoz az O1P félegyenes azon P’ pontjat rendeljiik hozza, amelyre OP-OP’ =r?, ahol
I a megadott kor sugara.

Az inverzi6 kor-egyenes tartd és szogtarto, tehat kor vagy egyenes képe is kor vagy egyenes,
¢s az alakzatok metszési szoge a transzformdacido soran nem valtozik. Az elmondottak
bizonyitasat melldzziik, ezek megtalalhatok pl. Hajos Gyorgy: Bevezetés a Geometridba c.
konyvében.

T20.3. Ha a haromszég nem egyenld oldala, akkor mindig taldlhaté két pont, P1 és P,
amelyeken a haromszoghoz tartozé mindharom Apolloniusz-kor athalad. P1 és P2 egymas
inverzei a haromszog koréirt korére vonatkozoan.

B. Jeloljiik az a, b és ¢ oldalakhoz tartozé Apolloniusz-koroket rendre Ki-gyel, Kz-vel és Ks-
mal, tovabba tételezziik fel, hogy a > b > c, és a > ¢c. Megmutatjuk, hogy a K1 és a K3 kor
biztosan metszi egymast. Legyen az o szog szogfelez6jének és a BC oldalnak a metszéspontja
D, akkor A és D biztosan pontja Ki-nek; ugyanakkor a > ¢ miatt A a Kz belsejében van, és D
kiviil van a Kz koron. A K1 kor AD ive tehat biztosan metszi a Kz kort, és a két kor metszése
nyilvan két pontban torténik (akkor is, ha Ky vagy Kz koziil az egyik esetleg egyenes). Legyen
P a metszéspontok egyike, akkor, mivel P rajta van Ki-en és Kz-on,

PB_c PA_D
PC b PB a
Ebbdl kovetkezik, hogy

3|z

¢
a
vagyis P rajta van Kz-n is.

A Ky kor merdlegesen metszi a kortilirt kort, tehat az inverze is (T20.1.), raadasul ugyanazon
pontokban, hiszen a koriilirt kdr pontjainak az inverze dnmaga. Ebbdl kovetkezik, hogy Ki
inverze 6nmaga. Ugyanez igaz a Kz-ra is. K1 és Kz metszéspontjainak az inverze az inverzek
metszéspontja, tehat vagy mindkét metszéspont inverze 6nmaga, vagy a metszéspontok egymas
inverzei. Az els6 esetben mindkét metszéspont a koriilirt korre esne, vagyis K1 és Kz ugyanott
¢s merdlegesen metszené a koriilirt kort, amibdl a Ki és Kz azonossidga kovetkezne, ami
lehetetlen. Igy a metszéspontok egymas inverzei a koriilirt korre vonatkozoan. #

T20.4. Ha b # c, akkor az a oldalhoz tartozo Apolloniusz-kor O1 kézéppontjanak baricentrikus
koordinatai 0, b% — c?, sugara r, = %. A harom Apolloniusz-kor kozéppont (ha 1étezik)

egy egyenesbe esik, mely egyenes elkeriili az ABCA-et.

B. Tegyiik fel, hogy b > c. Az a szog szogfelez6je messe az a oldalt P-ben, a kiils6 szogfelezdje
az a oldal egyenesét Q-ban. Aranyos osztas kovetkeztében (T5.8.) BP = t;i és CP = ba—b.
+C +C

A Q, B, P, C pontok harmonikus pontnégyest alkotnak, tehat
b_PC_QC_QB+a
c PB QB QB

amibd6l
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— ac

B=——.
’ Q b-c
Igy az Apolldniusz-kor sugarara

1— 1( ac acj abc
+

2 2\b-c b+c) b?2-c?
adodik. Ezt felhasznalva
OC r+PC r(b+c)+ab b?
OB r-PB r(b+c)-ac ¢’
ami azt jelenti, hogy B-be b2, C-be — ¢?, stilyt helyezve a stlypont O lesz.

Tegyiik fel, hogy O1 és O Apolloniusz-kor kozéppontok 1éteznek, akkor baricentrikus
koordinataik 0, b, — c?, ill. a2, 0, — c®. A 21.1. fejezet segédtétele kovetkeztében az 6sszekotd
egyenes pontjainak baricentrikus koordinatai (0, b?, — ¢?) + u(a?, 0, — ¢?) alakban irhatok fel.
Itt azonban, ha 1 és u azonos eldjelii, akkor az elsé két koordinata azonos el6jelil lesz, mig a
harmadik koordinata ellenkez6 el6jelii, ha 4 és u kiilonb6z6 eléjeli, akkor az elsé két koordinata
lesz kiilonboz6 eldjelii. Igy nem lehetséges, hogy a harom baricentrikus koordinata azonos
elojeli legyen, vagyis nincs olyan pontja az egyenesnek, mely a haromszdgbe esik. #

20.2. 1zodinamikus pontok

Ebben a fejezetben a jeloléseket tekintve végig feltételezziik, hogy a > b > c, tovabba kizarjuk
a vizsgalatbol az egyenld oldali haromszoget is, mert vagy trividlisan igaz rd az allitas, vagy
trivialisan nem igaz (pl. nincs masodik izodinamikus pont).

T20.5. Tegytik fel, hogy a haromsz6g nem egyenl6 oldali. A haromszog sikjaban pontosan két
olyan P pont van, melyre
a-PA=b-PB=c-PC,

ezeket izodinamikus pontoknak nevezziikk. A haromszog Apolloniusz-korei atmennek az
izodinamikus pontokon. Az izodinamikus pontok egymas inverzei a korilirt korre
vonatkozoan. Elsé izodinamikus pontnak nevezzikk azt az i izodinamikus pontot, mely a
kortlirt kor belsejében talalhato, a koriilirt koron kiviili mésikat mdsodik izodinamikus pontnak
nevezziik és l2-vel jeloljiik.

o . PB ¢ -
B. Az P izodinamikus pontnak teljesitenie kell a EZB Osszefliggést, ami Ki pontjait

jellemzi, tehat P rajta van Ki-en. Hasonldan P rajta van Ko-n és Kz-on is, tehat az izodinamikus
pontokat az Apolloniusz korok metszéspontja adja meg. T20.3. alapjan mindig van két ilyen
pont, és ezek egymas inverzei a koriilirt kdrre vonatkozdan. Az egyik a koron beliil van, a mésik
kiviil, hiszen a korre nem eshet, mert akkor az inverze dnmaga lenne és nem lenne két
kiilonboz6 metszéspont. &

T20.6. Az izodinamikus pontok talpponti haromszdgei egyenld oldalu haromszogek. Ezzel a
tulajdonsaggal a sik pontjai koziil csak az izodinamikus pontok rendelkeznek.

B. T20.2. alapjan nyilvanvalo. &

T20.7. 11 akkor és csak akkor esik a haromszdg belsejébe, ha a haromszog legnagyobb szoge
120°-nal kisebb.
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B. Legyenek az I1-hez tartozo talpponti haromszog a, b és ¢ oldalegyenesen 1évé csticsai T1, T

¢s Ts. Tegyiik fel, hogy I1 a haromszog belsejében van. Jeloljlik az 11BA szoget o-val és az [:CA

szoget e-nal, akkor az 11 T1BTs3 és az IT:BT2 hurnégyszogek tulajdonsagait felhasznalva
o+e&=I1TT,s26g9+ I,T,T,s26g=60°.

Ellenben g+ vy > 6 + & = 60°, tehat o < 120°. Ugyanigy £ < 120° és y < 120°

Tegyiik fel most, hogy l1 a haromsz6gon kiviil, de természetesen a koriilirt koron beliil van.
Tegytik fel azt is, hogy |1 az a oldal haromszoggel ellentétes oldalara esik. Ebben az esetben

0 +¢=180° — I, T,T,sz6g+180° — I,T,T,s26g=360° — (I,T,T,sz6g+ |,T,T,526g) = 60°.
EbbOl f +y < d + & =60° tehat a > 120°. &

A kovetkezo két tétel Gsszetartozik. Az elsé a masodik érvényességi feltételét jelenti.

T20.8. Tegyiik fel, hogy a > b > c. |1 talpponti haromszoge akkor és csak akkor helyezkedik el

a haromszogon beliil, ha o < 150°, vagy a >150° esetén, %Z 2sin o, ahol 0 = a — 150°.

B. T1 és Tz mindig a haromszog megfelel6 oldalan helyezkedik el. Rajzoljuk meg a haromszog
K1, Kz és K3 Apolloniusz-koreit és az O kdzéppontu koriilirt kort. Ha a haromszog egyenlészaru,
akkor K1 vagy Kz egyenes lesz, az alabbiak akkor is érvényesek megfeleld szovegmodositassal,
ezekre kiilon nem tériink ki.

Elészor Ts-ra bizonyitjuk, hogy a c oldalra esik. A merdleges metszés miatt (T20.1.) OA
egyenes érintdje a Ky kornek, ezért Ki teljes egészében az OA egyenes B feloli oldalan van.
Ugyanigy OB érintdje Ko-nek, igy Ko teljes egészében az OB egyenes A feloli oldalan van.
T20.7. bizonyitasabol kovetkezik, hogy 11 vagy a haromszdgbe, vagy az a oldal masik oldalara,
de a koriilirt kor belsejébe esik. |1 tehat nem eshet a ¢ oldal haromszdggel ellentétes oldalara.
Mindezekbdl kovetkezik, hogy 1 az AOB egyenldszaru haromszogbe esik, de igy minden
pontjanak, tehat l1-nek is a merdleges vetiilete az AB egyenesre az AB szakaszra esik.

A Ti1 vonatkozasdban, ha |1 a haromszogbe esik, nincs mit bizonyitani, mert f és y
hegyesszogek. Tegyiik fel tehat, hogy |1 az a odalegyenesnek haromszoggel ellentétes oldalara
esik. A bizonyitds hasonl6 az el6z6hdz: a merdleges metszés miatt OB érinti a Kz kort és OC
érinti a Kz kort, ezért a korok teljes egésziikben a BOC szogtérben vannak, igy a metszéspontjuk
is. 11 tehat a BOC egyenldszaru haromszog pontja, és a meréleges vetiilete BC alapra esik.

T2 esetében a helyzet bonyolultabb. T2 nem eshet a ¢ oldal B-n tuli meghosszabbitasara. Az OC
egyenes ¢érinti a K3 kort, igy a teljes Kz kor, és ekkor 11 is az OC egyenes A fel6li oldalan van.
Mivel az COAA egyenldszaru, az OCA szog hegyesszog, 11 vetiilete a C-bdl kiindulé CA
félegyenesre esik.

Ha I1 a haromszdgbe esik, akkor, az A csucsnal 1évo szog belsd szogfelezdjének az a oldallal
vett metszéspontjat E-vel jel6lve, 11 az AECA-be esik, mert a K1 kor teljes ABCA-be es6 ive az

AECA-ben halad. Mivel az EAC szdg nagysaga %< 90°, és y < 90° az AECA pontjainak az AC

egyenesre vett merdleges vetiilete az a oldalra esik.
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Megmutatjuk most, hogy T2 a < 150° esetén is az AC oldal pontja. Legyen A tikérképe a BC
egyenesre vonatkozolag 4°. Nyilvan — A-val egyiitt — 4 is pontja a Ky kornek, hiszen Ki
kozéppontja a BC egyenesen van. A nyilvan a Kz Apolldniusz-koron beliil van, és egyuttal
megmutatjuk, hogy 4’ pedig kiviil. A haromszog teriiletét T-vel, az a odalhoz tartozo
magassagat m-mel jelolve

2T =am=bhcsina,
ezt atrendezve
b m _ 2m

a csina ¢’
ami azt jelenti, hogy A’ a Kz koron kiviil van (1d. T6.1.). Az elmondottak alapjan I1, a K1 és Ko
korok metszéspontja a Ky kor AA’ ivén talalhato. |1 tehat az 44 'C hegyesszogli haromszogben
van, ezért vetiilete az AC oldalra esik.

Marad még az a > 150° esetének vizsgalata. (A T. haromszogon kiviilre esésének esetét
meglehetdsen nehéz felrajzolni a haromszdg erdsen torz volta miatt.) Az 1:AC szoget fogjuk
megvizsgalni. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: az 11BTy szdget jeloljiik g1-gyel, az 1:CTy
szoget po-vel, 0 = a — 150° (az allitas szerint), vagyis f + y = 30° — 0. Az 11T3AT», vagy az
[1T3T2A harnégyszog tulajdonsidgai miatt az 11AC sz6g nagysagra megegyezik az 11TsT»
szoggel, ami 60°-kal nagyobb, mint az 11 T3T1 sz6g. Az 11BT3T1 hirnégyszog tulajdonsagai miatt
viszont az 11 TsT1 szOg nagysaga g1, tehat az 11AC szog nagysaga 60° + ¢1. Igy T2 az AC
szakaszon kiviil van, ha ¢1> 30°, és beliil, g1 < 30°.

Az eldzd tétel bizonyitasabol lathatod, hogy
60° =+, +f+y=¢+¢,+30° -5,
vagyis
o +@,=30"+5.
Alkalmazzuk a szinusz-tételt az 1BCA-re, és hasznaljuk fel, hogy 1 rajta van a K1 Apolloniusz-
koron:

Ha ¢1 > 30°, akkor
c_sing, S0 oo s
b sing sin30°

ha viszont ¢1 < 30°, akkor
c_sing, S sind
b sing sin30°
E két utolso allitas bizonyitja a beliilre esés sziikséges ¢és elégséges feltételét. &

=2sino.

Vegyiink fel a hdromszogben egy egyenld oldali haromszdget, melynek cstcsai az egyes
oldalegyeneseken vannak, legyen ez a T/T, T;A (T, az aoldalra, T, ab oldalra és T, a c oldalra

illeszkedik). Rajzoljuk meg a BT, T/A Ci-gyel jelolt koriilirt korét és a AT, T;A koriilirt korét
Cs-at. A két kornek van koOzds pontja, és nem érintheti egymast, mert akkor
v =120° lenne, ami lehetetlen, tehat két metszéspontjuk van; jeloljik a T, -t6l kiilonboz6 k6zos

pontot I-vel. I-nek a talpponti haromszoge legyen a T1T2T3A.
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T20.9. |1 talpponti haromszoge a legkisebb beirt szabalyos haromszog, ha az el6zo feltétel
teljesiil. Ha a talponti haromszog kinyulik az ABCA-bdl, akkor az a beirt szabalyos haromszog
lesz a lesz a legkisebb, amelyiknek a b oldalra es6 csticsa A-val egyezik meg.

B. Tegyiik fel, hogy a > b > ¢. Vegyiink fel a haromszogben egy egyenlé oldalti haromszoget,
melynek cstcsai az egyes oldalakon vannak, legyen ez a R R, R,A (R1 az a oldalra, Rz a b

oldalra és R3 a c oldalra illeszkedik). Rajzoljuk meg a BR, RA Cx-vel jelolt koriilirt korét és
a AR, RA Kkoriilirt korét Cs-at. A két kornek van kozds pontja, Ri1, tehat vagy van még egy
metszéspontjuk, vagy érintik egymast. A masik metszéspontot, vagy az érintési pontot jeldljiik
I-vel. A BR/IR, hurnégyszog tulajdonsagai miatt az IR, ¢és az IR, egyenesek hegyesszoge £,
akkor is, ha | = R1 és az IR, egyenes a két kor kozos érintdje. Ugyanigy az IR, ¢és az IR,

egyenesek hegyesszoge y. Ebbdl kovetkezik, hogy az AR,IR, négyszdg hurnégyszog, hiszen
két szemkozti szogének az 6sszege a + S+ y = 180°. Legyen C1 az AR,R;A koréirt kore, akkor

a Cy1, C2 és Cz korok kozos pontja az 1. (I-rél ki fog majd deriilni, hogy megegyezik az elsé
izodinamikus ponttal, azaz | = 11.)

I-b6l bocsassunk merdlegeseket az @, b és ¢ oldalakra, a talppontok legyenek rendre Ty, T2, Ts.
Tegyiik fel, hogy | a hdromszog belsejébe esik. A BT11Ts négyszog is hurnégyszog, tehata T, 1T,

sz0g egyenlé a R IR, szdggel, hiszen mindkettd 180° — . Az IT,T, szog egyenld az IR;R,
szoggel, mert mindkettd egyenld az IBC szoggel. Ebbdl kovetkezik, hogy a T,IT,A hasonlo a
R,IR,A -hoz. Ugyanezigaza T,IT,A ésa R;IR,A, tovabbaa T,ITA ésa R,IRA haromszogekre
is, raadasul a hasonldsag aranya mindharom esetben egyenld, igy a T1T2T3A is egyenld oldalu.
Mivel IT, < IR, a T1T2T3A a kisebb. Az | talpponti haromszdge egyenlé oldalu haromszog,
tehat | izodinamikus pont, tovabba | a haromszdgbe esik, tehat els6 izodinamikus pont.

Ha | a haromszogon kiviilre esik, mondjuk az a oldalon kiviilre, akkor a Cz és Cs kordk o szog
alatt metszik egymast a Ry pontban (a R1 pontbeli érintdk szoge 0). Az RiR2R3 egyenld oldalu
haromszog Ri-nél 1évo szogét az érintdkkel harom részre feloszthatjuk, és a BIR1R3 és a CIR1R>
hurnégyszogek tulajdonsagai miatt a részszogek nagysaga f, o és y. Ezért
p+y+0=60°

vagyis S+ y<60° ésigy a > 120° Ez azt jelenti, hogy a haromsz4g tompaszogi, és | csak a
tompaszdg szogterébe eshet a haromszogon kiviil. Ebben az esetben is megmutatjuk, hogy a
T,IT,A hasonld a R IR,A -héz. A BIT1Ts négyszog is hurnégyszog, tehat a T, 1T, szog egyenld a

R IR, szoggel, hiszen mindketté f. Az IT,T, szog egyenld az IR;R, szdggel, mert mindkettd
egyenld az IBC szoggel, ami mar bizonyitja a hasonlosagot. Ugyanezigaza T,IT,A ésa R;IR,A
, tovabba a T,ITA és a R,IRA haromszogekre is, raadasul a hasonlosdg aranya mindharom

esetben egyenld, igy a T1T2T3A is egyenld oldalt. Mivel IT, < IR, a T1T2T3A a kisebb. Az |

talpponti haromszoge egyenld oldali haromszog, tehdt | izodinamikus pont. Huzzunk
parhuzamos egyenest IR2-vel C-n keresztiil, és IR3-mal B-n keresztiil, a metszéspontjuk legyen
D. Az ABDC négyszog is hirnégyszog, hiszen hasonldé az AR3RiR2 négyszoghoz, tehat D a
kortlirt kor pontja. az | a BCDA-ben van, tehat a korilirt kor tartalmazza az | pontot, ezért | =
I1 az elsd izodinamikus pont.
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Ha T, a haromszdgon kiviil esik (csak Tz eshet kiviilre), akkor, mivel a beirt egyenld oldala
haromszogek nagysagat az IR, szakasz hossza jellemzi, és ez legkisebb, ha R, = A, a legkisebb
beirt egyenld oldalu haromszoget akkor kapjuk, ha R; = A. &

T20.10. Tegyiik fel tovabbra is, hogy a > b > ¢. Az els6 izodinamikus pontbol, 11-bél, a b oldal
S + 60°%-0s szog alatt, a ¢ oldal y + 60°-0s szog alatt latszik. Ha |1 a hdromszogben van, akkor
az a oldal is a + 60%o0s szogben latszik, de, ha l1 a haromszogon kiviil van, akkor
360° — (a + 60°) = 300° — « a latdszog nagysaga.

I1 baricentrikus koordinatai: asin(a +60°), bsin(8+60°), csin(y +60°).

B. El6szor tegyiik fel, hogy |1 a haromszogbe esik. T20.7. bizonyitasaban bevezettiik az 1:BA
szogre a 0, az 11CA szogre az ¢ jelolést, és lattuk, hogy 6 + & = 60°. Ebbdl, az ABI1C konkav
négyszog sz0gosszegét felhasznalva, az a oldal 1atészoge a + d + & = o + 60°. A tobbi oldalra
ugyanigy kapjuk meg az allitott eredményt.

Ha I1 a haromszogon kivil van, akkor az a oldal 14tészoge az ABIiC konvex négyszog
sz0gosszege alapjan 360° —a — 6 — & = 300° — a.

Legyen 1 tovabbra is a haromszogon kiviil. Jel6ljiik most az 1:BC szoget d1-gyel, az 1:AC szoget
e1-gyel. Az IT>ATs harnégyszogben (T, T2, T3 a talpponti haromszog csticsai) az 11TaT2 szog
€1, az |AT3T1 hurnégyszogben az 11 T3T1 szog 01 nagysagu, tehat e1 — 01=60° (ugyanis a T1T2T3A
egyenld oldalt). Az 1;1ABA szogosszege alapjan a b oldal latoszoge

180° — (L +6,) —(ax—&) =y +60°.

T2.5. alapjan I1 baricentrikus koordinatdit a részharomszogek teriileteivel is meg lehet adni.
El6szor nézziik azt az esetet, mikor |1 bels6 pontja a haromszognek. Legyen u = PA, v=PB,
w= PC , akkor a baricentrikus koordinatak vwsin(a + 60°), uwsin(g + 60°), uvsin(y + 60°). Az
I1 definicidja szerint au =bv =cw =9, tehat a koordinatak atalakithatok a

g—zsin(a + 60°),‘9—25in(ﬁ+60°),‘9—25in(y+ 60°)

bc ac ab

. abc : .
alakba, amit ?-tel megszorozva kapjuk a fenti allitast. Ha Iy kiils6é pont, akkor el6jeles

teriilettel kell dolgozni, ami azt jelenti, hogy —vwsin(300° — a) = vwsin(a + 60°)-kal kell
szamolni, ami ugyanazt az eredményt adja. 4

Az izodinamikus pontokrol elmondottak, kiilonosen a T20.6-10. tételek, kisértetiesen
hasonlitanak a Napoleon-témakdrben (13. fejezetben) elmondottakhoz. Ez nem véletlen, mint
az a kovetkez0 tételbdl kideriil.

T20.11. Az els6 izodinamikus pont izogonalis konjugaltja (T4.9.) a kiilsé Fermat-pont.
Specialisan, a haromszdgbe esd izodinamikus pont izogonalis konjugaltja a panorama pont.

B. El6szor a masodik allitast bizonyitjuk. Egy tetszélegesen valasztott oldal, mondjuk a c oldal
latoszoge l1-bol y + 60° (Id. T20.10.), mig izogonalis konjugaltjabol ugyanez a 1atoszog T4.10.
alapjan180° + y — (y + 60°) = 120°, tehat a panorama pontrol van szo.

Ha I1 a haromsz6gon kiviil van és a > b > ¢, akkor a ¢ oldal latoszoge y + 60°, és izogonalis

konjugaltjanak a latoszoge T4.11. szerint (y + 60°) —y = 60°. Ugyanez igaz a b oldalra is. Az a
oldal latoszoge 11-bol 300° — a, és izogonalis konjugaltjanak a latdszoge T4.11. szerint
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(300° — ) — (180° — @) = 120°. A kapott latoszogek a kiilsé Fermat-pontot hatdrozzak meg, tehat
ez az |1 izogonalis konjugéltja. 4

Hasonl6 allitasok fogalmazhatok meg a masodik izodinamikus pontra is, hasonld formulaval
megadhatok a baricentrikus koordinatai, és izogonalis konjugaltja a belsé Fermat-pont. Ezeket
az allitasokat nem részletezziik.
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21. Egyéb nevezetes pontok
21.1. K6zépso pont

Jel6ljiik az a, b és ¢ oldalakhoz hozzairt korok kézéppontjait rendre Oa-val, Op-vel és Oc-Vel,
az oldalak felezOpontjait Fa-val, Fp-vel és Fc-vel.

T21.1. Az OaF,, OpFp és OcFc egyenesek egy pontban metszik egymast, a pont elnevezése:

kozépsd pont (németesen: Mittenpunkt). Az My k6zépsé pont baricentrikus koordinatai:
a(s—a), b(s—hb), c(s—-c).

My az OaOpOcA szimmedian pontja.

B. Az O,0r0cA-et tekintve az ABCA ennek talpponti haromszoge, tehat BC antiparallel szakasz
az OpOc oldalhoz viszonyitva. Kovetkezésképpen a 16.1. fejezet bevezetdjében elmondottak
szerint Fa az Oa0pO0cA  Oa csticsbol kiinduld szimmedianjanak egy pontja, tehat OaFa az
0a0b0cA szimmedianja. Ugyanez igaz az OpFp és OcFc egyenesekre is, tehat az egyenesek az
0a0bOcA szimmedian pontjaban metszik egymast.

A segédtételt felhasznalva megmutatjuk, hogy az Fa = (0, 1, 1) és az Oa = (-4, b, c) baricentrikus
koordinataju pontokat 6sszekotd egyenes tartalmazza az

a(s—a),b(s—b),c(s—c)
baricentrikus koordinatakkal rendelkezé pontot. Legyen A = bc és u= —(s — a), akkor

A-0+ u(-a)=a(s—a),
és
A1+ =bc—(s—a)p=b(a+c—s)=b(a+b+c—s—b)=b(s—h).

A 1-1+ uc =c(s—c) Osszefliggés ugyanigy bizonyithato. &

T21.2. A haromszdg kozEépso pontja megegyezik a felezé haromszog Gergonne-pontjaval.

Az My kdzépso pont, az S stlypont és az ABCA G Gergonne pontja egy egyenesre esik, és
SG=2-SM, .

B. Mivel a felez6 haromszog oldalainak hossza —, g, , a Gergonne-pontjat eldallithatjuk az

abce
2'2'2

Fa, Fb, Fc cstcsaiba tett s_b E_E, s_¢ E_E, s_a)s_b stlyok
2 2)\2 2 2 2)\2 2 2 2)\2 2

stlypontjaként. A sulyokat 8-cal megszorozhatjuk, 2(s—b)(s—c), 2(s—c)(s—a),

2(s—a)(s—b), az eredmény ugyanaz. Az Fa-ban elhelyezett 2(s —b)(s—c) sulyt osszuk szét a

B és a C cstucsok kozott, mindkét csucsba (s—b)(s—c) sulyt helyezve, és cselekedjiink

hasonloan az Fp-ben és Fc-ben 1évo sulyokkal is. Ekkor az A csucsba
(s—c)(s—a)+(s—a)(s—b)=(s—a)(s—c+s—b)=a(s—a)

stly keriil, hasonléan a B-be b(s — b), és a C-be c(s — c), mely sulyok a kozépsé pontot

hatarozzak meg.

Ha a felezd haromszoget S-bol, mint kiilsé hasonlosagi kdzéppontbol kétszeresére felnagyitjuk,
akkor My képe G lesz, és a nagyitasbol a masodik allitas leolvashato. #
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T21.3. A szimmedian pont és a beirhato kor kozéppontjat 0sszekito egyenes atmegy a kozépso
ponton.

B. Mivel a koriilirhato kor kdzéppontjanak baricentrikus koordinatai a, b, ¢ és a szimmedian
pont baricentrikus koordinatai a2, b? c2, a segédtétel szerint a kovetkezd egyenletrendszer
megoldhatosagat kell bizonyitani:

ﬂ.a+ya2 =a(s—a),
b+ h? =b(s—b),

/1c+,ux:2 =c(s—c).
Az egyenletrendszer megoldédsa azonban, mint kdnnyen lathatd, A =s, u=-1. &

21.2. Altaldnositott Napéleon-pontok

Készitsiink egy egyenlészaru haromszoget, melynek az alapja a haromszogiink a oldala, az
alapon 1év6 szogei o nagysaguak, és nincs ko6zds pontja az ABCA belsejével. Az egyenlészaru
haromszog csucsat jeloljiik Ai-gyel. Valtozatlan o szoggel ugyanezt a konstrukciot végezziik el
a b és a ¢ oldal vonatkozasaban is, a kapott csucspontokat jeldljik Bi-gyel, ill. C1-gyel.

Hasonl6 konstrukciot képezhetiink, ha mindegyik egyenldszara haromszoget ugy vessziik fel,
hogy legyen k6zos bels6 pontja az ABCA-gel. Ezt az esetet negativ o szoggel fogjuk jellemezni
(v0. Napoleon-haromszogek konstrukcidja, 13. fejezet). Nyilvan —90° < § < 90°.

T21.4. Az AA;, BB1, CCy egyenesek egy pontban metszik egymast, ezt a pontot altalanositott
b C

a
sin(a+6) " sin(B+38) sin(y +5)
Specialisan, ha 6 = 30°, akkor kiils6 Napoleon pontnak, ha & = —30°, akkor belsé Napoleon
pontnak, ha 6 = £45°, akkor (kiilsé ill. belsé) Vecten-pontnak nevezik.

Napoleon-pontnak nevezziik. Baricentrikus koordinatai:

B. A bizonyitéas érdekessége, hogy 6t szinusz-tételt hasznalunk fel.

Jeloljiik az AA:1 egyenes és a BC egyenes metszéspontjat D-vel, valamint legyen x = BD,
y=CD, d =CA, . Jeldljiik tovabba a BAD szdget ai-gyel, a CAD szdget az-vel. Az ABDA-re
¢és az ABA1A-re felirt szinusz-tételek szerint
X _ siney o i _ sine 1
AD sing AA  sin(B+9)
majd képezziik a két egyenlet hanyadosat:
X AD sin(f+6)
d AA sing
Ugyanezt tegyiik meg az ACDA-re és az ACA1A-re is, kapjuk, hogy
y _ AD sin(y +6)
d AA siny
Képezziik a két utdobbi egyenlet hanyadosat, akkor
X _siny sin(f+9) _csin(f+9)
y singsin(y+5) bsin(y+5)’
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Ez alapjan megallapithatjuk, hogy a B pontba helyezett ﬁ és a C pontba helyezett
SIN(O +

W sulyok sulypontja D-ben van. Ha még az A csucsba is helyeziink el sulyt, akkor a
sin(y +

harom stly sulypontja az AD egyenesen lesz.

Belattuk tehat azt, hogy a megadott baricentrikus koordinatdkkal rendelkezd pont az AA:
egyenesre esik, ugyanigy bizonyithato, hogy a BBi-re és a CCi-re esik, tehat a harom egyenes
kozos metszéspontjat képezi. #

21.3. Egyenlo metszetek kozéppontja

A haromszdgben vegyiink fel egy P pontot, és huzzunk P-n keresztiil paArhuzamos egyeneseket
az oldalakkal. Ha az egyenesek haromszogbe esé szakaszai egyenld hosszusaguak, akkor P-t
az egyenlo metszetek kozéppontjanak nevezziik.

T21.5. Legyen P az egyenlé metszetek kozéppontja. Az oldalakkal parhuzamos metszetek
hossza

vagyis az oldalak harmonikus kdzepének % -a. P baricentrikus koordinatai:

1,111 11111

a bcabocabc
Az egyenlé metszetek kozéppontja nem biztos, hogy 1étezik, a 1étezés feltétele — ha a-val

jeloljiik a legrovidebb oldalt — az, hogy ls%+1 legyen, vagyis egyetlen baricentrikus
a C

koordinata se legyen negativ.

B. Legyenek P baricentrikus koordinatai p, q, r és tegyiik fel egyelére, hogy p+q+r=1. Az
AP egyenes messe az a oldalt D-ben és a P-n atmend a oldallal parhuzamos metszet hosszat

jeloljik d-vel. Hasonlo haromszogek miatt a:d =AD: AP :1+%, ¢s az utobbi arany a

stlypont miatt kifejezheté a baricentrikus koordinatakkal az a:d =1+L = 1 alakban,

g+r 1-p

azaz d =1- p. Hasonl6an % =1-q és d =1-r. A harom egyenlet Gsszege
a c

d(1+l+l)=2,
a b c
ami bizonyitja az elsd allitast.
1 1 1 d 2 1 2 1 1 1 1
Legyen W= =+=+= akkor p=1-—=1-—=—W -—")=—| —=+=+=|.0-raés r-re
o a b c P a aWW(Wa)W(abcjq

hasonlé formulat kapunk, melyeket W-vel végigszorozva megkapjuk a masodik allitast.
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A P pontnak a haromszoghoz kell tartoznia, ezért a baricentrikus koordinatdk nem lehetnek
negativak. 4

Konnyti példat mutatni arra az esetre, amikor az egyenld metszetek kozéppontja nem létezik.
Ha készitlink egy olyan egyenldszaru haromszdget, melynek szara kétszer olyan hosszu, mint
az alapja, azaz b = 2a, akkor P az alap felezépontjara esik. Ha b > 2a, akkor viszont ilyen pont

nincs. Ugyanis a szarakkal parhuzamos metszetek nem lehetnek rovidebbek, mint > mert
ekkor az egyeneseik a haromszogon kiviil metszenék egymast, viszont az alappal parhuzamos

metszet nem lehet a-nal nagyobb. Ezért a metszetek egyenldsége g > a miatt kizart.

Altalanos haromszog esetén hogyan lehet az ilyen P pontot megtalalni, megszerkeszteni?

T21.6. A haromszog beirt korének kozéppontjabol készitsiik el annak izotondlis konjugaltjat
(Id. T5.25.), O*-ot. Az S sulypont a PO* szakaszra esik, mégpedig

PS =2.0*S.

B. A beirt kor kozéppontjanak baricentrikus koordinatai a, b, ¢, ezért (Id. T5.25.) O*

baricentrikus koordinatai 1 , 1 , 1 . A P koordinatai — 1 + 1 + l 1 — l + 1 E + 1 - l az el6z0

a'b'c a b cabocabec
tétel szerint. Vegyiik észre, hogy a sllyok 0Osszege mindkét esetben az el6zd tétel
bizonyitasaban szerepld W Kkifejezés, ezért a PO* szakasz 2 : 1 ardnyt osztopontjanak
baricentrikus koordinatai

2[1, E, £J+(_l+l+l’ E_E_FE’ £+l_lj:(\N,W’W)_
a b c a b cabocabec
AW, W, W baricentrikus koordinatak ugyanazt a pontot adjak meg, mint az 1, 1, 1 koordinatak,
tehat a sulypontot. &

Felmeriil a kérdés, hogy miért ragaszkodunk ahhoz, hogy P a hiaromszdg pontja legyen.
Altaldnositsuk a definiciot, P legyen a sik tetszleges pontja, és a P-n athaladd oldalakkal
parhuzamos egyenesek két-két oldalegyenes kozti szakaszainak hossza egyezzen meg. Ebben
az esetben azt mondjuk, hogy P az egyenld pdarhuzamos szelék kézéppontja. llyen pont T21.5.
értelmében mindig van, a baj csak az, hogy altalaban négy is! Erre egyszerti példat mutatunk.

Legyen az ABCA egyenl6 oldali haromszog, ekkor a kdzéppont természetesen egyben az
egyenld metszetek kozéppontja is. Nagyitsuk ki az ABCA felez6haromszogét a kozéppontbol,
mint belsé hasonlosagi pontbol (vagyis a pont és a tlikorképe kozti szakasz tartalmazza a
hasonlosagi centrumot) 8-szorosara. A kapott haromszog minden csucsa és a kozéppontja is
megfelel az eldirasnak, mellyel az egyenld parhuzamos szeldk kozéppontjat definialtuk. T21.5.-

ban azért kaptunk csak egy megoldast, mert a d =1- p kritérium eldjeles esetben d = |1— p |
a a

formaban irando fel.

T21.7. Az egyenld parhuzamos szelok P, Pi, P2, és Pz kozéppontjainak baricentrikus
koordinatai és a hozzatartoz6 szelGk hossza:
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Pl 1_|___|__’ _£_l+_’ _1+l_l; dl:2_£+1+l
a C a b c a b c
-1
p. L1, 1 11111, 111
a b c a b c ab c a b c
111 111 111 1 1 17
- e e , —F—+=] d;=2~+=--=
a b c a b c a b c a b c

¢és P koordinatai a T21.5.-ben megadottak szerint. Ha P az a oldalra esik, akkor P1 nem 1étezik,
ha a b oldalra, akkor P, ha a ¢ oldalra, akkor Pz nem létezik. Legfeljebb négy ilyen pont van,
de harom biztosan 1étezik.

d_
b
rendszert kell megoldani. Ennek egyik megoldasat megkaptuk T21.5.-ben, ez most is érvényes.

Tovabbi megoldast kaphatunk a — d =1-p, % =1-q, d =1-r egyenletrendszerbdl.
a c

Ugyanolyan technikaval mint ott, megkapjuk a Pi-re vonatkozo allitasokat. A 9:1— P,
a

—gzl—q, 9=1—r egyenletrendszerbdl a Po-re, a 9=1—p, gz1—q, —gzl—r
b c a b c

egyenletrendszerb6l a Ps-ra vonatkozo adatok jonnek ki. A tovabbi eldjel varidciok
ugyanezeket az egyenletrendszereket adjak —d-re, tehat mas megoldas nincs.

B. Ugyanugy, mint T21.5.-ben, de most a %:|1— p|, 11-q], %:|1—r| egyenlet-

Ha —1+1+l =0, akkor P1 nem létezik, mert a koordinatak dsszege nulla. Ez ekvivalens

a b c
azzal az esettel, amikor P az a oldalra esik, mert az A csucsba helyezett suly 0. Hasonl6 a helyzet
a tobbi oldal vonatkozasaban is. 4

T21.8. A haromszdg a oldaldhoz hozzairt korének kdzéppontjabol készitsiik el annak izotonalis
konjugaltjat (1d. T5.25.), O*-ot. Az S stlypont a P,O,* szakaszra esik, mégpedig

PS=2-0*S.
Hasonlo allitasok fogalmazhatok meg Po-re a b oldal, és Ps-ra a ¢ oldal vonatkozasaban.

B. Az a oldalhoz hozzairt kor kozéppontjanak baricentrikus koordinatai —a, b, c, ezért

(Id. T525) O baricentrikus koordinatai _111

abec

1 + 1 + 111 + 1 1 + 1.1 az el6zd tétel szerint. Vegyiik észre, hogy a sulyok

a b c a b c a b c

. 1 1 1 ...
Osszege mindkét esetben a W, :__+B+_ kifejezés, ezért a PO* szakasz 2 : 1 aranyu
a C

osztopontjanak baricentrikus koordinatai
111 111 111 1 11
2 — =, =, S| =+, =, — =2 = (W, WL, W)
(abcj(abc a b c ach(Wlll)
A Wi, Wi, Wi baricentrikus koordindtdk ugyanazt a pontot adjdk meg, mint az 1, 1, 1
koordinatak, tehat a stilypontot. &
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22. Vetitések
22.1. Terbeli vetités

A célunk megvizsgalni, hogy milyen alakzatok lehetnek egy altaldnos haromszdg merdleges
vetiiletei. A T22.1-ben kapott eredmény ujabb bizonyitéasi technikat ad a keziinkbe, mint ezt
egy példaval meg is mutatjuk.

A T22.1. bizonyitasa nem konnyt feladat, bizonyitasat egy segédtétellel vezetjiik be.

Segédtétel. Vegylink fel az e egyenesbdl kiinduld So, Si, Sz félsikokat, melyek koziil semelyik
kettd nem esik egy sikba. Tegyiik fel, hogy Si és Sz szoge kisebb, mint 90° és So ebbe a
szogtérbe esik. Messiik el az e egyenest egy T sikkal. A T sik és az Sj félsik metszetét jeldljiik
ai-vel (i=0, 1,2). Vegyiink fel egy 0 < ¢ < 180° szoget tetszélegesen. A T sik mindig megadhato
oly médon, hogy ai és az szoge ¢ legyen, és ap felezze az a; és az szogét.

Bizonyitas. Vegyiink fel egy térbeli koordinata rendszert Gigy, hogy a z tengely egyezzen meg
az e egyenessel és az y tengely az So sikba essen. Jeloljiik az S és az Sp sik szogét a-val, az Sy
¢és So szogét f-val (a < 90° f < 90°). Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy
a < B. (Az xy koordinatasikra vald vetiiletben tudjuk legjobban felrajzolni és kovetni az
elmondottakat.)

Vegyiink fel egy vi egységvektort az Sy sikban, ennek altalanos alakja: vi = (X, Xctga, z1), ahol
2

2 2 242 2 2
V| =X+ Xctga+z; = +z; =1.
| l| J 'osin?a Y
Ebbdl x<sina, és feltehetd, hogy x>0. Elsé 1épésben megmutatjuk, hogy vi-hez mindig

talalhato vo = (=X, Xctgp, z2) alaku egységvektor az Sy sikban, ugyanis
2

X
x*+xctg’f+2; =———+12; =1
sin

mindig megoldhatd z,-re, hiszen 0 < x < sina < sinf. Tekintsikk a vi1 és a vz vektorokat az
origobol kiinduld vektoroknak és a T sikot fektessiik at rajtuk, akkor a vektorok altal
meghatarozott haromszégnek aop a sulyvonala, de egyenld szari haromszog 1évén egyben
szogfelezdje Is.

A tovabbiakban csak azt kell megmutatni, hogy vi megvalaszthat6 ugy, hogy a v.-vel alkotott
szoge ¢ legyen. Az egyenletbdl kifejezve

XZ

sin® g

vagyis X < sina esetben zp-re két megoldas is van.

z,=%]1-

Foglalkozzunk el6szor a pozitiv megoldassal. Nyilvanvaloan z; az Xx-nek folytonos fiiggvénye,
ésha x >0, akkor z;, -1, z, -1, és a két vektor szogét w-vel jelolve

cosy =V,V, = X*(-1+ctgactyB) + 2,2, —>1.
Ha x =sina, akkor z1 = 0, cosy = sin®a(1 — ctgactgp) = co. cosy x-nek folytonos fiiggvénye,
ezért minden értéket felvesz az értékeket a [Co, 1) intervallumbol valasztva.
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Zp-re negativ megoldast valasztva hasonlé meggondolassal, ha x -0, akkor z, »1,z, —» -1,
és cosy =V,v, = X*(-1+ctgactyB) + 2,2, —>—1. Ha x=sina, akkor z1 =0, cosy = co. A
cosy x-nek folytonos fliggvénye, ezért minden értéket felvesz az értékeket a (-1, Co]

intervallumbol. Ez azt jelenti, hogy v is minden értéket felvesz a (0, 180°) intervallumban. Ezt
akartuk bizonyitani. &

T22.1. Barmely haromszdgnek van szabalyos haromszog alaki merdleges vetiilete.

Ugyanigy bizonyithatd, hogy barmely haromszognek van elére megadott haromszoghdz
hasonl6 merdleges vetiilete.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az ABCA-ben b > a. Huzzuk meg a C szog szogfelezdjét, ez a ¢
oldalt a : b aranyban osztja. Ugyanez igaz a vetiiletben is. Ha a vetiilet egyenlé oldala
haromszog, akkor az egyik oldalat a : b aranyban o0szt6 pontot jeloljiik P-vel. Helyezziik el az
Xy koordinata rendszerben az A’B’C’ egyenld oldalu haromszoget oly moédon, hogy a P-vel
szemkozti C’ csucsa az origoba essen, P az y tengely pozitiv felén legyen, és a P-t tartalmazo
oldalon a P-hez kozelebbi B’ cstcs a pozitiv siknegyedbe kertiljon.

Vegylik fel a koordinata rendszer z tengelyét, ez legyen a segédtételben szerepld e egyenes,
majd vegyiik fel az S félsikot, mely atmegy B -n, S, félsikot, mely atmegy 4 -n, tovabba az So
félsikot, mely az yz koordindtasikba esik. Az ABCA y szdgéhez készitsiik el a segédtétel
értelmében 1étez6 T metsz6 sikot. Megmutatjuk, hogy a T sikon az Ai1Bi1CiA, melynek
merdleges vetiilete az 4’B’C’ egyenld oldali haromszdg, hasonlo lesz az ABCA-hoz. Jeloljiik
P1-gyel az A1B1 oldal azon pontjat melynek a vetiilete P, akkor C1 P1 szogfelez6 1évén

C,B,:C,A =PB,:PA =PB:PA'=a:bh,
tehat két oldal ardnya és a kozbezart szog megegyezik, ezért a haromszogek hasonloak.
Nagyitassal elérhetd az egybevagosag is, igy a tételt bebizonyitottuk. &

A kovetkez6 részben a T22.1. alkalmazasat mutatjuk be kihasznéalva azt, hogy a vetités az
egyiranyl szakaszok aranyat is és a teriiletek aranyat is megtartja.

A 0 < p < 1 szamhoz tartoz6 osztopont haromszog (1d. 9.4.) a, b és ¢ oldalon 1év6 csucsait
jeldlje rendre Az, B1 és Ci.

T22.2. Az ABCA teriiletét jeloljiik T-vel. Az AA1, BB1, CC1 egyenesek haromszoget hatarolnak
(p = % esetben ez elfajult), melynek teriilete

_ 2
o020 ¢
1-p+p
fliggetlentil a haromszog alakjatol.
Bizonyitas. T22.1. értelmében elég egyenld oldalu haromszdgre bizonyitani az allitast, hiszen
a vetités az egyiranyu szakaszok aranyat is és a teriiletek ardnyat is megtartja. Feltehetd tovabba,

hogy a szabalyos haromszog oldala egységnyi.

A BB1CA T teriilete Ty = pT, hiszen az egynlé oldalu haromszog AC alapjat p-edrészére
csokkentettiik. A d = BB, tavolsagot Pythagorasz-tétellel konnyen kiszamithatjuk:

132



2 2
d? =(%— pj +(§] =1-p+p°.

Jejoljiik a BB1 és a CC1 egyenesek metszéspontjat Q-val, akkor a BB1CA hasonld a CB1QA-

hoz, mert a Bi-nél 1évé szogiikk kozos és a BiBC szog megegyezik a Ci1CA szoggel a

haromszogek egybevagdsaga miatt. Ebbél, x-szel jelolve a B1Q tavolsagot p : d = x : p, vagyis
x p°

d d?’
A CB1QA T2 teriilete ebbdl adddoéan T, ngl és igy T,-T,= pT(l—gj. Az ABCA

tertiletébol harom darab T — T2 nagysagu teriiletet kell elhagyni, hogy megkapjuk To-t:

T, =T —3(T,-T,) =T(1—3p(1—§j] =T£1—3p(1—§—2D -

T (1-2p)?
:—1—4 4 2 Z—T,
dz( p+4p7) 1-p+p?

amit bizonyitani akartunk.
22.2. Sikbeli vetités

Az ABCA sikjaban 1év0 t egyenesre vetitjiik a haromszdget. Vetitésen itt nem feltétleniil
merdleges vetitést értiink, és csupan a haromszog ,,arnyé¢kat” vizsgaljuk.

T22.3. Az ABCA t-re vonatkozé vetiilete nem lehet rovidebb, mint a haromszog legkisebb
magassaga. Egyenldség csak merdleges vetitéssel érhetd el.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy t nem metszi a hdromszdget €s a haromszoget ugy betliztiik meg,
hogy A az egyenestdl legtavolabbi (esetleg az egyik legtavolabbi), C pedig a legkdzelebbi
csucsa (esetleg egyik ezek koziil). Huzunk a t-vel parhuzamos egyenest a B-n keresztiil, ez
metszeni fogja az AC egyenest egy P pontban. A BP szakasz a haromszogbe esik, tehat a
haromszog vetiilete tartalmazza a BP szakasz B’P’ vetiiletét. Ebbdl kovetkezik, hogy a vetiilet
hossza legalabb akkora, mint

B'P'=BP >m, >min(m,,m,,m_.)=m,,
ahol ma, my és m¢ a haromszog magassagait jeloli.

Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy valamely nem merbleges vetiilet hossza is mg. A
vetitdsugarakra merdlegesen vegyiink fel egy t1 egyenest; a haromszdgnek ti-re vonatkozo
vetiilete mo-nal kisebb lesz, ami lehetetlen. 4

Alkalmazéasként mutatjuk be az alabbi allitast.

T22.4. Ha az ABC éltalanos haromszogbdl kivagunk egy szabalyos hdromszoget, akkor a
szabalyos haromszog magassaga mindig kisebb, mint az ABCA legkisebb oldala. A becslés
pontos abban az értelemben, hogy tetszéleges 0 < p < 1 szamhoz talalhaté olyan hdromszog,
amelynek legkisebb oldala a és amelybdl kivaghatd pa-nal nagyobb magassagu szabalyos
haromszog.
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Bizonyitas. A kivagott szabalyos haromszoget rajzoljuk be az ABCA-be, majd az AB
egyenessel (vagy az AC egyenessel) parhuzamos vetitGsugarakkal vetitsiik ra a legkisebbnek
felvett a oldalra. Mivel a szabalyos haromszog vetiilete az AB szakaszra keriil, T22.3. miatt az
egyenld oldalii haromszog m magassaga nem lehet a-nal nagyobb.

m = a lehetetlen, mert ez csak merdleges vetités esetén lenne lehetséges, de AB és AC egyike
biztosan nem merdleges a-ra.

Valasszunk derékszogli haromszoget, legyen y = 90° és tga<min(1,\/§(l— p)). Az AC

oldalon legyen a szabalyos haromszog két csticsa, mig a harmadik cstcs keriiljon az AB oldalra.
Mivel tga < 1, a legkisebb oldal a. Erre a haromszogre

m a
ﬁtga < E\/é(l— p)=al-p).

a—m=

mely szerintm > pa. 4
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23. Korok baricentrikus egyenletei

A célunk a korok altalanos egyenletét, majd specialis, haromszoghdz kapcsolhatd kordk
konkrét egyenletét megadni baricentrikus koordinatdkkal. Ebben a fejezetben végig
feltételezziik, és tobbszor is kimondjuk feltételként, hogy a baricentrikus koordinatak
normaltak, vagyis a koordinatdk dsszege 1.

23.1. Mese a koordinatarendszerekrol

Egyszer volt, Osrégen volt a jo Oreg Descartes-féle koordinatarendszer. Joval késdbb — az
Operencias tengeren is til — észrevették, hogy a haromszog geometriajaban jol alkalmazhaté a
baricentrikus koordinatarendszer is. Most (részben meseszerli) 6sszehasonlitast kivanunk adni
a két koordinatarendszer vonatkozasaban. Az els6 alapveté kiilonbség az, hogy — mivel az
ABCA-et midig adottnak tételezziik fel — a baricentrikus rendszer is adott. A Descartes
koordnatarendszert azonban tetszOlegesen megvalaszthatjuk.

Els6é meseszerli — matematikailag nem megalapozott — kérdésiink az, hogy melyik pont
tekinthetd a baricentrikus koordinatarendszer origdjanak? Az Euler-tételben is (T14.1.) és a
Feuerbach-tételben is (T15.1.) a Dbizonyitas azzal kezdédik, hogy a Descartes
koordinatarendszer origéjat O-nak, a koriilirt kor kozéppontjanak valasztjuk. Feltehetéleg nem
véletleniil. Mint a tovabbiak mutatjak, nem helytelen elképzelés, O-t lehet a baricentrikus
koordinatarendszer origdjanak tekinteni.

A Descartes koordinatarendszerben a legegyszeriibb kor-egyenlet az origd koriili egységsugara
kor egyenlete, amit roviden egységkornek neveziink. Képlettel megadva az

K(x,y)=x*+y*-1=0
egyenletrdl van sz6. Masodik meseszeri kérdés: mi felel meg a K(X,y)=0 egyenletnek
baricentrikus esetben? Tudjuk a valaszt, hiszen meglepett minket, hogy a koriilirt kor egyenlete
baricentrikus koordinatakkal milyen egyszert:
H(p,q,r)=a’qr +b’rp+c?pq =0.
Feltehetéen ez az egységkor megfeleldje, és a kor kozéppontja is O, amit az origonak
képzeliink.

A tovabbi bamulatos parhuzamok mar mellézik a meseszerli elemeket, matematikailag is
igazoltak. A Descartes koordinatarendszerre vonatkoz6 allitdsokat nem fogjuk igazolni, noha
igen egyszerlien belathatok, de nem fogjuk ezeket hasznalni. A baricentrikus koordinatakra
vonatkozoakat a késdbbiek soran (a 23.4. és 23.5. fejezetben) be fogjuk bizonyitani, a
bizonyitasok helyenként elég hosszadalmasak.

Innen kezdve tételezziik fel, hogy a baricenrtikus koordinatadk 6sszege 1, azaz normaltak.

Az egységkorrel, ill. a kortilirt korrel koncentrikus korok egyenletei

K(x,y)+d =0, ill. H(p,q,r)+d =0.
A fenti egyenleteket kielégité pontok halmaza vagy iires, vagy kor, beleértve a nullasugara kort
is. A kor sugara

r=+d-1, ill. r=+d+R?,

ahol R a koriilirt kor sugara (ld. a 23.4. fejezet 1. és 2. segédtétele).

Tetsz6leges kor egyenlete

135



K y)+1(x,y)=0, ill. H(p,q,r)+1(p,q,r)=0
alaku, ahol I(x, y) ill. I(p, q, r) a valtozok linearis fiiggvénye, és minden ilyen egyenletnek eleget
tevO pontok halmaza vagy lires, vagy (esetleg nullasugart) kor. (Ld. T23.6. és T23.7.)

Ha a tetszbéleges P pont koordinatai x, y ill. p, q, r, (p+q+r=1) és a fenti egyenletek

ténylegesen kor egyenletek, akkor
K(X’ y)+|(X, y)! ill. _[H(p’q’r)_"l(p’q’r)]
a P pont korre vonatkoz6 hatvanya (Id. T23.8.).

Ha két kor egyenlete

Ki(x, y)+k(x,y)=0, il Hi(p.a.r)+1(p,q,r)=0
(i=1, 2), akkor a két kor hatvanyvonalanak az egyenlete

L(x y)-L(xy)=0, il L(p,q,r)~1(p,q,r)=0
(1d. 23.9.).

23.2. A haromszdghdz kapcesolt kordk egyenletei

Tudjuk, hogy pl. a beirt kor baricentrikus egyenletét a H(p,q,r) + 1(p,q,r) = 0 alakban kell
keresni.

T23.1. A beirt kor baricentrikus egyenlete (normalt koordinatakat hasznalva)
a’qr +b*pr+c*pg—(s—a)’p—(s—b)’q—(s—c)’r=0

B. T23.7. alapjan, ha ellendrizziik, hogy az érintési pontok koordinatai kielégitik az adott
egyenletet, ez csak a beirt kor egyenlete lehet. Az a oldalon 1év6 érintési pont (nem normalt)

) ) e s—c s—b
baricentrikus koordinatai 0, s — ¢, S — b, normalva: 0, ——, ——. Helyettesitsiik be az

a a
egyenletbe:

2wz(s—b)(s—c),

a’gr+b’pr+c’pg=a

(s—a)’p+(s—b)’g+(s—c)’r=(s— b)— (s— C)zs b _

=g(s—b)(s—c)(s—c+s—b)=(s—b)(s—c),

tehat a kor atmegy az a oldalon 1év6 érintési ponton.
Az egyenlet ciklikus szimmetriaja miatt a b és a ¢ oldalon 1évé érintési pontok koordinatai is
kielégitik az egyenletet. 4

T23.2. Az a oldalhoz hozzairt kor baricentrikus egyenlete (normalt koordinatakat feltételezve)
a’qr+b’pr+c*pgq—s’p—(s—c)’q—(s—b)’r=0

Hasonloan a b és a ¢ oldalhoz hozzairt kdrok egyenletei:
a’qr+b’pr+c?pg—(s—c)’p-s’q—(s—a)’r=0
a’gr +b?pr+c?pgq—(s—b)>p—(s—a)’q—s’r=0.
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B. Elég az a oldalhoz irt korrel foglalkozni. Az a oldalon 1€v6 érintési pont normalt koordinatai

0, u 5-¢ . Behelyettesitve az egyenletbe
a a

azqr+b2pr+c2pq:azw:(s—b)(s—c),

s’p+(s—c)’q+(s—b)’r=(s—c)? _+( _b)zs C_

:g(s—b)(s—c)(s—c+s—b)=(s—b)(s—c).

Itt meg kell nézni még egy érintési pontot, mondjuk a b oldal meghosszabbitasara es6t, melynek

koordinatai —%, 0, E Behelyettesitéssel

s(s—b)
b2
s’p+(s°—c)g+(s—b)’r=-s° T +(s— b)

a’qr +b?pr +c?pq = —b? =-s(s—h),

1
:Bs(s—b)(—s+s—b) =-s(s—b).

A harmadik érintési pontra ugyanezt kell elmondani a b és a ¢ jeloléseket felcserélve. &
Hasznaljuk itt is a

w, =-a’ +b’ +c?

w, =a’ —b? +¢?

w, =a’+b*—c’
jelolésrendszert.

T23.3. A Feuerbach-kor baricentrikus egyenlete

1
azqr+b2pr+c2pq—Z(Wlp+w2q+w3r).

B. Meg kell mutatni, hogy a kor 4tmegy az oldalfelezd pontokon. A szimmetria miatt elég az a

oldal felezépontjara, vagyis a 0, %, % koordinataju pontra bizonyitani. Behelyettesitve

2

| 3}

a’gr +b’pr+c’pq=

2

ooIH'b

1 a
Z(W1p+w2q+w3r)_ (W + W) = =Z' o

A Feuerbach-tétel, T15.1., szerint a Feuerbach kor érinti a beirt kort. Kozos érintdjiik
baricentrikus egyenlete konnyen meghatarozhat6, hiszen a k6zos érintd egyben hatvanyvonal
IS.

T23.4. A Feuerbach kor ¢€s a beirt kor kozos érintdjének baricentrikus egyenlete
(a—b)(a-c)p+(b—c)(b—a)g+(c—a)(c—-b)r=0

ami, ha az oldalak kiilonbozoek, akkor atalakithato a
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P + q + r_ 0
b-c c-a a-b
alakba. (Itt nem normalt koordinatakat is hasznalhatunk.)

B. A T23.9. értelmében a hatvanyvonal egyenlete 11(p,q,r) — I2(p,q,r) = 0, ahol |1 és I> a korok
egyenletében szereplé homogén linearis tagok. Felhasznéalva T23.1.-et és T23.3.-at

1 1 1
h(P.a.n —l(p.an) = (s -a)" — W) p+((s=b)* —w,)q+((s—¢)" — wy)r.
Alakitsuk at az els6 tagot, a tobbi atalakitdsa ugyanigy elvégezheto:
(s—a)’ —%wl :%((—a+b+c)2 +a’ —b? —cz):%(a2 —ab—ac+bc) :%(a—b)(a—c).

Az érintd egyenlete tehat

(a—b)(a-c)p+(b—c)(b—a)g+(c—a)(c—b)r=0,
amit, feltételezve a, b és ¢ kiillonbozéségét, végig oszthatunk (a—b)(a—c)(b—c)-vel, igy
megkapjuk a tételben kimondott masik alakot is. #

23.3. A Feuerbach-pont

A Feuerbach-tételbol (T15.1.) tudjuk, hogy a Feuerbach-kor és a beirt kor érintik egymast.
Roviden az érintési pontot nevezziikk Feuerbach-pontnak. Pontosabban az Euler-féle
sugaregyenl6tlenség (T14.1) alapjan azt is tudjuk, hogy a Feuerbach-kornek nagyobb a sugara,
mint a beirt kdrnek, kivéve az egyenld oldali haromszdget, amikor a két kor azonos. Ezért a
Feuerbach-pont definicidjanal, fel kell tételezni, hogy nem egyenld oldali haromszogrél van
sz6. Ebben a fejezetben ezt végig feltételezziik. Célunk a Feuerbach-pont baricentrikus
koordinatainak az eldallitasa.

Segédtétel. Adott a P1 és a P2 pont pi, qi, Ii baricentrikus koordinatakkal és a stlyok Osszege
legyen Si=pi+qgi+ri (i=1,2). AQ pont baricentrikus koordinatai legyenek kip: + kop2,
k101 + k2Q2, kir: + karz, akkor a Q pont k2Sz : kiS1 aranyban osztja a P1P» szakaszt:

?Q : sz = kzsz : klsl'

B. A kip: + kopz, k1q1 + ko2, kirt + korz stilyok stlypontjat tgy is megkaphatjuk, ha elészor
képezziik kip1, kiqz, kir: stlypontjat, ide elhelyezziik a kips + kig1 + Kir: = kiS1 sulyt, majd a
kop2, k202, korz2 sulypontjaba elhelyezziik a kopz + kaQ2 + karz = koS sulyt, és ezeknek vessziik a
sulypontjat. Q ezek stlypontjaként kaphatoé meg, tehat Q nyilvan k2S : kiSy aranyban osztja a
P1P2 szakaszt. #

T23.5. Az F Feuerbach-pont baricentrikus koordinatai:

(s-a)b-c)’, (s-b)(c-a)’, (s—c)(a-b)"
B. Jeldljiik a beirt kor sugarat p-val és hatdrozzuk meg a Feuerbach-kor és a beirt kor Q kiilso
hasonlosagi centrumat. Tudjuk. hogy a Q pont g . p aranyban osztja a korkozéppontok

tavolsagat, és negativnak kell venni, mert Q a korkozéppontok altal meghatarozott szakaszon
kiviil esik. A Feuerbach-kor Fo kozéppontjanak koordinatai atalakitva:

p, =b’w, +c*w, =b*(a* —b* +c?) +c’(a* +b* —c?) =a*(b—c)* — (b* —c?)?,
¢s hasonldan
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:bZ(C_a)Z_(CZ_aZ)Z, E:CZ(a_b)Z_(aZ_bZ)Z’
tovabba T10.10. alapjan p,+q, +F, =S, = 2(4T)?. A beirt kor Oo kdzéppontjanak koordinatai
p,=a, 0,=b, r,=c, S,=2s.

Alkalmazzuk a segédtételt, akkor
2sk, : 2(4T )%k, = —g P,

amibdl a tertiletképleteket hasznalva
k__R (aTy’ =—2abc.
K, 2p S
Ebbdl kiszamithatok Q baricentrikus koordinatai:
p=p,—2a’c=a’(b-c)’ —(b*-c*)*=
=(b-c)’(@*—(b—c)*) =(b—c)*4s(a-s),
¢s hasonloan a tobbiek. (-4s)-sel eloszva Q baricentrikus koordinatai
(s—a)(b—c)?, (s—b)(c—a)? (s—c)(a—b)>.
A Feuerbach-tétel kovetkeztében Q = F, tehat megkaptuk F baricentrikus koordinatait. 4

Egyben ujabb bizonyitdsat is kaptuk a Feuerbach-tételnek, ugyanis a koordinatakat
behelyettesitve konnyen lathato, hogy Q rajta van a két kor hatvanyvonalan (a hatvanyvonal
egyenletét lasd T23.4.), tovabba egyszerlien beldthatd, hogy két kiillonboz6 sugarti kor
hatvanyvonalan a hasonl6sagi centrum csak akkor lehet rajta, ha érintik egymast.

23.4. A korok altalanos egyenlete

Alapveté szerepet jatszik a T14.2 tétel, melynek két kovetkezményét segédtételként is
kimondjuk. A segédtételek késobb, altalanosabb alakban, tétel formajaban is megjelennek.

Tovabbra is hasznaljuk a H(p,q,r) = a’qr +b’pr +c®pq roviditett kifejezést, akkor a koriilirt
kor normal egyenlete H(p,q,r) =0 (Id. pl. T14.2).

1. segédtétel. Ha az altalanosan felvett P pont baricentrikus koordinataip, g, r (p+q+r=1),
akkor ezt a koriilirt kor normal egyenletébe (H(p,q,r) kifejezésbe) helyettesitve a P pontnak

a kortilirt korre vonatkoz6 hatvanyat kapjuk meg ellenkezd elgjellel.

T14.2.-re tekintettel a bizonyitas melldzhetd, ugyanis OP -R?a P pont hatvanya a koriilirt
korre vonatkozodan.

2. segédtétel. A kortlirt korrel koncentrikus p sugart kor baricentrikus egyenlete
H(p,q,r)—R*+ p* =0.

Minden olyan ponthalmaz, melyek pontjaira H(p,q,r)+d =0, kor (ha d > —R?), nulla sugara

kor (ha d = —R?), vagy iires halmaz (ha d < -R?).

A bizonyitas itt is mell6zhetd, hiszen OP= o

T23.6. A korok altalanos, baricentrikus egyenlete
H(p,a,r)+1(p,q,r)=0,
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ahol 1(p,q,r) homogén linearis kifejezése ap, q, r (p + g+ r = 1) valtozoknak. (Az I(p,q,r)
kifejezés tartalmazhat allando tagot is, de ez a p + g + r = 1 felhasznalasaval kikiiszobolhetd.)

B. Tetszdleges K kor eldallithato a koriilirt korrel koncentrikus (szintén O kdzépponti) korbol
eltolassal. Vegylik fel tetsz6legesen egy Q pontot, melynek normalt baricentrikus koordinatai
u, v, w, és az eltolas vektora legyen h= AQ. Haaz A, B és C csucsok helyvektorait ag, bo és Co
jeloli, akkor
h=ua, + Vb, +wc, —a,.
Az eltolasra varo kor egy P pontjanak baricentrikus koordinatai legyenek p, q és r, akkor az
eltolt P’ pont helyvektora
pa, +qb, + rc, +ua, + v, + wc, —a, =(p +u—1a, + (q+ V)b, + (r + w)c,.
Ebbdl leolvashatok P’ baricentrikus koordinatai
p'=p+u-1
1) q=q+V
r'=r+w.
Természetes, hogy p’ + ¢’ + r’ = 1. Rendezziik at az egyenletrendszert:
p=p-(u-1
q=9q'-v
r=r'—w.
Ha P rajtavana H(p, g, r) + d =0 (d >-R?) kordn, mely koncentrikus a koriilirt korrel, akkor
az eltolassal eldallitott kor egyenlete:

) a*(q' —v)(r' —w) +b*(p' — (U-D))(r' —w) +c*(p'~ (u-D)(@' ~v) +d =0.

Osszeszorozva kapjuk, hogy

3) H(p,d,r)—a’(qw+rv) —b?(p'w+ru) —c’(pv+qu)+b*(r —w) +c*(q —v) +
+H(u,v,w)+d=0.

A H(u,v,w)+d —b’w—c? konstans tagot be lehet olvasztani a homogén linearis tagba, ha

helyette a (H (u,v,w) +d —b*w—c?V)(p'+q +r') kifejezést irjuk. &

Sziikséglink lesz a T23.1. megforditaséra is, melynek igazoldsa kissé hosszadalmasabb.

T23.7. A sik azon pontjai, melyeknek normalt baricentrikus koordinataira
H(p,q,r)+I(p,q,r)=0

fennall, vagy tires halmazt, vagy kort alkotnak, beleértve a nulla sugart kort is. Itt H(p,q,r) a

fejezet bevezetésében definialt fliiggvény, I(p,q,r) pedig tetszéleges homogén linearis

fliggvény.

B. Az el6z6 bizonyitassal 6sszhangban irjunk p, g, r helyett p -t, g -t és r -, és tegylik fel, hogy
van a siknak olyan pontja, melyre H(p',q’,r")+I1(p’,q’,r")=0. Kiséreljik meg az el6z6
bizonyitasban szereplé h vektort el6allitani, amellyel az O kézéppontu megfelel6 sugara kort
eltolvaa H(p',q',r)+1(p’,q’,r") =0 alakzat megkaphato.

Legyen I(p’,d,r)=kp"+k,q +k;r', akkor, a konstans taggal egyelére nem torddve, a
feladatunk a
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¢V +b*w=—k

c’u+ a’w=—k, +¢°

b?u+a®v =—k, +b*
egyenletrendszer megolddsa. Az egyenletrendszer mindig megoldhat6, mert az
egyenletrendszer determinansa 2a’b?c? > 0 (a megoldas a 3. segédtételben kovetett eljaras
szerint el is végezhetd). Legyen a megoldasrendszer U1, Vi, Wi, és jeloljiik az 6sszegliket ti-gyel:

t=u-+v,+Ww.

Altaldban t; kiilonbozik 1-t81, ezért a h konstrukcidjahoz ez kdzvetleniil nem hasznélhato fel.

A kovetkez0 1épéshez ujabb segédtételre van sziikségiink.

3. segédtétel. A

c’y+b’z=1
C* X+ a’z=1
b’x+a’y =1
o , , (47)’
egyenletrendszer megoldhat6 és a megoldasrendszerére X +y+z = 2o
anc

A tételhez csak annyit fogunk felhasznalni, hogy x +y +z # 0.

B. Szorozzuk a masodik egyenletet b?-tel, az elsét a’-tel és vonjuk ki egymasbol, tovabba
vegyiik hozz4 a harmadik egyenlet c?-szeresét:

b%c®x —a’c?z =b? —a?
b%c®x + a’c?z = ¢?,

amib6l
_—al+bi+c?
20%c?
Hasonldan
a’-b’+c? , a’+b*—c?
y= 2% £= 2a’b?

Adjuk 0ssze az eredményeket €s hasznaljuk fel a Heron-képlet 6sszeszorzott alakjat (T5.5.):
2a’b’c’*(x+ y+2z)=a’(-a’ +b® +c?) +b*(@®* —b* +c®) +c*(a®* +b*—c?) =
=—(a* +b" +c*) +2a’h® + 2a°c® + 2b%c® = (4T)% 3

A 3. segédtétel megoldasaira vonatkoztatva legyen t = x +y + z, a segédtételb6l csupan annyi
hasznalunk fel, hogy t nem lehet nulla.

L

A 3. segédtétel ismeretében valasszuk meg a A Szamot 01gy, hogy A = legyen, és képezziik

az (segétételtdl kiillonbozd) u=u, —AX,v=V, — Ay ,W=W, — AZ szamokat, ezekre mar u + v +
w = 1, tehat a h vektor készitésénél felhasznalhatjuk. u, v, w értékét az egyenletrendszerbe
helyettesitve

cv+bw=-k -2
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c’u+ a’w=—k, +c* -1
b’u +a’v =K, +b*-1 .
frjuk be ezeket a (3) egyenlségbe, akkor azt kapjuk, hogy
H(p',d,r)+kp +k,q +k'+ 1 —b*w—c*v+H(u,v.w)+d =0.
Itt valasszuk meg a di-gyel jelolt d értékét tgy, hogy
d, =b*w+cv—H(u,v,w) -1
legyen, akkor a H(p, q, r) + di = 0 kor h-val eltolt alakzatanak egyenlete
H(p,q,r)+kp +k,q +ksr'=0.

Meg kell még mutatni azt, hogy a H(p, g, r) + di = 0 egyenletnek eleget tevé pontok kort
alkotnak. Ehhez elég azt belatni, hogy van olyan p, g, r koordint4ju pont, mely eleget tesz az
egyenletnek. Ez a pont azonban a (p’, ¢’, ’) pont visszatolasaval szarmaztathatd, tehat, ha az
eltolt alakzatnak van pontja, akkor ennek is. 4

Haa H(p,q,r)+1(p,q,r) =0 koregyenletbdl a kozéppont koordinatait, vagy a sugarat akarjuk
kiszamolni, az el6bbi bizonyitas erre is lehetéséget ad. Mindkét adat képlettel is megadhato, de
ezek meglehetdsen bonyolultak, ezért nem tériink ki rajuk.

23.5. Pont hatvanya korre, hatvanyvonal

Adott pont hatvanyat egy korre vonatkozoan T3.5.-ben definialtuk. A 23.4. fejezet 1.
segédtétele altalanosan is igaz a kovetkez6 formaban.

T23.8. Vegyiink fel egy tetszdleges P1 pontot a sikban, normalt baricentrikus koordinatai
legyenek (p1, gz, r1). A P1 hatvanya a H(p,q,r) + I(p,q,r) = 0 korre vonatkozdan

—(H(p1,q1,r1) + 1(p1,q1,11)).
Itt feltételezziik, hogy van olyan p, q, r (p’'+q'+r'=1) szamharmas, mely eleget tesz a fenti

egyenletnek.

B. Allitsuk el6 a H(p’,q’,r) + I(p’,q’.,r’) = 0 kort a H(p, g, r) + d = 0 kor h vektorral torténd
eltolasaval (1d. T23.2.). A (2) relacio szerint az eltolt kor alakja
a%(q' —v)(r' = w) +b*(p'— (U -D)(r'=w) +c*(p'~ (u-1))(@'~v) +d =0.
Helyettesitsiink p’, g’ és r” helyére p1-et, qi-et és ri-et:
a’ (g, —v)(r, —w) +b*(p, — (U -D)(r, —w) +c*(p, — (U-D))(g, —V) +d,
és allitsuk el6 a P1 pontot a P pont h vektorral valo eltolasaval

p=p+u-1
@ =g
L=r+w.

Ezt behelyettesitve az el6z0 kifejezésbe az

a’qr +b*pr+c*pg+d=H(p,q,r)+d
kifejezést kapjuk, ami a P pontnak az O kdzépponta korre vett hatvanyanak a (—1)-szerese (Id.
1. segédtétel). Mivel az eltolassal a pont hatvanya nem valtozik, igy ez egyben a P1 hatvanyanak
a (—1)-szerese is az eredetileg megadott korre. 4

T23.9. A H(p,q,r) + I(p,q,r) = 0 kor (feltételezve, hogy nem iires halmaz) egyenletébdl

szarmaztatva az I(p,q,r) = 0 alakzat az adott kor és a koriilirt kor hatvanyvonala.
A
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Hp.an +hi(pan=0 (i=172)
korokre (feltételezve, hogy egyik sem iires halmaz) li(p,q,r) — l2(p,q,r) = 0 a két kor
hatvanyvonala.

B. Elég a masodik allitast bizonyitani. Ha a p, g, r normalt baricentrikus koordinatakkal bir6 P
pont a hatvanyvonal pontja, akkor a P hatvanya a két korre megegyezik és igy
_ H(p.q.r) + l1(p..r) = H(p.,a.) + I2(p,q.r)
vagyis
Il(p!q!r) - Iz(p,q,r) = 0
Ugyanez visszafelé is elmondhat6, ha P-re teljesiil, hogy l1(p,q,r) — I2(p,q,r) = 0, akkor P
hatvanya a két korre megegyezik, tehat a hatvanyvonal pontja. 4
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