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Kezdok I-1I. kategoria 1. forduld 5

Kezdok I-11. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. A 2024 olyan pozitiv négyjegyli szdm, amelyben a paros szdmjegyek szdma paros. Hany ilyen
tulajdonsdgu pozitiv négyjegyli szam van? 6 pont

2. Az ABCD téglalapban AB = 2 cm, BC = 1 cm. Az AD oldalra irt szabdlyos hdromszdg harmadik
csucsa legyen E, a DC oldalra irt szabalyos hdromszog harmadik csucsa legyen F'. (A haromszo-
geknek az adott oldalakon kiviil nincs més kozos pontja a téglalappal.)

a) Bizonyitsuk be, hogy az EF B hiromszog szabalyos!

b) Bizonyitsuk be, hogy az ABCF négyszog teriilete tobb, mint V342 cm?! 6 pont

3. Egy jatszohdzban egy csuszda alatti térben egyforma méreti piros, kék, zold és sarga labdak
vannak. Ezek koziil egy bohdc beletodlt néhanyat egy zsdkba és a kovetkezdket drulja el a zsdk
tartalmardl: Ha bekotott szemmel hdzunk a zsakbol, akkor
(1) legaldbb 4 labdat kell kihiznunk, hogy biztosan legyen kozottiik két egyforma szind;

(2) legaldbb 8 labdét kell kihuznunk, hogy biztosan legyen kozottiik piros vagy zold;

(3) legalabb 17 labdat kell kihiznunk, hogy biztosan legyen kozottiik zold vagy sarga;

(4) legaldbb 20 labdat kell kihtiznunk, hogy biztosan legyen kozottiik piros és zold és

(5) legalébb 22 labdat kell kihuznunk, hogy biztosan legyen kozottiik kék vagy sarga.

Hény darab van az egyes szinii labddkbol a zsdkban 6sszesen? 6 pont

4. Rézi az 1-t61 100-ig terjedd pozitiv egész szamok segitségével felirta a felvaltva kivonasokbdl és
0sszeadasokbol allé

1-24+3-44+5-6+...—984+99—-100

miiveletsort. Ezutdn kitorolte az egyik miiveleti jelet, és helyette az = jelet irta. Igy éppen egy
helyes egyenldséget kapott. Melyik szdm elé keriilhetett az egyenl6ségjel? Adjuk meg az dsszes
lehetdséget, és a valaszunkat indokoljuk! 6 pont

Kezdok I-11. kategoria 1. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. A 2024 olyan pozitiv négyjegyli szdm, amelyben a paros szdmjegyek szdma paros. Hany ilyen

tulajdonsagu pozitiv négyjegyl szam van? 6 pont
1. megoldas. A szamban 6sszesen 4, 2 vagy 0 db paros szamjegy lehet. 1 pont

— 4 péaros szamjegy van benne: Az els6 helyen 2, 4, 6, 8 dllhat, az 6sszes tobbi helyen 0, 2, 4, 6, 8,
igy ezek szdma: 4 -5°,



Kezdok I-1I. kateg6ria 1. fordulé

— 2 paros szamjegy van benne ppnn alaku: 4 - 53 (p: péros, n: nem paros)
pnpn alaku: 4 - 53
pnnp alaku: 4 - 53
nppn alakd: 5%
npnp alaku: 54
nnpp alaku: 5% darab van.
— 0 paros szamjegy van benne: 5* darab van.

Tehdt 6sszesen 4-4 - 5° +4-5% = 4500 olyan négyjegyii szdm van, amelyben a paros szamjegyek
szdma paros.

Osszesen:

2. megoldas. A négyjegyil szimok szdma: 9 - 103, egy szdm rossz, ha 1 vagy 3 paros szdmjegy
van benne.

Rosszak: — 1 paros szamjegy: pnnn alakd 4 - 5%
npnn, nnpn, nnnp alakd Ssszesen 3 - 5%,
— 3 paros szamjegy: pppn, ppnp, pnpp alaki 6sszesen 3 -4 - 53.
nppp alakui 54,

Tehdt sszesen 9-10° —4.5% —3.5% —3.4.5% — 5% = 4500 olyan négyjegyli szdm van, amelyben
a paros szdmjegyek szdma paros.

Osszesen:
3. megoldas. Az els6 harom szamjegy barmi lehet, a negyedik donti el, hogy paros vagy pératlan
sok pdros szdmjegy van-e szimban vagy sem.

Mivel az elsé hdrom szamjegy mindegyikéhez otféle paros és otféle paratlan szamot tudunk
negyedikként hozzairni,

ezért a szdmok felére, azaz 9000 szam koziil 4500-ra teljesiil a feladat feltétele.

Osszesen:

. Az ABCD téglalapban AB = 2 cm, BC = 1 cm. Az AD oldalra irt szabédlyos hdromszog harmadik
csucsa legyen E, a DC oldalra irt szabalyos hdromszog harmadik csucsa legyen F'. (A haromszo-
geknek az adott oldalakon kiviil nincs més kozos pontja a téglalappal.)

a) Bizonyitsuk be, hogy az EF B hiromszog szabalyos!

b) Bizonyitsuk be, hogy az ABCF négyszog teriilete tobb, mint v/3 + v/2 cm?!

Megoldas. a) Az EAB, illetve BCF szdg egyarant 90° + 60° = 150°-0s. Az EDF sz3g szintén
150° (360° —2-60° —90°).

3 pont
1 pont

1 pont

6 pont

1 pont
2 pont

2 pont
2 pont

1 pont

6 pont

2 pont

2 pont

2 pont

6 pont

6 pont

1 pont
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Az EDF, BCF, illetve EAB haromszogek mindegyiké- F
ben van egy 1 cm €s egy 2 cm hosszusagu oldal, a A
bezart szogiik pedig 150°, igy egybevagoak, de akkor i

a harmadik oldalak is egyenl6 hosszisaguak, ezért az ¢ 7

EF B haromszdg valdban szabdlyos. G 2 pont

b) Az ABF hiromszog AB oldaldhoz tartoz6 magassaga \
a DCF szabalyos haromszog magassag hosszdnak és a .
téglalap kisebb oldalhosszanak 6sszege, igy v/3 + 1 cm. 5
Ezért a haromszog teriilete: Z

341)-2
(\/_;)cmzzx/g—klcmz.

5 "\ i x| 1 pont
A 2 B
Az FCB haromszog BC oldaldhoz tartozé magassiaga GB, a hossza tehédt 1 cm, igy a hdromszog
1-1
teriilete - cm? = 0,5 cm?. 1 pont
A négyszog teriilete a két teriilet osszege: (v/3+1,5) cm?, ami valéban tobb, mint (v/3+v/2) cm?,
mert v/2 < 1,5. 1 pont
Osszesen: 6 pont

. Egy jatszohdzban egy csuszda alatti térben egyforma méreti piros, kék, zold €és sarga labddk
vannak. Ezek koziil egy bohdc beletdlt néhdnyat egy zsdkba €s a kovetkezdket drulja el a zsak
tartalmardl: Ha bekotott szemmel hizunk a zsakbol, akkor
(1) legaldbb 4 labdét kell kihiznunk, hogy biztosan legyen kozottiik két egyforma szind;

(2) legalabb 8 labdat kell kihtiznunk, hogy biztosan legyen kozottiik piros vagy zold;
(3) legaldbb 17 labdat kell kihtiznunk, hogy biztosan legyen kozottiik zold vagy sarga;
(4) legaldbb 20 labdat kell kihtiznunk, hogy biztosan legyen kozottiik piros és zold és
(5) legalabb 22 labdat kell kihiznunk, hogy biztosan legyen kozottiik kék vagy sarga.

Hany darab van az egyes szin(i labdakbol a zsdkban 6sszesen? 6 pont

Megoldas. (1) miatt csak haromféle szin szerepel a zsdkban. (Csak harom kiilonb6z6 szind

labdat tudunk kihdzni, a 4. mér biztosan egyezd szind lesz valamelyikkel.) 1 pont
(2) miatt 7 labda kék vagy sarga. (Csak 7 kék, illetve sarga labdét tudunk kihtzni, a 8. mar
biztosan piros vagy zold lesz.) 1 pont
Hasonl6an (5) miatt 21 labda piros vagy zold, igy 0sszesen 28 labda van a zsakban. 1 pont
(2) és (4) miatt tudjuk, hogy a piros és zold koziil valamelyikbdl 12 van. (Ennyivel tobb labdat
kell kihtizni, ha azt szeretnénk, hogy mindkét szin szerepeljen.) 1 pont
Ha pirosbdl lenne 12, akkor (5) miatt 9 zold labda lenne, (3) miatt 4 kék labda lenne, (2) miatt
pedig 3 sdrga, de akkor mind a négy szin szerepelne. 1 pont

Tehat csak zoldbdl lehet 12, ekkor (5) miatt 9 piros van, (3) miatt 7 kék labda van, (2) miatt O
sarga — ez megfelel a feladat kovetelményeinek.

Tehat 9 piros, 7 kék, 12 zold és 0 sdrga goly6 van a zsdkban. 1 pont

Osszesen: 6 pont
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Megjegyzések.

1. Az indoklas nélkiili helyes eredményért 2 pont adhato.

2. Ha a versenyzd nem vizsgélja mindkét esetet, akkor legfeljebb 4 pontot kaphat. (Més gondolat-
menettel is el lehet jutni a kapott eredményhez, de annak sordn is tobb esetet kell megvizsgalni.)

. Rézi az 1-t61 100-ig terjedd pozitiv egész szamok segitségével felirta a felvéltva kivondsokbol és
Osszeadasokbdl 4ll6

1-243-44+5-6+...—98+99—-100

miiveletsort. Ezutdn kitorolte az egyik miiveleti jelet, és helyette az = jelet irta. igy éppen egy
helyes egyenlséget kapott. Melyik szam elé keriilhetett az egyenl6ségjel? Adjuk meg az Gsszes
lehet&séget, és a vdlaszunkat indokoljuk!

Megoldas. 1. eset. Tegyiik fel, hogy Rézi a (2k). (1 < k < 49, k € NT) szdm uténi 6sszeaddsjel
helyett irt egyenldséget. Ekkor

(1-2)+B—=4)+...+[2k—1) =2k =(=1)+(=1)+...+(=1) = —k
[(2k+1)—(2k+2)] +[(2k+3) — (2k+4) | +...+(99—100) = (1) +(—1)+...+(—1) =—(50—k)

A kialakitott egyenl&ség alapjan:
—k=—(50—k),
k=125.
Ez azt jelenti, hogy Rézia 22541 = 51 el6tti + jelet {rhatta 4t egyenldségre.

2. eset. Ezutan vizsgaljuk azt az esetet, amikor Rézi a (2k). szdm el6tti kivondsjel helyett irt
egyenlGségjelet. Ekkor

1-243—4+...+(2k—3)—(2k—2)+(2k—1) =
=1+0B3-2)+5—-4)+...+[(2k—1)—(2k—=2)]=1+1+1+...+ 1 =k,
2k+ [(2k+1) — (2k+2)] + [(2k+3) — 2k +4)] + ...+ (99— 100) =

=2k—1—1—...—1=2k—(50—k) =3k—50.
A kialakitott egyenlGség alapjén:
k = 3k — 50,
k=25.

Ez azt jelenti, hogy Rozi az 50-es szdm elotti kivonasjelet is atirhatta egyenloségjelre.

Osszesen:

Megjegyzés. A fenti eredmény ,,okoskodéssal” is megkaphato.

2. megoldas. A felirt mivelet eredménye (—1)-50 = —50. Az elejétdl kezdve tagonként Hssze-
gezve a szamokat az 1, —1, 2, =2, ...,49, —49, 50, —50 részletdsszegek adodnak.

Ha egy 0sszeaddsjelet frunk 4t egyenléségjelre, akkor a két részben 1év6 szamok Gsszege ugyan-
annyi: —25. A —25 csak egyszer fordul el6 ezek kozott, nevezetesen az 50-edik tag utan — tehat
az 51-edik tag el6tt —, vagyis az 51 elotti Osszeaddsjelet irtuk 4t egyenldségjelre.

6 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

6 pont

1 pont

1 pont
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Ha viszont egy kivondsjelet frunk at — az a-adik szdm el6tt — egyenldségjelre, akkor a tagok
Osszege (mivel ekkor —a helyett a szerepel): —50+ 2a. Az egy-egy részben 1év6 szamok Gsszege
ennek a fele: —25 +a. 1 pont

Ebbdl kovetkezik, hogy 1-t6l (a — 1)-ig véve a tagokat a miivelet eredménye —25 + a, viszont
ha tovabblépiink, és 1-t6l a-ig tekintjiik a tagokat (vagyis ha mégiscsak kivonjuk a-t), akkor az
eredmény ennél a-val kevesebb: (—25+a) —a = —25. 2 pont

Mivel —25 csak egyszer szerepel a részletosszegekben (ha 1-t61 50-ig végezziik el a miiveletet),
ebbdl kovetkezik, hogy a csak 50 lehet. Tehat a az 50-edik tag, és elbtte valéban kivonasjel
szerepel, vagyis az 50 el6tti kivondsjel helyére keriilt az egyenl&ségjel. 1 pont

(A két részben 1év6 szdmok dsszege pedig —25 + 50 = 25.)

Osszesen: 6 pont

Kezdok I-11. kategoria 2. fordulé

Feladatok
22024 -1 22026 41
1. Hany természetes szam van a > és a 1 raciondlis szdmok kozott? 6 pont

2. Hanyféleképpen lehet az els6 14 pozitiv egész szambdl 7 part alkotni tigy, hogy mindegyik parban
a nagyobbik szdm legalabb a kétszerese legyen a masiknak? 6 pont

3. Egy 6 x 6-0s négyzetet oldalaival parhuzamos vigasokkal felosztunk 8 olyan téglalapra, amelyek
oldalainak hosszisdgai egész szamok.

a) Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott téglalapok kozott van legaldbb kettd olyan, amelyeknek
egyenld a teriilete.

b) Adjunk példat a feltételnek megfeleld olyan felosztasra, amelyben nincs két egybevago
téglalap. 8 pont

4. Az ABCD négyzet oldalhossza 5 cm. A négyzet A csticsa illeszkedik egy olyan korre, amelynek a
CD oldal az érintdje, az érintési pontot jeloljiikk E-vel (az E pont a CD szakasz belsd pontja). Ez a
kor az AB oldalt az F' bels6 pontban, az AD oldalt a G bels6é pontban még metszi. Mekkora az AE
szakasz hossza, ha az F'G szakasz 6 cm hosszi? 10 pont

5. Egy 8 x 8-as tdbla bal felso sarkdbdl kell a jobb alsé sarkdba eljuttatni egy babut. A két jatékos
felvaltva 1ép vele. Egy 1€pés sordn vagy csak jobbra, vagy csak lefelé lehet tetszéleges szamu
mez8t mozogni. (Mindenképpen 4j mezdre kell 1épni.) Az a jatékos nyer, aki a jobb alsé sarokba
1ép a babuval.

a) lIgazoljuk, hogy ebben a jatékban mindig a masodiknak 1€pd jatékosnak van nyerd stratégidja,
azaz, barhogyan jétszik a kezd6 jatékos, mindig tud a masodik jatékos nyerni!



10

Kezdok I-1I. kateg6ria 2. forduld

1.

b) Ha a masodik jatékos ismeri a nyerd stratégiat és aszerint is jatszik, akkor hanyféle dtvonalon
mozoghat a bdbu a bal fels6 sarokbdl a jobb alsé sarokba a jaték sordn? (Két dtvonalat akkor
tekintiink kiilonbozdnek, ha az egyik sordn a babu athalad olyan mezdn, amelyen a mésik ut
soran nem.)

Kezdok I-11. kategoria 2. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

22024 -1 ) 22026 41

Hény természetes szam van a > és a raciondlis szdmok kozott?
2024 1 1
Megoldas. — = 22023 _ 5
22026 +1 _ 22026 l _ 22024 _|_l
4 22 4 4

A keresett természetes szamok koziil a legkisebb a 22023 3 legnagyobb a 22024,
Ezért a feltételeknek megfeleld szamok szama

22024 _ 22023 + 1 — 22023(2_ 1) + 1 — 22023 + 1

Tehat 22023 4 1 természetes sz4m van a megadott raciondlis szamok kozott.

Osszesen:

. Hanyféleképpen lehet az els6 14 pozitiv egész szdmbdl 7 part alkotni igy, hogy mindegyik parban

a nagyobbik szdm legalabb a kétszerese legyen a masiknak?

Megoldas. 8-t6l 14-ig a szamoknak kiilon parban kell lenniiik,
tehat a 8-t6l 14-ig terjed6 szamoknak kell part keresni az 1-t61 7-ig terjed6k kozott.

A 7 csak a 14-gyel lehet egy parban.
Igy a 6 pérja csak a 12 vagy a 13 lehet.

Bontsuk két esetre a megoldast aszerint, hogy a 6-ot melyik szdmmal rakjuk egy pérba:

1. eset. Ha a 6 parja a 13, akkor az 5 a 10-zel, a 11-gyel vagy a 12-vel keriilhet egy parba
(3 lehetdség),

ezutdn az 1, 2, 3 és 4 szamok barmelyik 8 és 12 kozotti még megmaradt szammal pédrba éllithatok,
erre 4! = 24 lehetdség van.

2. eset. Ha a 6 a 12-vel lesz parban, akkor az 5-hoz a 10, a 11 vagy a 13 tartozhat. Az 1, 2, 3,
illetve 4 barmelyik 8 és 14 kozotti még megmaradt szdmhoz rendelhetd: 4! = 24 lehet6ség.
Ez tehat 6sszesen 2 - 3 - 24 = 144 lehet6ség.

Osszesen:

Megjegyzés. Az esetekre bontdsndl ugyanazt kell észrevenni a masodik esetben, mint az elsGben.

Vagyis azt, hogy az 5-0s pdrja haromféle lehet, €s hogy a maradék 4 szamot 4!-féleképpen
allithatjuk parba, ezért a misodik esetnél erre a gondolatra kiilon méar nem jar pont.

10 pont

6 pont

1 pont

1 pont
1 pont

2 pont

1 pont

6 pont

6 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

6 pont
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3. Egy 6 x 6-0s négyzetet oldalaival parhuzamos vagasokkal felosztunk 8 olyan téglalapra, amelyek
oldalainak hosszisagai egész szamok.

a) Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott téglalapok kozott van legaldbb kettd olyan, amelyeknek
egyenld a teriilete.

b) Adjunk példat a feltételnek megfeleld olyan felosztasra, amelyben nincs két egybevigd
téglalap. 8 pont

Megoldas. a) Tegyiik fel, hogy a négyzet felosztasaval kapott 8 téglalap teriilete paronként
kiilonboz6. Jeloljiik ezeket nagysagrendjiik ndvekvo sorrendjében 1) < 1, < --- < rg-cal.

Mivel a téglalapok oldalai egész egység hosszusdguak, ezért a teriileteik is egész egységnyiek, és
nh>1L,0n>2...,1>8. lpont

Ennek a nyolc teriiletnek az dsszege adja az eredeti négyzet teriiletét, azaz — négyzetcentiméterben
kifejezve:

36=t1+0+t3+t4+t5+tg+t7+1tg>14+2+3+44+54+6+7+8 =36. 2 pont

Mivel a felirt egyenl6tlenség-lancban a bal oldal és a jobb oldal kozott egyenldség all fenn, ezért
a korabbi becsléseknél is az egyenldségnek kell teljesiilnie. Ennek figyelembevételével 17 = 7. 1 pont

Mivel a 7 primszam, ezért egyetlen szorzattd bontdsa a 7 - 1, vagyis a felosztds soran keletkezd
téglalapok egyikének kell, hogy legyen 7 egység hosszi oldala. Mivel a négyzet felbontdsa az
oldalakkal parhuzamos vagasokkal torténik, ezért minden keletkezd téglalap barmely oldala
legfeljebb 6 egység lehet.

Tehatar <t < --- <tg feltevés ellentmondasra vezet, azaz a részek teriiletei k6zo6tt biztosan
van két egyenld. 2 pont

b) Két lehetséges felosztas:

6
3 9 1 ) 1]
1 [ 6
2 8 4 4 10
3
4
5 2 pont
Osszesen: 8 pont

Megjegyzés. Természetesen egy megfeleld felosztds megaddsa esetén is jar a 2 pont.

4. Az ABCD négyzet oldalhossza 5 cm. A négyzet A csucsa illeszkedik egy olyan korre, amelynek a
CD oldal az érintdje, az érintési pontot jeloljiikk E-vel (az E pont a CD szakasz belsd pontja). Ez a
kor az AB oldalt az F' bels6 pontban, az AD oldalt a G bels6é pontban még metszi. Mekkora az AE
szakasz hossza, ha az F'G szakasz 6 cm hosszu? 10 pont
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Kezdok 1. kategéria 3. (dont6) fordulé

D E ¢ Megoldas. Vegyiik fel a kor O kozéppontjat, a CD szakaszon

/ az E érintési pontot és a H pontot, amely az O pontbdl az AD
G oldalra éllitott merdleges talppontja. 2 pont

Az FAG hiaromszogben FAG<t = 90°, és mivel a hdromszog

mindhdrom cstcsa illeszkedik a megadott korre, a Thalesz-

H 0 tétel melngordl’tz’lsa miatt F'G éppen a kor dtmérdje, vagyis a kor
sugara > = 3 cm. 2 pont
A { p  Ebbll kovetkezik, hogy OE = HD = AO = 3 cm, 1 pont
tehit AH =AD—HD =2 cm. 1 pont

Az AHO derékszdgii hdromszogben a Pitagorasz-tétel miatt HO = \/AO? — AH? = /32 — 22 =
=v5cm. 2 pont

Végiil az ADE derékszogli haromszogben, amelyben DE = H O, a Pitagorasz-tételt felirva kapjuk,
hogy AE = \/AD? +DE? = /52 + (v/5)? = v/30 cm. 2 pont

Osszesen: 10 pont

. Egy 8 x 8-as tdbla bal fels6 sarkabdl kell a jobb alsé sarkdba eljuttatni egy babut. A két jatékos

felvaltva 1ép vele. Egy 1€pés soran vagy csak jobbra, vagy csak lefelé lehet tetszGleges szamu
mez6t mozogni. (Mindenképpen 1j mezdre kell 1épni.) Az a jatékos nyer, aki a jobb als6 sarokba
1ép a babuval.

a) Igazoljuk, hogy ebben a jatékban mindig a masodiknak 1€p6 jatékosnak van nyerd stratégidja,
azaz, barhogyan jétszik a kezd6 jatékos, mindig tud a masodik jatékos nyerni!

b) Ha a masodik jatékos ismeri a nyerd stratégiat és aszerint is jatszik, akkor hanyféle dtvonalon
mozoghat a babu a bal fels6 sarokbol a jobb alsé sarokba a jaték soran? (KéEt ttvonalat akkor
tekintiink kiilonb6z6nek, ha az egyik sordn a babu dthalad olyan mez6n, amelyen a mésik tit
sordn nem.) 10 pont

Megoldas. a) A masodik jatékosnak mindig a f6atlé (bal fels6 sarkot a jobb alsé sarokkal
0sszekotd 4tl6) mezdibe kell 1épni. 2 pont

Az ellenfele mindig kilép a f64tl6bél, & pedig mindig visszalép. Igy csak & juthat el a jobb alsé
sarokba. 2 pont

b) Az utvonalakat az alapjan fogjuk megszamolni, hogy a f64tl6 mely mez8in haladnak 4t, és
ezekre a mezdkre mely irdnyokbdl érkeznek. 1 pont

A f64tl6 minden egyes mezdjére (a bal fels6t és a jobb alsot leszadmitva) a kovetkezd igaz: vagy
bele kellett 1épni az ut sordn feliilrdl, vagy bele kellet 1€pni balrdl vagy nem kellett egyaltalan

belelépni. 2 pont
A jobb alsé mez0 esetén csak az elsé két lehetdség all fenn. 1 pont
Ez alapjan 3%.2 = 1458 ttvonal lehetséges. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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Feladatok

1. Az ABCD konkév deltoid DAB belsé szoge 270°-0s, két atléja pedig egyenls hosszd. A BA és
DA oldalak meghosszabbitdsai a deltoid masik két oldalat a P és Q pontokban metszik. Milyen

ardnyban osztja a PQ szakasz az AC atlot? 10 pont
G

2. Ot koron felvesziink 8 pontot (A, B, C, D, E,
F, G, H) az 4bran lathaté6 médon. Hanyféle-
képpen irhatunk 1-t6l 8-ig egész szdmokat a
betlik helyére ugy, hogy az aldbbiak teljesiil-
jenek:

* minden szdmot pontosan egyszer haszna-
lunk fel,
* minden koron ugyanannyi a rajta szerepld

szamok Osszege. 10 pont
3. Bizonyitsa be, hogy barmely hdrom természe-

tes szam koziil biztosan kivalaszthat6 kett6 —

jeloljiik ket a-val és b-vel — amelyekre telje-

siil, hogy a®b — ab® oszthaté 30-cal! 10 pont

E

Kezdok 1. kategoria 3. (donto6) fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABCD konkav deltoid DAB belsé szoge 270°-0s, két 4tloja pedig egyenld hosszi. A BA és
DA oldalak meghosszabbitasai a deltoid masik két oldalat a P és Q pontokban metszik. Milyen
ardnyban osztja a PQ szakasz az AC 4tl6t? 10 pont
. - -

Megoldas. Készitsiink dbrat! Jeloljik az atlok egyenesének
metszéspontjat 7-vel, a PQ szakasz és AC atl6 metszéspontjat
M-mel.

A deltoid szimmetriatengelye CA (CT) egyenese, tehat merdle-
gesen felezi a DB szakaszt, valamint felezi a DAB<(-et, illetve
DA =AB,CD =CB.

A DAB haromszdgben DAB< = 360° —270° = 90°, azaz DAB
egyenld szard derékszogli haromszog.

A tengelyes szimmetria miatt DTA és BTA haromszogek is
egyenld szart derékszogili haromszogek, igy oldalhosszaik TD=
=TB=BD/2=TA.

Mivel T felezési pont a BD szakaszon, igy CT a BDC harom-
szogben sulyvonal és TA = BD/2 = AC/2 miatt az A pont a
BDC hiromszog silypontja. 2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
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Igy a DA és DB oldalak meghosszabbitisai a DBC hdromszogben a masik két sdlyvonal, tehat P
és Q oldalfelezési pontok, azaz PQ a DBC haromszdgben kozépvonal.

Emiatt PQ parhuzamos DB-vel, és PQ = DB/2.

A péarhuzamossag miatt AC mer6legesen felezi PQ-t, valamint DQP és BDQ valtészogek, igy
OMA haromszog is egyenld szard derékszogli haromszog, amelynek befogéi MA = MQ =
= QP/2 = BD/4 = AC/4. Hasonl6képpen, a PMA haromszogr6l ugyanez elmondhaté.

Tehat azt kaptuk, hogy MA = AC/4, vagyis az M pont az A-hoz kozelebbi negyedels pont az AC
atlén, azaz a PQ szakasz 1 : 3 ardnyban osztja az AC atlét.

Osszesen:

2. Ot koron felvesziink 8 pontot (A, B, C, D, E,
F, G, H) az 4bran lathaté6 médon. Hanyféle-
képpen irhatunk 1-t61 8-ig egész szamokat a
betlik helyére ugy, hogy az alabbiak teljesiil-
jenek:
* minden szdmot pontosan egyszer haszna-
lunk fel,
* minden koron ugyanannyi a rajta szerepld H
szamok Osszege.

Megoldas. Tudjuk, hogy A+B+C+D+E +
+ F + G+ H az els6 8 pozitiv egész Osszege,
azaz 36.

Jeloljiikk X-szel az egy koron 1évé szamok
0sszegét! Adjuk Ossze az ot koron 1év6 szamok Osszegét: E

(A+B+C+D)+(A+B+E)+(B+C+F)+(C+D+G)+(D+A+H)=5X
2-(A+B+C+D)+(A+B+C+D+E+F+G+H)=5X

mivel A+B+C+D =X, ezért 2X + 36 = 5X, vagyis X = 12. Tehat 12 az egy koron 1év6 szamok
osszege.

Tehat A + B+ C + D = 12. Ez kétféleképpen lehetséges: {A,B,C,D} = {1,2,3,6} vagy
{A,B,C,D} = {1,2,4,5}. (Mivel a négy legkisebb pozitiv egész Gsszege mar 10, ezért vagy
csak 2-vel vagy 2-szer 1-gyel lehet ndvelni az els6 4 pozitiv egész valamelyikét.)

{A,B,C,D} ={1,2,4,5} nem lehet, mert példdul, ha az als6 koron van a 8-as, vagyis E = 8,
akkor az A + B 0sszegnek 4-nek kellene lennie (mivel az egy koron 1€v6 szamok osszege 12), de
a 4-es Osszeget az {1,2,4,5} halmaz semelyik két elemébdl nem tudjuk eldallitani.

Ha {A,B,C,D} = {1,2,3,6}, akkor a 8-ast 4 helyre tehetjiikk: az E, F, G vagy H betik helyére.
A 8-as mellé az adott koron csak az 1 + 3 keriilhet, ennek elhelyezkedése 2-féle lehet.

Az ABCD ko6ron az 1-es masik szomszédja nem lehet 2, mert akkor azon a koron, amelyikre az 1
és 2 esik, a harmadik szdmnak 9-nek kellene lennie a 12-es 6sszeghez, de az nem lehet. Tehét az
1 mdsik szomszédja a 6, vagyis az ABCD koéron {1,3,2,6} sorrendben vannak a szdmok, amik
meghatédrozzdk a kiilsd korokon 1€vo tobbi szdmot.

Vagyis 4 -2 = 8 elhelyezés lehetséges.

Osszesen:

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

10 pont

10 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

10 pont
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3. Bizonyitsa be, hogy barmely harom természetes szam koziil biztosan kivalaszthaté kettd — jeloljiik
ket a-val és b-vel — amelyekre teljesiil, hogy a°b — ab® oszthaté 30-cal!

Megoldas. Mivel 30 =2-3-5, és a 2, 3 és 5 paronként relativ primek, ezért egy szdm pontosan
akkor oszthat6 30-cal, ha oszthat6 2-vel, 3-mal és 5-tel. 1 pont
aAb—ab®=a-b-(a*>—b*)=a-b-(a—b)-(a+b). 1 pont

Egy szorzat pontosan akkor oszthaté egy primszdmmal, ha valamelyik tényez&je oszthat6 vele. 1 pont
A fenti szorzat tetszdleges a €s b esetén oszthatd 2-vel, mivel
— vagy a és b koziil legalabb az egyik péros;
— vagy mindkét szdm pdratlan, ekkor az 6sszegiik és a kiillonbségiik is paros 1 pont
A fenti szorzat tetszdleges a €s b esetén oszthatd 3-mal, mivel
— vagy a és b koziil legalabb az egyik oszthaté 3-mal;
— vagy a és b egyike sem oszthat6 3-mal. Ezt az esetet vizsgélva, ha ekkor
e a és b ugyanolyan maradékot adnak 3-mal osztva, akkor a kiilonbségiik oszthaté 3-mal vagy
e aés b 1, illetve 2 maradékot adnak 3-mal osztva, akkor az 0sszegiik oszthat6 3-mal. 2 pont

Most mér csak azt kell igazolnunk, hogy harom természetes szdm koziil mindig kivalaszthatd
kettd ugy, hogy a kifejezés oszthat6 legyen 5-tel is. 1 pont

Ezt a kovetkez6képpen tudjuk megtenni:
— vagy van a harom szdm kozott 5-tel oszthatd, ekkor vdlasszuk ki ezt a szamot, legyen ez a
(vagy b)
— vagy nincs a harom szam kozott 5-tel oszthato, ekkor
* tekintsiik a kovetkez6 két ,,skatulyat’™:
5-tel osztva 1 vagy 4 maradékot ad6 szdmok,
5-tel osztva 2 vagy 3 maradékot ad6 szdmok.

A skatulyaelv értelmében a harom szam kozott biztosan lesz kettd, amelyik ugyanabba a skatu-
lyaba kertil, legyenek ezek a és b. Ha azonos maradékot adnak 5-tel osztva, akkor a kiilonbségiik,
ha kiilonbozét, akkor az 0sszegiik lesz 5-tel oszthato. 3 pont

Ezzel allitdsunkat igazoltuk.

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés.
1. Az oszthat6sdgok az algebrai atalakitds nélkiil is igazolhatok (maradékokkal szamolva).

2. Lehet érvelni a szamok négyzetének maradékaval is.

— Egy 3-mal nem oszthaté szdm négyzete 3-mal osztva 1 maradékot ad, mert (3k + 1)2 =9k> +
6k + 1, az elsd két tag oszthat6 3-mal, tehat 1 a harmas osztasi maradéka, igy a® — b* oszthaté

3-mal.
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— Egy 5-tel nem oszthat6 szam négyzete 3-mal osztva 1 vagy 4 maradékot ad, mert (5k + 1)2 =
— 25k% + 10k + 1, az els6 két tag oszthat6 5-tel, tehat 1 az 6tos osztdsi maradéka; (5k42)* =
= 25k> £ 20k + 4, az els6 két tag oszthat6 5-tel, tehat 4 az 6t0s osztasi maradéka.

Hérom 5-tel nem oszthat6 természetes szdm kozott biztosan van kettd, amelyek négyzete ugyan-
olyan maradékot ad 5-tel osztva, ezeket kivélasztva a* — b? oszthat6 5-tel.

3. Az is egy lehetOség a 2-vel és 3-mal val6 oszthatdsdg igazoldséra, hogy a — b, a, a+ b egy b
kiilonbségli szamtani sorozat harom szomszédos tagja, és ha b nem is lenne oszthat6 2-vel, illetve
3-mal, a hdrom szdm valamelyike biztosan az.

Kezdok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

. Egy 4 x 4-es négyzetracs mezdit kiszinezziik a piros, kék, sarga szinek valamelyikével ugy,
hogy minden kis négyzet pontosan két szomszédjaval azonos szinfi. (Két mez6 szomszédos, ha
van kozos oldaluk.) A szinezéshez nem kell minden szint felhaszndlni. Hany kiilonb6z6 médon
végezhets el a szinezés? 10 pont

. Hatdrozzuk meg a valds szdmoknak azokat a legfeljebb 5 elem(, nem iires A részhalmazait,
amelyek a kovetkez6 két tulajdonsdggal rendelkeznek:

(i)haa€A,akkor 1 —a € A;
1

(i) ha a € A, akkor — € A (a # 0). 10 pont
a

. Legyen ABC olyan szabélyos haromszog, amelynek oldalai 5 egység hosszusaguak. A BC ol-
dalon kijeloliink egy olyan D pontot, amelyre BD = 1. Legyen D felezdpontja annak az EF
szakasznak, ahol E az AC oldal egy belsd pontja, F' pedig az AB oldal B-n tili meghosszabbitdsan
helyezkedik el. Milyen hosszi ekkor az EF szakasz? 10 pont

Kezdok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Megoldasok és javitasi Gtmutato

. Egy 4 x 4-es négyzetracs mezdit kiszinezziik a piros, kék, sarga szinek valamelyikével tgy,
hogy minden kis négyzet pontosan két szomszédjaval azonos szinl. (Két mez6 szomszédos, ha
van kozos oldaluk.) A szinezéshez nem kell minden szint felhasznalni. Hany kiilonb6z6 médon
végezhetd el a szinezés? 10 pont

Megoldas. Jelolje m;; (i, j =1, 2, 3, 4) a rdcs i-edik sordhoz és j-edik oszlopdhoz tartozé
egységnégyzetét.
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miyy(mi2|my3|mi4

ma1|ma2 |mM23| M4

ms31 (ms32|ma33 |34

M4y |map | M43 (M4

Az myy, myg, myy, myq sarokmezdknek csak két-két szomszédja van, ezért nekik azonos szindek-
nek kell lenniiik, mint a szomszédjaiknak. 1 pont

1. eset:

Legyen a rdcs egyik oldaldra esd két saroknégyzete azonos A szini, ahol A € {piros,kék,sdrga}.
Az éltaldnossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy my és m4 azonos szintiek. Ekkor a korabbi
megéllapitdsunk alapjan my, mia, m3, mq, myy €s myy is azonos szind.

Tgy mar my, és my3 két-két szomszédja is A szin, ezért tovabbi egy-egy szomszédjuk ma) és mo3
csak mas szinl lehet. Mivel ezen két mezOnek egymason kiviil mér csak egy-egy szomszédjuk

van msy, illetve m33, ezért myy és mo3 azonos szind, és veliikk megegyezik az emlitett ms3;, m33
mezOk szinezése is. 1 pont

Tegyiik fel, hogy az ehhez felhaszndlt szin B, ahol B # A és B € {piros, kék,sdrga}. Ezzel
megallapitottuk, hogy a racs 4 belsd négyzete azonos B szin.

Tovabba my, illetve myyq A szine miatt, és a belsé mezék B szine alapjan m3; €s m34 is csak A
szind lehet, és ennek figyelembevételével az my4; és myq sarokmezdk is ezt a festést kapjak. 1 pont

A rdcs szimmetridjat felhaszndlva a tdblazat szerkezete:

AlA|A|A
A|B|B|A
A|B|B|A
AlA|A|A
Az A és B szinek kivdlasztdsa 3 - 2 = 6-féle lehet. 1 pont

2. eset:
Nincs két azonos szind sarokmez6 a racs azonos oldalan

Ekkor m; és szomszédai mya, ma A, mia €s szomszédai m;3, mag, illetve my; és szomszédai
ms31, myp nem A szindek.

fgy myo €s my1 kKozos my, szomszédja veliik azonos A szinii lesz. 1 pont
Ennek figyelembevételével a racs bal felsd 2 x 2-es blokkjat négy egyszinli mez6 alkotja.

Ezt a gondolatmenetet alkalmazva a masik 3 sarokmez6hoz tartozé 2 x 2-es blokkra is az egyszi-
niiség jellemzd. 1 pont

gy a megfeleld szinezések szerkezete:

a) Két szint hasznalva:
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A|A|B|B
A|A|B|B
B|B|A|A
B|B|A|A
A szinvélasztds 3 - 2 = 6-féle lehet. 1 pont
b) Harom szint hasznalva:
A|A|B|B A|A|B|B
A|A|B|B A|A|B|B
C|IC|A|A B|B|C|C
C|IC|A|A B|B|C|C 1 pont
A szinvalasztas mindkét esetben 3 -2 - 1 = 6-féle lehet. 1 pont
Igy a 2. esetben 18, dsszesen pedig 24 megfelel§ szinezés valdsithaté meg. 1 pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés. Ha a 2. esetben helyesen megéllapitja, hogy 2 x 2-es blokkok vannak, de nem
gondol mindhdrom fajta elrendezésre, akkor legfeljebb 8 pont adhato.
. Hatdrozzuk meg a valds szdmoknak azokat a legfeljebb 5 elem, nem iires A részhalmazait,
amelyek a kovetkezd két tulajdonsdggal rendelkeznek:
(i)haaeA, akkor 1 —a € A;
1
(i) haa € A, akkor — € A (a # 0). 10 pont
a
Megoldas. Legyen a a keresett A halmaz egy eleme. Ha a € A, akkor (i) miatt 1 —a € A, (ii)
miatt EA(a#1).
l—a
o1 o I a—1 s a
Ha a € A, akkor (ii) miatt — € A, (i) miatt | — — = —— € A, (ii) miatt I €A (a#0;1).
a a a a—
. . I 1 a—-1 a .
Igy kapjuka B=<a;1 —a;—; I : ; halmazt, amely részhalmaza A-nak. 3 pont
al—a a a—
De ha A legfeljebb 5 elem, akkor legalabb két elem egyenld. 1 pont
1 1 1
a) Haa =1 —a, akkor a = 2. Ekkor A = 2;—1;5;—1;5;2 =< —1;=:2 5. 1 pont

2
1 2 . 11
b) Haa=—, akkora“=1, azaza==+1, de a # 1 miatta=—1. Ekkor A= —1;2;—1;5;2;5 =
a

1
:{—1;5;2}. 1 pont
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2
1 1 3
c) Haa= I , akkor a — a® = 1, azaz a—a+1 = 0, ahonnan (a— 5) +4_1 = 0. Ez nem
lehetséges. 0,5 pont
d) Haa = a- , akkor at=a— 1, ami azonos a c¢) esettel. 0,5 pont

e) Haa= Ll’ akkor az—a:a, ahonnan a2 — 2a =0, azaz a = 0 vagy a = 2. De a # 0, tehat

a=72. 0,5 pont

f) H ! ! kk ! Ekkor A L1 2;2;—1;—1 1 ! 2 0,5 pont

a—= , akkora = —. orA=¢=;=:2;2;—1; =1 p =4 —1;=;2 5. ,5 pon

a 1-a “=2 22 2 P

A tovabbi 9 eset a fenti hat eset valamelyikére vezet. 1 pont
. 1

IgyA:{—l;E;Z}. 1 pont

Osszesen: 10 pont

*A tovabbi 9 eset:

1 )
1.Hal—a=-, akkor a — a® = 1, ami azonos a c) esettel.
a

akkor (1 — a)2 =1, ahonnan 1 —a = +1, azaz vagy a = 0, ami nem lehet,

1

2.Hal—a= ,
l—a

vagy a = 2, ami azonos az a) esettel.

a—1 .
3.Hal—a= , akkor a’ = 1, ami azonos a b) esettel.
a
4.Hal—a= T akkora—a*—1= 0, ami azonos a c) esettel.
a —
1 a-— .
5.Ha - = , akkor a = 2, ami azonos az e) esettel.
a a
1 a 2 .
6.Ha — = , akkor a — 1 = a”, ami azonos a c) esettel.
a a-—
1 a— 1 2 .
7. Ha 7 = , akkor a = —a“ +2a — 1, ami azonos a c) esettel.
—a
1 a 2 .
8. Ha — = Pt akkor a — 1 = a”, ami azonos a c) esettel.
a a-—
a— 1 a 2 2 1 .
9. Ha = T akkor a“ —2a+1 = a“, ahonnan a = > ami azonos az f) esettel.
a a—

—_—

2. megoldas. Vegyiik észre, hogy tetszGleges n # 0 szamra 1 — (1 —n) = n és — = n, tehat

1
n

ha kiindulunk egy halmazbeli szambdl, akkor az (i) és a (ii) szabdlyokat ebben vagy forditott

sorrendben egymds utdn alkalmazva kaphatunk tjabb halmazbeli szdmokat. 1 pont
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Induljunk ki egy tetszdleges, 0-t6l és 1-t6l is kiilonbozd n szambdl, €s vizsgéljuk meg, hogy n-nel
egyiitt milyen szdmoknak kell még bekeriilni az A halmazba.

play 1 n-la n g, on -1 U, g
n n n

n n—1 -1 n—-1 1—n

illetve

T A
n n

1—n l—nzl—n n—1 n

ami ugyanazokat a szimokat eredményezi (szdmok ciklikus sorozata), csak forditott sorrendben.
Tetsz6leges szambdl kiindulva, ha a miiveletek elvégezhetdk (n # 0, 1), akarmilyen ciklikus
sorrendben, legfeljebb 6 kiilonboz6 szamot kaphatunk. Mivel A elemszama legfeljebb 6t lehet, az
igy kaphat6 szamok kozott kell lenni azonosaknak is.

A sorozatban két szomszédos szdm vagy egymds reciproka, vagy 1-re egészitik ki egymast.
Egy szdm és a reciproka csak ugy lehet egyenld, ha a két szam egyarant 1 vagy —1. Mivel azonban
1 nem lehet a halmazban, hiszen arra 1 — 1 = 0, az (i1) szabdly nem alkalmazhatd, igy csak a —1
johet szdba.

Egy szdm és az azt 1-re kiegészitd szam csak ugy lehet egyenld, ha a két szdm egyarant 5

1. o
Misodszomszédos szamok egyenldsége lehet n = 1 — —, illetve n = , €z utébbi reciproka
n

—n

1 1
viszont — = 1 —n, igy mindkettébdl n + — = 1 adédik. Ez azonban lehetetlen, mert (az egyarant
n n

1
pozitiv) n és — koziil a nagyobbik legaldbb 1, a masik pedig pozitiv.
n

Az els6bol

Két harmadszomszédos szdm egyenlGsége esetén n = 1 — I vagy n = N

_ I
n

n—1= T vagyis n — 1 =1 vagy —1, ahonnan n = 2 vagy n = 0 — ez ut6bbi nem fogadhato
n —

1 1
el a masodik feltétel alapjan; a masodikbdl (reciprokot véve) — =1 — —, azazn = 5
n n

A negyedszomszédos szdmok ugyanazok, mint a masodszomszédosak (csak a masik irdnybdl), az
otodszomszédosak pedig éppen a masik iranybdl szomszédosak.

1
Ezek szerint az A halmaznak csak a —1, az > és a 2 lehet az eleme.
1
Ez az A halmaz val6ban megfelel a feltételeknek, mert —1, > 2a
2@531—§=5@231-2:-1@-1%1-(-1):2...,

sorozat tagjai.

Osszesen:

3. megoldas. Tegyiik fel, hogy van ilyen egyelemi halmaz. Csak egy olyan szdm van, amely

1
1-re egésziti ki onmagat ((i)-es tulajdonsdg), az 7 tehat ha volna ilyen halmaz, akkor az az 3

kellene, hogy legyen, de a (ii)-t alkalmazva mar 2-t kapunk, tehat nincs ilyen egyelemi halmaz.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
10 pont

2 pont
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Ha lenne ilyen kételemi a halmaz, akkor a két szdm vagy 6nmaga reciproka, ilyen csak az 1
és a —1, 4m akkor nincs a halmazban az &ket 1-re kiegészit elem; vagy egymds reciprokai, és

1
1-re egészitik ki egymast (hiszen 6nmagéat 1-re kiegészitd szam csak egy van), tehatn+ — =1,
n
azonban ez nem lehet (mindkét szam pozitiv, €s az egyik legalabb 1). Ilyen halmaz tehét nincs. 2 pont

Eszerint a keresett halmaznak legalabb harom eleme van. Mivel a reciprok olyan, hogy egy szam
reciprokanak a reciproka maga a szam, igy csak két szam lehet, amelyek egymas reciprokai, a
harmadik szdm 6nmaga reciproka. A harmadik szam 1 vagy —1, 4m az 1-re nem alkalmazhat6
az (i), majd a (ii) tulajdonsdg. Eszerint a harmadik elem a —1. Az azt 1-re kiegészitd szdm a

1
2, annak a reciproka az > Most mar minden szamra alkalmazhat6 a halmazon beliil az (i) és a
I 1 1
(i1) tulajdonsag: E—re 3 és 2 adddik, 2-re —1 és 5 mig —1-re 2 és —1. Van ilyen hdromelemi
1
halmaz: {—1;5;2}. 2 pont

Bebizonyitjuk, hogy egy legfeljebb 6telemii A halmaznak nem lehet mds eleme, mint az imént

1
kapott hdrom szam. Legyen egy, a feladatban adott tulajdonsdgd halmaz egy —1-t8l, 5—'[61 és
1 1
2-t6l kiilonb6z6 eleme p; gy, hogy 0 < p; < 5 Ekkor pp = — esetén pp > 2; p3=1—p»
Pi

1 1
esetén p3 < —1; pa = —esetén —1 < ps <0; ps=1—pgesetén 1 < p5 <2; pe = — esetén
p3 pPs

1 1

3 <pe<l;p7=1—pgesetén 0 < p7 < ok P1, P2, P3, P4, D5, Pe mind a halmazban van és

mind kiilonb6z6, mert a valés szdmok halmazanak kiillonboz6 részhalmazaiba esnek. 2 pont
Tetszbleges részintervallumbdl véve egy szdmot, ciklikusan ugyanabba a hat részintervallumba

esnek a képezett tovabbi szamok, igy minden esetben lesz legalabb 6 kiilonboz6 szam, amelyeknek
a halmazhoz kell tartozniuk — ez viszont nem megengedett a feladat feltétele szerint. 2 pont

Osszesen: 10 pont

3. Legyen ABC olyan szabdlyos haromszog, amelynek oldalai 5 egység hosszisaguak. A BC ol-
dalon kijeloliink egy olyan D pontot, amelyre BD = 1. Legyen D felez6pontja annak az EF
szakasznak, ahol E az AC oldal egy bels6 pontja, F pedig az AB oldal B-n tili meghosszabbitdsin

helyezkedik el. Milyen hosszi ekkor az EF szakasz? 10 pont
Megoldas. Tiikrozziik a C pontot D-re, és a képét jeloljiik C’-vel. 2 pont
Ekkor a CEC'F paralelogramma, mivel D-re nézve kézéppontosan szimmetrikus négyszog, és
C'F | CE. 1 pont
gy BC'F <t = BCA< = 60° (valtészogek), FBC'<t = ABC< = 60° (csticsszogek), és emiatt BC'F
szabdalyos haromszog, 2 pont
amelynek oldalhossza BC' = C'D—BD = CD — BD = (BC—BD) —BD =4 —1=3. 1 pont
3V3 3 5
Legyen TF a BC'F hdromszog magassiga. Ekkor TF = i, TB=—-¢ésTD=—. 2 pont

2 2 2
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A DTF hiromszogre a Pitagorasz-tételt alkalmazva:

2
5\? (33
DF =\/TD*+TF? = (5) +(T\/_> =13, 1 pont

és igy a keresett EF szakasz hossza 2v/'13. 1 pont

Osszesen: 10 pont

Kezdok I1I. kategoria 1. fordulo

Feladatok

. Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv egész szam esetén fenndll az (n!)> > n" egyenlétlenség,
aholn!=1-2-...-n. 6 pont

. Van egy 4 x 3-as pontracsunk. A racs mind a 12 pontjat pirosra vagy kékre szinezziik. Hanyféle
olyan szinezése lehet a racsnak, amelyre teljesiil, hogy a 12 pont koziil barhogy is kivdlasztva 4
pontot Ggy, hogy az altaluk meghatdrozott téglalap oldalai a rdcsvonalakkal parhuzamosak, egyik
téglalap sem egyszinii (azaz a négy csticsa nem mind azonos szinti)? 8 pont

. Legyenek a és b pozitiv egész szdmok. Bizonyitsuk be, hogy az a, b, a + b szamok koziil legalabb
az egyik kifejezhetd két négyzetszdm kiilonbségeként. 8 pont
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4. Felirtuk egy tablara 1-t6] 24-ig a természetes szamokat. Ezutan minden 1épésben kivélasztunk
két szdmot a tadblan 1évSk koziil és helyettiik felirjuk az ab + a + b szamot. Ezt addig ismételjiik,
amig csak egyetlen szdm marad a tablan. M1 lehet ez a szam? 8 pont

5. Az ABC hegyesszogii haromszogben AC < BC és BCA<t = 60°. Legyen D az AC oldalegye-
nes olyan A-tdl kiilonboz6 pontja, amelyre DB = AB, E pedig a BC oldalegyenes olyan B-t3l
kiilonboz6 pontja, amelyre EA = AB. Hatarozzuk meg az EDC<{ nagysagét. 10 pont

Kezdok III. kategoria 1. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy barmely pozitiv egész szam esetén fenndll az (n!)? > n" egyenlétlenség,
aholn!=1-2-...-n. 6 pont

Megoldas. A bizonyitandé egyenlStlenség bal oldala a kovetkezSképpen is irhato:

(I'n)-2-(n—=1))-...-(n-1). 3 pont
Ha be tudjuk ltni, hogy j(n—j+1) >n,han=1,2,...,n, akkor készen vagyunk, hiszen a bal
oldalon 1év szorzat minden tényezdje nagyobb vagy egyenl a jobb oldalon all6énal. 1 pont

j(n— j+1) > n teljesiil, mert ez az egyenldtlenség azzal ekvivalens, hogy —j> + (n+1)j—n >0,
ez pedig a teljes négyzetté alakitast, majd 0sszevondst alkalmazva azt jelenti, hogy

_(j_n—;—l)2+(ng])2: (n;1 B (j_n;ul» (n;l +<j_n42rl)) _
=@n-j)(—-1)=0.

Ez pedig azért igaz, mert a szorzat mindkét tényezdje nemnegativ. 2 pont

Osszesen: 6 pont

2. Van egy 4 x 3-as pontracsunk. A rdcs mind a 12 pontjat pirosra vagy kékre szinezziik. Hanyféle
olyan szinezése lehet a racsnak, amelyre teljesiil, hogy a 12 pont koziil barhogy is kivdlasztva 4
pontot igy, hogy az altaluk meghatarozott téglalap oldalai a rdcsvonalakkal parhuzamosak, egyik

téglalap sem egyszinii (azaz a négy csucsa nem mind azonos szin(i)? 8 pont
e o o
[ ) [ ) [ )
[ ) [ ) [ )
[ ) [ ) [ )

Megoldas. Eloszor leszamlédljuk azokat a szinezéseket, amelyekben nincs egyszint sor. Egy
ilyen sor 6-féle lehet (kétféleképp valaszthatjuk meg, hogy melyik szinbdl legyen 2, melyikbdl 1,
majd a mésik kett6td] kiilonbozot 3 helyre tehetjiik, €s innen a befejezés egyértelmii). A négy
sor koziil semelyik kettét nem lehet azonosan szinezni a feladat feltételeit kielégitendd, viszont
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konnyt latni, hogy ha mind a 4 sor paronként kiilonboz6 szinezést kap, akkor az megfelel. Az
ilyenek szdma tehat 6-5-4 -3 = 360.

Most leszamlaljuk, hogy hany olyan megfelel$ szinezés van, amelyben van teljesen piros sor, de
teljesen kék sor nincs. A teljesen piros sor 4 helyen édllhat (nyilvan nem lehet két ilyen sor), a tobbi
sor mindegyikében kétszer kell a kék szint, egyszer a pirosat haszndlni. Ezt 3-féleképpen lehet
megtenni, és mind a hdrom nem teljesen piros sorban mashogyan kell, tehit 6sszesen 6 lehetdség
van. Osszességében tehdt az ilyen szinezések szdma 4 - 6 = 24. Ugyanigy 24 azon szinezések
szama, amelyekben van teljesen kék sor, de teljesen piros sor nincs.

Ha pedig egy szinezésben teljesen piros és teljesen kék sor is van, akkor mér nem lehet j6l befe-
jezni, hiszen egy harmadik sornak van két azonos szinii eleme, ezzel tiltott téglalapot alkotndnak.

Mindent 6sszevetve 360 + 24 424 = 408 j6 szinezés van.

Osszesen:
. Legyenek a és b pozitiv egész szdmok. Bizonyitsuk be, hogy az a, b, a+ b szdmok koziil legalabb
az egyik kifejezhetd két négyzetszdm kiilonbségeként.

Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy ha egy pozitiv egész szam paratlan vagy 4-gyel oszthatd, akkor
felirhat6 két négyzetszam kiilonbségeként. Valdban,

3 pont

3 pont

1 pont

1 pont

8 pont

8 pont

n—1=n"—n—-1?2  4n=m+1)>—-(m-1)>. 242 pont

Ha tehat a és b valamelyike pdratlan vagy 4-gyel oszthat6, akkor készen vagyunk.

Ha pedig mindkett6 4-gyel osztva 2 maradékot ad, akkor a + b oszthat6 4-gyel, és szintén készen
vagyunk.

Osszesen:

. Felirtuk egy tdblara 1-t6] 24-ig a természetes szdmokat. Ezutdn minden 1épésben kivélasztunk
két szamot a tdblan 1évok koziil és helyettiik felirjuk az ab 4 a + b szdmot. Ezt addig ismételjiik,
amig csak egyetlen szdm marad a tablan. Mi lehet ez a szdm?

Megoldas. Egy masik tdblan végezziink parhuzamos konyvelést, amelynek soran az eredeti
tablan 1évo szamok 1-gyel megnovelt értékeit jegyezziik. Ez kezdetben 2, 3, ..., 25, és 4ltaldban,
ha az eredeti tdblan a1, ..., a, szerepelnek, akkor a mésodik tabldn az a; + 1, ..., a, + 1 allnak.
Allitjuk, hogy a mésodik tdblan 1év6 szdmok szorzata végig dlland6. Valdban, ha az eredeti tiblardl
letoroljiikk az a, b szdmokat, akkor ezzel parhuzamosan a mdsodik tablardl letoroljik (a + 1)-et és
(b+1)-et, az eredeti tabldra felkeriil ab+ a+ b, a méasodikra pedigab+a+b+1=(a+1)(b+1),
ami tényleg a masodik tdblardl éppen letorolt szamok szorzata.

Mivel a masodik tdbldn a szorzat végig allandd, ezért amikor mar csak egy szdm lesz a masodik
tablan, az 2-3-...-25 = 25! lesz. Ekkor az eredeti tdblan 25! — 1 fog éllni.

Osszesen:

. Az ABC hegyesszogli haromszogben AC < BC és BCA< = 60°. Legyen D az AC oldalegye-
nes olyan A-tdl kiillonbozd pontja, amelyre DB = AB, E pedig a BC oldalegyenes olyan B-t6l
kiillonboz6 pontja, amelyre EA = AB. Hatarozzuk meg az EDC<{ nagysagét.

2 pont

2 pont

8 pont

8 pont

5 pont

3 pont

8 pont

10 pont



Kezdok III. kategoria 1. fordul6 25

Megoldas. Legyen K és L pont az AD, illetve a BE szakasz felezGpontja. Mivel ezek a pontok a
DAB és BEA egyenl{ széard haromszogek alapjainak felezGpontjai, ezért CKB<t = ALC<t = 90°,
és igy K, illetve L az AC, illetve BC oldalak bels6 pontjai, hiszen ABC hegyesszogi. 2 pont

Igy CAL és BCK olyan derékszogi(i haromszogek, amelyeknek hegyesszogei 60°, illetve 30°, tehat
azok félszabalyos haromszogek, és emiatt atfogdjuk kétszer akkora, mint a rovidebbik befogéjuk,

azaz |B?'| = 2|C?| és |C_>A| = 2|IY‘| 3 pont
Ezeket és a feladat feltételei szerint fennall6 lﬁ\ = |f@
felhasznalva

(CD| = [CK ~ DK| = |CK — KA| = |CK — (CA~CK)| = |2CK — CA| = |BC| — |CA].

illetve

\EC| = |EL—CL| = |LB—CL| = |(CB—CL)—CL| = |CB —2CL| = |BC| — |CA. 3 pont

%
, illetve |[EA| = |ﬁ| egyenlségeket

_>
CD|= |5E |, vagyis a CED olyan egyenld szart haromszog, amelynek szdrszoge
DCE< = 180° — BCA<t = 180° — 60° = 120°.

Tehat

Igy az alapon fekvs szdgei 30°-osak, vagyis EDC<t = 30°. 2 pont

Kiegészités. Ha a versenyzd szakaszhosszokkal szamol vektorok hossza helyett, és az abrajardl
leolvassa (tehdt akar az dbra mellett, akdr mashol megjegyzi), hogy az AC egyenesen a pontok
sorrendje A, K, D, C, a BC egyeneseken pedig B, L, C, E, akkor ugyanigy maximalis pontszdm
jar. Ha azonban szakaszhosszokkal szdmolva a pontok sorrendjérdél nem beszél, akkor 1 pontot le
kell t6le vonni.

Osszesen: 10 pont

2. megoldas. A feladat feltételei szerint BAC<t > ACB< = 60°, ABC<{ < ACB<t = 60°. Ezért az
ABD egyenl§ szard hairomszogben BDA<t = BAD<t > 60°, vagyis a D pont az AC szakasz belsG
pontja; illetve a BAE egyenld szard haromszogben AEB<t = EBA<( < 60°, tehat az E pont a BC
szakasz C-t tili meghosszabbitdsara illeszkedik. 2 pont
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Hasznéljuk az ezen informacidk alapjan készitett dbra jeloléseit.

Az A-bdl huzott magassag talppontjat jelolje L, a B-bol hizott magassag talppontjat pedig K.

Ezek, mivel ABC hegyesszogli haromszog, a BC, illetve AC oldal bels6 pontjai. 1 pont
Az |EA| = |AB] feltétel szerint E a B pont AL-re vonatkoz6 tiikorképe. Jelolje a C és a D pont AL

egyenesre vonatkozd tiikorképét rendre C', illetve D' 1 pont
Mivel EDC<t = BD'C'«, azért elegend6 ez utébbi szog nagysdgat meghatdrozni. 1 pont

Az ACC' haromszog szabélyos, mert tengelyesen szimmetrikus és a C csticsandl 60°-os szoge
van. 1 pont

Az ADD' is szabdlyos, mert szintén tengelyesen szimmetrikus, tovdbbd mivel D illeszkedik az
AC egyenesre, igy D' illeszkedik az AC" egyenesre, ezért DAD'<t = CAC'<t = 60°. 1 pont

Mivel az ABD haromszog egyenld szart (|JAB| = |BD|), a K pont felezi az AD szakaszt, eszerint
a KD' szakasz az ADD' hdromszog silyvonala, s6t, mivel a hdromszog szabdlyos, egyiittal a
magasséaga is. Tehat D' illeszkedik az AD-re K-ban szintén merdleges BK egyenesre. 1 pont

De D' illeszkedik AC'-re is, mert D az AC szakasz pontja, az AC tiikorképének pedig pontjaa D’. 1 pont
Mivel tehét D' illeszkedik AC'-re és BK-ra is, igy az AD'K és a BD'C' szogek valtészogek, tehat

egyenldk, vagyis AD'K<t = BD'C'< = EDC< = 30°. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Kezdok I1I. kategoria 2. (donto6) fordulé

Feladatok

. Mivel egyenld a v12 + V13 4+ V14 + V15 + V16 + V17 + V18 + V19 + V20 6sszeg egész

része? 10 pont

. Az ABC egyenl$ szard haromszogben AB = AC és CAB<t = 30°. K és L az AB, M pedig az AC

oldal azon pontjai, amelyekre AL = CM és KMA<( = 45°. Ha CML< = 75°, akkor bizonyitsuk
be, hogy KM + ML = BC. 10 pont
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3. Bergengocia varosai az 1, 2, ..., n szdmokkal szdmozottak, ahol n > 3 egész szdm. Az a és b
szamu vdarosok kozott kozvetlen buszjarat kozlekedik mindkét irdnyba akkor és csak akkor, ha
ab+ 1 négyzetszam. Az 1-es szamu varosbdl kiindulva szeretnénk busszal bejarni Bergengdciat
ugy, hogy a végén visszajutunk az 1-es szamu varosba, és minden varosba pontosan egyszer
érkeziink meg. Bizonyitsuk be, hogy ezt nem lehet megtenni.

Kezdok I1I. kategoria 2. (dont6) fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mivel egyenlé a V12+ V13 + V14 +VIS+V16+V17+ V18 + V19 + V20 Osszeg egész

része?

Megoldas. Vv 16 = 4, az 6sszeg fennmaradé tagjaibol képeziink parokat, és ezeket a parokat
becsiiljitk majd ugy, hogy a becsléshez az 6sszegiik négyzetét hasznéljuk.

Legyenek a parjaink: V12 +v/20, V13 +v19, V14 + V18 és V15 +V17.
Négyzetre emelés utan kapjuk, hogy
(VI2+V20)" = 12420+ 2240 < 32+2- 16 = 64,
(VI3+v19)" =324+2V247 < 32+2-16 = 64,
(VI3 +V18) =324 2v252 <32+ 2-16 = 64,
(VI5+V17) =324 2V255 < 324216 = 64.
Ebbdl kovetkezik, hogy a parok mindegyike kisebb 8-ndl, ezért a vizsgalt 6sszeg kisebb 36-ndl.

Becsiiljlink alulrdl:
62 =32+2-15<32+2v?240,

62 =32+2-15< 32+2/247,
62 =32+2-15< 32+2252,
62 =32+2-15 < 3242v/255.
Ebbdl kovetkezik, hogy a parok mindegyike nagyobb V62-nél, ezért a vizsgalt 0sszeg nagyobb,
mint 4 4+ 4/62.
Egyszerl szamitdssal igazolhatd, hogy 7,75 < V62.
fgy az Osszeg nagyobb, mint 444775 = 35.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a v12+v13 4+ V14 +V154+ V16 + V17 +V184+v19+ 20

0sszeg egész része 35.

Osszesen:

10 pont

10 pont

3 pont

2 pont

1 pont
2 pont
1 pont

1 pont

10 pont
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/ 2
2. megoldas. Minden pozitiv n, m esetén \/n? +m < (n + 2ﬂ> =n+t Zﬁ Legyen n =4, és
n n
alkalmazzuk ezt az 6sszefiiggést az Osszeg tagjainak felsd becslésére.
v12 +v13 +vV14 +v15 +vV164+vV17T +V18 +v19 +v20 <
3 2 1 1 2 3

4 4
A—2 44244444 4 444 44+ 4442444 - =36,
SA—gHd-gHd— oA ot 4 HA o b o b A o H At o =36

Mivel 36 lathatolag elég jo felsd becslés, remélhetd, hogy a 35 j6 alsé becslés. Ehhez azt
1
vizsgéljuk, hogy az 6sszeg nyolc tagjara adott felsd becslésnél g—dal kisebb érték als6 becslés-e

minden tagra (a v 16 = 4 tagot nem becsiiljiik alulrol).

|
4:|:%— g < VieEm.
Négyzetre emelve:

m?  2m 1

1 ) ?
16 £+ —F—4+—-—-1=16=+ — 1) "—1<16+
6 m+64$64+64 6 m+64(m$) <16+ m,

?
azaz (m¥ 1)2 < 64, ami esetiinkben (0 < m < 4) nyilvén teljesiil.
Tehat az Osszeg egész része 35.

Osszesen:

Megjegyzések. 1. A 2. megoldiasban még a 4 + % T is megfeleld tagonkénti alsé becslés

lenne. Ezzel az 6sszeg also becslése 35,5.

2. A 2. megoldasban adott fels6 becslés utdn a kovetkez6képpen is folytathaté a megoldas.

Latjuk, hogy V16 —m + /16 +m < 8. Valasszuk ki a /16 —m + /16 +m Osszegek koziil a
legkisebbet, és becsiiljiik alulrdl. vV 15++v17 > V14+v18 > V134+v19 > V124 V20, hiszen

négyzeteikre 154 17 +2v255 > 14418 +2v/252 > 134+ 19+ 2v247 > 12 + 20 + 2v/240.

A legkisebb tehdt v12+v/20 = 2(v/3+V/5). A v/3-at és a v/5-6t becsiiljitk tagonként alulrol.

Ismeretes, de konnyen ellendrizhetd is, hogy 1,72 =289 < 3,azaz 1,7 < \/§, lletve 2,22 =
— 4,84 < 5, vagyis 2,2 < V/5. Innen pedig v12+ V15 > 2(1,7422)=178.

A tobbi pér 0sszege szintén becsiilhetd alulrdl 7,8-del, ezért a kérdéses 0sszeg nagyobb, mint
4.7,84+4 = 35,2, ebbdl kovetkezik, hogy a kifejezés egész része 35.

2. Az ABC egyenl{ szart haromszogben AB = AC és CAB<t = 30°. K és L az AB, M pedig az AC
oldal azon pontjai, amelyekre AL = CM és KMA<( = 45°. Ha CML< = 75°, akkor bizonyitsuk
be, hogy KM + ML = BC.

3 pont

1 pont

3 pont

2 pont

1 pont

10 pont

2 pont

2 pont

2 pont

10 pont
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Megoldas. Az abrat elkészitve vegyiik észre, hogy a K és L pontok csak az A, K, L sorrendben
helyezkedhetnek el. A K és L pontok felcserélésével nem teljesithetd a feladatban szerepld
szogekre adott feltétel. 1 pont

L N
B C
Legyen N a KM és az L ponton 4t BC-vel pdrhuzamosan rajzolt egyenesek metszéspontja. 1 pont
180° —30°

Az ABC hiromszdogben ABC<t = BCA<( = — = 75°.
LN || BC miatt KLN<t = ABC<t = 75° (egyalldsu szogek). 1 pont
Az AKM haromszogre a kiilsGszog-tételt alkalmazva NKL<t = 45° +30° = 75°.
A KLN egyenld széard haromszogben LNK <t = 180° —2-75% = 30°. 1 pont
NMC< = KMA< = 45° (cstcsszogek), és igy NML< = 75° +45° = 120°, 1 pont
tovdbba az LMN haromszog harmadik szoge MLN< = 180° —30° — 120° = 30°. 1 pont
MIN< = LMN< = 30° miatt az LM N hdromszog egyenl§ szari és LM = MN. 1 pont

LMK< = 180° —75° —45° = 60°, és ez alapjan a KLM haromszdgben KLM < = 180° — 60° —

—75° =45°.

Az eddigi megdllapitdsaink: AL = CM, LM = MN, ALM< = CMN< = 45° alapjan ALMA =

= CMNA. 1 pont
Az egybevigodsag alapjan NC = AM = AC —CM = AB— AL = LB, illetve MCN< = LAM< =

= 30°.

Igy tehdt a CN és a BL szakaszok parhuzamosok és egyenld hossziak, azaz a BCNL négyszog
paralelogramma. 1 pont

Az LNM, KLN egyenld szart haromszogek és a BCNL paralelogramma megfelel6 oldalainak
egyenldségét felhaszndlva KM + ML = KM +MN = KN = LN = BC. 1 pont

Ezzel az allitast igazoltuk.

Osszesen: 10 pont
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3. Bergengocia varosai az 1, 2, ..., n szdmokkal szdmozottak, ahol n > 3 egész szam. Az a és b
szamu vdarosok kozott kozvetlen buszjarat kozlekedik mindkét irdnyba akkor és csak akkor, ha
ab+ 1 négyzetszam. Az 1-es szamu varosbdl kiindulva szeretnénk busszal bejarni Bergengdciat
ugy, hogy a végén visszajutunk az 1-es szamu varosba, és minden varosba pontosan egyszer
érkeziink meg. Bizonyitsuk be, hogy ezt nem lehet megtenni. 10 pont

Megoldas. A megoldds sordn varosok helyett szamokrdl beszéliink, és kozottiik szomszédsagi
reldciordl, ami a buszjarattal valé 6sszekotottséget jelzi. Altaldban véve hasznéljuk a grafelméleti
terminoldgiat.

Vegyiik észre, hogy egy 4-gyel osztva 2 maradékot ad6 szdmnak csak 4-gyel oszthaté szomszédja
lehet. Valéban, ha a = 4k +2, b = 2{+ 1 (paratlan), akkor

ab+ 1= (4k+2)(20+1)+1 =8kl +4k+40+2+1 =42kl +k+ () +3,

ami nem lehet négyzetszam, hiszen egy négyzetszam 4-es maradéka 0 vagy 1; mig ha a = 4k 42,
b =40+ 2 (4-gyel osztva 2 maradékot ad), akkor

ab+1 = (4k+2)(40+2)+1=16k(+8k+8(+4+1 =82kl +k+()+5,
ami nem lehet négyzetszam, hiszen egy négyzetszdm 8-as maradéka O, 1 vagy 4. 5 pont
Indirekt bizonyitast alkalmazva tegyiik fel, hogy be lehet jarni Bergengdciat a kivant médon, azaz
l=ay~ay~...~a,=1

egy olyan felsorolds, amelyre {ai,...,a,—1} = {2,...,n}, valamint a;_; és a; szomszédosak
minden 1 < j < n-re. 1 pont

Az el6z0 észrevétel alapjan minden 4k + 2 alakd szam el6tt és utdn kozvetleniil egy 4k alakd szam
szerepel. Ez azt jelenti, hogy barmelyik két, egymas utdn meglatogatott 4k 4 2 alaku szam kozott
van legalabb egy 4k alaku, valamint mivel az 1-bdl indulunk, és az 1-bdl érkeziink, a legel8szor
el6foduld 4k + 2 alaki szam el6tt és az utoljara el6forduld 4k + 2 alakd szam utédn is van egy-egy
4k alaku. Ez azonban azt jelenti, hogy a felsoroldsunkban legaldbb 1-gyel tobb 4k alaki szdm van,
mint 4k + 2 alakd, ami ellentmond annak, hogy az {1,...,n} halmazban 4k + 2 alaki szdmbdl
legaldbb annyi van, mint 4k alakibdl. 4 pont

Osszesen: 10 pont



Haladok I. kategéria 1. forduld 31

Haladok 1. kategoéria 1. fordulo

Feladatok
1. Jeldlje O a DF szakasz felez6pontjat és rajzoljunk félkort 2 Q ¢ 1 F
a DF szakasz f0lé. Az ABCD téglalap (az 4bra szerint) ugy
helyezkedik el, hogy D és B csucsai illeszkednek a félkorre, 2
valamint a CF szakasz hossza 1, a CB szakasz hossza pedig

2 egység hosszisigu. Mekkora az ABCD téglalap teriilete? s 7 pont
2. Az els6 12 pozitiv egész szam koziil leirtunk egymds mellé néhdnyat dgy, hogy barmely két

szomszédos szam koziil az egyik osztja a masikat. Legfeljebb hany szamot irhattunk fel? 7 pont
3. Hatarozzuk meg a pozitiv valos szamokon értelmezett

1 1 1 1 1
o1, w010, o, 2, 1,0, + L L b
XX T A XX X +x0 +x1 +x2 + +x1010 +x1011

kifejezés legkisebb értékét. Milyen valds szam esetén veszi fel a kifejezés ezt az értéket? 7 pont

4. Hany pozitiv egész (n;k) szampdr elégiti ki a kovetkezd egyenletet?
kn+n-+3k=2021 7 pont

5.10 osztalytars szinhdzba megy, ahol ugyanabban a sorban, egymdas melletti székeken kapnak

helyet. A sziinetrdl visszatérve ugyanazokat az iiléseket foglaljék el, de nem mindenki iil vissza a

sajat helyére. Aki mashova iil, az eredeti helye melletti tilésre keriil. Hanyféleképpen iilhetnek

vissza, ha pontosan

a) 2 didk iil vissza az eredeti helyére?

b) 3 diak iil vissza az eredeti helyére?

c) 4 diak il vissza az eredeti helyére? 7 pont

Haladok I. kategoéria 1. fordulo
Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Jeldlje O a DF szakasz felezSpontjit és rajzoljunk félkort 2 Q ¢ 1 F

a DF szakasz folé. Az ABCD téglalap (az dbra szerint) agy

helyezkedik el, hogy D és B csucsai illeszkednek a félkorre, 2

valamint a CF szakasz hossza 1, a CB szakasz hossza pedig

2 egység hosszusagu. Mekkora az ABCD téglalap teriilete? 7 pont
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1. megoldas. Készitsiink vazlatrajzot.
D o r-1 Cc 1 F A téglalap ismeretlen oldalat jeldljiik x-szel. Ekkor a kor
x+1
2
A kor kozéppontjat O-val jelolve felirhatjuk az OCB derék-
sz0gl hdromszogben a Pitagorasz-tételt: =224 (r— 1)2.

sugara r =

5
Az egyenletet rendezve kapjuk, hogy r = 5

Ekkor a téglalap keresett oldala CD = x = 2r — 1 = 4 egység hosszusdgunak adodik.
A téglalap teriilete tehat T =4 -2 = 8 teriiletegység.

Osszesen:

2. megoldas. Thalész tétele miatt a DBF haromszog B csticsandl derékszog van.
A DBF derékszogl haromszog atfogéhoz tartoz6 magassaga BC.

Ebben a haromszogben felirva a magassagtételt BC? = FC-CD adédik.

Azaz 2’ =1-CD, vagyis a CD szakasz 4 egység hossz.

A téglalap teriilete tehat 7 = 4 - 2 = 8§ teriiletegység.

Osszesen:

3. megoldas. Tiikrozziik B pontot DF egyenesére. Ekkor a B pont B’ tiikorképe a DF szakasz
Thalész-korére esik, mig DF ennek a Thalész-kornek az atmérdje.

Ekkor a (belsd) szel6tétel miatt a C ponton dtmend két szeldre teljesiil BC-CB = FC-CD.
Azaz 2-2 =1-CD, vagyis a CD szakasz 4 egység hosszu.

A téglalap teriilete tehat T = 4 - 2 = 8 terliletegység.

Osszesen:

. Az elsd 12 pozitiv egész szam koziil lefrtunk egymds mellé néhanyat dgy, hogy barmely két

szomszédos szam koziil az egyik osztja a mdsikat. Legfeljebb hany szamot irhattunk fel?

Megoldas. Tegyiik fel indirekt, hogy mind a 12 szdmot sorba lehet rendezni. A primeknek a
tobbi szam kozott csak 1 osztdja van, tovabba a 7-nek és a 11-nek a kétszerese mér nincs ott a
felsorolt szamok kozott, igy ezek csak az 1-gyel dllnak oszthat6sagi viszonyban.

Ha a 7-et és a 11-et is felsoroljuk, ezek dllnak a két szélen. Viszont mivel mindkét szam csak az
1-gyel all oszthatésagi viszonyban, igy ekkor legfeljebb csak 3 szambdl allhat a sor.

Tehat mind a 12 szdmot nem tudjuk a feltételeknek megfelelden felsorolni.
Ha viszont egyikiiket elhagyjuk, a maradék 11 szdmot mér sorba tudjuk rendezni az el6irt médon.

Egy lehetséges konstrukcié: 11,1,9,3,6,12,4,8,2,10,5.

Osszesen:

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont

1 pont
1 pont
3 pont
1 pont

1 pont

7 pont

1 pont
4 pont
1 pont

1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

3 pont

3 pont

7 pont
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Megjegyzés. Az utolsé 3 pont helyett adhat6 részpontszam 11-nél kevesebb szambdl all6 sorra
mutatott konstrukciéért is a kovetkez6ek szerint:

* konstrukci6 8-ndl rovidebb sorra: 0 pont
* konstrukci6 8 vagy 9 hosszu sorra: 1 pont
* konstrukci6 10 hosszu sorra: 2 pont

3. Hatarozzuk meg a pozitiv valds szdmokon értelmezett
1 I 1 1 1
1011 1010 2, 1,0
X +x +o X" +x +x +F+;+;+'“+W+W
kifejezés legkisebb értékét. Milyen valds szam esetén veszi fel a kifejezés ezt az értéket? 7 pont

Megoldas. Az 6sszeadandok csoportositiasaval alkossunk parokat.

1011 1010 1 0
(x xlOll) (x x1010) (x xl) (X x0> P

A zaréjelekben 1év6 kifejezések mindegyikére alkalmazhatjuk a szamtani és mértani kozepek

kozotti Osszefiiggést:
1 X4 [ 1
x"—l—;zZ- 2" >2- xn-E:Z 2 pont

Igy az 1012 tagu 6sszeg legkisebb lehetséges értéke 1012 -2 = 2024. 1 pont

A legkisebb értéket az egyes parok a tagok egyenléségekor veszik fel, ekkor:

1
V'=—=xl=1=x=1,
xn

és ekkor a kifejezés értéke valoban 2024.

Tehat a kifejezés a legkisebb értékét x = 1 esetén veszi fel. 2 pont

Osszesen: 7 pont

4. Hany pozitiv egész (n;k) szampar elégiti ki a kovetkezs egyenletet?
kn+n+3k =2021 7 pont

Megoldas. Az egyenlet mindkét oldaldhoz harmat adva a bal oldal a kovetkez6 mddon szorzatta

alakithat6: (n+3)(k+1) = 2024. 1 pont
A 2024 =23 . 1123 primtényezss felbontds alapjan 2024 osztéit parokban felsorolva: 1 pont
2024 =1-2024=2-1012=4-506 =8-253 = 11-184 =22-.92 =23 -88 =44 - 46, Osszesen 8

pozitiv osztopart (€s 16 pozitiv osztot) kapunk. 1 pont

A negativ osztokat is figyelembe véve a 2024-nek 32 darab osztdja van.

Mivel k pozitiv, ezért k + 1 nem lehet 1 vagy 1-nél kisebb, mig n pozitivitdsa miatt n 4+ 3 nem
lehet 3 vagy 3-ndl kisebb. Azazak+1=1,n+3=2024ésak+1=2024,n+3 =1, illetve
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ak+1=1012, n+3 = 2 osztéparok €s a negativ osztéparok sem adnak n-re és k-ra is pozitiv
megoldast.

Azaz 6sszesen 16 — 1 — 2 = 13 darab pozitiv egész (n;k) szampar elégiti ki az egyenletet.

Osszesen:

Megjegyzés. Ha a versenyz0 utal rd, hogy a negativ osztdparok nem adnak helyes megoldast, az
utolsé 4 pontbdl kapjon meg 1-et, tovabba ha valamilyen médon felsorolja az alabbi tablazatban
taldlhat6é 13 megoldast, kapja meg a tovabbi 3 pontot.

(n+3)| 4 8 11 |22 23|44 |46 |88 |92 | 184 | 253 | 506 | 1012
(k+1) | 506 | 253 | 184 | 92 | 88 |46 | 44 |23 |22 | 11 8 4 2

n 1 5 8 | 192041 43|85 |89 | 181 | 250 | 503 | 1009
k 505 (252 | 183 (91 |87 | 45|43 22|21 | 10 | 7 3 1

. 10 osztélytars szinhazba megy, ahol ugyanabban a sorban, egyméas melletti szé€keken kapnak
helyet. A sziinetrdl visszatérve ugyanazokat az iiléseket foglaljdk el, de nem mindenki il vissza a
sajat helyére. Aki mdshov4 iil, az eredeti helye melletti iilésre keriil. Hanyféleképpen iilhetnek
vissza, ha pontosan

a) 2 didk iil vissza az eredeti helyére?

b) 3 didk iil vissza az eredeti helyére?

c) 4 didk il vissza az eredeti helyére?

Megoldas. A sziinetrdl visszatérve csakis ugy véltozhat meg az iilésrend, hogy két-két egymads
mellett iil6 didk cserél helyet.

Péld4ul vegyiik balrél az elsé olyan didkot, aki mozgott. O csak egy hellyel jobbra iilhet, és
az 6 helyét csak a jobb oldali szomszédja foglalhatta el. Ha van még helycsere, ugyanezt a
gondolatmenetet alkalmazva a t6liik jobbra iil6 didkokra, ugyanigy csak egymads melletti didkok
cserélhetnek helyet.

a) Ha ketten iilnek vissza, akkor 4 parban volt helycsere, és ketten maradtak helyben.

A helyben maradé didkokat egyesével, a helyet cseréldket pedig paronként egy-egy blokknak

tekintve 6sszesen 6 blokk van, amelyek koziil a két darab egy f6s blokk helyét kell kivalasztani.

6
Ezt ( 2) = 15-féle mddon tehetjiik meg.

b) Mivel 6sszesen paros szamu didk van, €s a cserék is parokban torténnek, a helyben maradé
didkok szdma is pdros lesz. 3 helyben maradé didk esetén igy a lehetséges sorrendek szdma 0.

c) Ha 4 didk marad helyben, akkor 3 parban torténik helycsere. Most 7 blokkbol kell 4-et
kivalasztanunk,

7
azaz ekkor ( 4) = 35 lehetdség van.
Osszesen:

Megjegyzés. Az a) és a c) feladatrészekre jar6 pontokat akkor is kapja meg a versenyzd, ha
helyesen felirja az 0sszes lehetdséget.

2 pont
2 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont



Haladok I. kategéria 2. forduld 35

Haladok 1. kategoéria 2. fordulo

Feladatok

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdim, amelynek 999-szerese nem tartalmaz 9-es szdmjegyet?

2. Az ABC haromszog AB oldaldnak A-hoz kozelebbi harmadol6pontja P, BC oldaldnak B-hez legko-
zelebbi negyedelGpontja Q, mig CA oldalanak C-hez legkdzelebbi 6t6doldpontja R. Hanyadrésze
POR haromszog teriilete az ABC haromszog teriiletének?

3. Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész n szdmot, amelyre teljesiil, hogy egy n x n-es
négyzet szétvaghatd 1 x 1-es, illetve 2 x 2-es négyzetekre gy, hogy ugyanannyi 1 x 1-es és
2 x 2-es darab keletkezzen.

4. Adjunk meg olyan x és y egész szdmokat, amelyekre teljesiil, hogy

\/13+30\/2+\/9+4\/§:x+yf2.

Haladok 1. kategoéria 2. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amelynek 999-szerese nem tartalmaz 9-es szdmjegyet?

1. megoldas. Legyen x a keresett pozitiv egész szam. A megoldas soran felhasznaljuk, hogy

999x = 1000(x — 1) 4900 + 90 + (10 — x). (1)

[. Ha 1 <x <9 (azaz x egyjegyii), akkor az (1) 6sszefiiggés alapjan 999x = 1000(x — 1) + 900 +
+90+ (10 —x), igy a tizesek és a szdzasok helyiértékén 9-es 4ll (azaz a 999x mindig tartalmaz
legaldbb két 9-es szamjegyet). Tehat, ekkor nincs megoldas.

II. Ha 10 < x = ab < 99 (azaz x kétjegyii), akkor az (1) osszefiiggést és az 1. esetben kapott
eredményt felhaszndlva

999x =999 - (10a+b) = 10-999a + 999b =
=10-[1000(a— 1) +900+90+ (10 —a)] + [1000(b — 1) +900+ 90+ (10 — b)] =
=10000(a— 1)+ 1000(b+9)+900+ 10(9 —a) + (10— b),
igy a szdzasok helyiértékén 9-es all (azaz a 999x mindig tartalmaz legaldbb egy 9-es szdmjegyet).
Tehat ebben az esetben sincs megoldas.

IT1. Ha 100 < x = abc < 999 (azaz x hdromjegyfi), akkor az (1) dsszefiiggést és az II. esetben

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

1 pont

2 pont
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kapott eredményt felhasznalva
999x =999 - (100a + 10b+¢) = 10- (10-999a + 999b) 4+ 999¢ =
=10-[10000(a— 1)+ 1000(b+9) +900+ 10(9 —a) + (10 —b)] +
+ [1000(c — 1) +900+90+ (10 —¢)] =
=100 000(az — 1)+ 10 000(b +9) + 1000(c +9) + 100(9 —a) + 10(9 —b) + (10 —¢). 2 pont

Ahhoz, hogy a szdm ne tartalmazzon 9-es szamjegyet, és figyelembe véve, hogy a legkisebb ilyen
tulajdonsdgu szamot keressiik, a kovetkezdknek kell teljesiilnie:

10—c<9 l1<c c>2
9—-b<9=><0<b=><b>1 1 pont
9—a<9 0<a a>1
Tehat a legkisebb lehetséges x a 112, és erre 999112 = 111 888 valdban jo is. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Legyen x a keresett pozitiv egész szam. Nyilvan 999x = 1000x — x, és 1000x
barmilyen pozitiv egész x esetén harom darab nulldra végzddik. 1 pont

Tekintsiik az 1000x — 1; 1000x — 2; ... ; 1000x — 100 szamok utolsé hdrom jegyét.

1000x—1=...999; 1000x —2 =...998; ...; 1000x —99 = ...901; 1000x — 100 = ...900. Ezen
szamok mindegyikében a szdzasok helyi értékén 9-es szdmjegy 4ll, igy a 100-n4l nem nagyobb x

szamok 999-szereseiben van 9-es szamjegy. 3 pont
Tovabb4d a kovetkezd szdmok utolsé harom jegyét vizsgdlva: 1000x — 101 = ...899; 1000x —
—102=...898; ...; 1000x — 110 = ...890; 1000x — 111 = ... 889, adddik, hogy x nem lehet
111 vagy anndl kisebb, 2 pont
mig 1000x — 112 utolsé hdrom jegye: 1000x — 112 = ...888. Innen x = 112 a legelsd szdba
johetd szdm, és erre 999112 = 111 888 valdban jo is. 1 pont
Osszesen: 7 pont

3. megoldas. Legyen x a keresett pozitiv egész szam, és 999x = abcde f. Megmutatjuk, hogy
van olyan hdromjegyti x, és hatjegyl abcde f, ami megfelel a feladat feltételeinek.

A 9-es oszthat6sdg analdgidjara a legfeljebb hatjegyl abedef = 1000 - abc +de f = 999 - abe +

+ (abc +def) szém pontosan akkor oszthaté 999-cel, ha abc + de f oszthat6 vele. 2 pont
Mivel @taﬂalmazhat 9-es szamjegyet, ezért def legfeljebb 888, igy abc legaldbb 111,

és ekkor az abcdef = 111 888 meg is felel a feladat feltételeinek, 4 pont
hiszen 111 888 =999 -112. Azaz a legkisebb megfeleld szdm az x = 112. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Az ABC haromszdg AB oldaldnak A-hoz kozelebbi harmadoldpontja P, BC oldalanak B-hez legko-
zelebbi negyedelGpontja Q, mig CA oldaldanak C-hez legkozelebbi 6t6doldpontja R. Hanyadrésze
POR haromszog teriilete az ABC haromszog teriiletének? 7 pont
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Megoldas. A megoldasban felhasznaljuk, hogy ha két
haromszdgben egy-egy oldal ugyanolyan hosszu, akkor
a teriileteik ardnya megegyezik az egyenl6 hosszu ol-
dalakhoz tartozé magassdgok ardnyaval, illetve ha két
magassdg ugyanolyan hosszu, akkor a teriiletek ardnya 0
megegyezik azon oldalak ardnyaval, amelyekhez ezek
a magassagok tartoznak.

A P B

TBQA:@:EazaZT = —
Teca BC & BeA =y

Igy T-vel jelolve az ABC hdromszdg teriiletét

&~

2
ezért a vele megegyezd (BQ) oldald, g-szor akkora magassdgi PBQ haromszog teriilete:

rono— T 2T
4 3 6
Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk, hogy a OQCR és PAR haromszogek teriilete
Tocx = L2 =31
OR™ 54~ 20
e T AT
35 15

A keresett haromszog teriilete igy
1 3 4 5
TPQR—T—(T1+T2—|—T3) =T- (1— (64—%4—3)) = ET.

Osszesen:

3. Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész n szamot, amelyre teljesiil, hogy egy n X n-es
négyzet szétvaghatd 1 x 1-es, illetve 2 x 2-es négyzetekre ugy, hogy ugyanannyi 1 x 1-es és
2 x 2-es darab keletkezzen.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az n x n-es négyzet 2k darab részre vaghaté fel, amelyek koziil
k darab 1 x 1-es és k darab 2 x 2-es négyzet. Ekkor a keletkezd részek teriiletének Osszege
megegyezik a teljes négyzet teriiletével, vagyis n> = k- 1% + k- 22 =5k, és ez alapjan 5 | n.

Ezutdn megmutatjuk, hogy az 5 x 5-0s négyzet nem vaghato fel 6t 2 x 2-es és 6t 1 x 1-es részre.

Szinezziik be az 5 x 5-0s négyzetnek 4 mezdjét az I. dbra szerint.

Ekkor bédrhol vagunk is ki az 5 x 5-6s négyzetbdl egy teljes mezdkbdl alld
2 x 2-es négyzetet, a kivagott alakzat mindig pontosan egy szinezett mezG6t
fog tartalmazni. Mivel a szinezett dbrdn csak 4 sotét mezd taldlhatd, ezért ezek
legfeljebb 4 darab 2 x 2-es négyzethez tartozhatnak csak. Ez pedig azt jelenti,
hogy az 5 x 5-0s négyzetbdl nem véaghat6 ki 5 darab 2 x 2-es négyzet.

P 1. dbra
Igy n csak 5-nél nagyobb 5-tel oszthat6 szam lehet.

n = 10 esetén a szétvagds mar megvalosithatd, példdul a 2. dbra szerint. Ekkor 20-20 darab
2 x 2-es és 1 x 1-es négyzet keletkezik. Igy a feladat feltételeit teljesitd legkisebb szdm az n = 10.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

7 pont

7 pont

3 pont

1 pont

3 pont
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2. dbra

Osszesen: 7 pont

. Adjunk meg olyan x és y egész szdmokat, amelyekre teljesiil, hogy

\/13+30\/2+\/9+4\/§:x+y\/§. 7 pont

Megoldas. Prébéljuk meg az egyenlet bal oldalan szerepld kifejezést egyszerlibb formaban
felirni. Alakitsuk at a bal oldalon 4116 kifejezést ,,beliilrdl kifelé.”

Mivel\/9+4\/§:\/8+2-2\/§+1:\/(2\/§+1)2:2\/§+1, 2 pont
ezért a bal oldal atirhato \/13 +304/2+ (2\/§—|— 1) = \/13 +304/3 +2v/2 alakra. 1 pont
Az el6z8ekhez hasonlé médon \/3+2\/§: \/2+2f2+1 =/ (V2+1)2=v2+1, 1 pont

azaz a bal oldalt tovébb alakitva \/134—30\/ 342V2= \/13+30~ (V2+1)=1/43+30v2. 1 pont

Végiil pedig az el6z6ekhez hasonléan

\/43+3O\/§:\/25+2'5~3\/§+18:\/(5+3\/§)2:5+3\/§. 1 pont
Tehat az x =5 és y = 3 egész szamok megfelelnek a feladat feltételeinek. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Megmutathatd, hogy ha a + bV2 =x+ y\/i ahol a, b, x és y egészek, akkor csak
az a = x és b = y lehetséges, vagyis a megtalalt megoldds az egyetlen megoldasa a feladatnak.

Haladok 1. kategoéria 3. (donto) fordulo

Feladatok

. Bence érettségire késziilve egy honapban hét darab 100 pontos tesztet toltott ki. Ezekre — nem

idérendben, hanem pontszdm szerinti ndvekvd sorrendben — a kovetkezd pontszamokat kapta: 34,
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64, 71,75, 80, 82, 91. Minden teszt kitoltése utdn az elért eredményeket beirta egy szamitogépes
programba, amely mindig kiszamolta az addig beirt eredmények atlagat. Bence azt vette észre,
hogy minden egyes pontszam beirdsa utdn az addig beirt pontszdmok atlaga mindig egész szam.
Bence arra mar nem emlékszik, hogy a hét pontszdmot milyen sorrendben kapta. Hany olyan
sorrendje van a hét szdmnak, amely eleget tesz a feladatban megfogalmazott feltételnek?

2. Az ABCD négyzet AB és BC oldalainak felezGpontjai rendre az E és F pontok. Az dbra szerint
a BF, illetve BE szakaszokkal mint oldalakkal a négyzeten kiviil egy-egy szabdlyos hatszoget,
illetve szabdlyos tizenkétszoget rajzolunk. A tizenkétszog E-vel szomszédos, B-t0] kiillonbozd
csucsat jeloljiik P-vel, a négyzet, a hatszog €s a tizenkétszog kozéppontjat pedig rendre Q, R,
S-sel. Igazoljuk, hogy a PORS szimmetrikus trapéz.

3. Egy 3 x 3-as négyzetracs mez0it kitoltjilkk az {1;2;3;4;5} halmaz elemeivel. Ezutin minden sor
mellé és minden oszlop ald odairjuk az abban a sorban, illetve oszlopban szerepl6 legnagyobb
szamot. Hany olyan kitoltése lehet a tablazatnak, amikor a sorokhoz, illetve az oszlopokhoz
rendelt szdmok kozott az 1, 2, 3, 4, 5 szdmok mindegyike el6fordul?

Haladok 1. kategoéria 3. (donto) fordulo

Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Bence érettségire késziilve egy honapban hét darab 100 pontos tesztet toltott ki. Ezekre — nem
idérendben, hanem pontszdm szerinti ndvekvd sorrendben — a kovetkezd pontszamokat kapta: 34,
64, 71,75, 80, 82, 91. Minden teszt kitoltése utidn az elért eredményeket beirta egy szamitogépes
programba, amely mindig kiszdmolta az addig beirt eredmények atlagat. Bence azt vette észre,
hogy minden egyes pontszdm beirdsa utdn az addig beirt pontszamok dtlaga mindig egész szam.
Bence arra mar nem emlékszik, hogy a hét pontszdmot milyen sorrendben kapta. Hany olyan
sorrendje van a hét szdmnak, amely eleget tesz a feladatban megfogalmazott feltételnek?

Megoldas. A hét szam Osszege valéban oszthaté 7-tel. Tekintsiik az egyes pontszamok 2-vel,
3-mal, 4-gyel, 5-tel, 6-tal val6 osztdsi maradékait.

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

1 pont
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Erdemes id6rendben visszafelé kitaldlni a beirt pontszdmokat. Elszor tgy kell elhagyni egy
szdmot, hogy a tobbi hat 0sszege oszthatd legyen hattal. Tekintsiik a kovetkezd tabldzato(ka)t.

pontszam 34 164 |71 7580|8291
maradék (mod6) | 4 | 4 | 5 |3 |2 |4 |1

maradékok Osszege
23=5

Ebbdl latszik, hogy az 5 maradékot ad6 71 az utolsé (hetedik) beirt szdm, mert 23 — 5 = 18, tehdt
a maradékok Osszege, és ezdltal a fennmarad6 hat pontszam Osszege csak igy lesz oszthat6 6-tal.

Ezutdn djabb szamot elhagyva a tobbi 6t Osszege oszthatd kell legyen 5-tel, innen hasonlé
gondolatmenettel:

pontszam 341647580 |82|091
maradék (mod5) | 4 | 4 [ 0O |0 |2 |1

maradékok Osszege
11=1

Azaz innen latszik, hogy az utolsé eldttinek (hatodiknak) beirt szam a 91, mert csak ennek
elhagydsaval lesz a maradékok 0sszege 5-tel oszthato.

Folytatva az ,.eljarast”:

pontszam 34 164 |75 |80 | 82
maradék (mod4) | 2 | 0 | 3 |0 | 2

maradékok Osszege
7=3

azaz az 6todiknek beirt szdm a 75, és végiil:

pontszam 34| 64 | 80 | 82
maradék (mod 3) | 1 [ 1 | 2 | 1

maradékok Osszege
5=2

igy a negyediknek beirt szdm a 80, mert csak ennek elhagydsaval lehet a maradékok Osszege
3-mal oszthato.

Tehat az els6 harom szam — nem feltétleniil ebben a sorrendben — 34, 64 és 82. Ezeket barmilyen
sorrendben beirva teljesiil, hogy az els6 két szam étlaga, illetve az elsé harom szdm atlaga is
egész.

Mivel a negyediknek, 6todiknek, hatodiknak, hetediknek beirt négy szdm helye a sorban adott,
ezért 3! = 6-féle sorrendben jOhetett ki a hét pontszam.

Osszesen:

. Az ABCD négyzet AB és BC oldalainak felez&pontjai rendre az E és F pontok. Az dbra szerint
a BF, illetve BE szakaszokkal mint oldalakkal a négyzeten kiviil egy-egy szabdlyos hatszoget,
illetve szabdlyos tizenkétszoget rajzolunk. A tizenkétszog E-vel szomszédos, B-t61 kiillonbozd
csucsat jeloljiik P-vel, a négyzet, a hatszog €s a tizenkétszog kozéppontjat pedig rendre Q, R,
S-sel. Igazoljuk, hogy a PORS szimmetrikus trapéz.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont

7 pont
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Megoldas. Jeloljiik a hatszog és a tizenkétszog kozos oldalanak B-tdl kiilonbozé cstucsat G-vel.
Az SR szakasz felezmerdlegese a hatszog és a tizenkétszog kozos BG oldaldnak, tehat SR | BG.

Masrészt a hatszogben BGRF négyszog egy rombusz, ezért FR || BG, igy SRF <t = 90°.

D A

Mivel FQ = FR és RFQ< = RFB< + BF Q< = 60° +90° = 150°,

180° — RF
ezért ORF <t = ROQF <1 = 180"~ RFQ< = 15°, tovabbd SRQ<t = SRF<{— QRF<=90° — 15° =

2
=175°.
A PQORS négyszog P-nél és Q-ndl levd szogeit vizsgdlva PEQ< = 360° — QEB<t{ — BEP<( =
=360°—90° — 150° = 120°,
180° - PEQ<  180° —120°

és EQ = EP figyelembevételével QPE<{ = PQE<{ = 5 7 =30°.
Mindezeket dsszevetve ROP<t = RQE<({+ EQP<( =90° — ROQF <1+ EQP<t =90° — 15° 4+ 30° =
= 105°.

150°

Masrészt mivel PS szogfelezdje a tizenkétszog P-nél levd belsd szogének, ezért EPS< =
=75% és QPS<t = QPE<+ EPS<=30°+475° = 105°.

Tehat PORS négyszog szogei 75° és 75°, 105° és 105°, ezért a négyszog valéban szimmetrikus
trapéz.

Osszesen:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont
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3. Egy 3 x 3-as négyzetrics mezdit kitoltjikk az {1;2;3;4;5} halmaz elemeivel. Ezutin minden sor
mellé és minden oszlop ald odairjuk az abban a sorban, illetve oszlopban szerepl6 legnagyobb
szamot. Hany olyan kitoltése lehet a tdbldzatnak, amikor a sorokhoz, illetve az oszlopokhoz
rendelt szamok kozott az 1, 2, 3, 4, 5 szamok mindegyike el6fordul? 7 pont

Megoldas. A tablazat kitoltésénél a szamokat irjuk be csokkend sorrend szerint.

Ekkor a tdblazatban pontosan egy 5-0st kell elhelyezni, mivel az 5-0s a sordnak és oszlopanak

is a legnagyobb értéke, és a sorokhoz, oszlopokhoz rendelt szamok kozott kettdnél tobb azonos

nem fordulhat el6. Valamint a tovabbi 1, 2, 3, 4 szamok mindegyike pontosan egy-egy helyen

(sorban vagy oszlopban) fog el6fordulni.

Az egyetlen 5-6s tehat 9-féleképpen irhat6 be a tdblazatba. 1 pont
A (szintén egyetlen) 4-esnek ugyanabba a sorba vagy oszlopba kell keriilnie, mint az 5-0snek,

mivel ellenkezd esetben abban a sorban és oszlopban is a 4-es lenne a legnagyobb, igy nem
maradna elég sor és oszlop ahhoz, hogy hozzdjuk tudjuk rendelni az 1, 2, 3 szdmok mindegyikét.

A 4-es beirdsara igy 4 lehetdség adodik. 1 pont
A 3-as elhelyezését esetekre bontva vizsgalhatjuk. El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor a 3-as a

4-essel €s 5-0ssel azonos sorba vagy oszlopba keriil.

Az éltalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy az emlitett harom szam egy sort alkot.

Ekkor a maradék két sor egyikébe csupa 1-est kell irni, mig az utolsé sorba legalabb egy 2-est (és

a tobbi helyre 1-est). Igy a tovabbi kitoltésre 2 - (23 — 1) = 14 lehet8ség adddik. 1 pont
Ezutdn vizsgéljuk meg azt az esetet, amikor a 3-as a 4-essel és az 5-Ossel nem azonos irdnyba (pl.

nem azonos sorba) keriil. Ekkor a 3-as elhelyezésére két iires sor marad. A 3-as az adott soron

beliil 2 kiilonbdz6 helyre frhat6 be. (Vagy a 4-essel, vagy az 5-6ssel azonos oszlopba kell keriiljon,

mivel ellenkezd esetben mar csak egy irdnyhoz lehetne rendelni az 1-es vagy 2-es értéket.) 1 pont
(Jelolések a tabldzatban: L — a 3-as beirdsa lehetséges, illetve T — a 3-as beirdsa tiltott.)

LIL|T
415
LIL|T

Az egymads mellé {rt LL mez0k egyikére a (3;3),(3;2),(2;3),(3;1), (1;3) szdmparok valamelyike

keriilhet csak, ami 5 lehet&séget jelent. 1 pont
Az LL mezdk egyikének kitoltése utan az liresen maradt sorba vagy oszlopba kell beirni harom

1-est (1asd az dbra szerinti 2 lehetdséget).

LiL|1 L|L
4151 vagy 415
1 1111

Végiil az egymas mellett maradt két mezSben a (2;2), (2;1) vagy (1;2) szdmpérokat kell el-
helyezni ahhoz, hogy a hatodik irdnyhoz a 2-es értéket rendelhessiik.

Igy ebben az esetben a 3-as beirdsdra és a folytatdsra 2-5-2 -3 = 60 lehetdség adddik. 1 pont
Eddigi eredményeinket 9sszegezve a tdblazat megfelels kitoltéseinek szdma: 9-4 - (14+60) =
= 2664. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok II. kategoria 1. fordulo

Feladatok

1. Az ABCD téglalapban AB : BC =4 :3. Legyen F az AB, G a CD oldal felezGpontja, mig K az AC
atlo felezdpontja. Az AF és F'B, valamint a CG és GD szakaszok folé a téglalap belsejébe azonos

Py

sugard félkoroket rajzolunk. A K kozéppontu k kor pedig kiviilrdl érinti az el6z6 félkoroket.

Mekkora a k kor sugara és félkorok sugara aranydnak pontos értéke?

2. Adjuk meg az |y| = v/ x2 +x — 2 egyenlet megolddsait, ha x €s y egész szdmok.

3. Adott 6t kiilonbozd pozitiv egész szam. Ha az Osszes lehetséges mdodon képezziik kettének az
0sszegét, akkor pontosan hét kiillonboz6 értéket kapunk. Igazoljuk, hogy az 6t szam 6sszege S-tel
oszthato.

4. Mely egész (a;b) szampdrok esetén teljesiil az alabbi egyenlet?

(a—3)b*+ (2a—6)b =3a—4

5. 10 osztalytars szinhdzba megy, ahol ugyanabban a sorban, egyméas melletti székeken kapnak
helyet. A sziinetrdl visszatérve ugyanazokat az iiléseket foglaljak el, de nem biztos, hogy mindenki
a sajat helyére il vissza. Aki méashova iil, az eredeti helye melletti iilésre keriil. Tegyiik fel, hogy
n didk keriil j helyre, ahol n 10-nél nem nagyobb természetes szam. Adjuk meg n fiiggvényében
a lehetséges iilésrendek szamat!

Haladok II. kategoria 1. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABCD téglalapban AB : BC =4 : 3. Legyen F az AB, G a CD oldal felezGpontja, mig K az AC
atl6 felezdpontja. Az AF és F'B, valamint a CG és GD szakaszok folé a téglalap belsejébe azonos

7

sugaru félkoroket rajzolunk. A K kozéppontd k kor pedig kiviilrdl érinti az el6z6 félkoroket.

Mekkora a k kor sugara és félkorok sugara ardnyanak pontos értéke?

Megoldas. Készitsiink vézlatrajzot.
Jelolje r a félkorok sugarat, ekkor AB = 4r és BC = 3r.

Erintkezd korok érintési pontja rajta van a korok kozéppontjait 6sszekots centrdlison, tehdt K, E
és H pontok egy egyenesen vannak.

Jelolje a k kor sugardt KE = R. A GKH derékszogli haromszogre felirva a Pitagorasz-tételt (a két

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont
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D G H ¢
A F B
) 3 e
befogé KG = o és GH = r, mig az atfogé KH = R+r): 1 pont
3 2
(R+r)?—1r*= <§r) . 1 pont
2 > 2 9, ‘o 2 2
R*+2Rr+7r"—r =77 és innen 4R+ 8Rr—9r- = 0. 1 pont
—8+1/64+16-9 —2++/13
R = r = r. 1 pont
8 2
R v13-2
Mivel R és r pozitiv szdmok, igy az — ardny is pozitiv lesz, ezért — = R 1 pont
r r -
Osszesen: 7 pont
2. Adjuk meg az |y| = v/ x? +x — 2 egyenlet megolddsait, ha x és y egész szamok. 7 pont
1. megoldas. Mivel x* +x—2 = (x— 1)(x+2) > 0 teljesiilése sziikséges, ezért csak x > 1 vagy
x < =2 értékek johetnek szdba. 1 pont
Ebbdl x = 1 és x = —2 esetén is y = 0 adddik, tehdt a (—2;0) és az (1;0) megolddsok. 1 pont
Ha x > 2, akkor x> < x> +x—2 < x> +2x+ 1 = (x+ 1)?, vagyis a gyok alatti kifejezés két
szomszédos négyzetszdm kozé esik, igy v/ x2+x—2 nem lehet egész, ilyen megoldds tehat
nincs. 2 pont
x =2 esetén |y| = 2 adddik, vagyis a (2;—2) és a (2;2) is megolddsok. 1 pont
Ha x < —3, akkor pedig x+ 1 < —2 felhasznaldsaval x> > x> +x—2 > x> +x+x+1= (x+1)?,
vagyis \/x2 +x — 2, ebben az esetben sem lehet egész, tehét ilyen megoldas sincs. 1 pont
x = —3 esetén pedig szintén |y| = 2 adddik, vagyis a (—3;—2) és a (—3;2) is megoldasok. 1 pont
Tehat hat megoldas van, és ezek: (—2;0), (1;0), (2;-2), (2;2), (—=3;—-2) és (—3;2).
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Az x > 2 és x < —3 esetek barmelyikének teljes korti vizsgalataért 2 pont, mindket-
toért Osszesen 3 pont jdr.

2. megoldas. Mivel x* +x—2 = (x— 1)(x+2) > 0 teljesiilése sziikséges, ezért csak x > 1 vagy
x < =2 értékek johetnek szdba. 1 pont
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Legyen |y| = k > 0. Ekkor \/x%+x—2 = k, ahonnan négyzetre emelés utdn P 4x—2=K
adodik.

Végigszorozva 4-gyel, atrendezve, majd teljes négyzetté alakitva kapjuk, hogy
(2x+1)* — (2k)* =9, 1 pont
majd azt, hogy
(2x+1—-2k)(2x+1+4+2k) =09. 1 pont

Felhaszndlva egyfeldl, hogy 2x+ 1 — 2k és 2x+ 1 4 2k egész szdmok és igy a 9 0sztdi, illetve
hogy (k > 0 miatt) 2x+ 1 — 2k <2x+ 1+ 2k, 1 pont

masteldl pedig, hogy 9 a kdvetkezOképpen bonthat6 egészek szorzatdra:

9=1.9=3-3=(=3)-(=3) = (=9)-(=1);
a kovetkezd négy eset lehetséges. 1 pont
L2x+1—-2k=1és2x+1+2k=09;innen x =2,k =2, azaz x = 2 és y = +2 adddik,
I: 2x4+1—-2k=—-9és2x+1+2k = —1; innen x = —3,k = 2, azaz x = —3 és y = £2 adddik, 1 pont
I: 2x+1—-2k=3és2x+1+2k=3;innen x = 1,k =0, azaz x = 1 és y = 0 adddik,
IV:2x+1—-2k=—-3¢s2x+ 142k = —3;innen x = -2,k =0, azaz x = —2 és y = 0 adddik. 1 pont
Tehat hat megoldds van, és ezek: (—2;0), (1;0), (2;—-2), (2;2), (—3;—2) és (—3;2).

Osszesen: 7 pont

3. Adott 6t kiilonboz6 pozitiv egész szam. Ha az Osszes lehetséges modon képezziik kettdnek az
Osszegét, akkor pontosan hét kiilonbozé értéket kapunk. Igazoljuk, hogy az 6t szdm Osszege S-tel
oszthato. 7 pont

Megoldas. Legyen az 5 kiilonb6z6 szdm a < b < ¢ < d < e. A tiz lehetséges Osszegbdl a

kovetkezd hét biztosan kiilonbdzb: a+b <a+c<a+d <a+te<b+e<c+e<d+e. 1 pont
A maradék hdrom 6sszegre b+ ¢ < b+d < ¢+ d. Ezek mindhdrman nagyobbak a + c-nél és
kisebbek ¢ + e-nél. 1 pont
Figyelembe véve, hogy pontosan hét kiilonbozd értékiink van az dsszegekre, ez csak tigy lehetsé-
ges,haa+d=b+c,ate=b+désb+e=c+d. 1 pont
Az elsd egyenletbdl b = a+d — ¢, ezt beirva a harmadik egyenletbe a+d — ¢+ e = ¢ +d, amib6l
a+t+e=2c, 1 pont
de akkor a masodik egyenlet alapjan b+ d = 2c is fenndll. 1 pont

A két utols6 egyenlOséget 0sszeadva a+b+d +e = 4¢, amibdl a+ b+ c+d +e = 5c kovetkezik, 1 pont
és mivel c egész szam, ez éppen azt jelenti, hogy az a + b + c +d + e 6sszeg 5-tel oszthato. 1 pont

A feladat feltételeinek megfelel szamok 1éteznek is, az 1, 2, 3, 4 és 5 szdmok példaul jok.
A paronkénti 6sszegek novekvd sorban: 3,4,5,5,6,6,7,7,8¢és 9.

Osszesen: 7 pont
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4. Mely egész (a;b) szamparok esetén teljesiil az aldbbi egyenlet?

(a—3)b*+ (2a—6)b =3a—4

1. megoldas. A bal oldal szorzatta alakitva: (a — 3) (b +2b) = 3a — 4.
a # 3, mert kiilonben a bal oldal nulla, a jobb oldal pedig 5 lenne, igy (a — 3)-mal eloszthatjuk a

két oldalt és kapjuk: b +2b =

A bal oldalon egész szam 4&ll, ezért az

3a—4
a—-3"

A jobb oldalt atalakitva adodik: b>+2b=3+

a—

a—3"

a— 3 értéke csak —1, 1, =5 vagy 5, az a szdm pedig csak 2, 4, —2 vagy 8 lehet.

A lehetséges eseteket tdblazatba foglalva:

a 2 4 -2 8
b*+2b —2 8 2 4
(b+1)?=b>+2b+1 —1 9 3 5
b nem valés | 2 vagy —4 | nem egész | nem egész
Tehat a keresett szampérok: a =4 és b =2, illetve a =4 és b = —4.

Osszesen:

2. megoldas. a # 3, mert ekkor a bal oldal nulla, a jobb oldal pedig 5, azaz az

(a—3)b*+ (2a—6)b—3a+4=0

egyenletet (ami b-ben valdédi masodfoku egyenlet) kell megoldanunk.

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

tort értéke is egész, igy a — 3 osztdja az 5-nek, ezért

2 pont

2 pont
7 pont

Mivel b egész szam, ahhoz, hogy ennek az egyenletnek legalabb az egyik gyoke egész szam

legyen, sziikséges, hogy az egyenlet D = 164> — 76a + 84 diszkrimindnsa négyzetszam legyen.

Keressiink a 16a> — 76a + 84 kifejezésre ,,hasonlité” négyzetszamokat!

Ha a < 0, akkor

z

€S

négyzetszam.

Ha a > 4, akkor

z

€S

lehet négyzetszam. Tehat a értéke csak 0, 1, 2 vagy 4 lehet.

164> —76a + 84 = (4a—9)* —4a+3 > (4a—9)?

164> —76a+ 84 = (4a — 10)*> +4a — 16 < (4a — 10)?,
azaz a < 0 esetén a diszkrimindns ért€ke két szomszédos négyzetszam kozé esik, igy nem lehet

164> —76a + 84 = (4a—9)* —4a+3 < (4a—9)?

164> — 76a+ 84 = (4a — 10)*> +4a — 16 > (4a — 10)?,
azaz a > 4 esetén a diszkrimindns értéke szintén két szomszédos négyzetszam kozé esik, igy nem

1 pont

2 pont

2 pont

Haa =0, a=1 vagy a = 2, akkor a diszkriminéns értéke rendre 84, 24, illetve —4, tehit nem

2 pont

négyzetszam.

a =4 esetén pedig a diszkrimindns 36, ekkor a masodfoku egyenlet megoldédsai by =2 és by = —4.
Tehat a keresett szampérok: a =4 és b =2, illetve a =4 és b = —4.

Osszesen:

7 pont
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5. 10 osztalytars szinhdazba megy, ahol ugyanabban a sorban, egymdas melletti székeken kapnak
helyet. A sziinetrdl visszatérve ugyanazokat az iiléseket foglaljak el, de nem biztos, hogy mindenki
a sajat helyére iil vissza. Aki mdshovd iil, az eredeti helye melletti iilésre keriil. Tegyiik fel, hogy
n didk keriil 4j helyre, ahol n 10-nél nem nagyobb természetes szdim. Adjuk meg n fiiggvényében
a lehetséges iilésrendek szamat! 7 pont

Megoldas. A sziinetrdl visszatérve csakis ugy véltozhat meg az iilésrend, hogy két-két egymads
mellett 116 didk cserél helyet. 1 pont

Péld4ul vegyiik balrél az elsé olyan didkot, aki mozgott. O csak egy hellyel jobbra iilhet, és
az 6 helyét csak a jobb oldali szomszédja foglalhatta el. Ha van még helycsere, ugyanezt a
gondolatmenetet alkalmazva a t6liik jobbra iil6 didkokra, ugyanigy csak egymds melletti didkok
cserélhetnek helyet. 1 pont

Mivel 0sszesen paros szamu didk van és a cserék is parokban torténnek, nem lehetséges, hogy
paratlan szamu didk il vissza az eredeti helyére. 1 pont

Ha n = 2k didk il vissza az eredeti helyére, akkor a helyben maradé didkokat egyesével, a helyet
cseréloket pedig paronként egy-egy blokknak tekinthetjiik. A lehetséges iilésrendek szamat az

hatdrozza meg, hogy hanyféleképpen helyezhetek el a kettes blokkok. 1 pont
Van 10 — 2k helyben maradé didk és k par, azaz 10 — k blokkbdl kell kivédlasztanunk 10 — 2k
kétfés blokkot. 2 pont
. (10—73 .y
Tehat lehetdség van. 1 pont
10—n
Osszesen: 7 pont

Megjegyzések. 1. Az utolsé pont a kulcsban felirt barmelyik alak helyes megadasaért jar.

Az utolso 4 pontot akkor is kapja meg a versenyzd, ha helyesen kiszamolja n minden lehetséges
értékére a lehetGségek szamat, de dltalanos képletet nem ir fel. A lehetségek L(n) szama:

L(1)=L(3) =L(5) = L(7) = L(9) = 0 és L(0) = L(10) = 1, L(2) = 9, L(4) = 28, L(6) = 35,
L(8) = 15.

Ha a versenyz6 egyesével szamolja ki az értékeket, akkor az aldbbiak szerint kapja a pontszamat:

* pératlan n-ek kizérasa: 3 pont
*n=0; 10; 2 mindegyikének helyes megadasa: 1 pont
*n=4; 6; 8 esetek helyes megadasa egyenként: 1-1-1 pont

2. Megmutathat6 (és kiilonboz6 szovegverzidkkal kozismert feladat), hogy a lehetdségek egyiittes
szdma L(0) +L(1)+...+L(10) = 89 = f1; a 11-edik Fibonacci-szdm, és dltaldban ha 10 helyett
n didk van; a lehetségek egyiittes szama L(0) +L(1) +...+L(n) = f,+1, azaz az (n+ 1)-edik
Fibonacci-szam.
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Feladatok

1. Egy derékszogli haromszdg mindharom oldaldnak hossza a beirt kor sugaranak egész szdmu
tobbszorose. Adjuk meg a két befogd aranyét! 7 pont

2. A 0-tdl kiilonbo6z6 a, b, ¢ valés szamokra teljesiilnek az alabbi egyenldségek:

@’ +a= b
b* +b=c?
A +c=d.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor (a —b)(b—c)(c—a) = 1. 7 pont

3. Anna és Bea a kovetkez6 jatékot jatsszak. Az asztalon levé 1000 darab gyufaszalbdl felvéltva
vesznek el, mindegyikiik 2-hatvany szamu gyufaszalat. Aki az utols6 gyufaszélat elveszi az
asztalrdl az veszit. Kinek van nyerd stratégidja, ha Anna kezd?

KettShatvanynak a 2 nemnegativ egész kitevGs hatvanyait nevezziik, tehdt az 1, 2, 4, §,... szdmokat. 7 pont

1
4. Két egységnégyzet megfeleld oldalai pdrhuzamosak, a kdzos rész teriilete 5 kozos rész keriilete
pedig k. Igazoljuk, hogy
V8 <k<3. 7 pont

Haladok II. kategoria 2. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy derékszogii haromszog mindhdrom oldaldnak hossza a beirt kor sugaranak egész szamu
tobbszorose. Adjuk meg a két befogd ardnyat! 7 pont

Megoldas. Jelolje a és b a derékszogli haromszog befogoéit és ¢ az atfogét. Az adltalanossag
megszoritdsa nélkiil legyen a beirt kor sugara 1 egység, ekkor az oldalhosszak egészek.

a+b+c ab

A haromszog teriiletét kétféleképpen felirva: T = > 1= 5 1 pont
Ebbdl az atfogé: ¢ = ab— (a+b). 1 pont
A Pitagorasz-tételt alkalmazva: [ab — (a + b)]* = @ + b*, amit dtrendezve azt kapjuk, hogy
a’b* +2ab = 2ab(a+b). 1 pont
Mivel a, b pozitivak, ezért oszthatunk ab-vel, ahonnan ab + 2 = 2a + 2b. Ezt az a-ra rendezve:
a= M =2+ L 1 pont

b—-12 b—2
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A befogoénak a beirt kor atmérdjénél hosszabbnak kell lennie, ezért b > 2, tovabba mivel a és b
egészek, b—2 | 2. igy b — 2 lehetséges értékei a 2 pozitiv 0szt6i: 1 és 2. 1 pont

Ekkor b 3 vagy 4 lehet, az a befogé pedig rendre 4 vagy 3.
Azaz a derékszogli haromszog befogdinak ardnya 4:3. 1 pont

A szamolds soran ekvivalens 1épéseket hajtottunk végre. A haromszog atfogdja 5 egység lesz, a
teriiletképletbdl pedig a beirt kor sugardra valéban 1 egység adddik, igy mindhdrom oldalhossz a
beirt kor sugardnak egész szamu tobbszorose. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Az elsd 3 pont megkaphat6 a kovetkez6 mddon is: a derékszogli haromszogben
2r = a+b —c, ahonnan (r = 1 értéke esetén) ¢ = a + b — 2. Pitagorasz tételét alkalmazva:

(a+b— 2)2 = a® 4 b?, amit dtrendezve és az Gsszevondsok utdn azt kapjuk, hogy 2ab — 4a —
—4b+4=0,azazab—2a—2b+2 =0.

Ha a versenyzd a 3-4-5 egység oldalhosszu derékszdgl haromszogrdl beldtja, hogy a beirt korének
sugara 1 egység, igy az megfelel a feltételeknek, de més lehetséges eseteket nem zar ki, legfeljebb
2 pontot kapjon.

2. A 0-tdl kiilonboz6 a, b, ¢ valés szdmokra teljesiilnek az alabbi egyenldségek:

a+a="0

b*+b=c?

A 4c=d>.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor (a —b)(b—c)(c—a) = 1. 7 pont
Megoldas. Osszeadva az egyenlségek megfelels oldalait: @+ +cta+tb+e=a*+b*+c,
amibbla+b+c =0, 1 pont
illetve b+c¢ = —a,c+a = —b, a+ b = —c adddik. 1 pont

Ezeket az 0sszefiiggéseket és az eredeti egyenldségeket felhasznalva:
(a—b)(a+b)=a*—b*=—a=b+c
(b—c)(b+c)=b*—c*=—b=c+a

(c—a)(c+a)=c —a*=—c=a+b 2 pont
A kapott egyenl&ségek megfeleld oldalait 6sszeszorozva:
(a—b)(b—c)(c—a)(a+b)(b+c)(c+a)=(a+b)(b+c)(c+a). 2 pont

Mivel a, b, ¢ 0-tdl kiilonbozé valds szamok, ezért az ellentettjiikkkel egyenlé b+c, c+a, a+b
szamok is azok, igy az utoljara kapott egyenlGséget oszthatjuk (a+b)(b+c)(c + a)-val, és igy
éppen a bizonyitandé (a — b)(b—c)(c —a) = 1 egyenl8séget kapjuk. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Anna és Bea a kovetkez6 jatékot jatsszdk. Az asztalon levé 1000 darab gyufaszalbdl felvdltva
vesznek el, mindegyikiik 2-hatvany szamu gyufaszalat. Aki az utols6 gyufaszélat elveszi az
asztalrol az veszit. Kinek van nyerd stratégidja, ha Anna kezd?

Kett6hatvanynak a 2 nemnegativ egész kitevds hatvanyait nevezziik, tehit az 1, 2, 4, §,... szdimokat. 7 pont
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Megoldas. Legyen N a kezdetben az asztalon 1évd gyufaszalak szima. Megvizsgédlva az N = 1,
2, 3, 4 eseteket lathatd, hogy mindkét fél j6 jatéka esetén N = 1-nél és N = 4-nél Bea nyer,
N = 2-nél és N = 3-nal pedig Anna.

(Tovébbi eseteket is megvizsgélva) az a sejtésiink tdmadhat, hogy az N = 3n + 1 alaku eseteknél
Bednak, az N = 3n és N = 3n+ 2 alaku eseteknél pedig Annanak van nyerd stratégidja.
Felhasznéljuk, hogy egy 2-hatvany 3-mal osztva 1 vagy 2 maradékot adhat.

Ezért, ha valaki 3n + 1 alaki gyufaszambol vesz el, akkor a megmaradt gyufak szdma 3-mal
osztva 0 vagy 2 maradékot fog adni.

A soron kovetkezd jatékos biztosan tud dgy elvenni, hogy a harmas maradék ismét 1 legyen,
példaul 3n alaku gyufaszam esetén 2 szal gyufdt, mig 3n -+ 2 alakd gyufaszam esetén 1 szdl gyufat
elvéve. Ha ezzel a stratégidval jatszik, akkor biztosan nem 6 fogja elvenni az utolsé szal gyufat
(hiszen a 0 nem 3n + 1 alaka).

JOl jatszva tehat az nyerhet, aki elé el6szor keriil 3n vagy 3n + 2 alakd gyufaszam, esetiinkben ez
Bea, hiszen Anna el6tt kezdéskor 1000 szl gyufa van és ez 3-mal osztva 1 maradékot ad.

Osszesen:

Megjegyzés. A *-gal jelolt pontok helyes megoldas esetén akkor is megadandok, ha a versenyzo
nem vizsgélja kiilon az eseteket kis N-re, illetve, ha nem fogalmazza meg a sejtést.

1
. Két egységnégyzet megfeleld oldalai pairhuzamosak, a kozos rész teriilete 7 a koz0s rész keriilete
pedig k. Igazoljuk, hogy
V8 <k <3.

1. megoldas. A két négyzet kozos része egy téglalap, ennek oldalai legyenek x €s y, ahol x és y
pozitivak, és egyik sem nagyobb 1-nél. A téglalap teriilete xy = % innen y = 2_1x keriilete pedig
k=2x+4+2y=2x+ i
Egyfeldl, be kell latni, hogy \/§ <k, azaz

V8 < 2x+ }C (1)

Mivel x pozitiv, ezért a bizonyitand6 (1) egyenlStlenséget x-szel szorozva €s nulldra rendezve
azzal ekvivalens egyenl6tlenséget kapunk:

2
0§2x2—\/§x+1, azaz 0< <\/§x—l> ,
ez nyilvan minden x-re igaz, az (1) egyenl6tlenséget ezzel belattuk,

és a keriilet a v/8 értéket az x = y = /2 /2 értéke esetén fel is veszi.
Masrészt, azt kell belatnunk, hogy k < 3, azaz

1
2x+ - < 3. (2)
X
1
Vegyiik észre, hogy x és y szerepe felcserélhetd, ezért feltehetd, hogy 0 < y < x. Ekkor 5= xy < X2,

) 1 1
innen — < x, tehat — <x < 1.

V2 V2

1 pont*

1 pont*
1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

2 pont

1 pont
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x-szel szorozva és nulldra rendezve a bizonyitandé (2) egyenlGtlenséggel ekvivalens egyenlStlen-

1
séget kapunk: 2x* —3x+1 < 0, azaz 2 (x — 1) (x— 5) <0.

1
Ennek megoldésa: > <x<1. 2 pont
1 1 1
Mivel - < E’ ez minden E < x <1 esetén igaz, tehat a (2) egyenlStlenséget is belattuk. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. A két négyzet kozos része egy téglalap, ennek oldalai legyenek x és y, ahol
1
0 <x,y <1. A téglalap teriilete xy = 5 keriilete k = 2x+ 2y.
Egyfeldl, a szdmtani és mértani kozép kozotti Osszefiiggést az a+ b > 2V ab alakban alkalmazva 1 pont
kapjuk hogy 2x + 2y > 2+/2x-2y = 21/4xy = 2+/2 = /8, tehét k > /8, 2 pont

és a keriilet a /8 értéket az x = y = /2 /2 értéke esetén fel is veszi.
Maisfel6l a0 < x,y < lalapjan | —x >0¢és1—y>0,igy0< (1 —x)(1—y)=1+xy—x—y, 1 pont

1 3
ahonnan x4y < l—i—xy:H—E:E,azaz 2 pont
2x+2y <3, tehdt k < 3. 1 pont
Osszesen: 7 pont

3. megoldas. A két négyzetet helyezziik el egy koordinata-rendszerben az 1. dbra szerint.
Az egyik négyzet csucsa az origd, a masik négyzetnek az el6bbi négyzet belsejében 1€vS csics-

1
pontja P(x;y). Ekkor a kozos rész (nyilvan egy téglalap) oldalai x és y, e téglalap teriilete xy = 5

1 1
Ezért a P pont koordinétéi P (x; 2—) , igy a P pont rajta van a h(x) = o fliggvény grafikonjan,
X X

ami egy hiperbola. 1 pont
A E

P(x;y).

X B(1:0,5)

1. dbra 2. dbra
Tovabbd a P pont rajta van e hiperbola A(0,5;1) és B(1;0,5) pont kozotti ivén. A hiperboldnak
ez az ive az e = AB egyenes alatt, €s a hiperbolat a C tengelypontjaban érintd f egyenes felett
helyezkedik el (2. dbra). 1 pont
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A C pont a g(x) = x fiiggvény grafikonjdn van, hiszen ez a hiperbola szimmetriatengelye, igy C

1 1
koordinatéi az x = o egyenletbdl kiszamithatdk: x =y = —
X

Nk
Az e egyenesen az x+y = 1,5 feltételnek eleget tevs pontok, az f egyenesen azx+y =2- ﬁ =
— /2 feltételnek megfeleld pontok vannak.

Mivel P ezen két egyenes kozé (esetleg valamelyik egyenesre) esik, P koordinatdinak dsszege
V2 és 1,5 kozé esik, azaz V2 <x+4y<1,5. A kozos rész keriilete k = 2x + 2y, igy 2 - V2 =
= V8 <k<3.

Osszesen:

1
Megjegyzés. Ha a versenyzé a feladatot atfogalmazza az aldbbi algebrai feltételre: xy = 7 0<x,
y < 1é&s x+y szélsdértékeit keressiik —, arra 1 pontot kapjon;

tovabbd, ha indoklas nélkiil kozli, hogy adott szorzat mellett a két szaim Osszege akkor a legkisebb,

1
ha a két szdm egyenld, azaz x = y = — esetén, és ekkor k = 2v/2=+/8 éppen — djabb 1 pontot

V2

kapjon;
tovabb4d, ha indoklés nélkiil kozli, hogy adott szorzat mellett a két szdm Osszege akkor a legna-

1
gyobb, ha az egyik 5 a masik pedig 1, és ekkor k = 3 — Gjabb 1 pontot pontot kapjon.

Haladok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

. Az n pozitiv egész szam négy legkisebb pozitiv osztdja ndvekvo sorrendben dy,ds,ds,dy. Keres-
siik meg az Osszes olyan n szamot, amelyre teljesiil az

n=di+ds+d3+d;

egyenlGség.

. Az ABC hiaromszdog egy tetszdleges P bels pontjan keresztiil pArhuzamosokat hizunk az olda-
lakkal. A parhuzamosok az AB, BC és CA oldalakat rendre a Q és R, az U és V, valamint a W
és Z pontokban metszik. A POR, PUV és PWZ hiaromszogek teriilete rendre 50, 8, illetve 18
teriiletegység. Mekkora az ABC haromszog teriilete?

. Egy Bowling Klub kolcsonozhetd cipdi kozott van n egyforma (szinl és méretii) par cipd (n > 3).
A klub vezetdje kiszdmolta, hogy ha ezeket a cipSket dsszekeveri, majd taldlomra kivalaszt
koziilikk négy darab cipdt, akkor annak a valészintisége, hogy a kivélasztott cipdk kozott legalabb
egy Osszetartozé par van (egy jobbos és egy balos cipd), egész szamu tobbszordse annak a
valoszinliségének, hogy két par cip6 alakithatd ki a kivdlasztottakbdl. Hatdrozzuk meg az n
értékét.

1 pont

2 pont

2 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont
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Haladok I1. kategoria 3. (donto) fordulo
Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Az n pozitiv egész szdm négy legkisebb pozitiv osztdja novekvd sorrendben dy,d>,d3,ds. Keres-
siik meg az Osszes olyan n szamot, amelyre teljesiil az

n=di+ds+d3+d;
egyenldség. 7 pont
Megoldas. A (2k)? = 4k* és (2k+1)> = 4(k* + k) + 1 Ssszefiiggések alapjan a paros szdamok
négyzete 4-gyel osztva 0, a paratlanoké pedig 1 maradékot ad. 1 pont
Vizsgaljuk meg n-et a néggyel valé oszthat6sag szempontjabdl.

1. eset: ha n paratlan szdm. Ekkor d1, d>, d3, d4 pératlan oszto1 n-nek és d2, d% , d% , df mindegyike
4-gyel osztva 1 maradékot adé szam. Igy az Ssszegiiknek, n-nek 4-gyel oszthaténak kellene lennie,
ami ellentmondds. Tehéat n csak paros szdm lehet. 1 pont

2. eset: ha n 4-gyel oszthat6é szdm. Ekkor d| = 1, d» = 2, valamint d3 és d4 egyike 4. Az ismert
harom oszté négyzete Osszegének 4-es maradéka tehat 1, a hidnyzo osztd négyzetével egyiitt
d? +d3 +d3 + d}, azaz n 4-es maradéka 1 vagy 2 lehet, ami ellentmondas azzal a feltételezéssel,
hogy 4 | n. Tehdt 4 { n. 1 pont

3. eset: ha2 | n, de 41 n. Ekkor {d|,d>,d3,ds} = {1,2,p,q} vagy {di,d»,d3,ds} = {1,2,p,2p},
ahol p és g paratlan primek. 1 pont

Az elsé feltétel mellett n 4-es maradéka 1 +0+ 1+ 1 = 3 lenne, ami szintén ellentmond annak a
feltételezésnek, hogy n paros. 1 pont

A misodik feltétel teljesiilése esetén pedig n = 12 422+ p*> + (2p)> = 5(1+ p?). Tehat 5| n, 1 pont
és igy p = d3 = 5, ami alapjan n = 130. 1 pont
Ennek figyelembevételével a feladat egyetlen megoldasa n = 130.

Osszesen: 7 pont

2. Az ABC hiromszog egy tetszdleges P belsd pontjan keresztiil pairhuzamosokat hiizunk az olda-
lakkal. A parhuzamosok az AB, BC és CA oldalakat rendre a Q és R, az U és V, valamint a W
és Z pontokban metszik. A POR, PUV és PWZ hiaromszogek teriilete rendre 50, 8, illetve 18
teriiletegység. Mekkora az ABC haromszdog teriilete? 7 pont

Megoldas. A PWZ és az UV P haromszdg hasonlé az UCZ haromszoghoz, mert az oldalaik
parhuzamossdga miatt egyenldek a szogeik. 1 pont
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A 0 R B

ZP PU
Az egyik esetben a hasonldsig ardnya 70 a masik esetben pedig i Mivel ZP + PU = ZU

ezért a két arany Osszege 1. Jeloljiik az elsG aranyt A-val, a masodikat pedig 1 — A-val.

Jeloljiik T-vel az UCZ haromszog teriiletét. Mivel a teriiletek ardnya egyenld a hasonlésag
ardnyanak négyzetével A°T = 18 és (1 —A)*T =8.
2

9
A két egyenletet egymadssal elosztva W = Z—hez jutunk. Innen mivel A és 1 — A pozitiv
szamok _3 majd A = 3 adodik
1—a 2 TS '

3\ )
(5) T = 18-bol T = 50 adddik. Igy a PVCW paralelogramma teriilete 50 — 18 — 8 = 24.

Hasonl6 gondolatmenettel kaphatjuk meg az AQPZ paralelogramma teriiletét, felhaszndlva, hogy
a ORP és a ZPW haromszog hasonl6 ARW hiromszoghoz. Ennek a paralelogrammaénak a teriilete
60.

Az el6z6ekhez hasonléan QRP, PUV és QBV haromszogek hasonldsdgdbdl az RBU P paralelog-
ramma teriilete pedig 40-nek adddik.

Igy a hdrom hiromszog és a hdrom paralelogramma teriiletét 6sszeadva az ABC hiromszog
teriiletére (504 8 + 18) + (24 + 60+ 40) = 200-at kapunk.

Osszesen:

. Egy Bowling Klub kolcsonozhetd cipdi kozott van n egyforma (szinl és méretii) par cipd (n > 3).

A klub vezetdje kiszdmolta, hogy ha ezeket a cipOket dsszekeveri, majd taldlomra kivilaszt
koziiliik négy darab cipdt, akkor annak a valdsziniisége, hogy a kivdlasztott cipdk kozott legaldbb
egy Osszetartozd par van (egy jobbos €s egy balos cip8), egész szamu tobbszorése annak a
valészintiségének, hogy két par cip6 alakithaté ki a kivalasztottakbdl. Hatdrozzuk meg az n
értékét.

Megoldas. n egyforma par cipd van, azaz 2n darab cipé (n darab ,,bal” és n darab ,,jobb”).

Jelolje A azt az eseményt, hogy a kivalasztott cipSk kozott lesz Osszetartozé par, mig B azt az
eseményt, hogy két par cipd alakithat6 ki a kivalasztottakbdl.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont

7 pont



Haladok III. kategoria 1. fordulé

55

2

o)
Ha n = 3, akkor A biztos esemény, igy P(A) = 1, mig P(B) = ~—~——~+*

P(A) 5 . . .
——= = —, ami nem egész, azaz az n = 3 eset nem ad megoldast.
P(B) 3

3
= 5 Mindezek alapjan

Ha n > 4 az A eseménynél komplementer-elvvel dolgozunk A: a kivélasztott cipsk kozott nem
lesz Gsszetartozd par (mind a négy cipd ,,balos” vagy mind a négy cipd ,,jobbos”).

C()(l) e

PA) = = N T 2= D —2)@n—3) ~ 2an—1)(2n—3) & innen
(4) 41
P(A) = 1 — P(A) = Tn?> —11n _ n(7n—11)

22n—1)2n—3) 2(2n—1)(2n-3)
A B eseményre (két par cipd alakithato ki a kivélasztottakbdl)

() () e
—1
P(B) = 2 2) _ 4 _ 3n(n—1) .
2n 2n(2n—1)(2n—2)(2n—-3) 2(2n—1)(2n—3)
4 4!
P(A Tn—11 Tn—11
Mindezeket felhaszndlva: (4) = n(7n ) - =keZ".
P(B) 3n(n—1) 3n-3
e : e n—11
Ha k pozitiv egész, akkor 3k is pozitiv egész, igy a 3k = 1
n p—

— —— pozitiv egész.
n—1

Figyelembe véve, hogy n > 4 kell legyen, az n — 1 csak 4 lehet, azaz n =5 lesz.

Tehat 6t par cipd esetén lesz az adott hanyados egész szam.

20
P(A) 21 _ 20 _

PB) 10 10
21

Ellendrzés: ha n = 5, akkor

Osszesen:

Haladok II1. kategoéria 1. fordulo

Feladatok

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

2 pont

7 pont

. Mely 1-nél nagyobb pozitiv egész n-ekre lehetséges, hogy a p1, pa, ..., p, paratlan pozitiv egész

szamok szorzata egyenld az Osszegiikkel?

7 pont
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2. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges ¢ > 1 raciondlis szdm esetén a pozitiv egész szdmok halmazat
fel lehet bontani egy A és B halmazra tigy, hogy ¢ nem irhat6 fel sem két A-beli, sem két B-beli
szdm hdnyadosaként. 7 pont

3. Vannak-e olyan 2025 és 6000 kozotti x és y egész szamok, amelyekre az xy + x és az xy +y
egymdstol kiilonboz6 négyzetszamok? 7 pont

4. Az egyenld szari ABC haromszog C-nél 1évé szoge 100°. Az A-bdl indul6 belsé szogfelez6 a BC
oldalt a D pontban metszi. Mutassuk meg, hogy AD 4+ DC = AB. 7 pont

5. Vannak-e olyan xp,x3,...,X99 szdmok, amelyek mindegyike V241 vagy V2 — 1 értékii, és
teljesiil rajuk, hogy

XX + X0X3 + X3X4 + . . . + X9gX99 + Xg99x1 = 199? 7 pont

Haladok III. kategoéria 1. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mely 1-nél nagyobb pozitiv egész n-ekre lehetséges, hogy a p1, p2,. .., p, paratlan pozitiv egész
szamok szorzata egyenld az Osszegiikkel? 7 pont

Megoldas. Mivel a p; szdmok szorzata paratlan, igy az Osszegiik is paratlan, ezért az n csak
paratlan lehet. 1 pont
A tovabbiakban két esetet vizsgalunk, aszerint, hogy az n 4-gyel osztva 1 vagy 3 maradékot ad-e.

[. Han =4k+1 > 1 alaku (ahol k pozitiv egész).

4k—1db
—— .
Az 1,1,...,1, 3, 2k+ 1 szamok Osszege (4k —1)-1+3+ (2k+ 1) = 6k + 3 és szorzatuk is
1%=1.3. (2k 4 1) = 6k + 3. Azaz az n tetszSleges 4k + 1 alaki szdm lehet. 2 pont

II. Ha n = 4k — 1 alaku (ahol & pozitiv egész).

Innentdl végig a szamok 4-es maradékait vizsgéljuk. Legyen a py, pa, ..., par—1 szdmok kozott
m darab —1 és (n —m) darab +1 maradékot ad6. A p; szamok 4-es maradékainak Osszege
(4k—1—m)-1+m-(—1)=4k—1—2m, mig a szamok 4-es maradékainak szorzata (—1)". 2 pont

a) Ha m pdratlan, akkor a p; szdmok 4-es maradékainak osszege 4k — 1 —2m =1 (mod 4), mig
a szorzatuk (—1)" = —1 (mod 4), azaz a szorzat és az 9sszeg nem lehet egyenld. 1 pont

b) Ha pedig m péros, akkor a p; szamok 4-es maradékainak osszege 4k — 1 —2m = —1 (mod 4),
mig a szorzatuk (—1)" =1 (mod 4), azaz a szorzat és az Gsszeg megint csak nem lehet egyenls. 1 pont

Tehat az n szam nem lehet 4k — 1 alakad.

Vilasz: pontosan a 4k + 1 alaku n-ekre teljesiilhet a feladat feltétele.

Osszesen: 7 pont
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Megjegyzés. Ha a versenyz6 barmilyen — egyéb — dltalanos konstrukciét ad az n = 4k + 1 alakd
szamok esetére, természetesen kapja meg az adott rész 2 pontjat.

2. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges g > 1 raciondlis szdm esetén a pozitiv egész szdmok halmazat
fel lehet bontani egy A és B halmazra tigy, hogy ¢ nem irhat6 fel sem két A-beli, sem két B-beli
szdm hdnyadosaként. 7 pont

Megoldas. Tekintsiik a kovetkez6 grafot a pozitiv egész szamok halmazan: két szamot akkor
kossiink 0ssze éllel, ha a hanyadosuk g. A feladatot leforditva a grafunk pontjait két szinnel kell

szinezni ugy, hogy azonos szinii pontok kdzott ne menjen él. 2 pont
Ebben a gratban egy pontnak 0, 1 vagy 2 szomszédja lehet, mert csak a g-szorosaval és a g-ad
részével lehet Osszekotve, és ezek nem feltétleniil egész szamok .1 pont

Azt 1s figyeljik meg, hogy ez a graf kormentes, ugyanis egymashoz éllel csatlakozé csucsok
sorozata csak novekvd vagy csokkend sorozatot alkothat, hiszen egy szam nem lehet két nala

kisebb vagy két ndla nagyobb szdmmal Osszekotve. 1 pont
Az eddigieket 6sszegezve elmondhatjuk, hogy a grafunk Osszefiiggéségi komponensei véges utak
és az egyik irdnyban végtelen utak lehetnek. 2 pont
Az pedig nyilvanvald, hogy az utakban szerepld egymds utdni csicsokat felvéltva szinezve
kielégitettiik a kivant feltételt. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A fenti megoldast le lehet roviditeni, ha a versenyzé csak azt mutatja meg, hogy
a tekintett graf kormentes, €s felhaszndlja azt a jol ismert allitast, hogy a fagrafok csucsait két
szinnel lehet szinezni.

A fenti megoldas alapgondolatat felhasznalva grafok hasznalata nélkiil is megoldhat6 a feladat,
egy lehet6ség a kovetkezd: a raciondlis szdmok halmazat fel lehet bontani egymdstol diszjunkt, g
hanyadosu, mindkét irdnyban végtelen mértani sorozatokra. Vegyiik ezeknek a mértani soroza-
toknak a pozitiv egész szamok halmazaval vett metszeteit, és ezeknek a halmazoknak az elemeit
novekedd sorrendben felvaltva tegyiik bele az A, illetve a B halmazba.

3. Vannak-e olyan 2025 és 6000 kozotti x és y egész szamok, amelyekre az xy + x és az xy +y
egymastol kiillonboz6 négyzetszamok? 7 pont

Megoldas. Mivel két kiilonb6z6 négyzetszamunk van, ezért x # y. A szimmetria miatt feltehetd,

hogy x < y. 1 pont
Ekkor teljesiil, hogy x> < xy+x = (x+ p)?, ahol p > 1 pozitiv egész szdm, valamint (x+ p)? <

<xy+y=(x+¢)? ahol g > p pozitiv egész. 1 pont
Vegyiik a két négyzetszam kiilonbségét: (xy+y) — (xy+x) =y—x= (x+¢)> —(x+p)* =

=2(q—p)x+q¢* —p*. 2 pont
Ez a kiilonbség nagyobb, mint 2x , hiszen g —p > 1 és q2 —p*>0. 1 pont
Kaptuk tehat, hogy y —x > 2x, vagyis y > 3x. 1 pont
Emiatt nem lehetséges, hogy mind az x, mind az y egész szamok 2025 és 6000 kozé essenek. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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4. Az egyenld szard ABC hiaromszog C-nél 1évG szoge 100°. Az A-bél induld belsé szogfelezs a BC
oldalt a D pontban metszi. Mutassuk meg, hogy AD 4+ DC = AB. 7 pont

1. megoldas. Haszndljuk az alabbi dbrat €s jeloléseit!

Legyen N az AB oldalnak az a pont-
ja, amelyre AN = AD. Az ACD ha-
romszoget az AD szogfelezore tiikroz-
ve az AMD haromszoget kapjuk. Ek-
kor nyilvanvaléan M az AB szakaszon
van, AM < AN, az AMD haromszog

M-nél 1évs szoge 100°, tovdbba igy
DC = DM. 2 pont

Az MND haromszogben NMD< =
= o = 80°. Az AND egyenld szaru
hdromszogben az alappal szemkozti szog 20°, ezért AND<t = MND<t = 3 = 80°, tehdt az MND

haromszog egyenld széard, DM = DN. 2 pont
Mivel MND< = 8 = 80°, ezért DNB<t = y = 100°, igy az NBD haromszdgben NDB<{ = § = 40°,

tehat az NBD haromszog is egyenld szard, és DN = NB. 2 pont
Azaz DC = DM = DN = NB, és AD = AN, igy AD+ DC = AN+ NB = AB. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Hasznéljuk az alabbi abrat és jeloléseit!

Az AD szogfelez6 meghosszabbitdsan vegylik
fel tigy a B’ pontot, hogy AB = AB' teljesiiljon.
Mivel AB = AB' = AD + DB’, elegendd azt
igazolnunk, hogy DB’ = DC teljesiil. 1 pont

Egyszerli szogszdmoldssal addédik, hogy
BAC<{ = ABC<( = 40° (az ABC haromszog-
ben), tovdbbd BAB'<t = 20° és igy ABB'< =
= AB'B<t = 80° (az ABB' haromszogben). 1 pont
AC egyenesének és BB’ egyenesének a met-
széspontja legyen E. Mivel ECD< = 80° és
EB'D< = 100°, ezért E, C, D és B' pontok
egy koron vannak. 2 pont

Misfelsl ABE haromszognek AB' és BC bels6 szogfelezdje, igy D metszéspontjuk az ABE
haromszogbe irt kor kdzéppontja, és igy ED is bels6 szogfelez6 ABE haromszogben. 1 pont

Mivel ED felezi a CEB'<t szdget, ezért az ECDB’ kirben az egyenlé CED<t = DEB' < szogekhez
tartozé DC és DB’ hirok is egyenl&ek, és pont ezt akartuk bebizonyitani. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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5. Vannak-e olyan xy,xs,...,x99 szamok, amelyek mindegyike V241 vagy V2 —1 értékd, és
teljesiil rajuk, hogy

X1X2 4+ X0X3 + X3X4 + . . . + X9gX99 + Xg99x1 = 1997 7 pont

1. megoldas. Igazolni fogjuk, hogy ilyen szamok nem léteznek.

Tegyiik fel, hogy léteznek olyan x1,x», ..., x99 szdmok, amelyek megfelelnek a feladat feltételei-
nek. Ekkor az x1x2, xpx3, X34, .. .,X99x1 szorzatok értékei az alabbi szdmok koziil keriilhetnek ki:

(V2412 =3+42v2,(vV2-12=3-2v2 é (V2+1)(V2-1)=1. 1 pont

Legyen a 3+2v/2, a3 —2v/2 és az 1 szorzatok szdma rendre a, b, c.
Ekkor a+b+c =99. 1 pont
Els6ként azt 1atjuk be, hogy a = b. Indirekt tegyiik fel, hogy a # b.
A feladatban megadott egyenl&ség alapjan:
a(3+2v2)+b(3—-2V2) +c = 199,
ezt rendezve
2(a—b)V2 =199 —c—3(a+b),
199 —c—3(a+b)
2(a—D)
A kapott egyenldség baloldalan irraciondlis, mig a jobboldaldn raciondlis szam szerepel. A kapott

ellentmondds alapjan tehat a feladatban szerepl6 egyenldség teljesiilésének sziikséges feltétele,
hogy valéban a = b legyen. 2 pont

amibdl a # b esetén V2 =

Maisodjéra azt fogjuk bizonyitani, hogy c-nek paros szdmnak kell lennie.

Rajzoljunk egy szabdlyos 99-szbget az X1, X>,...,Xo9 csucsokkal. Az X; csicshoz irjuk az xi,
az X, csucshoz irjuk az x, szamot, és ezt folytatva dltaldban az X; csicshoz irjuk az x; szamot
egészen a 99. csiicsig. Igy minden csticshoz a V2+1 vagy V2 — 1 szam Kkeriil. Induljunk el
az X csucstdl, jarjuk végig sorban a csicsokat és végiil térjiink vissza a kezdSpontba. Kdzben
szamoljuk meg, hogy a haladds sordn hanyszor valtozik meg a meglatogatott csucs melletti szam.
Mivel a vandorlas kezd6pontja és végpontja azonos, ezért az értékvaltozasok szama paros. 2 pont
Masrészt, ha a vandorlas soran értékvaltozas torténik, akkor az ezekhez rendelt két szam szorzata
1-gyel egyenld. Tehat a valtozasok szama egyenld c-vel, vagyis ¢ paros szam.

Az a+b+c =99 és a = b feltételek figyelembevételével ¢ = 99 — 2a. Ez alapjan viszont ¢
paratlan szam. A c-re kapott ellentmondé megéllapitdsok miatt nincsenek a feltételeknek eleget

tevd szamok. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Tegyiik fel, hogy 1éteznek olyan x1,x3,...,x99 szdmok, amelyek megfelelnek a
feladat feltételeinek. Ekkor az x1xp +xx3 +x3x4 + . . . +X98X99 + x99x] = 199 egyenldség mindkét
oldalat —2-vel szorozva, és mindkét oldalhoz 2(x? +x3 + ... + x3)-t adva kapjuk:

(xl —X2)2 + (X2 —X3)2 +...+ (ng —X99)2 + ()C99 —X1)2 = —398 + 2()6% +X% +... +x39) (*) 2 pont

Egyrészt, az x? vagy (V2+1)? = 3+2v/2, vagy (V2 —1)? =3 —2v/2 lehet.
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Legyen a 3 +2+v/2-b8l k darab, igy a 3 — 2v/2-b61 99 — k darab lesz, ahol k € N, k < 99.

Misrészt az (x; —xi41)* vagy 0, vagy 4 lehet. Legyen a 4-b6l m darab, igy a 0-b6l 99 — m darab
lesz, aholm € N, m < 99.

Mindezek alapjan, a () Osszefiiggést felhaszndlva:
4em+0-(99—m) = —398+2 (K(3+2v2) +(9-K) 3 -2v2)),
innen 4m + 398 = 6k + 4kv/2 + 594 — 396V/2 — 6k + 4k\/2, és végiil 4m — 196 = (8k —396)v/2
adodik.
4dm — 196
8k —396

A kapott egyenldség bal oldalan irraciondlis, mig a jobb oldaldn raciondlis szdm szerepel. A kapott
ellentmondds alapjan nincsenek a feltételeknek eleget tev6 szamok.

Mivel k egész, és 81396, ezért 8k — 396 #£ 0, igy V2 =

Osszesen:

Haladok I11. kategoéria 2. (dont6) fordulo

Feladatok

. Az ABCD hurnégyszog AB oldaldnak egy K pontja egy olyan kor kézéppontja, amely érinti a
hirnégyszog BC, CD és DA oldalat. Bizonyitsuk be, hogy AD + BC = AB.

. Lehet-e néhany (de legalabb kett6 darab) egymast kovetd kettd-hatvany 0sszege egy 1-nél nagyobb
pozitiv egész szdm 1-nél nagyobb pozitiv egész kitevdjli hatvanya? (Kett6-hatvanyon a 2 szdm
nemnegativ egész kitevls hatvanyat értjiik.)

. Legyen n > 2 pozitiv egész szdm. Tekintsiink egy n X n X n-es kockéat, amelyet felosztottunk
n’ darab egységkockadra. Legkevesebb hany darab 1 x 1 x n-es, n darab egységkockdabdl allé
haséb eltavolitasdaval érhet6 el, hogy a kockdbdl ne lehessen tobb ilyen hasdbot eltavolitani? (Az
eltdvolitott hasdbok nem tartalmazhatnak k6zos egységkockat.)

Haladok I1I. kategoria 2. (dont6) fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

. Az ABCD hurnégyszog AB oldalanak egy K pontja egy olyan kor kézéppontja, amely €rinti a
hurnégyszog BC, CD és DA oldalat. Bizonyitsuk be, hogy AD + BC = AB.

Megoldas. Hasznéljuk az alabbi abrat!

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont
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A X P B

Legyen P az AB oldalnak az a pontja, amelyre BP = BC. Ekkor BPC< = BCP< = €. 1 pont
Jelolje tovabba APD<-t .

A K pont egyenld tdvol van az AD és a CD oldaltdl, ezért rajta van az ADC< szogfelez6jén, ezért
ADK< = CDK< = 3, hasonléképpen a K egyenld tidvol van a DC és a BC oldaltél, ezért rajta
van az DCB< szogfelezbjén, ezért DCK<{ = BCK< = «. 1 pont

Az ABCD négyszog hurnégyszog, ezért a B csucsnél 16vE szog egyrészt 180° — 23, mdsrészt az
egyenl$ szard PCB haromszogben a B csucsndl 16vS szog 180° — 2¢, innen B = €. 1 pont

Ez azt jelenti, hogy a KPCD négyszdg P-nél 1€v0 kiilsd szoge megegyezik a szemkozti D csucsndl
1évd belsd szoggel, ezért a KPCD négyszog hirnégyszog. 1 pont

Ebbdl kovetkezik, hogy a KD szakasz P-bdl és C-bol ugyanakkora szogben latszik, ezért @ = . 1 pont
Tovabbd a KP szakasz C-bdl és D-bdl ugyanakkora szogben latszik, ezért KCP<t = — € =

= KDP<. 1 pont
Az ADP haromszogben ADP<t = ADK<+KDP< =B+ (oc—¢)=¢e+(ax—¢€)=0a=¢@ =

=APD<, és ezért AP = AD. Tehait AB= AP+ PB=AD+ BC. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Lehet-e néhany (de legalabb kett6 darab) egymast kovetd kettd-hatvany 0sszege egy 1-nél nagyobb
pozitiv egész szdm 1-nél nagyobb pozitiv egész kitevdjl hatvanya? (Kettd-hatvdnyon a 2 szam
nemnegativ egész kitevls hatvanyat értjiik.) 7 pont

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a valasz igen, azaz valamely [, k, a és m pozitiv egész szamok
esetén (ahol k,m > 2)

2l _|_2l+1 + . +2[+k*1 — am‘
Ha [ > 0, akkor a™ péros, igy a is.
Legyen ekkor a = 2’ - b, ahol t > 0 és b pératlan. 2'-nel osztva

k-1 a”

ahol a bal oldal pératlan, igy a jobb oldal is az. Mivel 2 kitevGje a™-ben tm, igy tm = . Ezeket
behelyettesitve

1424 .. g2kl —pm

Igy tehét az [ > 0 eset redukélhaté az [ = 0 esetre, igy innentdl csak ezzel az esettel foglalkozunk. 2 pont
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Az ismert 0sszegképlet alapjan tehat k_1=p"
Mivel k > 2, a bal oldal négyes maradéka 3. Tovabba mivel b paratlan, a jobb oldal négyes
maradéka paros m esetén 1, tehat m sziikkségképpen paratlan.

Ekkor viszont az ismert azonossag alapjan 28 = (b+1)(0™ 1 —p" 24 .. +1).
Igy b+ 1 osztja 2%-t, azaz maga is kettS-hatvany.
Most tekintsiik a masodik szorzétényezd b + 1-es maradékat. A zardjelben egyfeldl paratlan

szamu tag van, masrészt pedig a tagoknak a (b + 1)-es maradéka felvaltva 1 és -1, igy a masodik
szorzotényez6 (b + 1)-es maradéka 1.

Masrészt viszont ennek a tényezdnek is kett-hatvanynak kellene lennie, de ez csak b+ 1 =1
esetén fordulhat el6, ami nem lehetséges, hiszen b+ 1 legalabb 2.

Ezzel belattuk, hogy a vdlasz: nem lehetséges.

Osszesen:

. Legyen n > 2 pozitiv egész szam. Tekintsiink egy n x n X n-es kockét, amelyet felosztottunk
n’ darab egységkockdra. Legkevesebb hany darab 1 x 1 X n-es, n darab egységkockabdl allé
haséb eltavolitdsdval érhet6 el, hogy a kockdbdl ne lehessen tobb ilyen hasdbot eltavolitani? (Az
eltavolitott hasdbok nem tartalmazhatnak k6zos egységkockat.)

Megoldas. Tekintsiik az n x n x n-es kockdnak harom egy csicsban taldlkozé lapjat. Tekintsiink
mindhdrom lapon n — 1 hasdbot az elsd dbra szerint. Ha ezt a 3(n — 1) darab hasdbot elvessziik,
egy 1 x 1 x1l-esésegy (n—1)x (n—1) x (n— 1)-es kocka fog megmaradni, igy nyilvdn nem
valaszthat6 ki tobb hasab (1. dbra).

Most belatjuk, hogy ennél kevesebb hasabot nem lehet elhagyni.

Tegyiik fel, hogy kivéalasztottunk valahany hasdbot tigy, hogy tobbet mar nem lehet elhagyni a
kockédbdl. Minden egyes hasabnak feleltessiik meg azt az egységnégyzet alaku alapjat, amely a
kocka harom tekintett lapjanak valamelyikére esik.

A harom tekintett lapon jeloljiik meg azokat az egységnégyzeteket, amelyek valamelyik kivalasz-
tott hasabnak lettek megfeleltetve. A megoldas kulcsa a kovetkezd allitas:

Lemma. Ha a kocka egyik lapjan tekintiink két kivalasztott négyzetet €s tekintjiik az egyiknek
a sorat, a masiknak pedig oszlopdt az adott lapon, akkor ezek taldlkozdséanal is kivalasztott
négyzetnek kell lennie (2. dbra).

A Lemma bizonyitasa. Az allitast indirekt uton igazoljuk. Tegyiik fel, hogy az egyik négy-
zetlapon taldltunk egy sort és egy oszlopot, amelyek tartalmaznak kivalasztott négyzetet, de
a taldlkozdsukndl 1év6 négyzet nincs kivdlasztva: a mdsodik dbrdn az A és B négyzet ki van
vélasztva, de a C (vagy a C') nincsen. Ekkor az dbrén az a-val és a b-vel jelolt négyzetek nem
lehetnek kivalasztva, de ekkor a C (vagy a C') jel{i négyzethez tartozé hasabbal taldlkoz6 egyik
hasdb sem lehet kivalasztva, vagyis akkor a C (vagy a C') jel{i négyzethez tartozé hasibot el
lehetne hagyni a kockabdl.

Ezt a megfigyelést felhasznalva lathatd, hogy ha egy adott lapon megjeldljiik az dsszes kivélasztott
négyzetet tartalmazo6 sort és oszlopot, akkor ezeknek a taldlkozdsaindl mind kell szerepelni
kivélasztott négyzetnek, mashol pedig nem lehet kivédlasztott négyzet.

1 pont
1 pont
1 pont

2 pont

7 pont

7 pont

2 pont

1 pont

1 pont
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/
/
L— b
S b // a ///
a // b L—
n—1 b NL— a //
L —1 a L] b
b // a //
l |
a | L
L b INL—1 a //
L— b | —
L —1 1
|~ b1 a //
// l—
1. dbra 2. dbra

A tovdbbiakhoz helyezziik el a kockat egy térbeli derékszogi koordindtarendszerben gy, hogy a
kivélasztott csucs legyen az origd, és az abban taldlkoz6 élek egyenesei legyenek a tengelyek, a
kocka pedig az elsé térnyolcadba essen.

Ezutdn a harom lapot jeldlje P, Q €s R ugy, hogy P az yz sikban, Q az xz sikban és R az xy sikban
legyen. (L4sd 3. dbra!)

A lapokon 1év6 1 x 1-es négyzeteknek feleltessiik meg az origéhoz legkodzelebbi csicsat, igy
ennek a csucsnak a koordinatdival tudunk hivatkozni rdjuk. Jelolje P, a P lapon kivélasztott
egységnégyzetek y-koordinatdinak halmazat, P, pedig a P lapon kivalasztott egységnégyzetek
z-koordinatdinak halmazat. A Q,, Q,, R, és R, halmazok hasonléan vannak definidlva. Most
harom esetet vizsgalunk:

1. eset: O, UR, legfeljebb n — 1 elemd. (Ezzel nyilvan analdg, ha P,UR,, vagy P,UQ; legfeljebb
n—1 elemi.)

Ez azt jelenti, hogy lehet taldlni egy az yz-sikkal parhuzamos réteget a kockdban, amely nem
tartalmaz y vagy z irdnyu kivélasztott hasdbot. Ez viszont azt jelenti, hogy P, és P, is n-elemd,
mert a tekintett rétegben a kizart négyzetek egy ugyanolyan racsot alkotnak, mint a P lapon. 1 pont

2. eset: Py iires, azaz egydltaldn nincs x irdnyu hasédb kivalasztva.

Az 1. eset alapjan ekkor Ry n-elemi (kiilonben készen vagyunk), de ekkor y irdnyd hasab sem
lehet kivélasztva, vagyis megint ki kell valasztanunk az 6sszes hasdbot egy adott irdnyban, ami
n?(> 3n —3) darab hasédbot eredményez. 1 pont

3. eset: OxyUR,, PyURy és P,UQ; is n elem, €s egyik sem iires a hat halmaz koziil.

Jelolje O, elemszamat g, és alkalmazzuk a hasonl6 jeloléseket a tobbi halmazra is. A kivélasztott
hasdbok szdma ekkor

DPyDPz+ qxqz +1xry > (py+pz_1)+(Qx+QZ_1)+(rx+ry_ 1) =
= (qx+rx>+(Py+ry)+(Pz+QZ)_3 >3n—3,
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|
‘//, | —
T -t |~
f” /
| —
P:P,={0,2,3,5} és P, ={0,2,4,5} Q: Q. =10,3,5} és Q. ={1,3}

z

3. dbra

ahol az els6 becslésnél felhaszndltuk, hogy ha ¢,s > 1, akkor (r — 1)(s — 1) > 0 és innen (a
zaré6jeleket felbontva és rendezve) ts > t 4+ s — 1 adodik.

Azaz legaldbb 3n — 3 darab hasabot valdban el kell hagyni, €s éppen ezt akartuk bizonyitani.

Osszesen:

1 pont

7 pont
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