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Kezdok I-1I1. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. A sarki ABC polcén hat csokolddémikulds sorakozik. Tomegiik 60 g, 64 g, 72 g, 76 2,80 g
és 124 g. Az egyik fehér csokoladébdl, a tobbi tejcsokolddébol késziilt. Odon és Domotor
megvasdroltik az 6sszes tejcsokolddé-mikuldst, és megallapitottik, hogy Odon csokolddé-
mikuldsainak 6ssztomege éppen kétszerese a Domotor dltal vaséarolt csokolddémikuldsok
tomegének. Mekkora a fehér csokoladébol késziilt mikulds tomege? 6 pont

2. Egy nem lakatlan sziget minden lakdja torpe vagy 6rids. Mindegyik vezetékneve Kis vagy
Nagy. Az 6riasok 45%-a Kis vezetéknevii, a Kis vezetékneviiek kétharmada torpe, a torpéknek
pedig 75%-a Kis vezetéknevii. Legkevesebb hanyan laknak a szigeten? 6 pont

3. A mellékelt, 10 cellabol all6 tablazatba helyezziik el gy a 13, 15, 17, 19, 21, |
20, 22, 24, 26, 28 szamokat, hogy a tdbldzat barmely két szomszédos négyzetét x
is tekintsiik, az azokba beirt szdmok legnagyobb kozos osztdja 1 legyen! (Két
négyzetet szomszédosnak neveziink, ha van k6zos oldaluk.) Melyik szdm &llhat
az x-szel jelolt celldban? Ha egy szdm szerepelhet a megjelolt celldban, adjuk
meg a tablazat teljes kitoltését, ha egy szam nem szerepelhet a megjeldlt celldban, indokoljuk
meg, hogy az miért nem lehetséges! 6 pont

4. Helyezziink el egy asztalra 675 darab szazforintost, ugy, hogy egymadst érinthetik, de egymds
folé nem csuszhatnak. Igazoljuk, hogy az érintési pontok szdma kevesebb, mint 2025. 6 pont

Kezdok I-1I1. kategoria 1. fordulé

Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. A sarki ABC polcédn hat csokolddémikulds sorakozik. Tomegiik 60 g, 64 g, 72 g, 76 2,80 g
és 124 g. Az egyik fehér csokolddébdl, a tobbi tejcsokolddébdl késziilt. Odon és Domotor
megvasdroltik az 6sszes tejcsokolddé-mikuldst, és megallapitottik, hogy Odon csokolddé-
mikuldsainak 0ssztomege éppen kétszerese a Domotor dltal vasérolt csokoladémikulasok
tomegének. Mekkora a fehér csokoldadébdl késziilt mikulas tomege? 6 pont

Megoldas. Ha Domotor dsszesen x g csokolddét vasarolt, akkor Odon 2x-et, igy ketten egyiitt

3x-et. Tehat a tejcsokoladé-mikuldsok 6ssztomege 3-mal oszthatd. 2 pont
A 6 csokoladémikulas 6ssztomege 3-mal osztva 2 maradékot ad. 1 pont
Tehat a fehér csokoladébdl késziilt mikuldsnak is 2 a harmas maradéka. 1 pont
Igy ez csakis a 80 g-os lehet. 1 pont

A maradék 5 mikulds valéban kettéoszthatd, példdul az aldbbi médon: 60 g, 72 g és 64 g, 76 g,
124 g. 1 pont

Osszesen: 6 pont



4 Kezdok I-1I. kategéria 1. forduld

2. Egy nem lakatlan sziget minden lakdja torpe vagy orids. Mindegyik vezetékneve Kis vagy
Nagy. Az Oridsok 45%-a Kis vezetéknevl, a Kis vezetékneviiek kétharmada torpe, a torpéknek
pedig 75%-a Kis vezetéknevii. Legkevesebb hanyan laknak a szigeten? 6 pont
1. megoldas. Jeloljiik x-szel a Nagy vezetéknevi torpék szamat (x pozitiv egész szam)!
Ok adjdk a torpék 25%-it. Igy a Kis vezetéknevii torpék szdma ennek hdromszorosa, azaz 3x. 1 pont
Ok alkotjdk a Kis neviiek kétharmadat. Igy a Kis vezetéknevii 6ridsok szdma ennek fele,
azaz 1,5x. 1 pont
~ 11
Ok képviselik az 6ridsok 45%-at, a Nagy vezetékneviiek pedig a 5 részEt, vagyis az 6 szamuk
3 11 11

g = 1 pont
torpe | Orids
3
Kis 3x o
11
Nagy X gx

. 3 11 .
Mivel Ex és —x csak egész szdm lehet, ezért x-nek oszthatonak kell lennie 6-tal, azaz x

legkisebb értéke 6 lehet. 1 pont
Ha a Nagy vezetéknevii torpék szama 6, akkor a Kis vezetéknevil torpéké 18, a Kis vezetéknevil

oridsoké 9 és a Nagy vezetéknevi 6ridsoké 11. 1 pont
Tehat legkevesebb 6 + 18 +9 + 11 = 44-en laknak a szigeten. 1 pont
Osszesen: 6 pont

2. megoldas. Legyen az 6ridsok létszama a, a Kis nevi szigetlakoké b!
Kétféleképpen is megkaphatjuk a Kis vezetéknevii 6ridsok szamat:

* egyrészt ez az Oridsok 45%-a, azaz 0,45a,

b
* masrészt ez a Kis vezetékneviiek egyharmada, azaz 3 2 pont
. b
Innen kapjuk, hogy 0,45a = 3 azaz 27a = 20b. 1 pont
Mivel (20;27) = 1, igy 20 | a és 27 | b, igy a legalabb 20 és b legalabb 27. 2 pont

7 2

Innen a Kis vezetéknevii oridsok szdma 9, a Nagy vezetéknevii oridsok szdma 20 -9 =11, a
Kis nevi torpék szama 27 — 9 = 18. Ez a torpék szdmanak 75%-a, igy a Nagy vezetéknevii
torpék szdma ennek harmada, azaz 6.

torpe | Orids
Kis 18 9
Nagy 6 11

Tehat legkevesebb 9+ 11 4- 18 4- 6 = 44-en laknak a szigeten. 1 pont

Osszesen: 6 pont



Kezdok I-1I. kategoria 1. forduld 5

Megjegyzések. 1. Ha a versenyzd megsejti a tablazat valamelyik celldjat és ez alapjan
helyesen tolti ki a tabldzatot (azaz konkrét szammal helyes szazalékszdmitast végez), akkor 3
pontot kaphat.

2. Ha a versenyz0 prébdlgatassal kizarja a megsejtettnél kisebb 1étszamu eseteket (pl. x < 5-6t
az 1. megoldas esetén), akkor a teljes pontszam jar.

3. A mellékelt, 10 celldbdl 4ll6 tabldzatba helyezziik el ugy a 13, 15, 17, 19, 21,
20, 22, 24, 26, 28 szdmokat, hogy a tabldzat barmely két szomszédos négyzetét x
is tekintsiik, az azokba beirt szdmok legnagyobb koz0s osztdja 1 legyen! (Két
négyzetet szomszédosnak neveziink, ha van k6zos oldaluk.) Melyik szdm &llhat
az x-szel jelolt celldban? Ha egy szdm szerepelhet a megjelolt celldban, adjuk
meg a tdblazat teljes kitoltését, ha egy szam nem szerepelhet a megjeldlt cellaban, indokoljuk
meg, hogy az miért nem lehetséges! 6 pont

Megoldas. Az x jeli celldba nem keriilhet paros szam, hiszen akkor az alabb |
szinezett celldkba 6sszesen 4 darab paros szdmnak kellene keriilnie, de az 6t x
szinezett cella koziil 2-2 szomszédos, tehat haromnal tobb paros szam nem
helyezhet6 el benniik. Tehat a kérdezett cellaba biztosan nem keriilhet egyik
paros szam sem.

2 pont
Az aldabbiakban megmutatjuk, hogy barmelyik paratlan szamra 1étezik j6 konst-

rukcid.

A 13 vagy 17 vagy 19 esetén példaul egy-egy j6 kitoltés:

15(22]21]26 15(22]21]26 15(22]21]26
2811320 2811720 28119(20
1924 1924 13124
17 13 17

Barmely hdrom j6 kitoltés: 2 pont
Egy vagy két jo kitoltés: 1 pont
A 15 esetén példaul egy jo kitoltés: A 21 esetén példaul egy jo kitoltés:

20(117(19 |24 26(117(13 124
13115]28 1912120
21122 15(22
26 28

Barmely két jo kitoltés: 2 pont
Egy jo kitoltés: 1 pont

Osszesen: 6 pont

4. Helyezziink el egy asztalra 675 darab szdzforintost, tigy, hogy egymast érinthetik, de egymads
folé nem csuszhatnak. Igazoljuk, hogy az érintési pontok szama kevesebb, mint 2025. 6 pont



Kezdok I-1I. kategdria 2. forduld

Megoldas. Hasznalhat6 abra: 1 pont
Ha harom egyenld sugari kor paronként érinti egymast, akkor k6zép-

pontjaik szabélyos hdromszoget hatdroznak meg. 1 pont
Igy egy kort legfeljebb 6 masik érinthet. 1 pont
Ha minden koron 6 érintési pont lenne, az érintési pontok szama

675-6 . o .

— = 2025 lenne, mert minden érintési pont két korhoz tartozik. 2 pont
Mivel a sz€1s6 szazforintosoknak biztosan nincs 6 szomszédjuk, azért az érintési pontok szdma
kevesebb, mint 2025. 1 pont
Osszesen: 6 pont

Kezdok I-I1. kategoria 2. fordulé

Feladatok

. Péter és Pal tokot arulnak a falu piacan. Mindkett§jiiknek négynél tobb portékdja van. Mivel
haragosok, egymdsnak hattal 4llitjdk fel a bodéikat, hogy még csak ne is ldssdk egymas
termékeit. Azt azonban nem birjdk ki, hogy egymdshoz se sz6ljanak, amikor nagysag (tomeg)
szerint novekvd sorrendben rendezik a pulton az druikat. Dicsekszenek, azonban a rivalizalés-
bdl az deriil ki, hogy ugyanannyi tokot hoztak, a tokok dssztomege is megegyezik, €s a sor
kozepén mindkét drusndl azonos tomegi tok van, tovdbbd legtobbet mindketten ugyanakkora
termésbdl hoztak, s6t még a legnagyobb is ugyanannyi kiloval tobb a legkisebbnél.

Janos bacsi Pal standjandl hallgatja végig a beszélgetést, mikdzben kinézi magdnak a mésodik
helyen 4ll6 zoldséget (mert a kettd a kedvenc szdma). Kordbban azt gondolta, el6szor mindkét
arus kindlatdt megtekinti, csak utdna vélaszt. A hencegést hallva azonban gy dont, megveszi
Pal portékdjat, hiszen ha ennyi minden egyezik, Péternél is ugyanakkora aru 4ll a masodik
helyen.

Helyesen okoskodik Janos bacsi? Indokoljuk a valaszt! 6 pont

. Legyenek ay, as, a3, ..., axons olyan egész szamok, amelyek szorzata 2.

1 1 1 1
Mennyi lehet az A = (al + —) . (az + —> . <a3 + —) e <a2025 + —) kifejezés értéke? 6 pont
a as as ay

2

. A 0-tdl kiilonboz6 a, b, ¢ egész szamok teljesitik az bf 5= a —Z ¢ egyenldséget. Bizonyitsuk
c
be, hogy a+b+c <0. 8 pont

. Egy 4 x 8-as négyzetracsot szeretnénk hézagmentesen lefedni 1 x 1,2 x 2,3 x 3 és 4 x 4-es
lapokkal tigy, hogy a lapok nem fedhetik egymast, és nem nyulhatnak 4t a rdcson. Megvalosit-
hat6-e a lefedés, és ha igen, melyik fajta lapbdl hdnyra van sziikség, ha a felhasznélt lapok
szdma 0sszesen

a) 19, b) 14, c) 1? 10 pont



Kezdok I-1I. kateg6ria 2. forduld 7

5. Az ABC haromszogben D az A csticsbdl indulé belsé szogfelezd egy olyan pontja, amelyre
az AC = DB, tovabba ABD<( : BAD< : DBC< = 2 : 3 : 4. Szamitsuk ki az ABC haromszog
szogeit! 10 pont

Kezdok I-11. kategoria 2. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Péter és Pdl tokot drulnak a falu piacdn. Mindkettdjiiknek négynél tobb portékdja van. Mivel
haragosok, egymdsnak hattal 4llitjdk fel a bodéikat, hogy még csak ne is lassdk egymas
termékeit. Azt azonban nem birjdk ki, hogy egymdshoz se sz6ljanak, amikor nagysag (tomeg)
szerint ndvekvd sorrendben rendezik a pulton az druikat. Dicsekszenek, azonban a rivalizalds-
bél az deriil ki, hogy ugyanannyi tokot hoztak, a tokok dssztomege is megegyezik, és a sor
kozepén mindkét drusndl azonos tomegi tok van, tovabba legtobbet mindketten ugyanakkora
termésbdl hoztak, s6t még a legnagyobb is ugyanannyi kilgval tobb a legkisebbnél.

Janos bacsi Pal standjandl hallgatja végig a beszélgetést, mikozben kinézi maganak a masodik
helyen 4116 zoldséget (mert a kettd a kedvenc szdma). Kordbban azt gondolta, el6szor mindkét
arus kindlatt megtekinti, csak utdna vélaszt. A hencegést hallva azonban dgy dont, megveszi
Pal portékdjat, hiszen ha ennyi minden egyezik, Péternél is ugyanakkora dru all a masodik
helyen.

Helyesen okoskodik Janos bacsi? Indokoljuk a valaszt! 6 pont

Megoldas. Janos bacsi nem okoskodik helyesen.
Egy lehetséges ellenpélda. 2 pont
A magyardzatra, annak részletezettségétdl fiiggden 1-3 pont adhat6. Példaul:

Ha legaldbb 6t-6t termés van, vélaszthatjuk a tomegek adatsordanak kozos medidnjat és

moduszat is m-nek. Ekkor a két adatsor lehet m —3 <m=...=m<m+1<m+2¢&s
m—2<m—1<m=...=m< m+ 3. Konkrét példa: {3,6,6,7,8} és {4,5,6,6,9}. Az
elemszam, az 6sszeg (4tlag), a médusz, a medidn €s a terjedelem ugyanannyi, de a masodik
szdm nem egyenld a két adatsorban. 3 pont
Tehat 4-nél tobb tok esetén nem garantélt, hogy a médsodik tokok tomege egyenld. 1 pont
Osszesen: 6 pont
2. Legyenek ay, ay, as, ..., axps olyan egész szdmok, amelyek szorzata 2.
1 1 1 1
Mennyi lehet az A = (al + —) . <a2 + —) . <a3 + —) et (612025 + —) kifejezés értéke? 6 pont
a) as ay aq
Megoldas. Ha a;-ap-asz - ... axps = 2, akkor pontosan egy tényezd 2 vagy —2, a tobbi
tényezd pedig 1 vagy —1. 1 pont

Az 4ltaldnossag megszoritdsa nélkiil legyen az ajpps = 2 vagy —2.

Ha agp5 = 2 és minden tovabbi szam 1, akkor

1 1 1 1 1 3
A:<1 —>(1 —>(1 —)...(1 —>(2 —):22023-—- — 2202 g, 1 pont
—I—l —|—1 +1 +2 +1 > 3 9 pon



Kezdok I-1I. kategdria 2. forduld

Ha arpp5 = 2 és minden tovabbi szdm —1 (ami lehet, mert 2024 tényezd van még), akkor

A= (—1+_i1> (—1+_i1) (—1+_L1> <—1+%> (2+_i1) — (—2)28. (-%) 1=2222 | pont

Ha aypr5 = 2 és van a szdmok kozott 1 és —1 is, akkor A-ban van olyan szorzétényezd, amely

nulla, és ekkor A = 0. 1 pont
Ha aygp5 = —2, akkor biztosan van a szdmok kozott 1 és —1 is (hiszen a 2024 tényezd szorzata
negativ), akkor A-ban van olyan szorz6tényezd, amely nulla, és ekkor A = 0. 1 pont
Tehét A értéke 9 - 22022 vagy 22022 vagy 0 lehet. 1 pont
Osszesen: 6 pont
. A 0-tdl kiilonboz6 a, b, ¢ egész szamok teljesitik az b —}C-lcz 4 —;CZ egyenldséget. Bizonyitsuk
be, hogy a+b+c¢ <0. 8 pont
Megoldas.
a a+ c?
b+ c? b
ab = ab+ac® +bc? +¢*
0=ac®+bc*+c* 1 pont
0=c?(a+b+c?) 1 pont
Mivel ¢ # 0, a kapott egyenlség pontosan akkor teljesiil, ha a + b+ ¢t =0. 1 pont
Hac=1,akkor a+b+c=a+b+c* =0, és a feladat llitdsa teljesiil. 2 pont
Ha ¢ 0-t6l és 1-t6l kiilonb6z0 egész szam, akkor ¢ és ¢ — 1 azonos elgjelli egész szamok. 1 pont
Igy c(c—1) >0, vagyis ¢* > c. 1 pont
Ezt felhaszndlva a + b+ c < a+ b+ c* = 0. Teht az dllitas ebben az esetben is igaz. 1 pont
Osszesen: 8 pont

. Egy 4 x 8-as négyzetracsot szeretnénk hézagmentesen lefedni 1 x 1,2 x 2,3 x 3 és 4 x 4-es
lapokkal tgy, hogy a lapok nem fedhetik egymast, és nem nyulhatnak 4t a rdcson. Megvaldsit-
hat6-e a lefedés, és ha igen, melyik fajta lapbdl hanyra van sziikség, ha a felhasznalt lapok
szdma Osszesen

a) 19, b) 14, c) 1? 10 pont

Megoldas. Legyen a felhasznalt 1 x 1,2 x 2, 3 x 3 és 4 x 4-es lapok szama rendre x, y, z, w
(x,y,z,w €N)

a) x+4y+9z+ 16w =32
x+y+z+w=19 1 pont
Kivonva az els6 egyenletbdl a masodikat:
3y+8z+ 15w =13,
15w e N, 15w < 13 alapjan w = 0 és 3y + 8z = 13.



Kezdok I-1I. kategoria 2. forduld 9

A kapott egyenlet a természetes szamok halmazan nem oldhaté meg, igy 19 lappal a lefedés
nem valosithaté meg. 1 pont

b) x+4y+9z+ 16w =32
xtyt+z+w=14
Kivonva az els6 egyenletbdl a masodikat:
3y+8z+ 15w =18,
15w < 18 miatt w =0 vagy w = 1.

Ha w =0, akkor 3y + 8z = 18, amibdl y = 6, z = 0 és x = 8 adddik. 1 pont
Haw =1, akkor 3y + 8z = 3, amib6l y = 1, z = 0 és x = 12 adddik. 1 pont

A kapott eredményeknek megfeleld lefedések:

1+ 1 pont
c) x+4y+9z+ 16w =32
xX+y+z+w=7
Kivonva az els6 egyenletbdl a mésodikat:
3y+8z+ 15w =25.
15w <25 miatt w = 0 vagy w = 1.
Ha w =0, akkor 3y + 8z = 25, amibdl y = 3, z =2 és x = 2 adddik. 1 pont

Ha w = 1, akkor 3y + 8z = 10. Ennek az egyenletnek nincs megoldasa a természetes szamok
halmazan. 1 pont

A kapott eredmény alapjan a lefedést két 1 x 1, hdrom 2 x 2 és két 3 x 3-as négyzettel kellene
megvaldsitani.

Ez nem lehetséges, mert a négyzetracs hosszabbik oldala mentén a 3 x 3-as lapok mellett hat
egységnégyzet alakul ki. Ezek a részek csak 1 x 1-es lapokkal fedhetdk le, viszont azokbdl
csak kettd van. 2 pont

Osszesen: 10 pont

5. Az ABC haromszogben D az A csticsbdl indulé bels6 szogfelez6 egy olyan pontja, amelyre
az AC = DB, tovabba ABD<t : BAD< : DBC< =2 : 3 : 4. Szamitsuk ki az ABC haromszog
szogeit! 10 pont

Megoldas. Legyen a BAD<t = 3, ekkor a DAC<{ nagysaga is 3a, DBA<< = 2, a DBC<
nagysiga pedig 4o, tehat az A és B csucsndl is 60 nagysagu szog van, vagyis az ABC
haromszog egyenld szaru. 1 pont



10 Kezddk 1. kategoria 3. (dontd) forduld
gy AC = BC, de akkor BD = BC, vagyis a BDC hdromszog is egyenld szar. 1 pont

A BDC hdromszogben hiizzuk be a BE magassagot. Mivel BDC egyenld szard, DE = EC,
illetve BE egyben szogfelezd is, és igy EBD<1 = 2. 1 pont

Legyen G az ABD haromszog AB oldalhoz tartozé magassaganak talppontja. Ekkor a BED
haromszog egybeviagd a BGD hiaromszoggel (mindkettd derékszogt, egy hegyesszogiik nagy-
saga és az atfog6juk megegyezik), igy DG = DE. 2 pont

Legyen F az ADC haromszog AC oldalhoz tartozé magassdgéanak talppontja. Mivel a szog-
felez6 minden pontja egyenld tavolsdgra van a szog két szaratol, azért DF = DG, igy DF =

= DG =DE =EC. 1 pont
Eszerint az FCD derékszogi haromszog félszabalyos, vagyis FCD<t = 30°. 2 pont
Az ABC haromszogben felirhaté a 6 + 6a + (30° +90° — 2¢) = 180° egyenlet, amibdl

o =06°. 1 pont
Vagyis a haromszog szogei: 36°, 36° és 108°. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Kezdok 1. kategoria 3. (donto) fordulé

Feladatok

. Az ABCDE o6tszdgben az AB oldal 11 cm, a DE oldal 5 cm, a BD 4tl6 10 cm hosszu, valamint

EAB<{ = BCD<t = DEA<t =90° és ABC<t = 135°. Mekkora az 6tszog teriilete? 10 pont

. Keressiik meg az sszes olyan p (p € N) primszdmot, amelyekre (p2 + 11)-nek pontosan

hat kiilonb6z6 pozitiv osztdja van (beleértve az 1-et és magat a szamot is). 10 pont

. Az alabbi abran lathat6 7 kor koziil bizonyosakat szakaszokkal kotottiink dssze. A szakasszal

0sszekotott koroket a tovabbiakban szomszédosnak nevezziik.
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a) Igazoljuk, hogy a 7 kor nem szinezhet$ ki 3 szinnel dgy, hogy a szomszédos korok
kiilonb6z6 szintiek legyenek!

b) Hanyféleképpen lehet a 7 kort 4 szinnel (pl. pirossal, kékkel, sargaval és zolddel) kiszinezni
ugy, hogy a szomszédos korok kiilonbozo szintiek legyenek? (Két szinezést akkor tekintiink
kiilonbozbnek, ha legalabb egy kor szinezése eltér.)

Kezdok 1. kategoria 3. (donto) fordulo

Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Az ABCDE 6tszdgben az AB oldal 11 cm, a DE oldal 5 cm, a BD 4tl6 10 cm hosszd, valamint
EAB<{ = BCD<t = DEA<t =90° és ABC<t = 135°. Mekkora az 6tszog teriilete?

a ¢  Megoldas. Mivel AB merdleges AE-re és AE
merdleges E D-re, az 0tszog kiegészithets egy
olyan AF GE téglalappd, amelynek F'G olda-
lara C illeszkedik.

E 5

D-bdl éllitsunk merdlegest AB-re, ennek talp-
pontja: 7. Ekkor TB =AB — ED = 6 cm.

A TBD haromszdgben felirva a Pitagorasz-
tételt kapjuk, hogy:

D
1
PN
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

D D
A T 11 Bp F

DT = /BD>—TB% = /10> — 62 = § cm.

CBF< = 180° — 135° = 45°, igy a CBF haromszog egyenl§ szard derékszogl haromszog,
befogdjanak hossza: b.

Mivel BCD<t = 90° és FCB<t = 45°, igy DCG< = 180° — BCD< — FCB< = 45°, tehdt a
DCG haromszog is egyenld szard derékszogli haromszog, befogdjanak hossza: a.

Igy 6 +b=a, misrészt a+b=8.Ebbélb=1,a=17.
Az 0tsz0g teriilete:
1. Az AF GE téglalap teriiletébdl kivonva a CBF és a DGC haromszog teriiletét kapjuk, hogy:

49 1
T:8-12—7—§=71cm2.

2. Az ABDE trapéz és a BCD haromszog teriiletét 6sszeadva kapjuk, hogy:

2
T:(5+11)-§+7\/§-§:710m2.

10 pont

10 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
2 pont

2 pont
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Megjegyzés. Az utols6 4 pont az alabbi gondolatmenetre is jar.

A CGD haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt kapjuk, hogy: 2a* = CD?, a BFC hirom-
szdgben felirva a Pitagorasz-tételt kapjuk, hogy: 2b*> = BC>.

Amibdl a BCD haromszdgben felirva a Pitagorasz-tételt kapjuk, hogy:
2a* +2b* = CD* + BC* = BD* = 10%.
Ebbdl adodik, hogy a CBF és a DGC haromszog teriiletének Osszege:
@ b 2a°+20%  10°

— _ 25. 2 pont
272 4 4 pon
Tehat az otszog teriiletét megkapjuk, ha az AF GE téglalap teriiletébdl kivonjuk a CBF és a
DGC haromszog teriiletének 0sszegét:
T=8-12—25=71cm?’. 2 pont
Osszesen: 10 pont
2. Keressiik meg az osszes olyan p (p € NT) primszdmot, amelyekre ( PP +1 1)-nek pontosan
hat kiilonb6z6 pozitiv osztdja van (beleértve az 1-et €s magét a szamot is). 10 pont
Megoldas. Ha p = 2, akkor p2 + 11 = 15, amely szdmnak csak 4 osztdja van. Ezek az
{1,3,5,15}. 1 pont
Ha p=3, akkor p2+1 1 =20, amely szimnak pontosan 6 osztdja van. Ezek az {1,2,4,5,10,20}. 1 pont
Hap#2ésp+#3,akkor3|p>—1=(p—1)(p+1),ésigy3|p*—1+12=p>+11. 2 pont
Misrészt 4 | p> — 1= (p—1)(p+1), és emiatt 4 | p> — 1+ 12 = p*> +11. 2 pont
Mivel (3;4) = 1, ezért 12 | p* 4 11, tehét p* + 11 oszt6i kozé tartoznak az 1, 2, 3, 4, 6, 12
szamok. 2 pont
Tovébbé p > 1 miatt p? +11 > 12 és p> + 11 | p> + 11, igy a vizsgilt esetben (p* + 11)-nek
6-ndl tobb osztdja van.
Tehat a feladatnak egyetlen megoldésa a p = 3. 2 pont
Osszesen: 10 pont

3. Az alabbi dbran lathato 7 kor koziil bizonyosakat szakaszokkal kotottiink 0ssze. A szakasszal
0sszekotott koroket a tovabbiakban szomszédosnak nevezziik.
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a) Igazoljuk, hogy a 7 kor nem szinezhet6 ki 3 szinnel ugy, hogy a szomszédos korok
kiilonboz6 szindek legyenek!

b) Hanyféleképpen lehet a 7 kort 4 szinnel (pl. pirossal, kékkel, sargaval és zolddel) kiszinezni
ugy, hogy a szomszédos korok kiilonbozd szintiek legyenek? (Két szinezést akkor tekintiink
kiilonboz6nek, ha legalabb egy kor szinezése eltér.) 10 pont

Megoldas. a) Egy haromszog harom cstcsanak paronként kiilonboz6 szintinek kell lennie. 1 pont

Ha harom szinnel szineziink, akkor B-t ugyanolyan szinnel
kell szinezniink, mint A-t, mert B szomszédos A-nak két,
A-t6l és egymastdl is kiilonbodzd szinli szomszédjdval. 1 pont

Ugyanez igaz C-re. De B és C szomszédosak, igy nem
szinezhetjiik 6ket azonos szinnel. 1 pont

b) 1. megoldas. Az altalanossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy A piros!
Ekkor a t6le balra elhelyezkedd harom pontot 3 -2 -2 = 12-féleképpen szinezhetjiik ki. 1 pont

Az A-tdl jobbra elhelyezkedd harom pont szinezése is 3-2 -2 = 12-féle lehet. Ez elvileg
12 - 12 = 144-féle lehetdség lenne. 1 pont

Ezek koziil azonban nem jok azok, amikor B és C azonos szinl.

Mint lattuk, 12-féleképpen szinezhet$ az dbra bal oldali része. A 12 esetbdl 6-ndl piros B is,

2-2-2 esetben pedig kék, sarga vagy zold. Ugyanez igaz a jobb oldali részre. 1 pont
BésCtehat6-6+2-2-3 =48 esetben lesz azonos szin. 2 pont
Ha A piros, akkor 144 — 48 = 96 helyes szinezés van. 1 pont
Mivel A szine négyféle lehet, ezért 96 - 4 = 384 lehetséges szinezés van. 1 pont

2. megoldas. Az altalanossag megszoritasa nélkiil tegyiik fel, hogy B piros!

A B-t és A-t 6sszekotd két érintkezd haromszoget 3 -2 -2 = 12-féleképpen szinezhetjiik ki. 1 pont
A 12 esetbdl 6-ndl piros A is, 2-2-2 esetben pedig kék, sarga vagy zold. 1 pont
Két esetet vizsgalunk:

1. eset: B piros — A piros — C pirostdl eltérd: 6 - 6 = 36 lehetdség (B és A kozott a fent emlitett
6 lehet6ség van, A és C kozott pedig ugyanigy szamolhatunk.) 1 pont

2. eset: B piros — A pirostol eltérd — C pirostdl eltérd: 6 - 10 = 60 lehetdség (B és A kozott
a fent emlitett 6 lehetdség van. A és C kozott, pedig a 12 lehetdségbdl 2 nem j6: amikor C

piros.) 2 pont
Ez 6sszesen 36 + 60 = 96 lehetOség. 1 pont
Mivel B szine négyféle lehet, ezért 96 - 4 = 384 lehetséges szinezés van. 1 pont

Osszesen: 10 pont



14 Kezdok 1I. kategoria 3. (dontd) forduld

Kezdok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok
1. Hatdrozzuk meg az [a; b] intervallumot, ha tudjuk, hogy [a;b] NZ = 0 és
21
ca 1>l a2+ oy
|b—a ]_a+b+2 b+16

z_ 2 .

2. Az ABC haromszog C cstcsndl 1év6 szoge 90°. Legyen D a C csuicshoz tartozé magassag
talppontja, E és F' pontok pedig rendre a BC és CA oldalak felezdpontjai. Az A cstcshoz
tartozo belsd szogfelezd a K pontban metszi az EF szakaszt. Bizonyitsuk be, hogy K a CDE
haromszog beirt korének kozéppontja.

3. A sikon megrajzoltunk n (n € N) egyenest tigy, hogy mindegyiket pontosan 15 masik egyenes
metsz. Hatdrozd meg n Osszes lehetséges értékét, jellemezd az Gsszes lehetséges helyzetet, és
igazold, hogy mads lehet6ségek nincsenek.

Kezdok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hatdrozzuk meg az [a; b] intervallumot, ha tudjuk, hogy [a;b] NZ = 0 és

21
b—a—1>l2+02+% _opy =
\ a | >a"+ +2 +16

Megoldas. Ha [a;b|N7Z = 0, akkor b—a < 1, azaz b—a — 1 < 0, ebbdl kovetkezik, hogy
b—a—1|=—-b+a+1.

21
Ezért az egyenltlenség igy frhaté: —b+a+ 1> a* +b* + g —2b+ 16
Az egyenl6tlenséget atrendezve, majd teljes négyzeteket kialakitva kapjuk, hogy
a 5
0>a’+b*—=—b+—
>a + > + 16’

()

Mivel a négyzetes kifejezések nem negativak, ezért ez csak ugy lehetséges, ha

1\? 1\?

11
Tehat a keresett intervallum: {—' ]

Ezérta= - és b =

1
7

B

4’2
Osszesen:

10 pont

10 pont

10 pont

10 pont

2 pont

4 pont

3 pont

1 pont

10 pont
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2. Az ABC héaromszog C csticsndl 16v5 szoge 90°. Legyen D a C csicshoz tartozé magassag
talppontja, E és F pontok pedig rendre a BC és CA oldalak felezGpontjai. Az A csicshoz
tartozo belsd szogfelezd a K pontban metszi az E'F szakaszt. Bizonyitsuk be, hogy K a CDE
haromszog beirt korének kozéppontja.

(04
Megoldas. Legyen CAB< = «. Ekkor CAK<t = KAB<( = X

C

e
A D B

FE kozépvonal az ABC hiaromszogben, ezért FE || AB és CFE<t = CAB<{ = o, mivel egydl-
lasa szogek.

o o
Az AKF haromszogre a kiils6szog-tételt alkalmazva AKF<=CFK< — FAK<=0 — 27

igy az AKF hdromszog egyenld szard és KF = FA = FC.

180° — CFK «
Ennek figyelembevételével KCF < — f{ —90°— 2.

Masrészt
DCA< = 180° —CAD<—ADC< = 180° — ot —90° =90° — o«
BCD< =BCA<—DCA<=90°—(90° — o) = o

o o 1
KCD< = KCF<I —DCA< = 900 - E - (900 - OC) == 5 = EBCD<I’

tehdt a CK egyenes a BCD haromszog C csticsdhoz tartozé belsd szogfelezd egyenese.

A Thalész-tétel megforditasa alapjan E és F rendre a BCD és CAD derékszogl hdaromszog
koriilirt korének kozéppontja, ezért az EF egyenes a CD magassag felezOmerdlegese és
egyben a CDE egyenld szard haromszog E csucshoz tartozo belso szogfelezoje is.

Ezzel megmutattuk, hogy a K pont a DEC és ECD szogek szogtelezdéinek metszéspontja,
vagyis a CDE hiromszog beirt korének kozéppontja.

Osszesen:

3. A sikon megrajzoltunk n (n € N™) egyenest igy, hogy mindegyiket pontosan 15 masik egyenes
metsz. Hatdrozd meg n Osszes lehetséges értékét, jellemezd az dsszes lehetséges helyzetet, és
igazold, hogy mas lehet6ségek nincsenek.

Megoldas. Két egyenes akkor és csak akkor metszi egymast, ha nem parhuzamosak, azaz
kiilonbozé irdnytak. Jelolje d (d € NT) a sikon hiizott egyenesek kiilonboz6 irdnyainak
szamdt, ey, ey, ..., e4 pedig az egyes irdnyokhoz tartoz6 egyenesek szamdt. A feladat feltétele
szerint:

I5=n—e; (i=1,2,...,d)

10 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

10 pont

10 pont

1 pont
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Ez alapjan e; = e; = --- = ¢4, €és a tovabbiakban jeloljiik kozos értékiiket e-vel. 1 pont
Igy kapjuk, hogy n=e;+ey+---+eyg=deés 15=de—e = (d— 1)e. 2 pont
Tehdt d — 1 | 15, és ennek figyelembevételével a feladat feltételének megfeleld (d;e) parok az
alabbiak lehetnek: (2; 15), (4; 5), (6; 3), (16; 1). 4 x 1 pont
Konnyen belathatd, hogy minden helyzet megvaldsithatd, elegendd d kiillonb6z6 irdny mind-
egyikével e db parhuzamos egyenest rajzolni. 1 pont

Példaul d = 4, e = 5 esetén egy lehetséges helyzet:

77777
/7777
77777
77777

<2
Tehat n lehetséges értékei 16, 18, 20 vagy 30. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés. Ha valaki nem igazolja, hogy a fenti 4 eseten kiviil mas lehet&ség nincsen,
akkor legfeljebb 7 pontot kaphat az alabbi megoszlas szerint: n = 16 1 pont

n =18, 20, 30 2-2-2 pont

Kezdok I11. kategoria 1. fordulé

Feladatok

. Péter és Pal tokot arulnak a falu piacan. Mindkett§jiiknek négynél tobb portékdja van. Mivel

haragosok, egymdasnak hattal 4llitjdk fel a bodéikat, hogy még csak ne is ldssdk egymas
termékeit. Azt azonban nem birjdk ki, hogy egymdshoz se széljanak, amikor nagysag (tomeg)
szerint novekvd sorrendben rendezik a pulton az druikat. Dicsekszenek, azonban a rivaliz4las-
bél az deriil ki, hogy ugyanannyi tokot hoztak, a tokok dssztomege is megegyezik, €s a sor
kozepén mindkét drusndl azonos tomegi tok van, tovdbbd legtobbet mindketten ugyanakkora
termésbdl hoztak, s6t még a legnagyobb is ugyanannyi kiloval tobb a legkisebbnél.

Janos bacsi Pal standjandl hallgatja végig a beszélgetést, mikozben kinézi maganak a masodik
helyen 4116 zoldséget (mert a kettd a kedvenc szdma). Kordbban azt gondolta, el6szér mindkét
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arus kinalatat megtekinti, csak utdna valaszt. A hencegést hallva azonban ugy dont, megveszi
P4l portékdjat, hiszen ha ennyi minden egyezik, Péternél is ugyanakkora aru 4ll a masodik
helyen.

Helyesen okoskodik Janos bacsi? Indokoljuk a valaszt!

2. Legyenek ay, as, a3, ..., aryps olyan egész szamok, amelyek szorzata 2.

1 1 1 1
Mennyi lehet az A = (al + —) . (az + —) . (a3 + —> S (a2025 + —) kifejezés értéke?
ar as a

as
o a a+c? .
3. A 0-t6l kiilonboz6 a, b, ¢ egész szamok teljesitik az b == egyenlGséget. Bizonyitsuk
c

be, hogy a+b+c¢ <0.

4. Egy 2025 x 2025-0s tabla néhany mez§jét pirosra szineztiik ugy, hogy
— barmely két élszomszédos mezd koziil legalabb az egyik piros, és

— barmely 6 egymdshoz csatlakozd, egy sorban vagy oszlopban elhelyezkedd mezd kdzott van
két szomszédos piros mezd.

Legalabb hidny mez6t szineztiink pirosra?

sz .

5. Az ABC héaromszog C csticsndl 16v6 szoge 90°. Legyen D a C csidcshoz tartozé magassag
talppontja, E és F pontok pedig rendre a BC és CA oldalak felez&pontja. Az A csicshoz
tartozo belsd szogfelezd a K pontban metszi az EF szakaszt. Bizonyitsuk be, hogy K a CDE
haromszog beirt korének kozéppontja.

Kezdok I1I. kategoria 1. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Péter és Pal tokot arulnak a falu piacan. Mindkett6jiiknek négynél tobb portékdja van. Mivel
haragosok, egymasnak hattal 4llitjdk fel a bodéikat, hogy még csak ne is lassak egymas
termékeit. Azt azonban nem birjdk ki, hogy egymdshoz se sz6ljanak, amikor nagysag (tomeg)
szerint ndvekvd sorrendben rendezik a pulton az druikat. Dicsekszenek, azonban a rivalizalds-
bél az deriil ki, hogy ugyanannyi tokot hoztak, a tokok ossztomege is megegyezik, €s a sor
kozepén mindkét drusndl azonos tomegl tok van, tovabba legtobbet mindketten ugyanakkora
termésbdl hoztak, s6t még a legnagyobb is ugyanannyi kilgval tobb a legkisebbnél.

Janos bdacsi Pl standjandl hallgatja végig a beszélgetést, mikdzben kinézi magénak a masodik
helyen 4ll6 zoldséget (mert a kettd a kedvenc szdma). Kordbban azt gondolta, el6szér mindkét
arus kindlatdt megtekinti, csak utdna vélaszt. A hencegést hallva azonban gy dont, megveszi
Pal portékdjat, hiszen ha ennyi minden egyezik, Péternél is ugyanakkora aru 4ll a masodik
helyen.

Helyesen okoskodik Janos bacsi? Indokoljuk a vélaszt!

Megoldas. Janos bacsi nem okoskodik helyesen.

Egy lehetséges ellenpélda.

6 pont

6 pont

8 pont

10 pont

10 pont

6 pont

2 pont
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Kezdok I11. kategoria 1. forduld

A magyardzatra, annak részletezettségétdl fiiggéen 1-3 pont adhaté.

Ha legaldbb 6t-6t termés van, vdlasszuk példaul a tomegek adatsordnak ko6zos medidnjat

és moduszat is m-nek. Ekkor a két adatsor lehet m —3 <m=...=m<m+1<m+2és
m—2<m—1<m=...=m< m+ 3. Konkrét példa: {3,6,6,7,8} és {4,5,6,6,9}. Az
elemszam, az 0sszeg (4tlag), a médusz, a medidn €s a terjedelem ugyanannyi, de a masodik
szam nem egyenld a két adatsorban. 3 pont
Tehat 4-nél tobb tok esetén nem garantélt, hogy a méasodik tokok tomege egyenld. 1 pont
Osszesen: 6 pont
. Legyenek ay, as, a3, ..., axpps olyan egész szamok, amelyek szorzata 2.
1 1 1 1
Mennyi lehet az A = <a1 + —> - <a2 + —) . <a3 + —) S <a2025 + —) kifejezés értéke? 6 pont
a) as ay al
Megoldas. Ha a; -ap-as-...-axps = 2, akkor pontosan egy tényez6 2 vagy —2, a tobbi
tényezd pedig 1 vagy —1. 1 pont

Az éltalanossag megszoritdsa nélkiil legyen az aygrs = 2 vagy —2.

Ha aypp5 = 2 és minden tovabbi szam 1, akkor

| | 1 | | 3
A:(1 —)(1 —><1 —>...(1 —><2 —>:22023-—- — 02022 g 1
+1 +1 +1 +2 +1 > 3 9 pont

Ha aygp5 = 2 és minden tovabbi szdm —1 (ami lehet, mert 2024 tényezd van még), akkor

A:(4+%ﬁ§+ﬁ%ﬂ4+;ﬂ”(4+9@-%):pmmiQéylzﬂm.1mm

Ha aypps = 2 és van a szamok kozott 1 és —1 is, akkor A-ban van olyan szorzétényezd, amely

nulla, és ekkor A = 0. 1 pont
Ha aypp5 = —2, akkor biztosan van a szamok kozott 1 és —1 is (hiszen a 2024 tényez6 szorzata
negativ), akkor A-ban van olyan szorzotényezd, amely nulla, és ekkor A = 0. 1 pont
Tehét A értéke 9 - 22922 vagy 22022 vagy 0 lehet. 1 pont
Osszesen: 6 pont
e o s - a _a+c MU
. A 0-t61 kiilonbozd a, b, ¢ egész szamok teljesitik az i b egyenldséget. Bizonyitsuk
c
be, hogy a+b+c <0. 8 pont
Megoldas.
a a+ c?
b+c* b
ab = ab+ ac* + bc? + ¢
0=ac®+bc*+c* 1 pont
0=c?(a+b+c?) 1 pont
Mivel ¢ # 0, a kapott egyenlség pontosan akkor teljesiil, ha a + b+ ¢t =0. 1 pont

Hac=1,akkora+b+c=a+b—+ 2 = 0, és a feladat allitasa teljesiil. 2 pont
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Ha ¢ 0-t6l és 1-t8l kiillonboz6 egész szam, akkor ¢ és ¢ — 1 azonos elGjelli egész szamok. 1 pont
Igy c(c—1) >0, vagyis ¢* > c. 1 pont
Ezt felhaszndlva a+b+c¢ < a+ b+ ¢* = 0. Tehat az 4llitas ebben az esetben is igaz. 1 pont
Osszesen: 8 pont

4. Egy 2025 x 2025-0s tabla néhany mezd§jét pirosra szineztiik tgy, hogy
— barmely két élszomszédos mezd koziil legalabb az egyik piros, és

— barmely 6 egymashoz csatlakozd, egy sorban vagy oszlopban elhelyezkedd mezd kozott van
két szomszédos piros mezd.

Legalabb hdny mez6t szineztiink pirosra? 10 pont

Megoldas. Eloszor megmutatjuk, hogy barmely 6t egymashoz csatlakozd, egy sorban vagy
oszlopban elhelyezkedd mezd kozott lesz legalabb harom pirosra szinezett. Tekintsiink tehat 5
ilyen mezét!

Ha kozottiik van kettd szomszédos pirosra szinezett, akkor a maradék harom mez6 kozott van

két szomszédos, igy azok koziil legalabb az egyik szintén piros. Tehat megvan a legaldbb
harom piros mezd. 2 pont

Ha nincs két szomszédos piros mezd, akkor az 6t mez6 PNPNP vagy NPNPN mdédon lehet
szinezve, ahol P jeloli, ha a mezd piros, N pedig azt, ha nem. Az els6 esetben mar megvan a
harom piros mezd, igy készen vagyunk. A masodik esetben viszont az 6t mezé6t kiegészitve egy
veliik egy sorban/oszlopban elhelyezked6 szomszédos hatodik mezdvel, a mésodik feltételnek
ellentmondo szinezést kapunk, igy ez az eset nem allhat fenn. 3 pont

Ezzel igazoltuk, hogy barmely 6t egymdshoz csatlakoz6, egy sorban vagy oszlopban elhelyez-
ked6 mezd kozott van legaldbb harom pirosra szinezett.

Osszuk fel a 2025 x 2025-0s tablat 1 x 5-0s részekre. A fentiek alapjan minden rész tartalmaz
legaldbb 3 piros mezdt, igy a teljes tablan legalabb

% .2025% = 2460375

piros mezd lesz. 2 pont

Ez a becslés éles, amit példaul az aldbbi konstrukcidval ldthatunk: szinezziik ki a tdbla els6
sordt ugy, hogy minden 5k + 1, 5k+ 2 és 5k + 4 alakd mez§je legyen piros. Minden tovabbi
sor szinezését pedig az el6zd sor szinezésébdl kapjuk gy, hogy annak szinezését ciklikusan
eggyel jobbra toljuk. Meggondolhat6, hogy ez teljesiti mindkét feltételt, €s ekkor a tabldnak

pontosan a g—része piros. 3 pont

Osszesen: 10 pont

5. Az ABC haromszog C csticsnél 1évs szoge 90°. Legyen D a C csicshoz tartozé magassag
talppontja, E és F pontok pedig rendre a BC és CA oldalak felezGpontja. Az A csicshoz
tartozo belsd szdgfelezd a K pontban metszi az E'F szakaszt. Bizonyitsuk be, hogy K a CDE
haromszog beirt korének kozéppontja. 10 pont
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o
Megoldas. Legyen CAB< = «. Ekkor CAK<t = KAB< = 5

FE ko6zépvonal az ABC hdromszogben, ezért FE || AB és CFE<< = CAB<({ = @, mivel egyal-
lasa szogek.

(04
Az AKF haromszogre a kiils6szog-tételt alkalmazva AKF<{=CFK<— FAK<=0 — 7=

R

Igy az AKF hdromszog egyenl szérd és KF = FA = FC.

180° - CFK o
Ennek figyelembevételével KCF < = f{ =90° — X
C
F K E
4
A D B

Masrészt
DCA< = 180° —CAD<t —ADC< = 180° — ot — 90° = 90° — ¢x.
BCD< = BCA<—DCA<=90°—(90° — ) = «

o o 1
KCD< = KCF<—DCA< =90° — 27 (90° — ) = £} = EBCD<I,

tehdt a CK egyenes a BCD haromszog C csucsdhoz tartozo belsé szogfelezd egyenese.

A Thalész-tétel megforditasa alapjan E és F rendre a BCD és CAD derékszogli haromszog
koriilirt korének kozéppontja, ezért az EF egyenes a CD magassag felezOmerdlegese €s
egyben a CDE egyenld szard haromszog E csucshoz tartozo bels6 szogfelezdje is.

Ezzel megmutattuk, hogy a K pont a DEC és ECD szogek szogtelezdéinek metszéspontja,
vagyis a CDE hiaromszog beirt korének kozéppontja.

Osszesen:

Kezdok III. kategoria 2. (donto) fordulo

Feladatok

. Melyek azok az n pozitiv egész szdmok, amelyekre teljesiil, hogy minden +/n-nél kisebb
pozitiv egész szammal oszthatok?

. Szerkesztendd egy haromszog, amelynek adott a koriilirt korének sugara, illetve az egyik csucs-
hoz tartozé bels6 szogfelez6 és magassag hossza. (Készitsiink vazlatot, irjuk le a szerkesztés
1épéseit, és végezziink diszkusszidt, azaz adjuk meg a megolddsok szdmét (egybevagdsag
erejéig) a megadott adatok fliggvényében.)

1 pont
1 pont
1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

10 pont

10 pont

10 pont
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3. Husvét el6tt egy varos 2026 lakéja tojaskiilds jatékot jatszik. Minden laké felirja két masik
(tehdt sajat magétdl és egymadstol is kiillonbozd) laké nevét egy céduldra, akik az 6 cimzettjei.
A husvéti nyuszi ezutdn minden céduldval a kovetkezdt teszi: mindkét cimzettnek ad egy
tojast, az egyiknek egy pirosat, a mésiknak egy kéket, de hogy a kett6 koziil ki kapja a pirosat
és ki kapja a kéket, azt a nyuszi donti el.

A lakok a két nevet ugy valasztjdk meg, hogy akdrhogyan is dont a nyuszi, a lehet6 legtobb
laké kapjon legaldbb egy piros tojast. Legaldabb hdny laké kap piros tojast?

Kezdok I1I. kategoria 2. (donto) fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre teljesiil, hogy minden \/n-nél kisebb
pozitiv egész szammal oszthatok?
Megoldas. Konnyd ellendrizni, hogy az n = 1, 2, 3, 4 szamok teljesitik a feltételt.

Legyen n > 5 egy ilyen szdm. A \/n el6tti két egész szam egymadshoz relativ prim oszti
n-nek, tehdt a szorzatuk is osztja n-et, rdaddsul n-nél kisebb, tehdt legfeljebb n/2.

Igy
([va] =1) ([vn] -2)

IA
NS

amibdl
(Vi=1) (Vn-2) <
n—6yn+4<O0.
Ezt a v/n-ben mdsodfoki egyenldtlenséget megoldva az n > 5 feltétel mellett az adédik, hogy
n<27.

A keresett 5 < n < 27 szdmok mindegyike oszthat6 2-vel (mivel nagyobbak 4-nél), és a 9-nél
nagyobbak 3-mal, a 16-ndl nagyobbak 4-gyel is oszthatok. Ezeknek a feltételeknek a 6, 8, 12,
24 szamok felelnek meg, és ellendrizve kapjuk, hogy ezek mind jok.

Tehat a keresett szamok: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24.

Y

[N

Osszesen:

Megjegyzés. Az Osszes lehetséges szam felsoroldsa (ellendrzése) annak indoklasa nélkiil,
hogy mds szam nem megfeleld 2 pontot ér.

2. Szerkesztend6 egy haromszog, amelynek adott a koriilirt korének sugara, illetve az egyik csucs-
hoz tartozé bels6 szogfelezd és magassag hossza. (Készitsiink vazlatot, irjuk le a szerkesztés
Iépéseit, és végezziink diszkussziot, azaz adjuk meg a megolddsok szamat (egybevagdsag
erejéig) a megadott adatok fiiggvényében.)

Megoldas. Jelolje a feladatban szerepld csucsot C, az adott magassagot és szogfelezdt m,
és f., ezeknek a c oldal egyenesével vett metszéspontjat M, €s F.. Jelolje tovabba a haromszog
koré irt kort k, a kozéppontjat O, a C-t nem tartalmazo AB iv felezOpontjat P, az erre illeszkedd
atmérot d, az 4tmérd P-tdl kiilonbozd végpontjat O (4bra).

10 pont

10 pont

1 pont

3 pont

2 pont

1 pont

2 pont
1 pont

10 pont

10 pont
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fe me

I. Ha f. > m,, akkor nem létezik ilyen hdromszog, mert a C cstcsot a ¢ oldallal 6sszek&to
szakaszok koziil a legrovidebb a merbleges, ez az m,.

II. Ha m, = f,, akkor a haromszog egyenld szard, alapja a ¢ oldal.
A szerkesztés menete:
1. Felvessziik a k kort, a keriiletén kijeloljiik a C csucsot, illetve a C-re illeszkedd d atmérot.

2. A d-naC-t8l m, = f, tdvolsagra 1év6 F. = M, pontban a d-re merdleges egyenes és a k kor
két metszéspontja — amennyiben léteznek — a haromszog masik két csticsa.

Diszkusszio. A két metszéspont akkor és csak akkor 1étezik, ha 2r > f, = m,.

III. Ha m, < f., akkor felhasznaljuk azt az Osszefiiggést, hogy a C-bdl indul6 szogfelezd
a szemkozti AB ivet felezi (P pontban). (Az egyenld keriileti ACP<t és PCB< szdgekhez
tartozo ivek egyenldsége alapjan, de szogszdmitassal le is vezethetd a szokdsos médon.) Ebbdl
kovetkezik, hogy a PO egyenes az AB oldal szakaszfelez6 mer6legese, tehat parhuzamos
me-vel.

Az adatok alapjan megszerkeszthet6 az F.CM, derékszogli haromszog, ennek F.CM, hegyes-
szoge (€) egyenld a CPO szoggel (parhuzamos szard szogek), igy ezt a szoget ismertnek
tekinthetjiik.

A szerkesztés menete:

1. Az O kozéppontu, r sugara kor keriiletén felvessziik a PQ atmérot, illetve P csuccsal, PQ
szarral az € szoget.

2. A szog PQ-t6l kiilonboz6 szdra kimetszi a korbdl a C csticspontot. Mivel € hegyesszog, ez
a metszéspont létezik, é€s szimmetridtdl eltekintve egyértelmdi.

sz

3. A felvett atmérdre merdleges, a C-t8] (P felé) m, tavolsdgra 1év6 egyenes az AB oldal
egyenese.

Azt kell megvizsgédlnunk, hogy milyen feltételek mellett van ennek két metszéspontja k-val.
Diszkusszid. Ehhez az kell, hogy CP hosszabb legyen, mint f,, azaz CP > f,.

A PQC és a CF. M, haromszogek hasonlésdga alapjan: CP : 2r = m, : f., ahonnan a kivant

2
feltétel CP = Zr% > f. szerint a teljes diszkusszios feltétel: il > E > 1.

. c c me
Osszesen:

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

1 pont

10 pont
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Annak a bizonyitdsa, hogy az ACB szogfelez6je P-ben metszi a kort.

Amennyiben O illeszkedik az AC vagy BC oldalra (példdnak okaért AC-re), akkor az OCB
egyenld szard hdromszog kiilsé AOB szoge a két vele nem szomszédos (és egymadssal egyenld)
sz0g Osszege, tehat egy ilyen szognek (példaul OCB< = ACB<) a kétszerese: AOB< =
=2ACB<«.

Amennyiben O nem illeszkedik az AC oldalra, akkor C’-vel jelolve C-nek O-ra vonatkozd
tiikkorképét, az ACC’ és C'CB haromszogekben teljesiil a fenti 4llitds; az ACB< pedig az ACC’
és a C'CB szogek Osszegeként vagy kiilonbségeként kaphaté meg, éppen gy, ahogyan az
AOB sz6g is az AOC' és C'OB szdgek osszege vagy kiilonbségeként adédik.

3. Husvét el6tt egy varos 2026 lakéja tojaskiilds jatékot jatszik. Minden laké felirja két masik
(tehat sajat magétdl és egymadstol is kiillonbozd) 1laké nevét egy céduldra, akik az 6 cimzettjei.
A husvéti nyuszi ezutdn minden céduldval a kovetkezdt teszi: mindkét cimzettnek ad egy
tojast, az egyiknek egy pirosat, a mésiknak egy kéket, de hogy a kett6 koziil ki kapja a pirosat
és ki kapja a kéket, azt a nyuszi donti el.

A lakok a két nevet ugy valasztjdk meg, hogy akdrhogyan is dont a nyuszi, a lehet6 legtobb
laké kapjon legalabb egy piros tojast. Legaldabb hany lako kap piros tojast? 10 pont

Megoldas. Amennyiben a véaros lakéi 3-as csoportokat alkotnak (egyvalaki csoport nélkiil
marad), €s a csoporttarsaikat irjak fel a céduldjukra, akkor garantdlni tudjidk, hogy min-
den csoportnak legaldbb két tagja kapjon piros tojast. Ez 6sszesen 1350 lakot jelent. Most
megmutatjuk, hogy ennél tobbet nem tudnak biztositani. 3 pont

Készitsiink grafot a lakokbol: két lakét kossiink Ossze éllel, ha valaki éppen ezt a két nevet
irta fel. Mivel minden laké egy part ir fel, a grafban pontosan 2026 cstics és 2026 €l van.
Megmutatjuk, hogy ebben a grifban taldlhaté 676 olyan cstcs, amelyek koziil semelyik kettd
sincsen 0sszekotve egymadssal. Ha lennének ilyen cstcsok, akkor a hisvéti nyuszi ezen 676
lakénak nem biztos, hogy adna piros tojast: koziilikk semelyik kettd sem szerepel ugyanazon
cédulén, és lehetséges, hogy azon céduldkrdl, amelyeken 6k szerepelnek, a nyuszi mindig a
masik lakonak (a maradék 1350 egyikének) adja a piros tojdst. 2 pont

Megmutatjuk, hogy ha egy n cstcsu grafnak legfeljebb n éle van, akkor mindig kivalaszthato
legaldbb (’ﬂ olyan csucs, amelyek koziil semelyik kettd sincs 0sszekotve. Az allitdsn=1,2,3
esetén nyilvanvaldan igaz. Ha a grafnak n-nél kevesebb éle van, akkor egészitsiik ki az élek
szamat n-re fiktiv élek behtzasaval. Ha a kiegészitett grafban taldlunk elég egymassal nem
osszekotott pontot, akkor azok az eredeti grafban is jok lesznek. fgy tehét feltehetjiik, hogy
a fokszamok 0sszege 2n. Ekkor vagy minden csucs foka 2, vagy van legfeljebb els6foku és

legaldbb harmadfoku csucs is. 2 pont
Ha minden cstics foka 2, akkor a graf felbomlik korokre, egy m hosszi korbdl pedig minden
mésodik csdcsot véve taldlunk egymdssal paronként nem szomszédos | % | > [4] csicsot. 1 pont

A masik esetben legyen a legfeljebb egy foku csics P, a legaldbb harom foku pedig Q.
Valasszuk P-t a 676 keresett cstcs koz€, majd hagyjuk el a grafbol P-t és Q-t, valamint ha
volt szomszédja P-nek, akkor azt is. Ezzel egy kisebb, n — 3 vagy n — 2 csucst grafot kapunk,
aminek legfeljebb n — 3 éle van. Teljes indukciét alkalmazva, vagy csak folytatva ezt az
eljarast lathat6 a bizonyitando 4llitas. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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Haladok 1. kategoéria 1. fordulo

Feladatok

1. Gergd elhatdrozta, hogy kiszdmolja a kétjegyl pozitiv egész szamok Osszegét. Sajnos az
Osszeadasndl egy szamot véletleniil kihagyott, igy a kapott 6sszeg egy palindrom szdm lett
(azaz olyan szam, amely odafele és visszafele olvasva is ugyanaz). Melyik szdmot hagyta ki
Gerg6? 7 pont

2. Az ABC haromszdgben AC = BC. Az A csucsbol hizott belsd szogfelezd a P, az A csucsbol
hizott magassagvonal pedig az R pontban metszi a BC oldal egyenesét. Mekkordk az ABC
haromszog szogei, ha AP =2-AR? 7 pont

3. A haromelemt H halmaz elemei pozitiv egész szamok. Imre felirta a H halmaz Osszes
valédi (azaz H-t61 kiilonbozd) nemiires részhalmazat, majd minden egyes részhalmaz esetén
kiszamitotta a részhalmazban 1€v$ szdmok szorzatat. (Az egyelemi részhalmazok esetén ez a
szorzat maga az elem.) Végiil az igy kapott szorzatokat is szerette volna dsszeszorozni, de
figyelmetlen volt, ezért az egyik szorzatot kifelejtette, igy a tobbi szorzat szorzatara 400-at
kapott. Mely szamok lehettek a H halmaz elemei? 7 pont

4. Az a, b, c egész szamokra teljesiil, hogy az a(b+c) és b(a+ c) kifejezések értéke két egymast
kovetd egész szam. Bizonyitsuk be, hogy a kapott két szomszédos szam koziil legalabb az
egyik négyzetszam. 7 pont

5. Az egységnyi oldali ABCDEF szabdalyos hatszogben vegyiik fel az AC atlén a P pontot, a CE
atlon pedig a Q pontot ugy, hogy AP =1 és CQ = 1 legyen. Bizonyitsuk be, hogy B, P és QO
pontok egy egyenesre esnek. 7 pont

Haladok 1. kategoéria 1. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Gerg6 elhatarozta, hogy kiszdmolja a kétjegyl pozitiv egész szamok Osszegét. Sajnos az
Osszeadasndl egy szamot véletleniil kihagyott, igy a kapott 6sszeg egy palindrom szam lett
(azaz olyan szam, amely odafele és visszafele olvasva is ugyanaz). Melyik szdmot hagyta ki

Gergd? 7 pont
Megoldas. A kétjegyii szamok Osszege: 10+ 11+ 12+ ... 499 = 4905, és ebben az Gsszeg-
ben a kihagyott szdm is benne van. 3 pont
A kihagyott szdm legfeljebb 99 és legaldbb 10, ezért a kihagyott szdm nélkiil az 6sszeg
legalabb 4806, legfeljebb pedig 4895. 2 pont
A kihagyott szdm nélkiili 6sszeg els6 két szamjegye tehit 4 és 8, és mivel ennek az dsszegnek
egy palindrom szamnak kell lennie, csak a 4884 lehet. 1 pont
Tehat a kihagyott szdm a 4905 — 4884 = 21. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Az ABC hiromszdgben AC = BC. Az A csicsbdl hiizott belsd szogfelezd a P, az A csicsbol
huzott magassdgvonal pedig az R pontban metszi a BC oldal egyenesét. Mekkorak az ABC
haromszog szogei, ha AP =2-AR? 7 pont
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Megoldas. Az ARP haromszog derékszogi, atfogdja kétszerese az egyik befogdnak, ezért ez
egy félszabdlyos hdromszog, vagyis az AR oldallal szemkozti szoge 30°, mig az RP oldallal
szemkozti szoge 60°.

Legyen az ABC haromszdg AB alapon
fekv6 szoge 2. Ha az R pont a BC ol-
dalon, C és P kozott lenne, akkor az RP
szakasszal szemkozti 60°-0s szog az o
szog része lenne, ezért oo > 60° lenne,
és ekkor az alapon fekvé 2o szog 120°-
A B ndl nagyobb lenne, ami lehetetlen. Emi-
att az R pont a BC oldal C-n tili meghosszabbitdsdn van, azaz a haromszog C-nél 1évé szoge

tompaszdg. Hasonl6 lenne a helyzet akkor is, ha az R pont a P €s a B kozott lenne.
(Amennyiben a versenyzd rdjon, hogy a haromszog tompaszogd, vagy a dolgozata abrijan

tompaszogil haromszog van, de azt nem indokolja meg korrekt médon; akkor ennél a résznél
2 helyett 1 pontot kapjon.)
Az ABP hdromszog P-nél 1év6 szoge APB<t = 150°, ezért oc +2a = 30°, innen & = 10°.

3 pont

2 pont

1 pont

Tehat az ABC haromszog szogei 20°, 20° és 140°. 1 pont

Osszesen:

3. A haromeleml H halmaz elemei pozitiv egész szamok. Imre felirta a H halmaz Osszes
valédi (azaz H-t61 kiilonboz8) nemiires részhalmazat, majd minden egyes részhalmaz esetén
kiszamitotta a részhalmazban 1év6 szdmok szorzatét. (Az egyelemi részhalmazok esetén ez a
szorzat maga az elem.) Végiil az igy kapott szorzatokat is szerette volna 6sszeszorozni, de
figyelmetlen volt, ezért az egyik szorzatot kifelejtette, igy a tobbi szorzat szorzatdra 400-at
kapott. Mely szamok lehettek a H halmaz elemei?

Megoldas. A H halmaz elemei legyenek az a, b és ¢ pozitiv egészek. H-nak hat nemiires
valédi részhalmaza van.

Az egyes szorzatok: a, b, c, ab, ac és bc, ezek szorzata a-b .

A feladat szovege alapjan a®-b®-c>=400-x, ahol xa kifelejtett részhalmazban 1évo elemek
szorzata, azaz x a fentebb felsorolt 6 szorzat valamelyike.

Feltehetjiik, hogy a < b < ¢, ekkor a hat szorzat koziil bc a legnagyobb, azaz x < bc.
Ekkor @’ - b* - ¢* = 400 - x < 400 - be, innen @’ - b* - ¢* < 400.
Tovébba x* < b*-c* < a®-b* - ¢* < 400, ezért x < 20.

400-x=a’-b*- ¢ = (a-b-c)? kébszam. 400 primfelbontasét vizsglva l4thaté, hogy x = 20¢°
alaku (¢ pozitiv egész). Ekkora-b-c =20t,det > 1 esetén x > a- b - c, ami lehetetlen, t = 1
esetén pedig x = a- b - ¢, ami pontosan akkor lehetséges, ha a, b, ¢ koziil a legkisebb (azaz a)
1, és a szorzatuk (azaz b - ¢) pedig 20.

A 20-at kétféleképpen lehet hdrom kiilonb6z6 pozitiv egész szam szorzatdra felbontani, igy a
H halmazelemei:a=1,b=2,c=10vagya=1, b =4, c =5, és mindkét esetben bc = 20,
tehat el is lehet egy megfelel$ szorzatot hagyni.

Osszesen:

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

7 pont
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4. Az a, b, c egész szamokra teljesiil, hogy az a(b+ ¢) és b(a+ c) kifejezések értéke két egymast
kovetd egész szam. Bizonyitsuk be, hogy a kapott két szomszédos szdm koziil legalabb az
egyik négyzetszam. 7 pont

Megoldas. Az éltaldnossag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a(b+c¢) > b(a+c), és a
feladat feltétele alapjan: 1 = a(b+c¢) —b(a+c¢) =ab+ac—ab—bc =ac—bc =c(a—Db). 2 pont

Mivel a ¢ és a — b szamok szorzata 1, ezért mindkett6 1-gyel vagy —1-gyel egyenld. 2 pont
Mindkét esetben teljesiil, hogy a —b = ¢, azaz a = b+c. 2 pont
Ezt felhasznélva a(b + ¢) = a, tehat teljesiil a feladat 4llitdsa. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A feladat szovegében a ,legalabb” sz6 hasznélata indokolt, hiszen példaul b =0
ésa=c=1eseténaz a(b+c) és a b(a+c) szam is négyzetszam.

5. Az egységnyi oldali ABCDEF szabdlyos hatszogben vegyiik fel az AC atlén a P pontot, a CE
atlon pedig a Q pontot tgy, hogy AP =1 és CQ = 1 legyen. Bizonyitsuk be, hogy B, P és Q
pontok egy egyenesre esnek. 7 pont
Megoldas. ElGszor belatjuk, hogy CBQ<t = 45°. A szabdlyos hatszog szogei 120°-osak, 1 pont
igy az ECD egyenl{ széard haromszogben ECD< = 30°, emiatt BCQ<t = 90°, 1 pont
vagyis BCQ derékszogi, egyenld szard haromszog, amibdl kovetkezik, hogy CBOQ<t =45°. 1 pont
Misodjdra beldtjuk, hogy CBP< is 45°-0s. BAC<t = 30°, ez egyben az ABP egyenl§ szart

haromszog cstcsszoge. 1 pont
Ebbdl adédéan ABP<t = 75°, 1 pont
amibdl pedig kovetkezik, hogy CBP< = 45°. 1 pont

A CBQ< és CBP< szbgek egyenl6ségébdl pedig kovetkezik, hogy a B, P és Q pontok egy
egyenesre esnek. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok 1. kategoéria 2. fordulo

Feladatok

1. Zita novekvs sorrendben 45 egymast kovetd pozitiv egész szamot irt fel a tdblara. Occse,
Aron, éppen az 6sszeadast és a kivondst tanulja az iskoldban, ezért kivalasztott két szdmot a
tablan, 0sszeadta 6ket, az eredményt felirta a tdblara, majd a kivéalasztott két szamot letorolte.
Ezt folytatva ezutdn ujra védlasztott két szamot a tdblardl, azok Osszegét megint felirta a tabldra,
majd torolte a két kivélasztott szdmot. Mindezt addig csinélta, mig a tdblan mar csak két szdm
maradt. Zita megallapitotta, hogy egyikiik az eredeti szamok koziil éppen a k6zépsd. Aron
pedig kiszamolta, hogy a megmaradt két szam kiilonbsége 1935. Mennyi a tdblan maradt
szamok Osszege? 7 pont

2. Hatdrozzuk meg mindazokat az n egész szdmokat, amelyekre a \/n* — 17n2 + 56 kifejezés
értéke egész szam lesz. 7 pont

3. Négy testvérpar mindegyikében az egyik gyerek leany, a masik pedig fid. Hirom csoportba
osztjuk Sket tigy, hogy minden csoportban legaldbb ketten legyenek, de testvérek ne keriiljenek
azonos csoportba. Hanyféleképpen torténhet ez meg? 7 pont

4. Legyen E az ABCD négyzet CD oldaldnak a felezGpontja. A négyzet egy belsé M pontjara
igaz, hogy MAB<< = MBC< = BME< = o. Hatdrozzuk meg az o értékét. 7 pont

Haladok 1. kategoéria 2. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Zita novekvs sorrendben 45 egymast kovetd pozitiv egész szamot irt fel a tdblara. Occse,
Aron, éppen az 6sszeadast és a kivondst tanulja az iskoldban, ezért kivélasztott két szdmot a
tablan, 0sszeadta 6ket, az eredményt felirta a tdblara, majd a kivéalasztott két szamot letorolte.
Ezt folytatva ezutdn Ujra védlasztott két szdmot a tdblardl, azok Osszegét megint felirta a tabldra,
majd torolte a két kivélasztott szdmot. Mindezt addig csindlta, mig a tdblan mar csak két szdm
maradt. Zita megallapitotta, hogy egyikiik az eredeti szdmok koziil éppen a k6zéps6. Aron
pedig kiszamolta, hogy a megmaradt két szam kiillonbsége 1935. Mennyi a tdblan maradt

szamok Osszege? 7 pont
Megoldas. A téblan 1év szamok Osszege tetszGleges 1épés soran megmarad. 1 pont
Igy a megmaradt két szam Gsszege megegyezik az eredetileg felirt 45 szam osszegével. 1 pont
Az eredeti 45 szam atlaga a szimmetria miatt éppen az egyik megmaradd, eredetileg kozépso

szam. 1 pont
Ezt x-szel jelolve, egyfel6l a megmaradt (és az eredeti) szdmok Osszege 45x, masrészt a

megmaradd nagyobb szdm 45x — x = 44x. 1 pont
A kiilonbség igy 43x = 1935. Ebbdl x = 45, 1 pont

a keresett Osszeg pedig 45 - 45 = 2025 lesz, 1 pont
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az eredetileg a tablan 1év6 szamok pedig: 23, 24, 25, ..., 66, 67.

Osszesen:

. Hatdrozzuk meg mindazokat az n egész szdmokat, amelyekre a \/n* — 17n2 + 56 kifejezés
értéke egész szam lesz.

1. megoldas. Mivel a négyzetgydk alatt nemnegativ szdm 4ll, teljesiilnie kell a n* —17n°+56 >0
feltételnek.

Mivel n* — 17n* 4+ 56 = (n* — 8,5)* — 16,25, igy 1/16,25 < |n* —8,5| és innen (mivel n*
egész szam) adddik, hogy n? > 8,5+ /16,25 > 12, vagy n®> < 8,5 — /16,25 < 5.

Figyelembe véve, hogy n is egész szdm, tovabba 5 és 12 kozott a 9 az egyetlen négyzetszdm,
kapjuk, hogy n € Z\ {—3;3} kell legyen.

Legyent = \/m, ahol ¢ természetes szam, ekkor
(21)? = 41 = 4n* — 68n® +224 = (2n*> — 17)% — 65,
amelyet dtrendezve (2n° — 17)? — (2t)> = 65, innen pedig szorzatta alakitds utén
(202 — 17 —2)(2n*> — 17 +2t) = 65
adodik.

A 65 = 5-13 primfelbontds miatt a 65 (a pozitiv €s negativ osztéparokra is iigyelve) a

tényezdk sorrendjétdl eltekintve négyféleképpen irhatd fel két egész szam szorzataként.

Mivel a (2n? — 17 — 2t)(2n* — 17+ 21) szorzat tényezdi egész szamok és 2n> — 17 — 21 <
< 2n® — 17+ 2t, az aldbbi négy esetet kiillonboztetjilk meg:

L. 2n* — 17 — 2t = —65 és 2n* — 17+ 2t = —1. Ekkor 4n* — 34 = —66, ahonnan n* = —8,
amely egyenletnek nincs valés megoldasa.

IL. 2n> — 17 — 2t = —13 és 2n*> — 17+ 2t = —5. Ekkor 4n®> — 34 = —18, ahonnan n’> = 4, mely

egyenletnek n = 2 és n = —2 lesznek a megolddsai. Mindkét esetben t = 2 lesz.
ML 2n* — 17 — 2t = 1 és 2n* — 17+ 2t = 65. Ekkor 4n®> — 34 = 66, ahonnan n’> = 25, mely
egyenletnek n = 5 és n = —5 lesznek a megoldasai. Mindkét esetben r = 16 lesz.

IV. Végiil 2n> — 17 — 2t = 5 és 2n* — 17+ 2t = 13 esetén pedig 4n> — 34 = 18, ahonnan
n? = 13 adédik, amely egyenletnek nincs egész megoldasa.

Ezzel megkaptuk, hogy n lehetséges értékei —5, —2, 2 és 5.
A kapott szamok teljesitik a feladat feltételeit, amelyrdl behelyettesitéssel meggydzddhetiink.

Osszesen:

2. megoldas. (A masodik megoldast azért kozoljiik, mert elképzelhetd, hogy a versenyzdk
tobb 1j valtoz6 bevezetésével és haszndlatdval jutnak hasonlé eredményre, mint az elsd
megoldés sordn.) Az els6 megolddshoz hasonléan igazoljuk, hogy n € Z\ {—3;3} kell, hogy
teljesiiljon.

Legyen y =n? ést = V/n* — 17n2 456 = \/y2 — 17y + 56, ahol ¢ és y természetes szdmok.

Tgy y? — 17y +56 = 12, ahonnan y> — 17y + 56 — 1> = 0.

1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont

1 pont

1 pont
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Az y-ban masodfokd egyenlet diszkrimindnsa D = 289 — 224 + 41> = 41> + 65 teljes négyzet
kell, hogy legyen, vagyis 41> + 65 = u?, ahol u egész szdm, amely egyenletet dtrendezve
(u—2t)(u+2t) = 65. FeltehetS tovabba az is, hogy u nemnegativ egész szdm. 1 pont

Figyelembe véve, hogy u — 2t < u+ 2t egész szamok, tovabba u + 2¢ nemnegativ is, valamint
a két tényezd osztoparja a 65-nek az aldbbi két esetet kiilonboztetjitkk meg: 1 pont

L u—2t=14¢s u+2t=65. Ekkor u = 33 és t = 16, ahonnan y2 — 17y — 200 = 0, amely
egyenletnek y; = 25 és y, = —8 a megoldasai (y, nem j6 a feltételek miatt). Az y = n? =25
egyenlet megoldésai: n = —5 és n =5, és ezek teljesitik is a feltételeket. 1 pont

Il u—2t =5 és u+2t = 13. Ekkor u =9 és t = 2, ahonnan yz— 17y +52 = 0, amely
egyenletnek y; =4 és y; = 13 a megoldésai. Az y = n> =4 egyenlet megoldésai: n = —2
és n =2, és ezek teljesitik is a feltételeket, mig az y = n®> = 13 egyenlet nem ad egész
megoldasokat. 1 pont

Ezzel megkaptuk, hogy n lehetséges értékei —5, —2, 2 és 5.
A kapott szamok teljesitik a feladat feltételeit, amelyr6l behelyettesitéssel meggydz6dhetiink. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. megoldas. Az els6 két megolddshoz hasonléan igazoljuk, hogy n € Z\ {—3;3} kell, hogy
teljestiiljon. 1 pont
A tovibbiakban alulrél és feliilrdl is becsléseket tesziink az n* — 17n* + 56 négyzetszamra.

EgyfelSl n* — 17n* + 56 = n* — 180> 4+ 81 +n? — 25 = (n* —9)? 4+-n*> — 25,

mésrészt n* — 17n% +56 = n* — 16n*> + 64 —n*> —8 = (n*> —8)> —n*> —8. 1 pont
Mindezek alapjan, ha 5 < |n|, akkor
(=92 < (n? =92 +n*>—25=n*—17n*+56 = (n* —8)> —n* — 8 < (n* — 8)°. 2 pont

Mivel n2 — 9 és n®> — 8 szomszédos egész szamok, a négyzeteik kozé es6d n* — 17n* 4+ 56 nem
lehet négyzetszdm, igy 5 < |n| esetén nincs megoldas. 1 pont

Elegendd tehat megvizsgdlni azokat az eseteket, amikor |n| < 5, és |n| # 3.

—Ha |n| = 0, akkor n* —17n% 4+ 56 = 56, ami nem négyzetszam, azaz ez nem megoldas.

—Ha |n| = 1, akkor n* — 17n% + 56 = 40, ami nem négyzetszam, azaz ez nem megoldas.

—Ha |n| = 2, akkor n* — 17n® 4 56 = 4, ami négyzetszam, azaz n = 2 és n = —2 megolds.

—Ha |n| = 4, akkor n* — 171 + 56 = 40, ami nem négyzetszam, azaz ez nem megoldas.

—Ha |n| =5, akkor n* —17n% +56 = 256, ami négyzetszam, azaz n = 5 és n = —5 megoldds. 1 pont
Tehat n lehetséges értékei —5, —2, 2 és 5.

A kapott szamok teljesitik a feladat feltételeit, amelyrdl behelyettesitéssel meggydzddhetiink. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Négy testvérpar mindegyikében az egyik gyerek leany, a masik pedig fid. Hirom csoportba
osztjuk Sket igy, hogy minden csoportban legaldbb ketten legyenek, de testvérek ne keriiljenek
azonos csoportba. Hanyféleképpen torténhet ez meg? 7 pont

Megoldas. A feladat feltételei szerint az egyes csoportokba 4, 2 és 2, vagy pedig 3, 3 és 2
gyerek kertilhet. 1 pont
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— Az els6 (4;2;2) esetben a négyfGs csoport tagjait 2*_féleképpen vilaszthatjuk ki (mindegyik
csaladbodl pontosan az egyik testvért kell kivdlasztani), 1 pont

a tovabbi négy gyerek (mondjuk A, B, C és D) kozott mdr nincsenek testvérek, igy 6k
haromféleképpen alkothatnak két kétfGs csoportot. (A harom lehetSséget felsorolva: (A;B) és
(C;D), vagy (A;C) és (B; D), vagy pedig (A;D) és (B;C) van egy-egy csoportban.) Az elsd
esetben tehdt 3 -2* = 48 lehetdség van. 1 pont

— A masodik (3;3;2) esetben az elsé haromfGs csoportot 4 - 23—féleképpen allithatjuk 6ssze,
hiszen a négy testvérparbol négyféleképpen jelolhetiink ki harmat, majd a harom kivélasztott
testvérpar mindegyikénél 2-2 lehetdségiink van a vdlasztdsra. 1* pont

A két fennmarad6 csoportra 6t gyerek marad, koziiliik ketten testvérek. A testvérpar egyik, de
csak az egyik tagja a kétfos csoportba keriil, igy a kéttagi csoport 2 - 3-féleképpen vélaszthaté ki. 1* pont

Végiil a kimaradok — azaz a masodik haromf6s csoport tagjai — mar biztosan nem testvérek. A

masodik esetben tehat 423# = 96 lehet6ség van, ahol 2-vel azért kell osztanunk, mivel a

két haromf6s csoport sorrendje nem szamit. 1* pont
Osszesen tehat 48 + 96 = 144-féle csoportositas lehetséges. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A x-gal megjelolt 3 pont a kovetkez6 médon is megkaphaté: A (3;3;2) esetben

o (e 8-6 "y . «
valasszuk ki el6szor a kétfos csoportot. Erre - = 24 lehetdségiink van, hiszen az els6

gyerek barmelyik lehet a 8 koziil, a mdsodik viszont nem lehet a testvére, tovabba (2-vel
osztanunk kell, mivel) a gyerekek sorrendje a kétfés csoportban 1ényegtelen. 1 pont

Jelolje a kétf6s csoportba kivalasztott két gyereket E €s X, tovabba E testvérét F, mig X
testvérét Y. Ekkor F' és Y nem keriilhetnek k6z6s haromf6s csoportba, mivel ekkor a mésik
haromfds csoportba testvérpar keriilne. Tovabbda mind F, mind Y haromf6s csoportjaba a
fennmaradé két testvérparbdl egy-egy gyerek kell hogy keriiljon. 1 pont

Ez alapjan az a hdromfG&s csoport, ahova F keriilt 2 - 2 = 4-féleképpen vélaszthato ki (hiszen a
fennmarado két testvérparbdl egy-egy gyereket kell valasztanunk), igy Y haromfés csoportja
madr adott (és nem tartalmazhat testvéreket). fgy a (3;3;2)-es esetben 24 - 4 = 96-féleképpen
valaszhatdak ki a csoportok. 1 pont

4. Legyen E az ABCD négyzet CD oldaldnak a felezGpontja. A négyzet egy bels6 M pontjara

igaz, hogy MAB<< = MBC< = BME< = o. Hatdrozzuk meg az o értékét. 7 pont
Megoldas. MBA<t =90° — «, igy MAB<{ + MBA<( = 90°, tehat az ABM haromszog derék-
sz0gl, amelynek derékszogl csticsa M. 1 pont
D E C
M/
» \é
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A Thalesz-tétel megforditdsa miatt AFF = BF = MF, ahol F az AB szakasz felez&pontjat

jeloli. 1 pont
Igy az MF B hiromszog egyenl§ szard, azaz FMB< = MBF < = 90° — . 1 pont
Ekkor pedig FME<{ = FMB<+BME< = (90° — o) + o = 90°. 1 pont
Mivel MF = AF = AB = E, és az EMF haromszog derékszogili (M a derékszogl csucs),

igy ez a hdromszog fglszabé%yos. 1 pont
Ezért MFE< = 60°, tehat MFA<t = 90° — 60° = 30°. 1 pont

Mivel (a kordbban bizonyitott AFF = MF miatt) az MAF haromszog egyenld szar, és a
csticsszoge 30°-os, igy az alapon fekvs szogek 75°-osak, és ezek egyike éppen a feladatban
kérdezett o, azaz o = 75°. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok I. kategoria 3. (donto6) fordulé

Feladatok

1. Egy 3 x 3-as tdbldzatba beirjuk az 1, 2, 3, ..., 9 szdmokat. Hanyféleképpen lehet ezt megtenni,
ha azt szeretnénk, hogy minden sorban és minden oszlopban az ott 1év6 harom szam
a) Osszege paratlan legyen;
b) szorzata paros legyen? 7 pont

2. Az ABCD paralelogrammdban A-ndl hegyesszog van. A C-bdl AB egyenesre éllitott merdleges
talppontjat jelolje E, a C-bdl AD egyenesre allitott merdleges talppontjat pedig F. Bizonyitsuk
be, hogy AB-AE +AD-AF = AC>. 7 pont

3. Mely pozitiv valés (x;y;z) szamharmasokra teljesiil a kovetkezd egyenl6tlenség-rendszer?

2
T Y
4~ 442
2
Yo L
4~ 4+72
2
Z X
4_1§4+x2 7 pont

Haladok 1. kategoéria 3. (donto) fordulo

Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Egy 3 x 3-as tdbldzatba beirjuk az 1, 2, 3, ..., 9 szamokat. Hanyféleképpen lehet ezt megtenni,
ha azt szeretnénk, hogy minden sorban és minden oszlopban az ott 1év6 harom szam
a) Osszege paratlan legyen;
b) szorzata paros legyen? 7 pont
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Megoldas. a) Minden sorban és oszlopban nulla vagy kettd paros szamnak kell lennie. Kell,
hogy legyen legaldbb egy olyan sor, amelyben pontosan két paros szdm van, és e sorban 1évG
mindkét paros szam oszlopdban kell legyen még egy-egy péaros szam (ez azt jelenti, hogy a
négy paros szam két oszlopban van). Ez utébbi két paros szam pedig ugyanabban a sorban
kell, hogy legyen, mert ha kiilon sorban lennének, akkor e két kiilon sorban csak egy-egy
péros szam lenne (tehét a négy péaros szam két sorban van).

Ezért pontosan egy olyan sor és egy olyan oszlop van, amelyben nincs paros szdm. Ezt a
sor-oszlop part kilencféleképpen lehet kivalasztani.

Ha kivélasztottuk ezt a sor-oszlop pért, akkor ezekbe helyezziik el az 6t paratlan szdmot. Ezt
5!-féleképpen tehetjiilk meg. A tdblazat liresen maradt mezdibe a négy paros szamot pedig
4\-féleképpen tehetjiik le. Igy a lehetségek szama az a) esetben 9-4!-5!(= 25 920).

b) Dolgozzunk komplementer elvvel. Egy kitoltés rossz, ha valamelyik oszlopban vagy
valamelyik sorban csak pdratlan szdmok vannak. Ezt a sort vagy oszlopot hatféleképpen

6
vélaszthatjuk ki, emellé a maradék hat mez6bdl (2) = 15-féleképpen vélaszthatunk ki kett6t,

ahova szintén pdratlan szdmokat irunk.

Ez eddig 6 - 15 = 90-féle lehetdség, de kétszer szamoltuk azokat az eseteket, amikor a tabla-
zatban van olyan sor és oszlop is, amelyikben csak paratlan szdmok allnak. Ahogy ezt az a)
pontban mdr lattuk, egy ilyen sor-oszlop part kilencféleképpen lehet kivalasztani, igy ezeket
kivonva, a kivalasztasok szama 90 — 9 = 81.

Ha mar kivélasztottuk azt az 6t mez6t, ahova paratlan szamot irunk, akkor a szdmokat 4! - 5!-
féleképpen irhatjuk be. Igy a rossz kitoltések szdma 81 -4!-5!.

Mivel a tablazat 6sszes lehetséges kitoltéseinek szdma 9!, igy a helyes kitoltések szdma a b)
esetben 9! — 81 -4!-5!(= 129 600).

Osszesen:

Megjegyzések. 1. A b) rész indoklasa (direkt tton) a kovetkezé médon is torténhet.

Minden sorban és minden oszlopban kell lennie legalabb egy paros szamnak. Mivel sszesen 4
darab péros szdm van 3 sorban, ezért az egyik sorban pontosan 2 péros lesz, a masik kettGben
pedig 1-1. Az 3-féleképp vélaszthato, hogy melyik sorban legyen a 2 paros szam, az pedig,
hogy ezen a soron beliil melyik 2 mez&ben legyenek a parosak, ismét 3-féle lehet. Ez eddig 9
lehet6ség.

A misik két sorba keriild 1-1 paros szdm helyét az oszlopok figyelembevételével tudjuk
meghatdrozni. A 2 pérost tartalmaz6 sor garantdlja a két megfeleld oszlopban a paros szdm
jelenlétét, mar csak a harmadik oszlop kérdéses, tekintsiik ezt az oszlopot. Két eset lehetséges.
Vagy a masik két sorban 1év6 1-1 paros mindegyike ebben az oszlopban van, ez 1 lehet6ség.
Vagy ezekbdl a parosakbodl csak az egyik van ebben az oszlopban, a masik pedig a masik két
oszlop egyikében, ez 2 -2 = 4 lehetdség.

Tehdt 9- (1+2-2) =45 lehetdség adddik arra, hogy mely mezdkben lehet paros és melyekben
paratlan szam, egy ilyen rogzitett allasndl pedig a konkrét szamokat 4! - 5!-féleképpen irhatjuk
be. Az Osszes lehetséges kitoltések szama tehdt 45-4!-5!(= 129 600).

2. Ha a versenyz6 az egymdsba (a nemidentikus) egybevagdsagi transzformacidkkal (forga-
tasokkal, tiikkrozésekkel) atvihetd kitoltéseket azonosnak tekinti, akkor — mivel nyolc olyan
egybeviagosagi transzformécid van, ami egy négyzetet onmagdba visz at, tovabba mivel min-
den a tdblazatban szerepld szdm pontosan egyszer szerepel ott — a fent leirt esetszdmok helyett

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont

1 pont

2 pont

1 pont
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rendre azok nyolcadat kell, hogy kapja, tehat az eredmény az a) pontndl 9-3!-5-4-3 = 3240,
illetve a b) pontndl 9-7! —81-3!-5-4-3 =16 200. A feladat ezen értelmezése, €s ezen
eredmények esetén a versenyzd megoldasat teljes értékiinek tekintjiik.

2. Az ABCD paralelogrammaban A-ndl hegyesszog van. A C-bdl AB egyenesre allitott merdleges
talppontjét jelolje E, a C-bdl AD egyenesre allitott merdleges talppontjat pedig F. Bizonyitsuk
be, hogy AB-AE +AD - AF = AC>. 7 pont

1. megoldas. Hasznaljuk az aldbbi abrat!

F
s !
D C
a
b b m
A A
A Kk G a B k E

Jeloljiik AB és CD oldalak hosszat a-val, AD és BC hosszat b-vel. Legyen a D-bdl AB-re
allitott merdleges talppontja G. AGD és BEC haromszogek egybevigdsiga miatt AG = BE.
Hasznéljuk tovdbbd az dbréan lathaté AG =k, DF = s, CF = [ és CE = m jeloléseket.

Ezeket a jeloléseket haszndlva a bizonyitand 4llitds: a(a+ k) + b(b+s) = AC>. 1 pont
Pitagorasz tételét felirva AEC haromszdgben: AC? = (a+ k) 4 m?, 1 pont
ezt behelyettesitve kapjuk, hogy a(a+ k) +b(b+s) = (a+k)? + m?, majd kifejtve

a® + ak + b* + bs = a* + 2ak + k* + m* adédik. 1 pont

Ujra Pitagorasz tételét hasznalva, eziittal az BEC haromszogben: K> +m? = b*. Ezt behelyet-
tesitve pedig a” 4 ak + k> + m* + bs = a® 4 2ak + k> + m?, majd bs = ak adédik. 2 pont

Mivel ekvivalens atalakitdsokat hajtottunk végre, elegendd ezt az utolsé egyenléséget bebizo-
nyitani.

A BEC és DFC haromszogek hasonldak, hiszen megfeleld szogeik egyenldek. Emiatt a

k
megfeleld oldalak ardnya megegyezik, azaz o= ami pedig a bizonyitandé allitassal

ekvivalens.

A felirt 6sszefiiggések akkor is fenndllnak, ha a G talppont az AB szakasz B-n tili meghosszab-
bitdsdra vagy az F talppont AD szakasz D-n tili meghosszabbitdsara esik, tehat a bizonyitas
ilyenkor is helyes. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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2. megoldas. Hasznaljuk a fenti dbrat és jeloléseit. Ezekkel a jelolésekkel a bizonyitando

allits: a(a+k) +b(b+s) = AC*.

Pitagorasz tételét felirva a DFC és a BEC derékszogli haromszogekben P+s®=a

k4 m* = b,

1 pont
2 &s
1 pont

mig Pitagorasz tételét az AFC és AEC derékszogii haromszogekre alkalmazva (b + 5)2 +12=

= AC? és (a+k)* +m? = AC? adédik.

1 pont

Ut6bbi két osszefiiggés mindegyikében AC? 4ll a jobb oldalon, azaz (b+s)>+1°= (a+k)*+m?,

innen b2 + s + 12+ 2bs = a* + k* +m* + 2ak,

1 pont

majd ez utébbi Osszefiiggésbe behelyettesitve az elsd két Pitagorasz tételbdl szdrmazd 6ssze-

fiiggéseket a® + b* 4 2bs = a® + b* + 2ak, és igy bs = ak adédik.

Innen

1 pont

AC? = (a+ k) +m? = a(a+k)+ak+k* +m* = a(a+k) +bs+b> =a(a+k) +b(b+s), 1 pont

és mivel AB=a, AE =a+k, AD = b, AF = b+ s, éppen a bizonyitand6 AC? = AB-AE +

+AD - AF allitast kapjuk.

Osszesen:

1 pont

7 pont

3. Mely pozitiv valds (x;y;z) szamharmasokra teljesiil a kovetkezd egyenlGtlenség-rendszer?

2
T Y
4~ 44y2

2
Yo 2
4= 447
P
4= 4452

1. megoldas. Adjuk 6ssze a harom egyenlGtlenséget.

y x? ¥

X 4
S+ <

Z2

4 4 4- 4+x2+4+y2+4+z2'

7 pont

1 pont

Az igy kapott egyenldtlenséget nulldra rendezve az ugyanazon ismeretlent tartalmaz6 tagokat

Osszevonjuk.

x oy 7z 2

4 4452

X -4’ +4x Yy —4y2 +4y

4 4+4y2

-2 =<0
4 447277

2422 +4z

4(4+4x?)
x(x —2)?

4(4+y?)

y(y—2)>

4(44+z2) — 7
7(z—2)?

4(4+x?%)

4(44y?)

444722 —

1 pont

1 pont

2 pont

Mivel x, y és z pozitiv valdsak, és a nemnegativ szamok 0sszege nemnegativ, ezért csak

x =y =z =2 esetén teljesiil az egyenl6tlenség,

és ekkor teljesiil is.

Osszesen:

1 pont
1 pont

7 pont
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2. megoldas. Figyelembe véve, hogy az x, y €s z pozitiv valds szamok, képezziik az egyenl6t-
lenségek reciprokainak negyedét, majd adjuk Ossze azokat.

1 1 1 _ 44y 4472 444

414> . 2 pont

x + y * 7z 42 + 472 + 4x2 P
Az egyenlGtlenséget nulldra rendezve, és az ugyanazon ismeretlent tartalmazé tagokkal teljes
négyzetet képezve a kovetkezd egyenlbtlenséget kapjuk:

112—i—112—|—112<0 3 pont
x 2 y 2 z 2) — 7 P

Mivel x, y és z pozitiv valdsak €s a nemnegativ szamok Osszege nemnegativ, ezért csak

x =y =z = 2 esetén teljesiil az egyenldtlenség, 1 pont
és ekkor teljesiil is. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok II. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. Melyek azok a p, g, r pozitiv primszamok, amelyek teljesitik az alabbi egyenl6séget?

pP+pi+ptl=gr 7 pont

2. Az f(x) = ax* + bx + ¢ mésodfoki fiiggvényre teljesiil, hogy f(20 —x) = f(24 +x) az x
minden val6s értéke mellett. Tudjuk, hogy az f fliggvénynek két kiillonb6z6 darab zérushelye
van. Adjunk példat ilyen médsodfoku fiiggvényre, és hatdrozzuk meg, hogy mennyi lehet a
zérushelyek Osszege. 7 pont

3. Legyenek x és y pozitiv valds szdmok. Bizonyitsuk be, hogy x4y = 1 esetén
(45x—1)  (45y—1)?
_|_
X y
Milyen (x;y) szdmpérok esetén teljesiil az egyenlGség? 7 pont

> 1849.

4. Egy varosi ifjusagi rendezvényen minden résztvev6 pontosan 3 fitit €s pontosan 7 lanyt ismer a
tobbiek koziil. Bizonyitsuk be, hogy a résztvevék szdma oszthatd 20-szal. (Feltételezziik, hogy
két személy kozott az ismeretség kolcsonos, €s senki nem szdmolja sajat magat az ismerdsei
kozé.) 7 pont

5. Az ABCD rombuszban ABC< = 100°. A CD oldalon kijeloliink egy olyan P pontot, melyre
PBC< = 20°. A P ponton athalad6, DA oldallal pirhuzamos egyenes a Q pontban metszi az
AC atlét. Bizonyitsuk be, hogy BP = AQ. 7 pont
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Haladok II. kategoria 1. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Melyek azok a p, g, r pozitiv primszamok, amelyek teljesitik az alabbi egyenldséget?

P Hpptl=gr

Megoldas. A p>+p’>+p+1 = gr egyenlet bal oldalat szorzatté alakitva (p*+1) (p+1) =gqr.
Ha p > 2, akkor p pératlan primszam, igy mind p? + 1, mind pedig p + 1 pdros szdm, ezéltal
a szorzatuk 4-nek a tobbszorose, azaz 4 | gr.

Figyelembe véve, hogy ¢ és r primszamok, ezért ez utdbbi feltétel csak g = r = 2 esetén
teljestil.

Viszont ekkor gr = 4, és p > 2 esetén ( PP+ 1)(p+ 1) > 4. Ellentmondasra jutottunk, igy ez
az eset nem 4llhat fenn.

p =2 esetén gr = 15, és mivel 15 primfelbontdsa 15 = 3 -5 az egyenldség megolddsai: p = 2,
q=3,r=5ép=2,9g=5,r=3.

Osszesen:

2. Az f(x) = ax* + bx + ¢ mésodfoki fiiggvényre teljesiil, hogy f(20 —x) = f(24 +x) az x
minden valés értéke mellett. Tudjuk, hogy az f fliggvénynek két kiillonb6z6 darab zérushelye
van. Adjunk példat ilyen médsodfoku fiiggvényre, és hatdrozzuk meg, hogy mennyi lehet a
z€rushelyek Osszege.

1. megoldas. Behelyettesitve a fiiggvény képletét a feltételbe azt kapjuk, hogy
a(20 — x)2 +b(20 —x) + ¢ = a(24 +x)> + b(24 +x) +c.
Az egyenldséget rendezve
a(400 — 40x+ x%) +b(20 —x) + ¢ = a(576 + 48x +x*) + b(24 4+ x) + ¢
ax® — (40a + b)x + (400a +20b + ¢) = ax® + (48a+ b)x + (576a +24b +¢)

—(176a + 4b) = (88a+ 2b)x.

Ez csak akkor teljesiilhet x minden valés értéke mellett, ha 88a +2b =0 és 176a+4b = 0.
Mindkét feltételbdl b = —44a adbdik.

b

A gyokok és egylitthatok kozti 6sszefiiggés alapjan a gyokok osszege —— = 44.
a

A feladat feltételei kielégithetdk példaul az a = 1, b = —44 és ¢ = 0 valasztéssal.

Osszesen:
2. megoldas. A r = x+ 2 (ekkor x =t — 2) helyettesitéssel a feladat feltétele igy alakul:
f(22—1) = f(22+1).

Ez azt jelenti, hogy az f fiiggvény grafikonja szimmetrikus a fiiggdleges x = 22 egyenesre.
Ez pedig azt jelenti, hogy a zérushelyek is szimmetrikusan helyezkednek el az x = 22 értékre,
azaz az 0sszegiik 44.

A feladat feltételeit kielégiti példaul az f(x) = (x —22)> — 1 fiiggvény.

Osszesen:

7 pont
1 pont
2 pont
1 pont

1 pont

2 pont

7 pont

7 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

2 pont

7 pont

3 pont

2 pont

2 pont

7 pont
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3. megoldas. A fiiggvénynek legaldbb az egyik zérushelye nem egyenld 22-vel, jeloljiik ezt

x1-gyel. 1 pont
Ekkor ha x; = 20 — x, akkor x = 20 — x|, és ekkor a feladat feltétele szerint 0 = f(x;) =
= f(20—x) = f(24+x) = f(44 —x,), azaz 44 — x| is zérushelye a fiiggvénynek. 1 pont
Mivel x| # 22, igy x; és 44 — x| kiilonboznek egymastdl, tehat mindkét zérushelyet megtalal-
tuk. 2 pont
Igy tehat a zérushelyek Gsszege csak 44 lehet. 1 pont
Egy lehetséges példa: f(x) = (x — 20)(x — 24), mert ekkor f(20 —x) = —x(—4 —x) és
f(x+24) = (x+4)x, és ezek nyilvan egyenlSk x minden valés értéke mellett. 2 pont
Osszesen: 7 pont

3. Legyenek x és y pozitiv valds szdmok. Bizonyitsuk be, hogy x +y = 1 esetén
(45x—1)  (45y—1)?
_|_
X y
Milyen (x;y) szdmpérok esetén teljesiil az egyenlGség? 7 pont

> 1849.

Megoldas. A bal oldalon elvégezve a négyzetre emeléseket és x + y kiemelését,

(5x—1)° | (45y—1)° :2025(x+y)—180—|—<1—|—1) 2 pont
X y Xy
2025(x+y) = 2025, valamint a szdmtani és harmonikus kozép kozotti egyenlGtlenség miatt
teljesiil T T < x42—y = %, amibdl (reciprokot képezve, majd 2-vel szorozva) adédik, hogy
x Ly
% + i > 4, 3" pont
Igy a kifejezés értéke valéban legalabb 2025 — 180 + 4 = 1849. 1 pont
Az egyenl6ség pedig pontosan akkor teljesiil, ha a szdimtani és harmonikus kézépben szerepld
szamok megegyeznek, tehithax =y = % 1* pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A *-gal jelolt harom pont és utolsé egy pont példdul a kovetkezd két médon is
igazolhato.

— A szamtani-mértani k6zép kozotti Osszefliggés haszndlataval:

I 1 1 1 1

iy 2 > 5 = 1 =4, €s az egyenlGség itt pontosan akkor teljesiil, ha a
X+ EX

SR RO R

. ) 1
szdmtani és mértani kozépben szerepld szamok megegyeznek, azazhax =y = 5

— Teljes négyzetté alakitdssal:
I 1 1 I x+1-x_ 1 1

+ = =— =— 5 ,€s a0 <x <1 feltétel mellett
x oy x l—x x(l-x) —x>+4x (x—1)* -1

2 1

e .. g L1 - . 1 .
ez utobbi kifejezés minimumanak értéke 4, azaz — + — > 4. A minimumot pedig x = 3 esetén
Xy

1
kapjuk, és ekkor persze y = 3 is teljesil.
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4. Egy varosi ifjusagi rendezvényen minden résztvevs pontosan 3 fitit €s pontosan 7 lanyt ismer a
tobbiek koziil. Bizonyitsuk be, hogy a résztvevdk szdma oszthaté 20-szal. (Feltételezziik, hogy
két személy kozott az ismeretség kdlcsonds, €s senki nem szdmolja sajdt magat az ismerdsei
kozé.) 7 pont

Megoldas. Jeloljiikk a rendezvényen résztvevd fiik szamat f-fel, a lanyokét /-lel, igy a
rendezvényen a résztvevok szama f + /.

Ekkor a fitk és a lanyok kozotti ismeretségek szdma egyrészt 7 f, mert minden fid 7 lanyt
ismer, masrészt 3/, hiszen minden lany 3 fiat ismer. 1 pont

Igy 7f = 31, ami — figyelembe véve, hogy a 7 és a 3 relativ primek — azt jelenti, hogy f = 3k
és | = Tk, valamilyen k pozitiv egész szam esetén. 2 pont

1
A fiuk kozotti ismeretségek szama 5 3f (mivel az f fid mindegyike 3 fiut ismer, és a 3 f

szorzatban minden ismeretséget kétszer szamoltunk). 1 pont

9
Az eddigi megallapitdsainkat figyelembe véve a fitik kozotti ismeretségek szdma 3 k egész
szam, ami azt jelenti, hogy k paros szdm, azaz k = 2n (n pozitiv egész). 2 pont

Igy a rendezvényen résztvevdk szama: f + 1 = 3k + 7k = 10k = 20n, tehat a feladat allitdsa
valoban teljesiil. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Konnyen talalhatunk megfeleld 20-tagu tarsasagot 6 fitval és 14 lannyal. Jelolje
a fidkat: fi, fa, ..., fe, a lanyokat ¢1, 05, ..., £14. A 20 résztvevét soroljuk a 10-10 f6s A és B
csoportba gy, hogy A-ba tartozzon fi, f», f3 a fidk koziil, mig ¢y, ¢, ..., ¢7 a lanyok koziil; a
B csoportba pedig a tobbi résztvevd.

Az A, illetve a B csoport minden egyes tagja ismerje a sajat csoportja tobbi tagjit. Tovabba A és
B csoportbeli tagok kozott pontosan a kovetkez8 parok, mint ismeretségek legyenek: (f1, f4),
(f2,f5), (f3, f¢), valamint (¢1,0g), (¢2,09), ..., ({7,014). Az igy definidlt ismeretségekkel a 20
f6s tarsasag teljesiti a feladat feltételeit, és 20 - n f6s tarsasdgra pedig nyilvan j6 példa a fenti
20 résztvevOs tarsasag n darab ,,mdsolata”.

Ha a versenyz6 egy megfeleld konstrukciét ad 20-tagu tarsasdgra, 3 pontot kapjon a konstruk-
cidjara, azzal a feltétellel, hogy a feladatra kapott 8sszpontszam nem lehet tobb 7 pontnal.

5. Az ABCD rombuszban ABC<t = 100°. A CD oldalon kijeloliink egy olyan P pontot, melyre
PBC< = 20°. A P ponton athaladé, DA oldallal pirhuzamos egyenes a Q pontban metszi az
AC atlét. Bizonyitsuk be, hogy BP = AQ. 7 pont
Megoldas. Tiikrozziik a P pontot a BD atlora, és a képpontot jeloljitk R-rel.

Ekkor, mivel a rombusz atléi felezik a rombusz szogeit, ezért a DC oldal BD-re vonatkoz6
tilkorképe a DA oldal lesz, és R illeszkedik a DA oldalra.

PR 1 BD és CA L BD miatt PR || AC. 2 pont

Igy az AQPR négyszog szemkozti oldalai parhuzamosak, a négyszog paralelogramma és
AQ = PR. 1 pont

Masrészt a tengelyes tiikrozés tdvolsdg- és szdgtartd tulajdonsdga miatt BP = BR és RBA<1 =
= PBC< = 20°. 1 pont
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Ezt felhasznédlva RBP<t = ABC<< — ABR< — PBC< = 100° —2-20° = 60°. 1 pont

Tehét a PRB haromszog 60°-o0s szédrszogii egyenls széard haromszog, azaz szabdlyos harom-
sz0g. Igy BR = BP = PR = AQ. Ezzel az éllitast belattuk. 2 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok II. kategoria 2. fordulé

Feladatok

1. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazan az alabbi egyenletet.

(2x+3)% + (4x+9)3
Gr16) =38 7 pont

2. Mennyi az ab + bc 4 2ca kifejezés lehetséges legnagyobb értéke, és mely a, b, c esetén veszi
fel ezt az értéket, ha a, b, ¢ olyan nemnegativ valés szamok, amelyek 6sszege 17?7 7 pont

3. Tekintsiik a H = {0;1;2;3;...;2025} halmaz 6telemi részhalmazait. Ezek kozott abbol van-e
tobb, amelyikben az 6t szdm Osszege paratlan, vagy abbdl, amelyikben az 6t szdm Osszege
paros? 7 pont

4. Az ABC hegyesszogli haromszogben BCA<t = 45°. A haromszog BC és CA oldalaira kife-
1€ megrajzoljuk a BCDE és CAF G négyzeteket. Bizonyitsuk be, hogy az FE szakasz K
felezGpontja egybeesik az ABC haromszog koré irt korének kozéppontjdval. 7 pont
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Haladok II. kategoria 2. fordulo

Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Oldjuk meg a valés szdmok halmazan az aldbbi egyenletet.

(2x+3)3 + (4x+9)3
—8 7 pont
(3x+6) pon

1. megoldas. A tort nevezGje nem lehet 0, azaz x # —2.

) 2043\ (49’
Atalakitva a bal oldalt két tort 6sszegére ( as ) —|—( e ) =8.

3x+6 3x+6
2x+3  4x+9
Mivel (2x+3) + (4x+9) = 6x + 12, ezért 3i16 + 3:t6 =2, 1 pont
) 2x+3 4x+9
Ez alapjan legyen a = %, és igy 3i16 =2—alesz. 1 pont
Behelyettesités utan az a+ (2— a)3 = 8 egyenlet kapjuk. 1 pont
Innen a zdréjeleket felbontva, rendezés és Ssszevonds utdn 6a> — 12a = 0, majd 6a(a —2) =0
adaddik. 1 pont
Az egyenletet a-ban megoldva, majd x-re visszahelyettesitve a megoldasokra
3
a; =0, és innen x| = 5 illetve 1 pont
(- 9 ..
ar =2, és innen xp = ~ adodik. 1 pont
3 9 . ) . : o
A kapott x| = —3 €s xy = ~ értékek valéban megolddsai az eredeti egyenletnek, amirdl
behelyettesitéssel meggydzédhetiink. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. A tort nevezdje nem lehet 0, azaz x # —2. Ha valaki nem veszi észre az elsd
megoldas ,.triikkjét”, az dolgozhat ,,nyers erdvel” is, az alabbi médon.

Megszorozva az egyenlet bal oldaldnak a nevezdjével és a zardjeleket felbontva:

(8x% +36x% + 54x +27) + (64x> 4 432x% +972x +729) =

= 8- (27x° 4 162x> 4+ 324x + 216) = 216x> + 1296x> 4 2592x + 1728, 1 pont
0-ra rendezve 144x> +828x%+1566x+972 = 0, végiil 18-cal osztva 8x>+46x%+87x+54 =0
adaddik. 1 pont
Vegyiik észre, hogy ennek az egyenletnek x = —2 megolddsa (természetesen a kikotések miatt
az eredeti egyenletnél x = —2 nem megoldas).
Emiatt a bal oldalbl az (x+2) tényezst kiemelve (x4 2)(8x% +30x +27) = 0 adédik, 1 pont
ez utébbi alak linedris tényezdk szorzatava alakithaté az (x+2)(2x+3)(4x+9) = 0 médon. 1 pont

3
Ennek (a —2-tdl kiillonbdz6) megoldésai x; = —5 illetve 1 pont
9

Xp = ——. 1 pont

4
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3 9
A kapott x| = ) és xp = ~1 értékek valéban megolddsai az eredeti egyenletnek, amirdl

behelyettesitéssel meggydzdhetiink.
Osszesen:

2. Mennyi az ab + bc + 2ca kifejezés lehetséges legnagyobb értéke, és mely a, b, c esetén veszi
fel ezt az értéket, ha a, b, ¢ olyan nemnegativ valés szamok, amelyek 6sszege 1?7

1. megoldas. Mivela+b+c=1,ezértb=1—a—c.
Ezt figyelembe véve ab+bc+2ca=a(l —a—c)+c(l1—a—c)+2ca=a—a*+c—c* =

1)\? 1\* 1 _1 1
=— (a — 5) — (c — 5) + 3 < 5 Azaz a kifejezés lehetséges legnagyobb értéke 5
A ) 1 ) 1
Az egyenldség pontosan akkor all fenn, ha a = 3 b=0ésc= 5

Osszesen:
2. megoldas. Mivel a+b+c=1,ezérta+c=1—b.

Ezt figyelembe véve €s alkalmazva a mértani és szamtani kozép kozotti osszefiiggést:

2
ab+be+2ca=b(a+c)+2ca=b(1—b)+2ca < b(1—b)+2- (’”c) -

2

) (1-b)> 2b—2p>+1-2b+b*> 1 b* 1
= —_ 2- = :———<—'
b=bo+ 4 2 2 272

1
Azaz a kifejezés lehetséges legnagyobb értéke 7

Az egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha b = 0, tovabba (mivel a mértani és szamtani kozép
kozotti becslésben is egyenldségnek kell dllnia) a = ¢,

1
:—’bzo, = —.
azaz a ) es ¢ 7

Osszesen:

3. Tekintsiik a H = {0;1;2;3;...;2025} halmaz 6telemd részhalmazait. Ezek kozott abbol van-e
tobb, amelyikben az 6t szdm Osszege pdratlan, vagy abbdl, amelyikben az 6t szam Osszege
paros?

Megoldas. Tekintsiik H egy tetszGleges dtelemi A = {a;b; c;d; e} részhalmazit, majd vegyiik
a B = {2025 — ;2025 — d;2025 — ¢;2025 — b;2025 — a} halmazt.

Az A halmazban 1év6 6t elem 6sszegének a paritdsa és a B halmazban 1év 6t elem Osszegének
a paritdsa kiilonb6zd, hiszen ha

a+b+tc+d+e=x és 2025—a-+2025—-b+2025—-c+2025—-d+2025—e=y,

akkor x +y = 5-2025 pératlan. Azaz a halmazok koziil az egyikben az elemek Osszege paros,
a masikban pedig pdratlan (igy a halmazok nyilvén kiilonboznek is egymastol).

Tehat H minden részhalmazahoz, amelyben az 6t elem 0sszege paros, kdlcsondsen egyértelmi
modon hozzédrendelhetiink egy olyan, tdle kiilonb6z6 részhalmazt, amelyben az elemek
Osszege pdratlan. Igy a kétféle részhalmazbdl ugyanannyi van.

Osszesen:

1 pont

7 pont

7 pont
1 pont
2 pont

2 pont

2 pont

7 pont
1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

1 pont

7 pont

7 pont

2 pont

3 pont

2 pont

7 pont
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4. Az ABC hegyesszogli haromszogben BCA<t = 45°. A haromszog BC és CA oldalaira kife-
1€ megrajzoljuk a BCDE és CAF G négyzeteket. Bizonyitsuk be, hogy az FE szakasz K
felezGpontja egybeesik az ABC haromszog koré irt korének kozéppontjaval.

Megoldas. Az ACG< + BCA< + ECB<t = 90° 4+ 45° +45° = 180° és ACF <t + BCA<( +
+ DCB<t = 45° +45° +90° = 180° alapjan a G, C, E pontok, illetve az F, C, D pontok
egy-egy egyenesre esnek.

Valamint EGF < = EDF < = 90° miatt — a Thalész-tétel megforditdsa alapjan — az FEG és
FED derékszogli hdromszogek koré irt korének kozéppontja az FE szakasz K felez6pontja.

Igy K illeszkedik az FG és ED szakaszok felez6mer6leges egyeneseire.

Masrészt az F G és ED szakaszok felezGmer6legesei egybeesnek a CA és BC oldalak felez&me-
rélegeseivel, azaz az ABC hiaromszog koré irt korének kozéppontjdban metszik egymadst. Tehat
az FE szakasz K felezOpontja megegyezik az ABC haromszog koré irt korének kdzéppontjaval,

és ez az, amit bizonyitani akartunk.
Osszesen:
Haladok I1. kategoria 3. (donto) fordulo
Feladatok
1. Az

P +ax+b=0
x2 +cx+d=0
X 4ex+f=0

(a,b,c,d,e, f € Z) méasodfokd egyenleteknek egymastdl paronként kiillonbozd gyokei hat
egymast kovetd egész szam. Hatarozzuk meg az m = a4+t — 2(b+d + f) kifejezés
minimalis értékét.

7 pont

2 pont

2 pont
1 pont

2 pont

7 pont

7 pont
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2.Az 1,2.3,...,26 pozitiv egészek egy tetszdleges sorrendjében az elsd tagot a;-gyel, a masodi-
kat ay-vel, ..., az utolsot aye-tal jeloljik. Hany olyan sorrend van, ahol
lai —az| <|ay —a3| <|a)j —aq| < ... <|a; —ax|? 7 pont

o

3. Az AB atmérdjt félkorbe ABCD konvex négyszoget frunk. Legyen P a CD oldal (szakasz) egy
belsd pontja é€s Q a P pont merdleges vetiilete AB-re. Igazoljuk, hogy

PQ?> = QA-QB—PC-PD. 7 pont

Haladok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az
X 4ax+b=0
P +ex+d=0
x2—|—ex—|—f:O

(a,b,c,d,e, f € Z) masodfoku egyenleteknek egymastdl paronként kiilonb6z6 gyokei hat
egymdst kovets egész szam. Hatdrozzuk meg az m = a* + ¢> + ¢* — 2(b+d+ f) kifejezés
minimalis értékét. 7 pont

Megoldas. A gyokok és egyiitthatok kozotti 6sszefiiggések alapjan az ¥ +ax+b=0 egyenlet

esetén x| +xo = —aésxixp =b, 1 pont
innen a® —2b = x% +x§. 1 pont
Hasonléképpen ¢? —2d = x% +xjése?—2f = x% -l-x%. 1 pont
Mindezek alapjan: m = a® 4+ ¢* + e? — 2(b+d + f) = x} + X3 + x5 4+ x5 +x2 +x2. 1 pont

Felhaszndlva, hogy az egyenletek gyokei egymadst kovetd egész szamok, igy ezeket k, k+ 1,
k+2,k+3, k+4, k+ 5-tel (k € Z) jelolve

5\% 35
m = k24 (k1) 4+ (k+2)* 4+ (k+3)* 4 (k+4)* 4 (k+5)* = 6k*+30k+55 = 6 (k+—) +==. 2pont

2 2
A kapott kifejezés, figyelembe véve, hogy k egész, k = —2 vagy k = —3 esetén veszi fel a
minimumat, és ez a minimum m,;, = 19. 1 pont
Osszesen: 7 pont
2.Az 1,2,3,...,26 pozitiv egészek egy tetszdleges sorrendjében az elsd tagot a;-gyel, a masodi-
kat ap-vel, ..., az utolsot aye-tal jeldljiik. Hany olyan sorrend van, ahol
lai —az| <|a) —a3| < |ay —aq] < ... <|a; —ax|? 7 pont
Megoldas. Az ay,as,...,ars szamok értékét ugy kell megallapitani, hogy el6szor az a;-hez

,legkozelebbi” szamot/szamokat irjuk utdna, majd ezutdn a ,,masodik legkozelebbi” szam-
mal/szamokkal folytatjuk, és igy haladunk az a;-t6l ,,legtavolabbi” szamok felé. 1 pont
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fgy a; = 1 esetén a kovetkez0 tag csak ap = 2 lehet, aztdn a 3,4, 5, ..., 26 ebben a sorrendben.
Ez 1 sorrend.

a; = 2 esetén a kovetkezd két tag az 1 és a 3 lehet, ezek kétféle sorrendben allhatnak (azaz
ay =1¢&s az =3, vagy pedig a =3 ésaz = 1), aztan pedig a 4, 5, ..., 26 ebben a sorrendben.
Ez 2 sorrend. 1 pont

a; = 3 esetén a kovetkezd két tag a 2 és a 4 lehet, ezek kétféle sorrendben allhatnak, aztin az
1 és az 5 is kétféle sorrendben allhat, ezek utdn pediga 6, 7, 8, ..., 26 sorrend lehetséges csak.
Ez2-2 = 2% = 4 sorrend.

Az el6zGekhez hasonldan, ha ay =k és 1 < k < 13, akkor {ap,a3} = {k—1,k+1}, {as,as} =
={k—2,k+2}, ..., {ax—2,ax._1} = {1,2k— 1}, a tobbi tag pedig egyértelmd, azaz a; = i,
ha i > 2k, ami 25! lehetdséget jelent. Ha pedig 14 < k < 26, akkor megfigyelve, hogy az a;
sorozat pontosan akkor teljesiti a feltételt, ha a b; = 27 — a; sorozat teljesiti, igy a lehetséges
sorrendek szdma 22°% azaz példaul a; = 26 esetén a kovetkezd tag csak a 25 lehet, aztdn

pedig a 24, 23,22, ..., 1 ebben a sorrendben, és ez valéban 22626 — 1 eset. 3 pont
Tehat az Osszes lehetséges sorrend szama

042t 422423 4 4222 ol 4ol 00— 2B ) =21 2 2 pont
Osszesen: 7 pont

. Az AB atmér6jii félkorbe ABCD konvex négyszoget irunk. Legyen P a CD oldal (szakasz) egy
belsd pontja é€s Q a P pont merdleges vetiilete AB-re. Igazoljuk, hogy

PQ?> = QA-QB—PC-PD. 7 pont

Megoldas. Hasznéljuk az aldbbi dbrat!

E C

F
A félkor helyett a teljes korben fogunk dolgozni. Jeldlje a PQ egyenesnek a korrel vett
metszéspontjait (az dbra szerint) E, illetve F'.

DPF < = EPC< (mivel csucsszogek), tovibbd PCE<{ = DCE< = EFD<{ = PFD< (mivel
azonos koriven nyugvo keriileti szogek), 1 pont

ezért PEC haromszog és PDF haromszdg hasonldak. 1 pont
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PE PD
A hasonlé haromszogek megfelel6 oldalainak ardnydbdl adédik, hogy C = PR amit dtren-

dezve kapjuk, hogy
PC-PD = PF -PE. (x) 1 pont
Thalész tétele miatt AEB<t = 90°, ezért az AEB derékszogii haromszog dtfogéhoz tartozé EQ
magassigara a magassag-tételt alkalmazva kapjuk, hogy
EQ>=AQ-OB. (%%) 1 pont
Figyelembe véve, hogy EQ = FQ, valamint, hogy E, P, Q és F pontok (ebben a sorrendben)
egy egyenesre esnek, tovabba felhaszndlva a () Osszefiiggést, kapjuk hogy
PC-PD=PE-PF=(EQ—PQ)-(FQ+PQ) = 1 pont
= (EQ—PQ)-(EQ+PQ) = EQ> — PQ*. 1 pont

PC-PD = EQ* — PQ? egyenlGségbdl pedig a (xx) sszefiiggés alapjan PC - PD = AQ - OB —
— PQ2 adodik, amelyet atrendezve PQ2 = QA-QB— PC-PD és ez az, amit bizonyitani
szerettiink volna. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok III. kategoéria 1. fordulo

Feladatok

1. Igazoljuk, hogy végtelen sok a €s b pozitiv egész szamot lehet megadni ugy, hogy teljesiiljon
az (a-b;a+b) =3 - (a;b) feltétel, ahol (m;n) az m és az n egész szamok legnagyobb kozos
osztdjat jeloli. 7 pont

2. Egy 5 x 5-0s tablazat minden kis egységnégyzete tartalmaz egy felfelé, lefelé, balra vagy
jobbra mutaté nyilat. (A feladat sordn megéllapodunk abban, hogy minden nyil az dltala jelzett
irdnyban — a nyilat tartalmazé egységnégyzet kivételével — az 6sszes tobbi egységnégyzetre
mutat.)

a) Bizonyitsuk be, hogy barmely elrendezés esetén eltavolithatd a tdblazatbol 20 nyil ugy,
hogy a megmaradé 5 nyil koziil semelyik kettd ne mutasson ugyanarra az egységnégyzetre.

b) Indoklassal egyiitt adjuk meg a tdblazatban a nyilaknak egy olyan elrendezését, amikor 19
nyil eltdvolitdsa nem elegend6 ahhoz, hogy ne maradjon az egységnégyzetek kozott olyan,
amelyre legaldbb két nyil is mutat. 7 pont

3. Létezik-e olyan egész egyiitthats p(n) polinom, amelyre p(n) 4+ 5" minden n természetes
szam esetén oszthaté 64-gyel? 7 pont

4. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a valos szamok halmazan.

xX+y=6 és y=x4+/x+/y. 7 pont
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S.

Legyen ABC egy olyan derékszogli haromszog, amelynek C-nél van a derékszoge. Legyen
az AC befog6 felez6pontja F, a C-bdl BF -re dllitott merdleges talppontja 7', a B pont C-re
vonatkoz6 tiikorképe pedig B'. Bizonyitsuk be, hogy a BT B’ haromszog koré irt kore érinti az
AB atfogé egyenesét. 7 pont

Haladok III. kategoria 1. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

. Igazoljuk, hogy végtelen sok a és b pozitiv egész szamot lehet megadni ugy, hogy teljesiiljon

az (a-bya+b) =3 - (a;b) feltétel, ahol (m;n) az m és az n egész szamok legnagyobb kozos
osztdjat jeloli. 7 pont

Megoldas. A feladat igazolasahoz specidlis alakban fogunk megfelel6 a és b szamokat adni.
Legyen a = 3%.2! & b = 3™.2" alaki, ahol k > m és [ > n pozitiv egész szdmok.

Ekkor az a és b szamok vdlasztdsa miatt (a;b) = b, valamint

(a-ba+b) = (3ktm.oltn3m.on. (1 4 3k-m . gl=ny), 1 pont
A (d-x;d-y) =d-(x;y) sszefiiggést felhaszndlva (a-b;a+b) =b- (3k 213k 21_”). 1 pont
Ha k > m, akkor (Sk . 21; 143k, 21_") # 3, hiszen az els szam oszthat6 3-mal, a masodik
pedig nem, 2 pont
mig k = mesetén (3%-2/;1+3F7.2177) = (3%.2; 1 +-2/7). A 3% 2/-nek két primosztéja

van:a2ésa3,de!/ >nesetén 1+ 2!=" nem oszthat6 2-vel. Ezért azt kell elérni, hogy 1+ pl=n
oszthat6 legyen 3-mal, de 9-cel mar ne. 2* pont

Ez pedig elérhetd, ha az [ — n értékét 1-nek valasztjuk, azaz ha k =m és | =n+ 1, ami valéban
végtelen sok szampart jelent. 1* pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Az utolsé 3 (csillaggal jelolt) pont a binomidlis tételt hasznélva is megkaphat6
az alabbi moédon:

Vilasszuk a 2/ 7" + 1 Osszegben az [ — n kitev6t paratlan szdmnak, konkrétan 2u 4 1-nek.

2 1 2 1
21—}1_'_1:(3_1>2u+1+1:32b{+1_< ul-i_ )32M++< MZ-IL- )3_1+1:

2u+1 2u+1
=3. (32— ut B L E “t : 2 pont
1 2u

2u+1

A zérojelben az utolsé tag kivételével minden tag oszthat6 3-mal. Ezért ha (
u

> =2u+1-
et ugy valasztjuk, hogy ne legyen oszthat6 3-mal, akkor 2/=" 4 1 oszthat6 3-mal, de 9-cel mar
nem.

Azaz, barmely olyan (fenti) specidlis alaki a és b szdm j06, ahol [ —n 6-tal osztva 1 vagy 5
maradékot ad, tehat a és b valoban végtelen sokféleképpen vélaszthato. 1 pont
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2. Egy 5 x 5-0s tablazat minden kis egységnégyzete tartalmaz egy felfelé, lefelé, balra vagy
jobbra mutato nyilat. (A feladat sordn megéllapodunk abban, hogy minden nyil az altala jelzett
irdnyban — a nyilat tartalmaz6 egységnégyzet kivételével — az Osszes tobbi egységnégyzetre
mutat.)

a) Bizonyitsuk be, hogy barmely elrendezés esetén eltavolithat a tdblazatbol 20 nyil ugy,
hogy a megmaradé 5 nyil koziil semelyik ketté ne mutasson ugyanarra az egységnégyzetre.

b) Indokléssal egyiitt adjuk meg a tdbldzatban a nyilaknak egy olyan elrendezését, amikor 19
nyil eltdvolitdsa nem elegend6 ahhoz, hogy ne maradjon az egységnégyzetek kozott olyan,
amelyre legalabb két nyil is mutat. 7 pont

Megoldas. a) A tovabbiakban az ,.egységnégyzet”, és a ,,mez8” szavak ugyanazt fogjak
jelenteni. Nevezziik a felfelé vagy lefelé mutat6 nyilat fiiggdlegesnek, a balra vagy jobbra
mutatét pedig vizszintesnek.

Ha a tdbldazat minden sora tartalmaz vizszintes helyzet nyilat, akkor ha minden sorban
egy-egy vizszintes helyzet(i nyilat hagyunk meg, akkor azok koziil semelyik kettd nem mutat
ugyanarra a mezore. 1 pont

Ha a tablazat nem minden sora tartalmaz vizszintes helyzeti nyilat, azaz ha egy sor csak
fliggbleges nyilakat tartalmaz, akkor ezek koziil semelyik kettd nem mutat azonos mezore,
ezért elegendd ezt az 5 nyilat meghagyni a tabldn ahhoz, hogy teljesiiljon az eldirt cél. 2 pont

b) Egy lehetséges megoldas:

L
LI
L
L
=== ||«

(Barmilyen helyes abra esetén) 1 pont

A 6 megmaradé nyil helyzete alapjén:

—ha megmarad a jobb fels6 sarokban 1év6 egyetlen lefele mutaté nyil, akkor ez a nyil a sordban
1évd négy darab jobbra mutatd nyil és a kozvetleniil alatta 1év6 egy darab felfelé mutatd
nyil kivételével minden mas nyil esetén megadhaté olyan mezd, amelyre mindkét nyil mutat,

viszont ezen hat nyil meghagydsa esetén a felsd sor vizszintes nyilai k6z6s mez6re mutatnak;

— ha nem marad meg a lefele mutaté nyil, viszont megmarad legaldbb két felfele mutaté nyil,
akkor ezen nyilak a kozos jobb felsé mezdre mutatnak; 1 pont

— ha nem marad meg a lefele mutaté nyil, de megmarad pontosan egy darab felfele mutatd
nyil, akkor vagy minden sorban pontosan egy vizszintes nyil maradt még, és ez esetben két
nyil a jobb fels6 mezdre mutat, vagy egy sorban legaldbb két vizszintes nyil maradt, és ezek a
sor végén 1évé mezbre mutatnak; 1 pont

— ha pedig egyetlen fiiggbleges nyil sem maradt meg, akkor biztosan van olyan sor, amelyben
legaldbb két vizszintes nyil maradt, €s ezek a nyilak kozos mez6re mutatnak. 1 pont

Ezzel a konstrukci6 helyességét igazoltuk.

Osszesen: 7 pont
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3. Létezik-e olyan egész egyiitthats p(n) polinom, amelyre p(n) 4+ 5" minden n természetes
szam esetén oszthatd 64-gyel? 7 pont

Megoldas. Ha n > 2, akkor a binomialis tételt felhaszndlva 5" = (1+4)" =1+ (n) 4+

1

+ (Z) - 16 4 64A alak, ahol A pozitiv egész. 2 pont
. 16n(n—1

IgyS”:1+4n+%+64A:8n2—4n+1+64A. 1 pont
Mivel 64 | p(n) + 5", a kapott eredményt felhaszndlva adédik, hogy p(n) + 8n> —4n+ 1

szintén oszthaté kell legyen 64-gyel. 1 pont
A ¢g(n) =0, azaz a konstans 0 polinom nyilvdnvaléan minden n természetes szam esetén

64-nek a tobbszorose. Ez alapjan a p(n) = —8n® 4 4n — 1 vilasztassal, az 5" + p(n) minden

n > 2 egész szam esetén oszthatd lesz 64-gyel. 2 pont

Mar csak azt kell belatnunk, hogy a kapott p(n) = —8n® +4n—1 polinom a ,,hidnyz6” (n = 0,
1, 2) esetekben is teljesiti a feladat feltételeit.

Mivel p(0)+5%=—1+1=0, p(1)+5" =(—8+4—1)+5=0és p(2)+5* = (—32+8—1)+
+25=0,a p(n)= —8n’+4n—1 polinom val6ban megfeleld. 1 pont

Tehit a feladat egy lehetséges megoldasa a p(n) = —8n’+4n—1 polinom.

Osszesen: 7 pont

4. Oldjuk meg az aldbbi egyenletrendszert a valos szamok halmazan.
xX+y=6 és y=x4+/x+/y. 7 pont

1. megoldas. A négyzetgyok definiciéja miatt y > 0 és igy x < 6. Hay < x4 /y, akkor fel-
haszndlva, hogy a négyzetgyok fiiggvény szigordan monoton n8, y < x+/y <x+4/x+/y,

azaz az egyenlet nem teljesiilhet. 2 pont
Hasonl6an, ha y > x + /y, akkor y > x+/y > x+ {/x+./y, azaz egyenlet ismét nem
teljesiilhet. 1 pont

Tehat az egyenletrendszer arra az esetre redukdlédik, hogy x+y = 6 és y = x+,/y, és ennek
megoldasai kielégitik az eredeti egyenletrendszert is. 1 pont

A misodik egyenletet gyoktelenitve (y —x)? = y adédik, majd x helyett 6 — y-t irva az alabbi
masodfoku egyenletet kapjuk:

36 —24y+ 4y2 =y 1 pont

9
Ennek y=4¢ésy= 1 a megolddsa, ahonnan x =2 és x = T adodik. 1 pont

15
Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy x = 2 és y = 4 tényleg megoldas, mig x = T és

9
y=7 hamis gyok (pl. azért, mert a masodik egyenletbdl kovetkezik, hogy y > x). 1 pont

Osszesen: 7 pont
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Megjegyzés. Ha az eredeti egyenletrendszerben a masodik egyenletet gyoktelenitjiik és az
x-et kiiszoboljiik ki, akkor az (4y* —23y+30)? = y egyenletet kapjuk. Ennek két racionalis

21 —v41 i 21+ 41
8 8

9 ) ) )
gyoke van, 4 és 7 és két irracionalis, . Ezek koziil csak az y =4

valédi gyok, a tobbi hamis gyok.

2. megoldas. A négyzetgyok definicidja miatt y > 0 és igy x < 6. Az y = 6 — x helyette-

sitést végrehajtva a masodik egyenletbSl 6 — x = x+ \/x+ /6 —x adédik. Innen 6 = 2x +
+\/x+ V6 — x, és a négyzetgydk nemnegativitdsa miatt 3 > x. 1 pont

Vegyiik észre, hogy x = 2, y = 4 megolddsa az egyenletrendszernek. Megmutatjuk, hogy nincs

mds megoldas, és ehhez a felirt 6 = 2x 4 \/ x4+ v/ 6 — x alakot fogjuk haszndlni. 1 pont
Ehhez el6szor igazoljuk, hogy a gyokjel alatti x + /6 — x kifejezés az x < 3 feltétel mellett
szigord monoton nd, azaz, ha z < x < 3, akkor z+vV6 -z <x+ V6 —x. 1 pont

A kérdéses egyenlbtlenséget rendezve, majd a gyokos kifejezés konjugéltjaval bovitve

, 6—2)—(6—x) x—z

VO—z7—vV6—x < x—z illetve ( < x—z, azaz <x—z
VO6—z4+1v6—x VO6—z4+1v6—x

adddik. 1 pont

Ezt a pozitiv x — z-vel osztva, €s a pozitiv nevezdvel szorozva kapjuk: 1 < V6 —z+4++v6 —x,
ami nyilvan igaz, mert a gyokfiiggvény szigorii monotonitdsa, és z < x < 3 miatt v6 —z+
+v6 —x>2v3 > 1. Ezzel igazoltuk x4+ v6 —x (x < 3 feltétel melletti) szigord monoton
novekedését. 1 pont

Most vizsgéljuk a ,.teljes” 2x + 1/ x + v 6 —x kifejezést az x < 3 feltétel mellett novekedés
szempontjabol. 2x szigordan monoton nd, az el6zdek alapjan x + /6 — x is szigordan monoton

nd, ezért \/ x+ 6 —x is, azaz maga 2x + \/ x+ V6 —x is, hiszen két szigordan monoton

novo fiiggvény Osszege. 1 pont

De akkor a 2x 4 \/x+ v 6 —x Osszeg legfeljebb egy helyen veheti fel a 6 értéket, vagyis

a6=2x+1/x+V6—xegyenlet (és igy az eredeti egyenletrendszer) egyetlen megoldasa
valéban csak x =2 (ésigy x =2, y =4). 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A masodik megoldasbol konnyen lathatd, hogy az

x+y=6 és y:x+\/x+\/x+...+\/x+\/§

egyenletrendszernek (ha tetszéleges szamu gyokjellel is irjuk fel) egyetlen megolddsa x = 2,
y=4.

5. Legyen ABC egy olyan derékszogili haromszog, amelynek C-nél van a derékszoge. Legyen
az AC befogé felezbpontja F, a C-bdl BF -re éllitott merSleges talppontja 7', a B pont C-re
vonatkozé tiikorképe pedig B'. Bizonyitsuk be, hogy a BT B’ haromszog koré irt kore érinti az
AB atfog6 egyenesét. 7 pont
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1.

2.

Megoldas. Legyen T’ a T pont tiikérképe C-re vonatkozdan.

A

Ekkor a BTB'T’ atl6i felezik egymdst, ezért a négyszog egy paralelogramma. Innen kapjuk,
hogy BB'T< = B'BT’ <. A keriileti szogek tételének megforditdsa miatt elegendé megmutat-
nunk, hogy ABT < = BB'T <, azaz ABT< = B'BT’«.

A BTC és BCF haromszogek B-nél levs hegyesszoge kozos, tovabbd mindketten derékszogii-
ek, tehat hasonldak,

TB CB
ibdl azt kapjuk, hogy — = ——.
amibdl azt kapjuk, hogy TC — CF
TB TB CB CB
Mivel TT' = 2TC és AC = 2CF, ezért = = = ——, és a T'BT és ABC hi-
ive és ezér T ~37C — 5CF — Ca és a és a
romszdgek T-nél, illetve C-nél 1év6 szoge derékszog, azaz T'BT és ACB haromszogek is
hasonléak.

Ebbdl azt kapjuk, hogy T'BT< = ABC<, tehat B'BT'<< = TBT'< — TBC< = ABC< —
—TBC< =ABT <, és ez az, amit bizonyitani akartunk.

Osszesen:
Haladok I11. kategoria 2. (donto6) fordulo
Feladatok
Az A, B, M, P és N pontok, ebben a sorrendben, egy koron helyezkednek el. Legyen az AM és

BP szakaszok metszéspontja U, az AP és BN szakaszok metszéspontja pedig V. Bizonyitsuk
be, hogy ha MP = PN, akkor az UV egyenes parhuzamos a korh6z a P pontban huzott
érintGvel.

Egy kor keriiletén kijel6liink n szamu (n > 2) pontot, és mindegyik pontba egy valés szamot
irunk. Mindegyik pontot dsszekotjiik az 6sszes tobbivel. Ezutdn mindegyik pontot kiszinezziik
kékre vagy sargdra. A pontokat 0sszekotd szakaszokra a kovetkezd szabdly szerint irunk
szdmokat:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont
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— Ha a szakasz két végpontja ugyanolyan szinii, akkor a szakaszra rairjuk a szakasz két
végpontjdban 1évd két szam kiilonbségének az abszolutértékét.

— Ha a szakasz két végpontja eltér6 szind, akkor a szakaszra rairjuk a szakasz két végpontjdban
1évo két szam kiilonbsége abszolutértékének az ellentettjét.

Mely n értékek esetén igaz az, hogy barmilyen valés szamokat is irtunk a pontokhoz, a
pontokat ki lehet ugy szinezni, hogy a szakaszokra irt szdmok Osszege nulla legyen? 7 pont

3. Kezd6 és Masodik a kovetkezd jatékot jatsszdk: Az i-dik 1épésben a soron kovetkezd jatékos a
nemnegativ egész egyiitthatds, negyedfokd p; 1 (x) = asx* + a3x® + arx® + arx + ag polinom
valamelyik a; (j € {0,1,2,3,4}) egyiitthatjat 1-gyel megnovelve a p;(x) polinomot kapja.
A jaték kezdetén po(x) = xt4+1,ésa jatékosok Kezd6 kezdésével felvéltva 2026-szor 1épnek.
Haa pi(x), pa(x), ..., pao2e(x) polinomok koziil barmelyiknek van valds gyoke, akkor Kezd
nyer, ha pedig egyiknek sincs valds gyoke, akkor Masodik nyer. Kinek van nyerd stratégidja?
Ha példaul a jatékosok rendre az a4, a»,a3,a1,as,a;,a; egyiitthatokat novelték, akkor 7 1€pés
utdn a p7(x) = 2x* + x> + 2x% + 3x+ 1 polinomot kaptak, és Kezds nyer, mivel

N_2 1,23
PI\72) 716 8 4 27 =%

1
azaz a p7(x) polinomnak a ) valds gyoke. 7 pont

Haladok I11. kategoria 2. (dont6) fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az A, B, M, P és N pontok, ebben a sorrendben, egy koron helyezkednek el. Legyen az AM és
BP szakaszok metszéspontja U, az AP és BN szakaszok metszéspontja pedig V. Bizonyitsuk
be, hogy ha MP = PN, akkor az UV egyenes parhuzamos a korhoz a P pontban huzott
érintével. 7 pont

Megoldas. Mivel MP = PN, igy a keriileti szogek tétele alapjan MAP<t = NBP<. 1 pont
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Ekkor pedig UAV < = MAP<{ = NBP<{ = VBU <. Igy a keriileti szogek tételének megforditisa
alapjan az UVAB négyszog hurnégyszog.

A hirnégyszogek tétele alapjan VAB<t = 180° — VUB< = VUP<.

Az érint6 szaru keriileti szogek tétele alapjan X PB<t = XPU < = PAB< = VAB< (mivel a
szogek mind a PB hirhoz tartozo keriileti szogek).

Igy végiil XPU < = PUV <, azaz a szdgek valtészogek, és ebbdl azonnal kovetkezik, hogy
UV és a P-beli érintd parhuzamos.

Osszesen:

Megjegyzés. A feladat kovetkezik a Pascal-tételbdl is, ha azt az elfajul6 APPBNM hurhat-
szogre alkalmazzuk. S6t, ebbdl dltalanosabban az is kovetkezik, hogy az MP = PN feltételt
elhagyva az is igaz, hogy UV, MN és a P-beli érint6 egy ponton mennek 4t (vagy — a feladat
feltétele mellett — pdrhuzamosak egymassal).

. Egy kor keriiletén kijeloliink n szdmd (n > 2) pontot, és mindegyik pontba egy valés szamot
irunk. Mindegyik pontot 6sszekotjiik az dsszes tobbivel. Ezutdn mindegyik pontot kiszinezziik
kékre vagy sargira. A pontokat 0sszekotd szakaszokra a kovetkezd szabdly szerint irunk
szamokat:

— Ha a szakasz két végpontja ugyanolyan szinli, akkor a szakaszra réirjuk a szakasz két
végpontjdban 1év6 két szam kiillonbségének az abszoldtértékét.

— Ha a szakasz két végpontja eltérd szind, akkor a szakaszra rairjuk a szakasz két végpontjaban
1évo két szam kiilonbsége abszolitértékének az ellentettjét.

Mely n értékek esetén igaz az, hogy barmilyen valds szdmokat is irtunk a pontokhoz, a
pontokat ki lehet Gigy szinezni, hogy a szakaszokra irt szdmok 0sszege nulla legyen?

Megoldas. Ha n = 2k alaku péaros szam, akkor az n darab szim megadhat6 ugy, hogy ne
lehessen Ggy szinezni, hogy a szakaszokra irt szdmok 0sszege nulla legyen. Péld4ul: ha az
egyik pontba 1-et irunk, az 0sszes tobbibe pedig 0-t. Ekkor ugyanis azokra a szakaszokra,
amelyek a nulldkat kotik 0ssze, nulla keriil, arra a 2k — 1 szakaszra pedig, amelyik az 1 szdmot
koti 6ssze a tobbivel 1 vagy —1 keriil, és ennek a 2k — 1 darab szamnak az 6sszege biztos
paratlan lesz, tehit nem lehet nulla.

Az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban a pontokat azonositjuk a hozzdjuk irt szamokkal. fgy
példaul kék szini ponthoz irt szdm helyett egyszerlien kék szdmot irunk.

Beléthat6, hogy ha n = 2k -+ 1 alaku paratlan szam, akkor pedig mindig van megfelel6 szinezés.

Legyenek a pontokba irt szdmok x; <xp <x3 < ... <xoy1. Legyen x1, x3, X5, ..., xp+1 kéKk,
X2, X4, Xe, - - -, X2x pedig sarga. Megmutatjuk, hogy ekkor a szakaszokra irt szamok 6sszege
nulla lesz.

Az xj szam (1 < j < 2k+ 1) a beldle induld 2k szdmu €lre irt szdmban jatszik szerepet,
ezért amikor az €lekre irt szimokat dsszeadjuk, akkor az x; ebben az 6sszegben 2k-szor fog
szerepelni, hol pozitiv, hol negativ elgjellel. (Ha esetleg x; = 0, akkor is adjunk neki elgjelet.)

Kék-kék és sarga-sdrga élekre j < m esetén |x; — x| = —x; 4+ Xy, €s j > mesetén |x; — x,,| =
= xj — X, Keriil, kék-sdrga élekre pedig j > m esetén ]xj — Xm| = —Xj +Xm, és j < m esetén
|Xj — x| = x;j — x, keriil.

Vizsgaljuk meg, hogy hédny €len lesz pozitiv, illetve negativ az x; szam elgjele.

2 pont
1 pont

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont
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Ha j paratlan, azaz j = 2i + 1 alakd, akkor x; kék. Ekkor az x; = xp; 1-t az x;-gyel, x3-mal,
..., X2j—1 -gyel Osszekotd kék-kék €leken x; elbjele pozitiv, az xj-t xp;43-mal, xo;y5-tel, ...,
Xo+1-gyel 0sszekotd kék-kék €leken pedig az eldjel negativ.

Ez i szamu pozitiv és k — i szdmu negativ elGjelet eredményez. 1 pont
Az xj = xpi11-et xp-vel, x4-gyel, ..., xp;-vel Osszekotd kék-sarga éleken pedig x; elbjele

negativ, mig az x;-t x;12-vel, xp;14-gyel, ..., xo;-val 0sszekoto kék-sarga €leken az eldjel

pozitiv.

Ez i szamu negativ és k — i szamu pozitiv eljelet eredményez. Tehét 6sszesen k szamu esetben

lesz x; eljele pozitiv, €s szintén k szdmu esetben lesz az eldjel negativ. 1 pont

Hasonl6an lathat6 be az is, hogy ha j = 2i alaku pdros szdm, azaz x; sarga, akkor x; a beldle
indul6 2k szamd €l felében az élekre pozitiv, a masik felében pedig negativ el6jellel keriil rd a
megfeleld kiilonbségekben.

Ugyanis ekkor az x; = xp;-t xo-vel, x4-gyel, ..., xo; o -vel 0sszekotd sdrga-sirga éleken

x; elbjele pozitiv (ez i — 1 szdmu €l), az x;-t xp;12-vel, xpi14-gyel, ..., xo-val 0sszekotd
sarga-sarga éleken pedig az elGjel negativ (ez k — i szamu €l). 1 pont
Az xj = xp;-t x1-gyel, x3-mal, ..., xo;_1-gyel Osszekotd sarga-kék éleken x; eldjele negativ (ez

i szamu €l), az x -t xp;11 -gyel, xp;3-mal, ..., xpx41-gyel 6sszekotd sarga-kék €leken pedig

az elgjel pozitiv (ez k —i+ 1 szamu él).

Tehdt Osszesen i —1+k—i+1 = k szdmu esetben lesz az x; eldjele pozitiv, €s szintén

k —i+i =k szdmu esetben lesz az el6jel negativ. 1 pont
Ez azt jelenti, hogy az élekre irt szimok Osszegéhez barmely x; szam a k-x; —k-x; =0

érték taggal ,,jarul hozzd”, igy az élekre irt szimok 0sszege a cstcsok ezen szinezése mellett

valoban nulla. 1 pont

Osszesen: 7 pont
3. Kezd6 és Masodik a kovetkez6 jatékot jatsszdk: Az i-dik 1épésben a soron kovetkezd jatékos a

nemnegativ egész egyiitthatés, negyedfokid p;_1 (x) = asx* 4+ a3x® + apx* + ayx + ag polinom

valamelyik a; (j € {0,1,2,3,4}) egyiitthat6jat 1-gyel megnovelve a p;(x) polinomot kapja.

A jaték kezdetén pg(x) = x*4+1,6sa jatékosok Kezdd kezdésével felvéltva 2026-szor 1épnek.

Haa p;(x), p2(x), ..., pao2e(x) polinomok koziil barmelyiknek van valds gyoke, akkor Kezd6

nyer, ha pedig egyiknek sincs valds gyoke, akkor Mésodik nyer. Kinek van nyerd stratégidja?

Ha példaul a jatékosok rendre az ay4,a;,as,ay,az,ay,a; egyiitthatékat névelték, akkor 7 1épés

utdn a p7(x) = 2x* + x> + 24> 4+ 3x + 1 polinomot kaptak, és Kezd nyer, mivel

1 2 1 2 3
(D=2 12 s,

1
azaz a p7(x) polinomnak a ) valos gyoke. 7 pont

Megoldas. Azt fogjuk igazolni, hogy Masodiknak van nyerd stratégidja.

Legyen a k-dik 1épés utdn kapott polinom py(x), és vizsgdljuk ezek utdn Kezds, majd Mésodik
(erre adott) 1épését.

Ha a megfelel$ py(x) polinomnak nincs valds gydke, az pontosan azt jelenti, hogy (mivel

pozitiv féegyiitthatds, negyedfoku polinomrdl van sz9) barmely x-re a polinom csak pozitiv
értéket vesz fel. Kezdetben a po(x) polinom nyilvan ilyen.
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V4

— Ha Kezd0 el6z6 1épésében az ag,a;,as egyiitthatok valamelyikét novelte, akkor ndvelje
ugyanezt az egyiitthatét Masodik a sajat 1épésében (trividlis, hogy ha addig nem volt valés
gy0Ok, akkor most sem lesz, hiszen ha py(x) > 0 minden valGs x-re, akkor példdul a,-t kétszer

névelve x* > 0 miatt pyio(x) = pr(x) 4+ 2x> > 0 is igaz minden val6s x-re.)

— Ha Kezd6 el6z0 1épésében az a| egyiitthatot novelte, és ezzel a; paratlan szam lett, akkor
Masodik novelje ap-t, mig ha a; paros szam lett, akkor novelje Masodik a;-t,

Py

— ha pedig Kezd6 el6z6 1€pésében az asz egyiitthatot novelte, €s ezzel az paratlan szam lett,
akkor Mésodik novelje a;-t, mig ha az paros szam lett, akkor névelje Masodik a4-t.

A stratégia nyer6 voltanak igazolasa

Most megmutatjuk, hogy ezt a stratégiat (nyilvan a kordbbi 1épések soran is) kovetve a Kezdd
1épése utdn kapott p;1(x) polinomnak nincs valés gyoke (mivel a Mésodik 1épése sordn
péros egyiitthat6t noveltiink, ez maga utdn vonja, hogy py.i2(x)-nek sincs gyoke.)

Tegyiik fel, hogy Kezdd 1épése elbtt az as egyiitthatét 2b 4 m3, az a; egyiitthatot 2¢ + my
esetben novelte Kezdd (ahol b, ¢ nemnegativ egészek, ms és m pedig 0, vagy 1), azaz (mivel
Masodik ezeket nem noveli) az = 2b+ms, és a; = 2¢ +m;.

Ekkor (Mdésodik stratégidja alapjan, és feltételezve, hogy Kezd6 nem novel szdmara ,,értelmet-
leniil” péros egyiitthatot) ay = 1 +b,a, =b+c+m3,a0 = c+m; + 1.

Azaz
pi(x) = (L+b)x* + (20 +m3)x® + (b+c+m3)x* + 2c+my)x+ (c+my +1) =
=b(x* 20 + o) F (P F 2+ 1)+t H 1m0 +x) Fmy(x+ 1) =
= (x+ 12 +ex+1)2+x* + 1 +m3( +22) +my(x+1) >
>t 1 ma (] %) Fmy(x+ 1),
Most jon Kezdd, és feltehets, hogy a;-t, vagy as-t noveli. Az egyes esetekben:
I. Ha Kezd§ a;-t noveli: priy(x) > x* + 1+ m3 (x> +x2) 4+ my(x+ 1) +x, ekkor

L. a) — ha x > 0, akkor (mivel 1-t és nemnegativ szdimokat adunk 6ssze) pyy1(x) > 1 (és igy
Pr+1(x)-nek ezen az intervallumon nincs valds gyoke),

I. b)) —ha —1 < x <0, akkor x+ 1 > 0 miatt
i1 () > X L hma(x+ D)2 +my(x 4+ 1) +x >3+ 14+x>0
(és prr1(x)-nek itt sincs valds gyoke),
I. ¢) — ha pedig x < —1 (ekkor P42 <068sx+1<0 miatt),
Pis1(x) = X+ 14+ m3x +max® +my(x+1) +x >
S 4 22 =00+ (121> 1
(és 1gy pia1(x)-nek itt sincs valds gyoke).

Mivel az egyes esetekben (I. a), L. b), L. ¢)) x Gsszes lehetséges értékét megvizsgaltuk py. 1(x)-
nek valéban nincs valds gyoke (miutdn Kezdd ai-t noveli).

I1. Ha pedig Kezdd asz-t noveli:
Prs1(x) > Xt + 1 +ma (2 +22) +my(x+ 1)+,

és ekkor

IL. a) — ha x > 0, akkor (mivel 1-t é&s nemnegativ szamokat adunk 6ssze) py.1(x) > 1 (és igy
Pr+1(x)-nek ezen az intervallumon nincs valds gyoke),

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont
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II. b)) —ha —1 < x <0, akkor x+ 1 20ésx3—i—1 > 0 miatt
P () >+ 14+ ms(x+ D2 +my(x+ 1) +2° >x*+ 1423 >0,

IL ¢) — ha pedig x < —1 (ekkor x> +x% < 0 és x+ 1 < 0 miatt),
i1 () > 1 +ma (S + ) +mx+ )+ >t 28 2 Fx42 =

3\* 3
:xz(x+1)2+(x—|—l)+l>(x+1)2—|—(x+1)+1:x2+3x+3:(x+§) +3>0,

azaz itt sincs valds gyok.

Mivel az egyes esetekben (IL. a), IL. b), IL. c)) x Osszes lehetséges értékét megvizsgaltuk
Pr+1(x)-nek valéban nincs valés gydke (miutdan Kezd6 as-t noveli). 2 pont

Ezzel igazoltuk Mésodik stratégidjanak helyességét, azaz neki van nyerd stratégiija.

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Masodik (fentebb leirt) stratégidjanak nyer$ volta a kovetkez6 mddon is iga-
zolhat6. A tovabbiakban a Kezd6 legyen az Els6 jatékos, mig a Masodik legyen a Masodik
jatékos

Megmutatjuk, hogy a Mésodik jatékosnak van nyerd stratégidja.

Mivel a polinom paros foku és a féegyiitthatdja pozitiv, ezért a Masodik jatékos célja az, hogy
a kapott polinom minden értéke pozitiv legyen. Ez nyilvdn teljesiil, ha nemnegativ értékeket
helyettesitiink be (hisz a tobbi egyiitthatd is nemnegativ), és az is feltehetd, hogy a Masodik

porA

jatékos csak pdros kitevdji tagok egyiitthatdjat noveli. Az is vildgos, hogy az Elso jatékosnak

oy

nem érdemes pdaros kitevdjl egyiitthatt ndvelnie. Ennek formadlis bizonyitdsdhoz mddositsuk

ugy a jatékot, hogy ha az Els6 jatékos egy paros kitevoji tag egyiitthatdjat novelné, akkor a
modositott jatékban passzoljon § is és a Mdsodik jatékos is.

Ha eredetileg a jaték végén a p(x) polinom, a médositott jatékban pedig a p’(x) polinom jon ki
a jaték végén, és a médositott jatékban elértiik, hogy p’(x) minden értéke pozitiv legyen, akkor
p(x) is j6 lesz, hiszen a p(x) — p/(x) kiilonbségben csak péros kitevdjii tagok szerepelnek
nemnegativ egyiitthatokkal (hiszen feltettiik, hogy a Mdasodik jatékos csak paros kitevoji

tagokat vdltoztat). 1 pont
Ezutdan megadjuk a Mésodik jatékos stratégidjat.

— Amikor az Els6 jatékos az X3 egyiitthat6jat noveli, akkor a Masodik jatékos felvaltva novelje

x> és x* egyiitthatojat (az x*-tel kezdve),

— ha pedig az Elsé jatékos az x egyiitthat6jat noveli, akkor felvaltva novelje az x° egylitthat6jat
és a konstans tagot (az x*-tel kezdve). 1 pont

Ekkor ha az Elsd jatékos 2a 4+ m1-szer noveli az X egyiitthatéjat és 2b + my-szor noveli az x
egyiitthat6jat (ahol m és my értéke is 0 vagy 1 lehet), akkor a Mdsodik jatékos 1épésen utan
az (a+ )x* + (2a+m)x* + (a+b+my +my)x* + (2b + my)x+ (b + 1) polinomot kapjuk.
Errdl a polinomr6l viligos, hogy minden értéke pozitiv, hiszen atirhat6 az (a4 my ) (x> +x)> +
+ (b4+mo) (x4 1)2 —mx> —mpx+ (1 —my )x* + (1 —my) alakba, és itt minden tag nemnegativ,
ha x helyére nempozitiv értéket helyettesitiink. 1 pont

Azt kell még megvizsgalnunk, hogy ha az Elso jatékos még egyet 1ép, az nem ronthatja-e el
ezt a polinomot. Itt esetszétvalasztast fogunk végezni.
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—Ham; =0, és az x° egyiitthat6jat noveli az Els§ jatékos, akkor az
a(x> +x) 2+ (b+my) (x+ 1)+ x> —mapx+x* + (1 —my)
polinomot kapjuk. Ha x < —1, akkor az x4 23 lesz nemnegativ, ha pedig —1 < x <0, akkor
my = 0 esetén x> + 1 lesz nemnegativ, my = 1 esetén pedig x> —xlesz nemnegativ. 1 pont
—Hapedigm; =1, és az x egyiitthat6jat noveli az Elso6 jatékos, akkor az
(a4+1) (P +x)2+ (b+m)(x+ 1) —mox+ (1 —m»)
polinomot kapjuk, ami pozitiv, ha x nemnegativ. 1 pont

A kovetkezs két esetet nem kell megnézni, mert algebrai szimmetria 4ll fenn az x és az x° tag
kozott az a, my és a b, my megcserélésével €s a polinom ,,megforditdsaval”, tovabba annak
a jol ismert 4llitdsnak a felhasznéldsaval, hogy ha egy polinomot ,,megforditunk”, akkor a
gyOkok a reciprokaikra valtoznak (illetve a polinom értékeinek eldjelei nem véltoznak, ha a
polinom foka péros), de a teljesség kedvéért ezeket az eseteket is leirjuk. 2 pont

—Ha my = 0, és x egyiitthat6jat noveli az Els6 jatékos, akkor az
(a4+m) (2 +x)2+bx+ 12 —mx® +x4 (1 —m)x* +1

polinomot kapjuk. Ha —1 < x <0, akkor az x+ 1 nemnegativ lesz, ha pedig x < —1ésm; =0,
akkor x + x* lesz nemnegativ, m; = 1 esetén pedig x — x> lesz nemnegativ.

— Végiil ha mp = 1, és az x egyiitthatdjat noveljiik, akkor az
(a+m) (2 +x)2+ b+ 1) (x+ 12 —mx® + (1 —my))x*
polinomot kapjuk, €s itt minden tag nemnegativ, ha x nempozitiv.

Ezzel a feladat megoldasét befejeztiik.
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