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Kezdok I-1I1. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. Egy sorozat elsé tagja a 23. A tovabbi tagokat a kovetkezSképpen képezziik:

— ha a tag 3-mal oszthatd, akkor elosztjuk 3-mal,

—ha 3-mal osztva 1 a maradéka, akkor a szdm 5-szorosénél 4-gyel nagyobb szdm lesz a
kovetkezd tag,

— ha 3-mal osztva 2 a maradéka, akkor noveljiik 7-tel.

Hatédrozd meg a sorozat els6 2023 tagjanak 0sszegét!

2. Hany olyan nyolcjegyi pozitiv szdm van, amely csak 2-es és 4-es szdmjegyet tartalmaz és oszthato
24-gyel?

3. Egy ABC szabalyos haromszog oldalai 5780 egység hossziak. Az AB oldalt meghosszabbitjuk
A-n tal 1734 egységgel, igy kapjuk a D pontot. Az AC oldalon E az a pont, amelyre teljesiil, hogy
AE és EC szakaszok hosszanak ardnya 3 : 7. A DE egyenes a BC szakaszt az F' pontban metszi.
Hany egység hosszu a CF szakasz?

4. A Kosarlabda Didkolimpia dont6jében a mérk6zés elsd felében Andras 20 probédlkozasbol 15,
mig a médsodik félidoben 10 kisérletbdl 10 kosarat szerzett. Balazs az els6 félidoben 12-szer,
mig a mdsodikban 18-szor dobott kosdrra. Andrds mindkét félidében nagyobb szdzalékban volt
eredményes, mint Baldzs, de meglepd médon a mérkdzés végéig mindketten ugyanannyiszor
talaltak be. Hany kosarral szerzett tobbet a masodik félidében Baldzs, mint az elsében?

Kezdok I-1I1. kategoria 1. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy sorozat els6 tagja a 23. A tovabbi tagokat a kovetkez6képpen képezziik:

— ha a tag 3-mal oszthatd, akkor elosztjuk 3-mal,

—ha 3-mal osztva 1 a maradéka, akkor a szdm 5-szorosénél 4-gyel nagyobb szam lesz a
kovetkez0 tag,

— ha 3-mal osztva 2 a maradéka, akkor noveljiik 7-tel.

Hatarozd meg a sorozat els6 2023 tagjanak osszegét!

Megoldas. A sorozat igy kezdédik: 23, 30, 10, 54, 18,6,2,9,3,1,9,3, 1, ...
Innent6l kezdve a 9, 3, 1 szamok ismétlédnek.

Az el6 hét tag Osszege 143.

6 pont

6 pont

6 pont

6 pont

6 pont

1 pont
1 pont
1 pont



2023 —7 = 2016, ami oszthat6 3-mal.

2016 : 3 = 672-szer ismétlédik a 9, 3, 1, 1 pont
ezek Osszege 13, 1 pont
igy a sorozat elsd 2023 tagjanak Osszege: 143 +672 - 13 = 8879. 1 pont
Osszesen: 6 pont

. Hany olyan nyolcjegyti pozitiv szdm van, amely csak 2-es és 4-es szdmjegyet tartalmaz €s oszthat6
24-gyel? 6 pont

Megoldas. 24 =233, igy sziikséges és elégséges feltétel a 8-cal €s a 3-mal valo oszthatésdg. 1 pont

A 8-cal val6 oszthatdsag sziikséges feltétele, hogy a szam 4-gyel oszthat6 legyen, emiatt az utolsé
két szamjegy 24 vagy 44. A szdzasok helyi értékén is csak 2-es vagy 4-es szamjegy dllhat, az
ad6do négy esetbdl csak a 224 és a 424 oszthat6 8-cal, a 244 €s a 444 nem, tehadt a keresett szdm

utols6 harom szamjegye 224 vagy 424. 1 pont
Mivel 2+2+44 =8, illetve 4 + 2 +4 = 10, az els6 esetben a maradék 6t szamjegy 0sszegének

3-mal vett osztdsi maradéka 1, az utébbiban 2 kell, hogy legyen. 1 pont*
I. eset: ha a szdm végzddése 224: az 6t helyen lehet A) 0 db 4-es és 5 db 2-es vagy B) 3 db 4-es és

2 db 2-es, az ilyen szdmok darabszdma rendre 1, illetve 10. 1 pont
II. eset: ha a szdm végzddése 424: az 6t helyen lehet A) O db 2-es és 5 db 4-es vagy B) 3 db 2-es

€s 2 db 4-es, az ilyen szamok darabszdma rendre 1, illetve 10. 1 pont
Vilasz: Tehat 6sszesen 22 db ilyen szam van. 1 pont

* Ha a versenyz0 az els6 ot helyi értéken szerepld 2-es és 4-es szdmjegyek darabszdmara vonat-
kozdan az Gsszes lehetséges esetet megvizsgalja mindkét végz6dés esetén, mindegyik esetben
indokolja, hogy az adhat-e megolddst vagy sem, €s igy jut arra a kovetkeztetésre, hogy a két
végzbdés esetén mennyi lehet a 2-esek és a 4-esek darabszama, akkor ezt a pontot kapja meg.

Osszesen: 6 pont

. Egy ABC szabdlyos haromszog oldalai 5780 egység hossziak. Az AB oldalt meghosszabbitjuk
A-n tul 1734 egységgel, igy kapjuk a D pontot. Az AC oldalon E az a pont, amelyre teljesiil, hogy
AE és EC szakaszok hosszanak ardnya 3 : 7. A DE egyenes a BC szakaszt az F pontban metszi.

Hény egység hosszi a CF szakasz? 6 pont
Megoldas. Ha az 5780 egység hosszu AC oldalt felosztjuk 3 : 7 ardnyban, akkor AE hossza

1734 egység lesz (CE = 4046), 1 pont
AD = AE, tehit az ADE haromszdg egyenld szard, 1 pont

és (mivel a szabélyos haromszog kiils6 szoge, DAE 120°-0s) az ADE haromszogben a D és E
csdcsnal 30°-o0s szogek vannak. 1 pont

Lévén a DEA szog csicsszoge, a CEF szog is 30°, és mivel a CEF haromszogben C-nél 60° van,
ezért a CFE sz6g 90°. 1 pont



D 1734 A 5780 B

Ezért a CFE haromszog egy félszabalyos haromszog. 1 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy a CF oldal hossza a CE oldal hosszdnak a fele: 4046 : 2 = 2023 egység. 1 pont

Osszesen: 6 pont

. A Kosarlabda Didkolimpia dont6jében a mérkdzés elsé felében Andrés 20 prébalkozasbdl 15,
mig a masodik félidében 10 kisérletb6l 10 kosarat szerzett. Baldzs az elsé félidoben 12-szer,
mig a masodikban 18-szor dobott kosarra. Andrds mindkét félidében nagyobb szdzalékban volt
eredményes, mint Baldzs, de meglepd médon a mérkdzés végéig mindketten ugyanannyiszor
taldltak be. Hany kosarral szerzett tobbet a mdsodik félidében Baldzs, mint az elsGben? 6 pont

Megoldas. Jelolje rendre x és y (x, y € N) Baldzs taldlatainak szamat az elsd, illetve a masodik
félidében. Ekkor a taldlati ardnyokat megad6 tablazat:

Személy | 1. félido | 2. félidd
15 10
André — —
neras 20 10 1 pont
X
Bala — —
alazs B T
A feladat feltételei alapjan:
15
% < 20’ ahonnan x <8. 1 pont
10
118 < 10’ ahonnan y<17. 1 pont
x+y <8+ 17 =25, a szoveg szerint viszont x +y = 25. 1 pont
A feltételeknek megfeleld megoldas x =8,y =17, 1 pont

innen y —x = 9. Tehat Baldzs a médsodik félidében 9-cel szerzett tobb taldlatot, mint az els6ben. 1 pont

Osszesen: 6 pont



Kezdok I-1I1. kategoria 2. fordulé

Feladatok

. Adam kiszamitotta a 10207 107918 110213 ... +-10"8 +-10'% +-10® 4 10° Gsszeget, és leirta
az eredményt. Hany darab 0 szdmjegyet irt le Addm? 6 pont

. Egy ABCD négyzet CD oldaléra kifelé szabalyos hdromszoget rajzolunk, amelynek harmadik
csucsa E. Rajzoljuk meg az ABE haromszog koriilirt korét. Bizonyitsuk be, hogy ennek a kornek
a sugara és az ABCD négyzet oldala egyenld. 8 pont

. Van 9 kartyank, amelyekre rendre az 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 szdmok vannak felirva ugy, hogy
minden lapon pontosan egy szamjegy talalhat6. Az Osszes kdrtya felhaszndlasdval szamokat
alakitunk ki (példaul 8, 213, 49 és 657). Mennyi a képzett szamok 6sszegének a legkisebb értéke,
a) ha az 0sszes képzett szam prim, illetve
b) ha az Osszes kialakitott szdm Osszetett? 8 pont

. Egy légitarsasag jarataira egy személy csak adott tomegli csomagot vihet magaval ingyenesen,

ezen feliil kilogrammonként valamekkora pétdijat kell fizetni. Egy hazaspér egyiitt 99 kg tomeg

csomagot vitt magaval, amiért 90, illetve 120 dollar pétdijat fizettek. Egy masik utasnak egyediil

99 kg tomegli csomagja volt, és ezért 402 dolldr pétdijat fizetett. Mekkora tomegii poggydsz

vihet6 fel a gépre személyenként dijmentesen? Mennyi volt a hdzaspar poggydszainak tomege? 8 pont
. Egy 10 x 10-es tdblazat minden mezgjét pirosra, fehérre vagy zoldre szinezziik. A tdblazatban

20 piros mez06 taldlhato, és az oldalszomszédos egységnégyzetek mindig kiilonbozd szindek.

A két szomszédos mezbdl all6 részeket tekinthetjilkk egy domindnak. Egy dominét nevezziink

jonak, ha egyik része zold, a masik pedig fehér szind.

a) Bizonyitsuk be, hogy a tdbldzatb6l mindig ki lehet vagni 30 j6 dominét.
b) Adjunk példat olyan tdbldzatra, amibdl 40 j6 domindét lehet kivagni.
¢) Konstrudljunk olyan tédblazatot, amelybdl nem lehet 30-nél tobb j6 domindt kivagni. 10 pont

Kezdok I-II. kategoéria 2. fordulo

Megoldasok és javitasi Gtmutato

. Adam kiszamitotta a 10207 + 107918 1102913 ... +10'8 +-10'% +-10® 4 10° Gsszeget, és leirta
az eredményt. Hany darab 0 szamjegyet irt le Addm? 6 pont

Megoldas. 10": n+ 1 jegy(i szdm, amely n darab 0-ra végzdédik (n € NT), az elsé szdmjegy
pedig 1. Mivel a feladatban szerepld 6sszeg utolsé tagja 103, ezért a szam végén van 3 db 0 jegy,

és eléttiik 1 db 1-es 4ll. 1 pont
Ezutan minden hatvdny 4 db 0-val és 1 db 1-essel noveli a szdm jegyeit. 2 pont



Ez a novelés 404-szer torténik, mert 2023 = 3+ 5-404. 2 pont
Ezért az eredmény 404 -4 +3 = 1619 db 0 szdmjegyet tartalmaz. 1 pont

Osszesen: 6 pont

. Egy ABCD négyzet CD oldalara kifelé szabalyos haromszoget rajzolunk, amelynek harmadik
csucsa E. Rajzoljuk meg az ABE haromszog koriilirt korét. Bizonyitsuk be, hogy ennek a kdrnek
a sugara €s az ABCD négyzet oldala egyenld. 8 pont

1. megoldas. Vegyiik fel a kor kozéppontjat (O), és kossiik Ossze

A-val és E-vel. 1 pont
Huzzuk be az AE szakaszt.

Be fogjuk latni, hogy AEO és AED egybevagd haromszogek. Mi-

vel mindkettd egyenld szara és kozos az alapjuk, ezért elegendd

szogeik (egy megfeleld szogiik) egyenldoségét megmutatni.

Az ADE egyenl6 szard haromszog, 1 pont
a D-nél 1évé szarszoge 150°, 1 pont
mert a négyzet és a szabalyos haromszog egy-egy belsé szogének

0sszege.

Tehat a DEA<( és az DAE < egyarant 15°-os. 1 pont
Az EO egyenes a szabdlyos hdromszog (és a négyzet) szimmetriatengelye (mert O és E is rajta

van AB szakaszfelezd merSlegesén, mert OA = OB és EA = EB), ezért a DEO<t = 30°, 1 pont
ebbdl a DEA<t = 15°-ot tesz ki, tehit az AEO<t = 15°. 1 pont
Vagyis az AEO egyenl$ szard haromszog szogei szintén 15°, 15° és 150°, tehét egybevagé az

AED haromszoggel. 1 pont
Tehat AO = AD, vagyis a négyzet oldala és a kor sugara egyenld. 1 pont
Osszesen: 8 pont
2. megoldas. Vegyiik fel a kor kozéppontjat (O), és kossiik ossze A-val, E-vel és B-vel. 1 pont
Az AOED négyszog deltoid, mert AO = OFE (a kor sugarai), és AD = DE. 1 pont
DEO< = 30°, mert az O és E pontok illeszkednek az AB szakasz felezOmerGlegesére — amely

egyben DC felez6merdlegese is —, tehdt OF felezi a CED<t-et. 2 pont
Mivel AOED deltoid, ezért DAO< is 30°, 1 pont
ezért az OAB<( = 60°. 1 pont
Vagyis az OAB egyenl0 szart haromszog (tudjuk, hogy OA = OB) szabélyos, 1 pont
tehat minden oldala egyenld hosszu.

Tehat OA = AB, azaz a négyzet oldala és a kor sugara egyenld. 1 pont
Osszesen: 8 pont

. Van 9 kartyank, amelyekre rendre az 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 szdmok vannak felirva ugy, hogy
minden lapon pontosan egy szdmjegy taldlhat6. Az Osszes kartya felhaszndldsdval szdmokat
alakitunk ki (példaul 8, 213, 49 és 657). Mennyi a képzett szimok 6sszegének a legkisebb értéke,
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a) ha az 0sszes képzett szam prim, illetve
b) ha az 0sszes kialakitott szam Osszetett? 8 pont

Megoldas. Mindkét esetben arra kell torekedni, hogy a képzett szimok minél kevesebb jegybdl
alljanak, vagyis lehetSleg egy- vagy kétjegyliek legyenek, és kozottiik minél tobb legyen az
egyjegyl szam. 1 pont
a) A primszamok kialakitasanal a 4, 6, 8 szamjegyek nem szerepelhetnek az egyes helyiértéken, a

2 és az 5 pedig csak akkor, ha nincs mellettiikk mds szamjegy. 1 pont
Igy a megalkotott szamok Osszege nem lehet kevesebb, mint

10-(4+6+4+8)+(1+24+3+5+7+9) =207. 1 pont

Ez az 0sszeg megvaldsithato példaul a 2, 3, 5, 41, 67, 89 szamok segitségével. 1 pont

b) Mivel a felsorolt szimjegyek kozott 4 Osszetett szam taldlhat6 (4, 6, 8, 9), ezért a maradék 5
szamjegy segitségével legaldbb 3 kétjegyli szamot kell képezni. 1 pont
A legkisebb Osszeg esetén a legkisebb szamjegyeknek (1, 2, 3) kell a tizes helyiértéken szerepel-

nie. 1 pont
Igy ebben az esetben a megalkotott szamok dsszege nem lehet kevesebb, mint

10-(14+24+3)+(4+5+6+7+8+9)=99. 1 pont
Ez az 6sszeg megvaldsithat6 példaul a 6, 8, 9, 15, 27, 34 szamok segitségével. 1 pont
Osszesen: 8 pont

. Egy 1égitarsasag jarataira egy személy csak adott tomegli csomagot vihet magaval ingyenesen,
ezen feliil kilogrammonként valamekkora pétdijat kell fizetni. Egy hdzaspar egyiitt 99 kg tomegi
csomagot vitt magaval, amiért 90, illetve 120 dollar pétdijat fizettek. Egy masik utasnak egyediil
99 kg tomegii csomagja volt, és ezért 402 dollar potdijat fizetett. Mekkora tomegii poggyasz
vihetd fel a gépre személyenként dijmentesen? Mennyi volt a hdzaspéar poggydszainak tomege? 8 pont

1. megoldas. A hazaspar a 99 kg-ért egyiitt 210 $ pétdijat fizetett, ami 192 $-ral kevesebb, mint
amit az egyediil utazé utas fizetett 99 kg-ért. 1 pont

Ez a kiilonbség abbdl adddott, hogy 6k ketten voltak, igy az ingyenesen felviheté mennyiséget
kétszer vették igénybe. Vagyis az ingyenesen felvihetd tomeg potdija, ha tdlsily, 192 $ lenne. 2 pont

Igy (az egyediil utazé utas adatai alapjan), hogy 99 kg poggydszért 6sszesen 402 + 192 = 594 $
potdijat kellene fizetni, ha nem lenne ingyenesen felviheté mennyiség. 2 pont

Ez azt jelenti, hogy a p6tdij 594 : 99 = 6 $ kg-onként. 1 pont

Tehat az egyediil utazé utas 402 : 6 = 67 kg utdn fizetett potdijat, vagyis 99 — 67 = 32 kg az
ingyenesen felvihet6 tomegii csomag. 1 pont

Ellen6rzés: a hazaspar 90 : 6 = 15 kg, illetve 120 : 6 = 20 kg utdn fizetett pétdijat, vagy-
1s 32+ 15 =47 kg, illetve 32 +20 = 52 kg tomegili csomagjuk volt, ami Osszesen valoban
47 +52 =99 kg. 1 pont

Osszesen: 8 pont



2. megoldas. A feladat egyenlettel, egyenletrendszerrel is megoldhat6, példdul ismeretlent (x)
bevezetve az ingyenesen felvihet6 tomegre és a potdij kg-onkénti mértékére (y)

felirhat6k az alabbi egyenletek:

90 120
X+—+x+—=99, (1)
Yy Yy
402
x+—=99. 2)
6 Yy
— = z helyettesitéssel (nem sziikséges, de 4tlathatobb):
y
2x+ 35z =99, (1)
x+67z=99. (2)

192
A két egyenlet jobb oldala egyenld, igy a bal oldalaik is, ezért x = 32z (vagy x = —)
y

6
adddik, ahonnan behelyettesitéssel 99z = 99, vagyis z =1 (vagy — = 1),
y

amibdl megkapjuk, hogy x = 32 (kg)

ésy =06 ($/kg)
A hazaspar 90 : 6 = 15 kg, illetve 120 : 6 = 20 kg utan fizetett potdijat vagyis 32 + 15 = 47 kg,
illetve 32 420 = 52 kg tomegili csomagjuk volt, ami 6sszesen valéban 47 452 = 99 kg. Az
egyediilallé személy dltal fizetends pétdij (99 —32) -6 = 67 -6 = 402 $ valban.

Osszesen:

. Egy 10 x 10-es tablazat minden mezdjét pirosra, fehérre vagy zoldre szinezziik. A tdbldzatban

20 piros mez0 taldlhatd, és az oldalszomszédos egységnégyzetek mindig kiilonbozd szindek.

A két szomszédos mez&bdl 4ll6 részeket tekinthetjiik egy dominénak. Egy dominét nevezziink
jonak, ha egyik része zold, a masik pedig fehér szind.

a) Bizonyitsuk be, hogy a tablazatbdl mindig ki lehet vagni 30 j6 dominét.
b) Adjunk példat olyan tablazatra, amibdl 40 j6 dominoét lehet kivagni.
c) Konstrudljunk olyan tdbldzatot, amelybdl nem lehet 30-nél tébb jé domindt kivagni.

Megoldas.

a) Osszuk fel a tablazatot az abra szerint 50 dominédra. Ezek
koziil legfeljebb 20 tartalmaz piros szinli mezdt. A tobbi 30
mindegyike j6 domind, mivel nincs két szomszédos egység-
négyzete azonos szinfre festve.

b) Szinezziik ki a tdbldzatot a sakktdbla mintdjara zold-
fehérre, majd a megjelolt 20 mezdt fessiik at pirosra. Végiil a
tablazat tobbi részét az dbra szerint osszuk fel 40 dominéra.

9

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

8 pont

10 pont

2 pont



Igy a kivant esethez juthatunk.

4 pont
c) Osszuk fel a tdbldzatot az a) pontban leirtak szerint, majd
fessiik zold-fehérre a b) szerint. Ha ezutdn barmely 20 z6ld
cellat atfestjiik pirosra, akkor 6sszesen 30 j6 dominénk lesz.
Egy lehet6séget mutat be a kdvetkezd dbra:
4 pont
Osszesen: 10 pont
Kezdok I11. kategoria 1. fordulo
Feladatok
1. Az ABCD konvex négyszogben ABC<t = DAB< = 45°, valamint AB = 7V2, BC =4, DA = 3.
Hatarozzuk meg a CD oldal hosszit. 6 pont
2. Legyenek x, y, z pozitiv valés szamok tgy, hogy x +y + z = 2024. Bizonyitsuk be, hogy
Vxy+xz4+xy+yz+ Vaz+yz < 3036. 6 pont

3. Egy kavicsot helyeziink el a derékszogii koordinatarendszer (m,n) koordinétdjd racspontjéba,
majd a kovetkez§ jatékot jatsszuk. Ha a kavics az (x,y) pontban van, akkor dthelyezhetjiik az
(x—1,y—1), (x+1,y+1), (11x,y) és (x,11y) pontok valamelyikébe. Hatdrozzuk meg azokat az
(m,n) kezdGpontokat, ahonnan a kavicsot néhdny megengedett 1épéssel az origéba juttathatjuk. 8 pont

4. Legyenek a, b, ¢ olyan pozitiv egész szamok, hogy egyik sem osztdja a mésiknak, tovabba
ab—b—+ 1| abc+ 1. Bizonyitsuk be, hogy ¢ > b. 10 pont

10



5. Hosszabbitsuk meg az ABC hiaromszog CA oldalat A-n til AB-vel, a kapott pontot jeloljik D-
vel. Jelolje E a BAC< szogfelezjének és a BC oldalnak a metszéspontjat, és F az AE szakasz
felez6pontjat. CF és AB metszéspontjat jeloljik G-vel. Igazoljuk, hogy a D, E, G pontok egy
egyenesre esnek!

Kezdok I1I. kategoria 1. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABCD konvex négyszogben ABC<t = DAB<{ = 45°, valamint AB = 7v2, BC =4, DA = 3.
Hatarozzuk meg a CD oldal hosszit.

Megoldas. Abra: E

Legyen az AD és BC félegyenesek metszéspontja E. Ek- /N\\\

kor az ABE héaromszdgben .’ NS

, /
BEA< = 180° —2-45° = 90°. b A

3

Ebben az egyenld szdri haromszégben a BE = EA =a A
45° :

jelolést bevezetve, és a Pitagorasz-tételt alkalmazva h
P +a® = (7V2)% amibl a = 7 adédik. fgy CE = ™2
=BE—-BC=7—-4=3éDE=AE—-AD=7-3=4.

Az ABE derékszogli hdromszdgben szintén a Pitagorasz-tételt alkalmazva

CD = \/CE>+ED? = /32 4+42 =5,
Tehat a négyszog keresett oldaldnak hossza 5 egység.

Osszesen:

2. Legyenek x, y, z pozitiv valds szamok ugy, hogy x 4+ y 4 z = 2024. Bizonyitsuk be, hogy
VXY F X2+ /Xy +yz+ V/xzFyz < 3036.

Megoldas. A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget alkalmazva

VXY +xz=/x(y+2z) < ”g“) - 20224

Ugyanigy v/xy+yz < 1012 és \/xz+ yz < 1012. Ezeket 6sszeadva adddik a bizonyitando allités.

= 1012.

Osszesen:

Megjegyzés. Az egyenlGség nem teljesiilhet, mivel az x = y+z, y = z+x, z = x+y feltételek a
pozitiv valos szdmok halmazan egyszerre nem allhatnak fenn.
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1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

6 pont

6 pont

4 pont

2 pont
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3. Egy kavicsot helyeziink el a derékszogii koordindtarendszer (m,n) koordindtaju racspontjaba,
majd a kovetkezd jatékot jatsszuk. Ha a kavics az (x,y) pontban van, akkor dthelyezhetjiik az
(x—1L,y—1), (x+1,y+1), (11x,y) és (x, 11y) pontok valamelyikébe. Hatdrozzuk meg azokat az
(m,n) kezd&pontokat, ahonnan a kavicsot néhdany megengedett 1épéssel az origéba juttathatjuk.

Megoldas. Ha az els6 vagy a masodik tipusu 1épést alkalmazzuk, akkor m — n nem valtozik,
ha pedig a harmadik vagy a negyedik tipusiit, akkor 10 tobbszorosével nd vagy csokken. Tehat
az m —n szam 10-es maradéka végig valtozatlan marad, igy ahhoz, hogy az origét elérjiik,
mindenképpen

m=n (mod 10)
kell, hogy teljesiiljon.

Most megmutatjuk, hogy ezekbdl a pontokbdl az origéd mindig elérhets. A szimmetria miatt
feltehetjiik, hogy m > n, legyen m = n+ 10k. A 1épések ismételt alkalmazdsaval

(mn)— (m—n+1,1)=(10k+1,1) — (10k+1,11) — (10(k— 1)+ 1,1)
(10(k—1)+1,1)— (10(k—1)+1,11) — (10(k—2) +1,1).
Ezt ismételve lathat6, hogy elérhetiink a (11, 1) pontba, ahonnan a
(11,1) = (11,11) — (0,0)
1épésekkel fejezziik be a konstrukciot.

Osszesen:

4. Legyenek a, b, c olyan pozitiv egész szamok, hogy egyik sem oszt6éja a masiknak, tovabba
ab—b+1 | abc+ 1. Bizonyitsuk be, hogy ¢ > b.

Megoldas. A feltételbdl kovetkezik, hogy
ab—b+1|abc+1—(ab—b+1)=abc—ab+b=b(ac—a+1).
Mivel b | ab — b, ezért (b,ab—b+1) =1, vagyisab—b+1|ac—a+1.

Haab—b+1=ac—a+1lenne, akkor a(c— 1) = b(a— 1). Mivel a, b és c koziil egyik sem osztja
a masikat, ezért a, b, ¢ > 1. Tovabba (a,a — 1) = 1 miatt ekkor a | b teljesiilne, ami ellentmondas.

Tehat ac—a—+1 > 2ab —2b+ 2, amib6l
ac+2b>2ab+a+1=ab+ab+a+1>ab+2b+a+1>ab—+2b,
azaz c > b.

Osszesen:

5. Hosszabbitsuk meg az ABC hiaromszog CA oldalat A-n til AB-vel, a kapott pontot jeloljik D-
vel. Jelolje E a BAC< szogfelezbjének és a BC oldalnak a metszéspontjat, és F' az AE szakasz
felezGpontjat. CF és AB metszéspontjat jeloljiik G-vel. Igazoljuk, hogy a D, E, G pontok egy
egyenesre esnek!
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8 pont

3 pont

3 pont

2 pont

8 pont

10 pont

2 pont
2 pont

2 pont

4 pont

10 pont

10 pont



1
Megoldas. Az ADB hiromszog egyenl§ szard, ezért ADB<{ = 5(180O — BAD<). 1 pont

D

1
Mivel AE felezi CAB szoget, ezért CAE<{ = 5(180O — BAD<). 2 pont
Tehdt BD || AE, vagyis ADBE trapéz. 1 pont
Ismert, hogy egy trapéz alapjainak felezGpontja, a szarak metszéspontja (ha létezik) és az atlok
metszéspontja egy egyenesen vannak. 2 pont

Az ADBE trapéz esetén ez az egyenes a CF egyenes. Ez az AB 4tlot a G pontban metszi, és mivel
tartalmazza az atlok metszéspontjat is, ezért ez a metszéspont sziikségképpen a G pont lehet csak. 2 pont

Tehét a G rajta van a DE 4tlon, vagyis az allitast igazoltuk. 2 pont

Osszesen: 10 pont

Kezdok 1. kategoria 3. (donto) fordulé

Feladatok

. Egy gorog szigeten csak alfak, bétdk és gammadk élnek. Az alfak mindig igazat mondanak, a bétdk
mindig hazudnak, a gammak felvaltva mondanak igazat és hazugsdgot (nem 6sszevissza, hanem
egymadstol fiiggetleniil, de hazugsig utdn biztosan igazsdg jon, igazsdg utidn pedig hazugsig).
Taldlkozunk egy csoport szigetlakdval, akik ismerik egymadst, és mindenkit6l megkérdezziik a
kovetkezd 4 kérdést:

— Van koztetek alfa?

— Te alfa vagy?

— Van koztetek béta?

— Hazudtal mar valaha?

Az els6 kérdésre 31-en, a masodikra 20-an, a harmadikra 13-an védlaszoltak igennel.

Hényan vélaszoltak igennel az utols6 kérdésre? 10 pont
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2. Az ABCD trapéz alapjai az AB és CD oldalak, az AC 4tl6 felezGpontja F. Bizonyitsuk be, hogy

ha az ABF és az ACD hiromszogek teriilete egyenld, akkor a BCDF négyszog is trapéz. 10 pont
3. Egy tébldra felirjuk az 1, 2, 3, ..., 15 szdmokat. Ezutdn minden 1épésben kivalasztunk a szamok

koziil két olyat, amelyek koziil az egyik osztéja a masiknak. A szamokat toroljiik, €s felirjuk
helyettiik az egész hanyadosukat. Az eljarast addig folytatjuk, amig a tablan mar egyetlen olyan
szdm sem marad, amelyik oszt6ja lenne egy mésiknak.

Legkevesebb hany szam maradhat a tablan? 10 pont

Kezdok 1. kategoria 3. (donto) fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy gorog szigeten csak alfdk, bétdk és gammak élnek. Az alfdk mindig igazat mondanak, a bétak
mindig hazudnak, a gammak felvaltva mondanak igazat és hazugsdgot (nem 6sszevissza, hanem
egymadstol fiiggetleniil, de hazugsig utdn biztosan igazsdg jon, igazsdg utidn pedig hazugsig).
Taldlkozunk egy csoport szigetlakdval, akik ismerik egymadst, és mindenkit6l megkérdezziik a
kovetkezd 4 kérdést:

— Van koztetek alfa?

— Te alfa vagy?

— Van koztetek béta?

— Hazudt4l mar valaha?

Az els6 kérdésre 31-en, a masodikra 20-an, a harmadikra 13-an védlaszoltak igennel.

Hényan vélaszoltak igennel az utols6 kérdésre? 10 pont
Megoldas. Legyen a csoportban 1év6 alfak szama a, bétdk szama b, olyan gamma, aki az elsé

kérdésre igazat mond c, és olyan gamma, aki az elsé kérdésre hazudik d, ahol a, b, ¢ és d
természetes szamok.

Ha a # 0, akkor az els6 kérdésre a + c, 1 pont

a masodikra a + b + ¢ igen valaszt kaptunk, 1 pont

ami ellentmondds, mert 20 < 31. Ez azt jelenti, hogy a = 0 kell legyen. 1 pont

Ha b is 0 lenne, akkor az els6 és harmadik kérdésre is d igen vdlaszt kapnank, 1 pont

ami ellentmondas, mert 31 # 13, igy b # 0. 1 pont
Ebben az esetben az elsd 3 kérdésre adott valaszok alapjan a kovetkezd egyenleteket irhatjuk fel:

b+d =31 1 pont

b+c=20 1 pont

c=13 1 pont

Ebbol b =7 és d = 24. 1 pont
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Mivel az utolsé kérdésre d szami igen vélaszt fogunk kapni, ezért a vdlasz 24. 1 pont

Osszesen: 10 pont

. Az ABCD trapéz alapjai az AB és CD oldalak, az AC atl6 felezpontja F. Bizonyitsuk be, hogy
ha az ABF és az ACD hiromszogek teriilete egyenld, akkor a BCDF négyszog is trapéz. 10 pont

1. megoldas. Azt fogjuk beldtni, hogy F D és BC is parhuzamos.

Vegyiik fel az ABCD trapézt, majd a CD félegyenesen azt az E pontot, amelyre EC = AB. 1 pont
Az ABC haromszogben F B stlyvonal, ami két E D c

egyenld teriiletl részre osztja a haromszoget:

Tupc = 2TypF- 1 pont

A feladat feltétele szerint Tygr = Tacp, ezért
Tupc = 2Txcp- 1 pont

Mivel az ABC és ACD haromszogeknek az AB
illetve CD oldalhoz tartoz6 magassaga azonos
hosszuséagu (hiszen ez az ABCD trapéz ala-

pokhoz tartoz6 magassdga), valamint Typc = 4 B

= 2Txcp, ebbdl AB = 2CD. 2 pont
Vegyiik fel E pontot a CD félegyenesen gy, hogy EC és AB egyenl6 hosszu legyen. Mivel EC és

AB parhuzamos is, ezért az ABCE négyszog paralelogramma. 1 pont
Mivel az ABCE négyszog paralelogramma, masik oldalpérja is parhuzamos és egyenld, azaz AE

€s BC is parhuzamos. 1 pont
Az ACE haromszégben F D kozépvonal, hiszen éppen az oldalfelezési pontokra illeszkedik. 1 pont

Mivel egy haromszog valamely k6zépvonala padrhuzamos a harmadik oldallal, D és AE parhuza-
mos. 1 pont

Tehat FD és AE parhuzamos, valamint AE és BC is parhuzamos, ebbdl az kovetkezik, hogy FD
€s BC is parhuzamos, ezzel az allitast belattuk. 1 pont

Osszesen: 10 pont

2. megoldas. Azt fogjuk beldtni, hogy F'D és BC is parhuzamos.

Vegyiik fel az ABC hdromszogben az AB oldallal pirhuzamos F pontra illeszked6 kézépvonalat,
legyen ez FG. 1 pont

Az ABC héaromszogben az F'B szakasz stlyvonal, ami az ABC haromszog teriiletét felezi, ezért az
ABF haromszogben az AB oldalhoz tartoz6 magassag fele akkora, mint az ABC haromszogben az
AB oldalhoz tartozé magassag (ami a trapéz alapokhoz tartozé magassaga, tehit egyben az ACD

haromszoégben a CD oldalhoz tartoz6 magassag is). 2 pont*
a-m )

A feladat feltétele szerint Typr = Tycp, ezért TZ = %, ahol m a trapéz alapokhoz tartoz6

magassagat jeloli. 1 pont

Az egyenl8ségbdl azt kapjuk, hogy a = 2c. 1 pont
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Az ABC haromszogben felvett F'G kozépvonal parhuza-
mos az AB oldallal, ebbdl kovetkez6en CD-vel is, mas-

részt fele akkora, mint az AB = a oldal, tehat FG = c. 2 pont

Tehat az FGCD négyszogben van egy parhuzamos és
egyenld oldalpar: FG = CD és FG || CD, ezért az FGCD
négyszog egy paralelogramma.

2 pont

Mivel az FGCD négyszog paralelogramma, masik oldal-
parja is parhuzamos és egyenld, azaz F'D és GC is parhu-
zamos, ezzel az allitast belattuk, hiszen G illeszkedik a
BC oldalra. 1 pont

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés. A *-gal jelolt 2 pontot az alabbi gondolatért is megkaphatja a versenyzd:
Az ABC haromszog hasonl6 az FGC haromszoghoz, hiszen szogeik egyenl6ek, a hasonldsag

1
ardnya 5 Ebbdl kovetkezden az ABF haromszogben az AB oldalhoz tartoz6 magassag a trapéz

alapokhoz tartoz6 magassdgénak fele.

. Egy tablara felirjuk az 1, 2, 3, ..., 15 szamokat. Ezutan minden 1épésben kivalasztunk a szdmok
koziil két olyat, amelyek koziil az egyik osztdja a masiknak. A szamokat toroljiik, €s felirjuk
helyettiik az egész hanyadosukat. Az eljarast addig folytatjuk, amig a tdblan mar egyetlen olyan
szam sem marad, amelyik osztéja lenne egy mésiknak.

Legkevesebb hany szam maradhat a tdblan? 10 pont
Megoldas. A 11 és 13 primszamok soha nem keriilhetnek torlésre, mivel egyetlen osztdjuk az 1,

és a szamok kozott nem szerepel egyetlen tobbszorosiik sem. 1 pont
Vizsgaljuk meg, hogyan véltozik a tabldn levd szdmok szorzata az egyes 1épésekben!

A kezdeti szorzat primtényez0s felbontdsaban a 2 kitevéje: 7+3+ 1 = 11, mert 7 péros, 3 néggyel
oszthatd és 1 nyolccal oszthaté szam van a szdmok kozott. 1 pont

A 3 kitev6je hasonléan gondolkodva: 5+ 1 = 6, az 5 kitevdje 3, a 7-€ pedig 2.
Tehét kezdetben a szamok szorzata: 2''-3%.53.72.11-13. 1 pont

Minden 1épés soran kivalasztunk egy a és a - k szamot a, k € N*, amelyeket aztdn kicseréljiik a k
szdmra. Azaz a szorzatuk a” - k-rl k-ra valtozik.

Ez alapjan a szdmok szorzatdban a primosztok kitevdinek paritdsa nem valtozik meg. 1 pont
Igy a szamok szorzata végig oszthatd lesz 2-5- 11 - 13-mal. 1 pont
Igy a 11 és 13 mellett mindenképpen szerepelnie kell legalabb még egy szamnak, a2-5 = 10-nek. 1 pont

Példa megfeleld eljardsra:
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Szamok Torolt szamok | Helyettiik felirt szam
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15 5,15 3
1,2,3,3,4,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14 7,14 2
1,2,2,3,3,4,6,8,9,10, 11, 12, 13 4,12 3
1,2,2,3,3,3,6,8,9,10, 11, 13 3,9 3
1,2,2,3,3,3,6,8,10, 11, 13 2,8 4
1,2,3,3,3,4,6,10,11, 13 3,6 2
1,2,2,3,3,4,10, 11, 13 2,4 2
1,2,2,3,3,10, 11,13 3,3 1
1,1,2,2,10, 11, 13 2,2 1
1,1,1,10, 11, 13
Innen az 1-esek tovabbi 3 1é€pésben (barmivel parositva) torolhetdk. 3 pont
Tehat legkevesebb 3 szdm szerepelhet a tdbldn az eljaras végén. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Kezdok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazén az

X —yz=y—z+1
Y —zr=lz—x|+1

Z—xy=|x—yl+1

egyenletrendszert. 10 pont

2. Egy 10 x 10-es tdbla minden mezdjébe beirtuk az 1, 2, ..., 10 szdmok valamelyikét igy, hogy
barmely két kozos éllel vagy csuccsal rendelkezd mezdbe irt szdm relativ prim egymadssal.
Bizonyitsuk be, hogy van olyan szdm, amelyet legaldbb 17-szer irtunk le! 10 pont

3. Adott egy ABCD rombusz és a beirt kore. A PQ szakaszt tigy vessziik fel, hogy P az AB oldal,
Q pedig az AD oldal egy-egy belss pontja legyen, é€s PQ érintse a rombusz beirt korét. Bizonyitsuk
be, hogy CPQ haromszog teriilete nem fiigg PQ helyzetétdl, vagyis barmely, a feltételeknek
megfeleld PQ vélasztdsa esetén ugyanakkora (allando). 10 pont
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Kezdok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az

X —yz=y—z+1 (1)
y—z=|z—x|+1 ()
Z—xy=|x—y|+1 3)
egyenletrendszert. 10 pont
Megoldas. Az egyenletrendszer az x, y, z ismeretlenekre nézve szimmetrikus, ezért el§szor azon
megolddsait fogjuk megkeresni, ahol x > y > z, és ezekbdl fogjuk a tobbit eldallitani. 1 pont
Ha x >y > z, akkor az abszolut érték elhagyasédval kapjuk, hogy
¥ —yz=y—z+1 (1
Y -zm=x—z+1 )
P—xy=x—y+1 (3) 1 pont
Kivonva a (2)-es egyenletet a (1)-esbdl, illetve a (3)-as egyenletet a (2)-esbdl és szorzattd bontva:
Py oyitm=y-x = (x—y)xty+zr1)=0
V=Z-otwy=—zty = (—gtytz—1)=0 2 pont

A kapott egyenletekbdl kovetkezik, hogy x, y, z nem lehetnek paronként kiilonb6z valds szamok.

Az x =y = z eset nem lehetséges, mivel ekkor az eredeti egyenletekbdl a O = 1 ellentmondashoz

jutunk. 2 pont
Igy két esetet vizsgdlhatunk:

a)x=y>zeseténx+y+z=1,z=1—2xés az (1)-es egyenlet alapjan x(3x —4) = 0, amibdl

x=0vagyx=—.
3
4 4
(x;v;2) = (0505 1) vagy (x;y;2) = (g, §; _§)’ amelyek koziil a (0;0; 1) szdmhdrmas nem telje-
siti az x =y > z feltételt. 2 pont

b)x>y=rzeseténx+y+z=1,x=—1—2z¢&s a(3)-as egyenlet alapjin z(3z+4) = 0, amibdl
4
z=0vagy z= —3
5.4 4 - o
(x;y;z) = (—1;0;0) vagy (x;y;2) = §; _5; —3 ) amelyek koziil a (—1;0;0) szdmhdrmas nem
teljesiti az x > y = z feltételt. 1 pont
Igy a szimmetridt figyelembe véve az egyenletrendszer megolddsai:

o (4 5\ (544 (4 54\ (5 4 4\ ( 4 45\ ( 45 4 | oont
W\ )3\ 33\ ) U3 U s P

A kapott szamharmasok teljesitik a feladat feltételeit.

Osszesen: 10 pont
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2. Egy 10 x 10-es tdbla minden mezdjébe beirtuk az 1, 2, ..., 10 szdmok valamelyikét igy, hogy
barmely két kozos éllel vagy csuccsal rendelkezd mezdbe irt szam relativ prim egymdssal.

Bizonyitsuk be, hogy van olyan szam, amelyet legalabb 17-szer irtunk le! 10 pont
Megoldas. Osszuk fel a 10 x 10-es tablat 25 darab egymadstol diszjunkt 2 x 2-es csoportra. 1 pont
Egy ilyen csoporton beliil bairmely két mez6 szomszédos egymassal, 1 pont
ezért minden csoportban legfeljebb egy mez6 tartalmazhat paros szamot. 2 pont
Ugyanezen okbdl minden csoportban legfeljebb az egyik mezdben szerepelhet 3-as, 6-os vagy

9-es. 2 pont
Tehat minden csoportban van legalabb két olyan mezd, amelybe az 1, 5, 7 szdmok valamelyike

kertiilt. 2 pont
Ez 50 mezd, igy a skatulya-elv miatt az 1, 5, 7 szdmok kozott biztosan van legalabb egy olyan,

amelyet legaldbb 17 mezdbe irtunk bele. 2 pont
Osszesen: 10 pont

3. Adott egy ABCD rombusz és a beirt kore. A PQ szakaszt uigy vessziik fel, hogy P az AB oldal,
Q pedig az AD oldal egy-egy belss pontja legyen, é€s PQ érintse a rombusz beirt korét. Bizonyitsuk
be, hogy CPQ haromszog teriilete nem fiigg PQ helyzetétdl, vagyis barmely, a feltételeknek
megfeleld PQ vélasztasa esetén ugyanakkora (allando). 10 pont

Megoldas. Bontsuk fel PQC haromszoget harom részre az E pontbdl a csticsokba hiizott szaka-
szokkal: az ECP, EPQ, illetve EQC haromszogekre. 2 pont

Mivel a rombuszban az AC és
BD 4tl6 egyben szogfelezd is,
ezért a koré irt kor kozéppontja
(E) az 4tlok metszéspontja, igy
A, E és C egy egyenesen vannak,
tovabbd AE = EC

ECP haromszog teriilete egyen-
16 AEP hiaromszog teriiletével,
mert AE = EC és a P-bdl indulé
magassaguk kozos

1 pont

hasonléan QEC hiromszog te-
riilete egyenld AEQ haromszog
teriiletével, hiszen AE = EC és
0-bdl indul6 magassaguk k6zos

1 pont

az EPQ haromszoget bontsuk
tovabbi két részre: a PJE és QJE haromszogekre

PJE és PIE haromszogek oldalai paronként egyenldek (hiszen JE és [E a kor sugarai, PJ és Pl
pedig kiilsd pontbdl hizott érint6 szakaszok), ezért egybevagok és a teriiletilk megegyezik 1 pont
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hasonléan: QJE és QKE hidromszogek oldalai paronként egyenldek, (hiszen JE és KE a kor
sugarai, QJ €s QK pedig kiilsé pontbdl hizott érintd szakaszok), ezért egybevagok és a teriiletiik

megegyezik 1 pont
Ezzel a vizsgalt haromszoget dtdaraboltuk az AIEK négyszogbe, igy teriiletiik megegyezik 1 pont
Az AEIK négyszog helyzete fiiggetlen PQ helyzetétdl, ezért a POC haromszog teriilete is fligget-

len tble, és ezzel az allitast belattuk. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Kezdok I1I. kategoria 2. (donto) forduld

Feladatok

1. Beni és Lili egyszerre indulva 10-10 kort futnak az atlétikai palydn. Domi mindig felirja annak a
nevét, aki épp befejez egy kort, igy végiil egy 20 hosszu listat kap.

a) Hanyféle lehet ez a lista, ha egyszer sem fejezik be a koriiket éppen egyszerre? 2 pont
b) Hanyféle lehet ez a lista, ha azt is feltessziik, hogy mindketten végig egyenletes sebességgel
futnak? 8 pont

2. Az ABC hegyesszogli haromszdg magassagpontja M, a koriilirt korének kézéppontja O. Jeloljiik
F-fel a CM szakasz felez6pontjat! Az O-n keresztiil AB oldallal hizott parhuzamos egyenes BC-t
D-ben metszi. Igazoljuk, hogy DF mer6leges FA-ra! 10 pont

3. Egy asztalitenisz-versenyen (amelyen legaldbb ketten indultak) barmelyik két résztvevd pontosan
egyszer jatszott egymadssal. A verseny végeztével észrevették, hogy barmelyik két versenyz6hoz
talalhat6 olyan, aki mindkettejiiket legydzte, olyan, aki mindkettejiikt6l kikapott, olyan, aki
egyiket legy6zte, a masiktol kikapott, és olyan is, aki egyiktdl kikapott, a masikat legydzte.
Legaldbb hanyan vettek részt a versenyen? 10 pont

Kezdok I1I. kategoria 2. (dont6) fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Beni és Lili egyszerre indulva 10-10 kort futnak az atlétikai palyan. Domi mindig felirja annak a
nevét, aki épp befejez egy kort, igy végiil egy 20 hosszu listat kap.

a) Hanyféle lehet ez a lista, ha egyszer sem fejezik be a koriiket éppen egyszerre? 2 pont
b) Hanyféle lehet ez a lista, ha azt is feltessziik, hogy mindketten végig egyenletes sebességgel
futnak? 8 pont

20
Megoldas. a) A listan 20 név szerepel: Beni 10-szer és Lili is 10-szer. Ilyen lista (1 0) féle van,

megmutatjuk, hogy mindegyik el6 is fordulhat. Péld4ul fussanak el egyiitt 200m-ig (fél kort), ott
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alljanak meg, és csindljdk azt, hogy mindig az fut egy teljes kort, akinek a neve a listdn kovetkezik
(kozben a masik pihen), mindkettejiik esetében a 10. alkalomndl természetesen csak a fennmaradé
200 métert (fél kort) futja le, aki kovetkezik. Tehat valéban mindegyik el6 is fordulhat, igy a
20

10/

b) Jeldlje a, illetve b, hogy Beninek, illetve Lilinek mennyi id6 sziikséges egy kor teljesitésé-
hez. Ekkor a feltétel szerint az a,2a,...,10a és b,2b, ..., 10b értékek mind kiilonbozok, a leirt
sorrendet pedig ennek a 20 szdmnak a nagysdgsorrendje hatarozza meg. 2 pont
Azt, hogy ia és jb (ahol 1 < i, j < 10) koziil melyik a kisebb, az hatdrozza meg, hogy a/b értéke

J/i-nél kisebb vagy nagyobb. Ha a szdmegyenesen dbrazoljuk az dsszes j/i értéket (1 <i,j < 10),

akkor a sorrendek szama éppen annyi, ahdny részre ezek a szdmegyenest felosztjak, vagyis 1-gyel

tobb, mint a szdmuk. 2 pont
Azt kell tehat meghatdroznunk, hiny ilyen szdm van, vagyis hdny olyan pozitiv raciondlis szam

van, amelynek szdmlalgja és nevezdje is legfeljebb 10. Elég az egyszerisitett alakban 1évdket

(vagyis amikor (i, j) = 1) megszdmolnunk. Szdmoljuk meg elGszor az 1-nél kisebbeket. Ekkor a

nevezd a 2, 3, ..., 10 szamok valamelyike lehet. A megfeleld tortek:

1121312341512345613571245781 3 79

lehetséges listdk szdma val6ban 2 pont

Ezek szama 31. Az 1-nél nagyobbak ezek reciprokai, szamuk szintén 31, és van még az 1, tehat

Osszesen 63 ilyen tort van. 3 pont
Igy a lehetséges 4thaladdsi sorrendek szdma 64. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. Az ABC hegyesszogli haromszog magassagpontja M, a koriilirt korének kozéppontja O. Jeloljiik
F-fel a CM szakasz felezGpontjat! Az O-n keresztiil AB oldallal hizott parhuzamos egyenes BC-t

D-ben metszi. Igazoljuk, hogy DF mer0leges FA-ra! 10 pont
Megoldas. Jeloljiik az O és D pontok AB-re esé merdleges vetiiletét E-vel (ez AB felezGpontja),
illetve G-vel! 1 pont
C
F
0 D
A E G B

Az ABCA Euler-egyenese tartalmazza az M és az O pontot, valamint a haromszog S stlypontjat,
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. CM
tovabba tudjuk, hogy CE sulyvonal. Igy belathaté, hogy a CMSA =2 EOSA, és OE = - Ez

az egyenldség vektorokkal is konnyen igazolhat6.

Ebbdl kovetkezik, hogy CF = FM = OFE = DG, vagyis FMGD és CF GD paralelogrammak.
AM 1 BC miatt tehat AM | FG is teljesiil, igy M magassagpontja AGF A-nek,

amibdl kovetkezik, hogy AF L MG || FD.

Osszesen:

. Egy asztalitenisz-versenyen (amelyen legaldbb ketten indultak) barmelyik két résztvevd pontosan
egyszer jatszott egymadssal. A verseny végeztével észrevették, hogy barmelyik két versenyzéhoz
talalhat6 olyan, aki mindkettejiiket legydzte, olyan, aki mindkettejiikt6l kikapott, olyan, aki

egyiket legy6zte, a masiktol kikapott, és olyan is, aki egyiktdl kikapott, a masikat legydzte.

Legalabb hinyan vettek részt a versenyen?

Megoldas. Bebizonyitjuk, hogy 7 versenyzore lehet ilyen verseny, 6-ra (és kevesebbre) pedig
nem.

Konstrukcié 7 versenyzdre: jeloljék a versenyzdket a modulo 7 vett maradékosztilyok, és az
(X,Y) meccs gydztese legyen Y pontosan akkor,ha Y —X € {1,2,4}. Ez j6ldefinidlt, mert Y — X €
€ {1,2,4} pontosan akkor, ha X —Y € {3,5,6}, vagyis minden mérk6zésnél pontosan az egyik
jatékost definidltuk gydztesnek. Most ellendrizziik, hogy ez megfelel a feltételeknek. Legyen A
és B két jatékos (€s jeloljiik a hozzdjuk tartozé modulo 7 maradékosztalyokat szintén A-val és
B-vel). Mivel a meccsek gy6ztesének definicidja invaridns a modulo 7 vett eltoldsra, feltehetd,
hogy A =0.Ha B € {1,2,4}, akkor vegyiik észre, hogy 2B legy&zte A-t és B-t is, hiszen 2B—B =
=Bec{l,2,4} és2B—A=2B=2-{1,2,4} ={1,2,4}. Tovabbd 3B— B =2B € {1,2,4}, és
3B—A =3B € {3,5,6}, tehdt 3B legy&zte B-t és kikapott A-t6l. Valamint 4B — B =3B € {3,5,6}
és4B—A =4B € {1,2,4}, tehit 4B legy6zte A-t és kikapott B-t8l. Végiil 6B— B = 5B € {3,5,6}
és 6B—A = 6B € {3,5,6}, tehdt 6B kikapott A-t6l és B-tdl is. Amikor pedig B € {3,5,6}, akkor
2B, 3B, 4B, 6B rendre ellentétes eredményt értek el mind A, mind B ellen, mint a B € {1,2,4}
esetekre kiszamolt (hiszen minden szamolds végeredménye egy B-tobbszords), tehdt ebben az
esetben is megtaldltuk mind a négyféle ellenfelet.

Ertelemszeriien minden mds jo konstrukcio is ennyit ér, ha megfeleléen meg van indokolva, miért
helyes.

Nyilvan 6-ndl kevesebb versenyzdére nincs ilyen verseny, hiszen 6 versenyzdt pusztin abbdl
kapunk, hogy vessziik barmelyik kett6t, és a feltétel ad hozz4 tovabbi négyet.

Hat versenyzore pedig a kdvetkezd miatt nincs ilyen verseny. Indirekte mindenkinek legaldbb két
gy6zelme és legalabb két veresége volna a végén (a feltétel mindenkinek garantal két gy&zelmet
és két vereséget). Mivel hatan vannak, és a gy6zelmek és a vereségek 0ssz-szdma azonos, ez
csak ugy lehet, hogy harom embernek is csak két-két gy6zelme van (és a maradék haromnak
harom-harom). Vdlasszunk két ilyet, legyenek A és B. A feltétel szerint A és B is aratott két-két
gy6zelmet Gsszességében a tobbiek ellen. Viszont az (A, B) meccs gydztesének kettejiilk meccse
egy harmadik gy&zelmet jelent, ami ellentmond a valasztasuknak.

Osszesen:
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Haladok 1. kategoéria 1. fordulo

Feladatok
1. Hatdrozzuk meg azokat az a, b, ¢ pozitiv primszdmokat, amelyekre teljesiil az aldbbi egyenl&ség.
a®+ab+b*>=c*+3 7 pont
2. Egy egyenld oldali ABCDE 6tszogben AD = AC = BE. Szabalyos-e az 6tszog? 7 pont

3. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a vals szamok halmazan.

=112 4+25=—6x+9 7 pont

4. A sikon harom kor paronként kiviilr6l érinti egymast. Sugaruk 1, 2, illetve 3 egységnyi. Milyen
messze van a hdrom kor kozéppontja altal meghatarozott haromszogbe irt kor kozéppontja a

haromszog cstcsaitol? 7 pont
5.Az {1;2;3;...;100} halmaznak hany olyan haromelemd részhalmaza van, amelyben az elemek
osszege 100? 7 pont

Haladok 1. kategoria 1. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hatarozzuk meg azokat az a, b, ¢ pozitiv primszamokat, amelyekre teljesiil az aldbbi egyenlGség.

a®+ab+b*=c*+3 7 pont

Megoldas. Ha ¢ =2, akkor a® +ab+b> =7. Mivel a, b > 2, ezért a®> +ab+b*> > 4+4+4 = 12,
azaz ¢ = 2 esetén nem kapunk megoldast. 2 pont

Ha ¢ > 2 és ¢ primszam, akkor ¢ paratlan, és igy 43 paros szam. 1 pont

a) Ha a és b is pératlan primszam, akkor a?, ab, b* és igy a® +ab+b? is paratlan szam, tehat
nem kapunk megoldést. 1 pont

b) Ha a és b koziil az egyik péaros, a mésik paratlan szam, akkor az a2, ab, b?* szamok koziil
kett6 paros, egy pdratlan, igy a® +ab+b* osszegiik ismét paratlan szam. Igy most sem adédik

megoldas. 2 pont
c) Ha a és b is paros primszam, akkor csak a = b = 2 lehet. Ekkor A43=22422422=12

és igy ¢ = 9 = ¢ = 3. Tehit az egyenlet egyetlen megolddsa a = b = 2; ¢ = 3. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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2. Egy egyenld oldali ABCDE 6tszogben AD = AC = BE. Szabalyos-e az 6tszog? 7 pont

1. megoldas. Hasznéljuk az dbrét és a jeloléseit. Ahhoz,
hogy az 6tszog szabdlyossagat igazoljuk, elegend6 megmu-
tatni, hogy egyenl6k a szogei.

Mivel megfelel6 oldalaik egyenl6 hosszuak, ezért az ABC,
a DEA és az EAB hiromszogek egybevagd egyenld szard
haromszogek. A haromszogek alapon fekv6 szdgei mind
egyenlOk, ezt a hat szoget (BAC<t = BCA< = ... = EAD<)
a tovabbiakban o-val jeloljiik. 1 pont

7 7z

Tovabba az el6zbek miatt az 6tszog csicsaindl

A<((= BAE<) = B<(= ABC<) = E<(= DEA<)

is teljesiil. 1 pont
Masfeldl AD = AC miatt ADC is egyenld szaru haromszog, azaz ADC< = ACD<, valamint
ADE< = ACB< = o miatt az 6tszog csticsaindl C<((= BCD<) = D<(= CDE<). 1 pont

A BCDE négyszog szimmetrikus trapéz (alapjai CD, illetve BE), mivel a megfeleld cstcsndl 1évo
szogei B<-nél és E<(-nél ox-val kisebbek, C<t-nél és D<(-nél pedig egyenldek az otszog ezeknél a

csucsokndl 1évd szogeivel, és igy CBE<t{ = BED< és BCD< = CDE<. 1 pont
Mivel CD || BE, ezért CDB<t = DBE <, hiszen viltészogek. Jeloljiik ezt a szoget a tovabbiakban
B-val. Mivel BC = CD, ezért a BCD egyenl§ szart haromszogben is CBD<t = CDB<t = J3. 1 pont

Maisfel6l, mivel megfeleld oldalaik (AB = DE; BD = BD és AD = BE) megegyeznek, ezért ABD
és EDB haromszogek egybevagoak, és igy EDB<t = ABD<{ = o+ f3.

De akkor az otszogben: B<((= ABC<() = ABD<+CBD< = (aa+ )+ = a+2p és
D<(=CDE<) =CDB<+BDE< =B+ (a+B) = o+2B. Azaz az 6tszégben B< = D<, és
igy a kordbbiak miatt az 6tsz0g valamennyi szdge ugyanakkora. 2 pont

Azaz az ABCDE 06tszdg valdban szabdlyos.

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Jeloljikk az ismeretlen AC = AD = BE hosszisagot x-szel, az ugyancsak ismeretlen

AB = BC = CD = DE = EA hossziséagot y-nal. 1 pont
Ha x és y egy 1étez6 6tszog oldal- és atldhossza, akkor 1étezik olyan haromszog, amelynek oldalai

x, y és y hosszusdguak. 1 pont
Az x és y egyértelmiien meghatdrozza az ABC egyenld szard haromszoget, 1 pont
ugyancsak egyértelmiien megkaphat6 az ABE egyenld szdru haromszog, vagyis az E csucs, 1 pont
tovabba a szintén egyértelmiien kaphaté AED egyenld szard haromszog alapjan a D csucs is. 1 pont
Ezért az x és az y ismeretében az 6tszog egyértelmiien meghatarozott. 1 pont

Tekintettel arra, hogy az adott tulajdonsdgokkal (AC = AD = BE és AB= BC =CD = DE = EA)
a szabdlyos 0tsz0g rendelkezik, ezért az (x és y altal egyértelmlien meghatarozott) ABCDE 6tszog
csakis az x oldalhosszusagu szabalyos 6tszog lehet. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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3. Oldjuk meg az al4bbi egyenletet a valds szamok halmazan.

=112 425 =—6x+9 7 pont

Adjunk mindkét oldalhoz x*-et. Adédik x* — 10x* 425 = x> — 6x+9. 2 pont

Teljes négyzeteket kialakitva kapjuk: (x> —5)% = (x—3)%. 1 pont

Két eset lehetséges: ¥ —5=x-3 vagy X2 —5=—x+3. 1 pont

~Hax’—5=x-3=>x>—x-2=0, ennek gyokei x; = —1ésxy = 2. 1 pont

—1++33 —1—-+/33

—Ha pedigx2 —5=—x+3=x>+x—8=0, ennck gyokei x3 = + €s x4 = — 1 pont

Mivel 4talakitdsaink ekvivalensek voltak, mind a négy gyok kielégiti az egyenletet. (Az ekvivalens

atalakitdsokra val6 hivatkozas kivalthat6 a megoldasok leellenSrzésével.) 1 pont

Osszesen: 7 pont
4. A sikon harom kor paronként kiviilrdl érinti egymadst. Sugaruk 1, 2, illetve 3 egységnyi. Milyen

messze van a hdrom kor kozéppontja altal meghatarozott haromszogbe irt kor kozéppontja a

haromszog cstcsaitol? 7 pont

Megoldas. Hasznéljuk mellékelt abrat.

Legyen a 3 egység sugaru kor kozéppontja A, a 2 egy- B

ség sugarlié B és az 1 egység sugardié C, mig A, B'és N |

C' a korok pdronként vett érintkezési pontjai, amelyek

egyuttal az ABC haromszogbe irt kornek a haromszog ol- ) &’

dalaival vett k6z6s pontjai. Ekkor AB= (¢ =)3+2=35, - a| N}

AC=(b=)3+1=4ésBC=(a=)2+1=3. 1 pont

Mivel a 3, 4, 5 pitagoraszi szdmhérmas, ezért az ABC

hdromszog (C-nél) derékszog. L C B A 1 pont

Az ismert képlet alapjan (vagy az A'CB'O négyzetet ész- o’

revéve) a derékszogli ABC haromszogbe irhat6 kor sugara

at+tb—c 3+4-5 o , .

r= 3 = > = 1. (Ez a kétféleképpen felirt 2t =a-b =r-(a+ b+ c) alapjan is

megkaphato.) 1 pont

Azaz a beirt kor O kozéppontja 1 tdvol van valamennyi oldaltdl. 1 pont

Mivel a beirt kor valamely oldallal vett érintési pontjdba hiizott sugar mer6leges az oldalra, a hat

darab OB'A, OAC/, ..., OCB' hiromsz6g mind olyan derékszog(i haromszog, amelynek egyik

befogoja egységnyi (mivel r = 1), mig a mésik befogd valamelyik eredeti kor sugara, 1 pont

a beirt kor O kozéppontjdnak a csticsoktdl vett tavolsiga pedig éppen az 4tfogé. Igy Pitagorasz

tételét haromszor alkalmazva a megfeleld derékszogli haromszogekre adédik, hogy OA = v/ 10,

OB = V/5 és OC = V/2 hosszi.

Azaz a beirt kor kézéppontja rendre /10, v/5 és v/2 tévol van az A, B és C csticsokt6l. 2 pont

Osszesen: 7 pont
5.Az{1;2;3;...;100} halmaznak hdny olyan hiromelem részhalmaza van, amelyben az elemek

Osszege 100? 7 pont
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1. megoldas. — Ha a legkisebb kivalasztott szdm az 1, a masik kettd 0sszege 99, azaz a tovéabbi
két szdmra a lehet6ségek a 2;97, a 3;96, ... és a 49;50 lehet, ami 48 lehetdség.
— Ha a legkisebb kivalasztott szam a 2, akkor a masik kettd 0sszege 98, azaz a tovabbi két szamra
a lehet6ségek a 3;95, a 4;94, ... és a 48;50 lehet, ami 46 lehetdség.
— Ha a legkisebb kivélasztott szdm a 3, akkor a mdsik kettd dsszege 97, azaz a tovabbi két szamra
a lehetGségek a 4;93, az 5;92, ... és a 48;49, ami 45 lehet6ség.
Lathatd, hogy a paritastdl fiiggden az esetek szama kettdvel, illetve eggyel csokken, amikor a
legkisebb kivalasztott szamot eggyel noveljiik.
Az utolsé lehet6ség a 32; 33; 35.
Tehat a valasz a feladat kérdésére

(48446)+ (45+43)+...+(3+1)=94+88+...+4 = 16—?98 = 784.
Osszesen:

2. megoldas. (Lehetséges a kovetkezd, kissé formdlisabb érvelés is.)

Legyenek k és m olyan pozitiv egészek, amelyekre k < k+m < 100 — (2k + m). Ekkor a
{k;k+m;100 — (2k +m)} egy megfeleld hiromelem részhalmaz, és minden megfelel$ részhal-
maz eld is all ilyen alakban (ahol k a legkisebb elem, mig m a két kisebb elem kiilonbsége).

1
A k < 100 — (2k + m) feltételt k-ra rendezve azt kapjuk, hogy k < m’ azaz m > 1 miatt
k <32.

A k+m < 100 — (2k 4+ m) feltételt pedig m-re rendezve m < 50 — 1,5k adddik.

Vizsgaljunk meg néhény esetet:

Ha k=1=m < 50— 1,5 = m < 48. Ezzel a kovetkez6 halmazokat kapjuk: {1;49;50},
{1;48;51}, {1,47;52} , ..., {1,2;97}, ez 48 db megfelel halmaz, mivel m ennyi kiilonbo-
z0 értéket vehet fel.

Hak=2=m<50—1,5-2=m <46. Ezzel a {2;48;50}, {2;47;51}, ..., {2;3;95} megfelels
halmazokat kapjuk, ez 46 db.

Hak=3=m <50—1,5-3=m <45, innen a {3;48;49}, {3;47,50}, ..., {3;4;93}, halmazok
adddnak, ez 45 db.

Ezt tovéabb folytatva legutoljdra azt az esetet kapjuk, amikor k =32 =m <50—-1,5-32 = m <1,
ekkor az egyetlen megfeleld halmaz a {32;33;35}.

A nagysagrendi megkotések miatt a fenti halmazok mind kiilonbozdek.

Ahogyan k-t noveljiik egyesével, igy a lehetséges m-ek szama (a becslésben szerepld —1,5 - k

miatt) felvéltva 1-gyel, illetve 2-vel csokken a megel6z6 esethez képest, vagyis a megfelel

2.4
halmazok szama 48 +46 +45+43+4+424+40+39+...+4+3+1 = ¥ = 784.

Osszesen:

. . . ) 99
3. megoldas. Jo6l ismert, és nem is nehéz beldtni, hogy ha a sorrend is szamit, akkor ( ) )-féle

modon lehet a 100-at hdrom pozitiv egész szdm Osszegére bontani.
Mivel a 100-at harom egyforma szdmra nem lehet bontani, igy ebbdl azokat az eseteket kell
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kivonni, amelyekben két egyforma szdm van:

ez 49 - 3-féle lehet6ség (mert a két egyforma szam 49-féle lehet, és a lehetséges sorrendek
szama 3).

A megmarado eseteket 6-szor szamoltuk, hiszen hdrom kiilonb6z6 szamnak hatféle sorrendje
lehetséges.

Igy a vélasz:

(99) _49.3 9998

————49.3
2 ) 99-49-49.3  96-49
= = = =16-49 = 784.
6 6 6 6
Osszesen:
Haladok II. kategoria 1. fordulo
Feladatok
1. Négyzetszam-e az aldbbi 6sszeg értéke?
I'+204-31 ... +2023!

(Definici6 szerint 1! = 1, tovabbd n > 2 pozitiv egész esetén n! az 1-2-...-n szorzatot jelenti.)

2. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert az egész szdmok halmazan.
2oy 21
ytz—x=-3

3. Az ABC haromszdgben a BC oldalhoz tartozé sulyvonal mdsfélszerese a BC oldalnak. Jelolje Ay,
By és C rendre a BC, AC és AB oldalak felezdpontjait. Bizonyitsuk be, hogy a haromszogben

AA? = BB} +CC3.
4. Egy konvex 2023-szogben behtiztunk 20 atlot, amelyek paronként nem metszik egymadst. Vagjuk

szét a sokszoget az atlok mentén. Bizonyitsuk be, hogy a kapott sokszogek kozott van olyan,
amelynek legalabb 99 csucsa van.

5. Legyen p(x) olyan masodfoki polinom, amelynek féegyiitthat6ja 1. Tudjuk, hogy a p(x), illetve
a p(p(p(x))) polinomoknak van kozs valés gydke. Bizonyitsuk be, hogy

p(0)-p(1) =0.
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1 pont
1 pont

1 pont

2 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont



Haladok II. kategoria 1. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Négyzetszam-e az aldbbi Osszeg értéke?

I'+21+ 31+ ... +2023!

(Definici6 szerint 1! = 1, tovdbbd n > 2 pozitiv egész esetén n! az 1-2-...-n szorzatot jelenti.) 7 pont
Megoldas. Az 1!+2!+3!+4! =142+ 6+24 =33, azaz 3-ra végzddik. 1 pont
Han > 5, akkor az n! oszthaté 10-zel (mivel n! tartalmaz 5-tel és 2-vel oszthat6 tényezdét is), azaz

0-ra végzddik. 2 pont
Mindezek alapjan az 1! +2!4+3!4 ... +2023! 8sszeg utols6 szdmjegye 3 +0 = 3 lesz. 1 pont
Egy négyzetszdm nem végzddhet 3-ra (ahogy 2-re, 7-re vagy 8-ra sem). 2 pont
Tehat az 1!+ 214 3!+ ...42023! 6sszeg nem négyzetszam. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Oldjuk meg a kovetkez$ egyenletrendszert az egész szamok halmazan.
2oy o=
y+z—x=-3 7 pont

1. megoldas. A mdasodik egyenletbdl x-et kifejezve x = y + z+ 3, és behelyettesitve az elsd
egyenletbe azt kapjuk, hogy (3+z+ y)2 —y = =1, majd innen az egyenletet rendezve adodik

27y +6y+6z+9=1. 2 pont
Miutén az egyenlet mindkét oldaldhoz 9-et adunk és kiemelésekkel szorzatta alakitunk, azt kapjuk,
hogy 2(z+3)(y+3) =10= (z+3)(y+3) =5. 2 pont
Az 5 lehetséges osztoparjai: 5=5-1=1-5=(—1)-(=5) = (—5) - (—1), emiatt ez a 4 lehetséges
szampar adja meg (z+3) és (y+ 3) lehetséges értékeit. 1 pont

Innen rendre harmat-harmat kivonva az osztoparokbdl, illetve az x = y+z+ 3 miiveletet elvégezve
adddik a négy megoldas (szamharmasként felirva):

(53:2) = (=9;—8;—4),(—9; —4;-8),(3;2; -2),(3; —2;2). 2 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Az elsd megoldashoz hasonléan dolgozunk, és mivel az egyenletrendszerben y és z

szerepe szimmetrikus, mindegy, melyiket fejezziik ki.

A masodik egyenletbdl y-t kifejezve y = x — z — 3; ezt behelyettesitve az els6 egyenletbe kapjuk,

hogy x> — (x—z—3)? —z* = 1, innen az egyenletet rendezve adédik —2z> +2xz+6x—6z—9=1. 2 pont
Miutan az egyenlet mindkét oldaldhoz 9-et adunk és kiemelésekkel szorzatta alakitunk, azt kapjuk,

hogy 2(z+3)(x—z) =10= (z+3)(x—2) =5. 2 pont
Az 5 lehetséges osztoparjai: 5=5-1=1-5=(—1)-(=5)=(—5)-(—1), emiatt ez a 4 lehetséges
szampér adja meg (z+3) és (x — z) lehetséges értékeit. 1 pont

Innen rendre 3-at kivonva az osztéparok elsé szamabdl adodik z, ezt felhaszndlva az osztoparok
masodik tényezbjébdl megkapjuk x-et, és végiil az y = x — z — 3 helyettesitéssel adodik a négy
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megoldds (szdmharmasként felirva, mint az el6z6 megoldasnal):
(x;y:2) = (—9;—8;—4),(—9; —4;-8),(3;2; -2),(3; —2;2).

Osszesen:

. Az ABC haromszogben a BC oldalhoz tartoz6 silyvonal masfélszerese a BC oldalnak. Jelolje Ay,
By és C rendre a BC, AC és AB oldalak felezdpontjait. Bizonyitsuk be, hogy a haromszdgben

AA? = BB} +CC3.

Megoldas. Hasznaljuk az abrit.

Az ABC hiromszog sulypontja legyen S, az S pont a
stlyvonalnak a csucstdl tdvolabbi harmadolépontja.
Legyen A1S =x, B1S =y és C1S = z, ekkor BS =
=2y, CS =2z, BBy = 3y és CC; = 3z. Tovédbba
AA| = 3x, és a feladat feltétele miatt BC = 2x.

A1 a BC oldal felezGpontja, ezért BA] = CA| =x = .
= A;S, igy a B, a C és az S pont egyenld tivol 4 C B
van az A; ponttdl, azaz S rajta van a BC szakasz

Thalész-korén. Ezért a BCS haromszog derékszogl, befogdi BS = 2y, CS = 2z, atfogdja pedig
BC = 2x.

Pitagorasz tétele alapjan ekkor (2y)? + (2z)> = (2x)°.

Ha mindkét oldalt osztjuk 4-gyel, majd szorozzuk 9-cel, akkor a (3y)? + (3z)*> = (3x)%, azaz a
BB% + CC% = AA% Osszefiiggést kapjuk, €s éppen ezt kellett belatni.

Osszesen:

Megjegyzés. A fenti dbrat haszndlva (a pontok és a szakaszok bevezetését és leirdsat kovetéen) a
feladat indokolhat6 az aldbbi mddon is.

Az S pontnak az A pontra valo tiikkorképe legyen P. Ekkor, mivel A; a BC oldal felezdpontja az
SBPC négyszog kozéppontosan szimmetrikus, ezért paralelogramma.

A paralelogramma atléi BC = 2x és SP = 2x (igy az téglalap is), az oldalai pedig BS = PC = 2y
€s CS = AP = 2z. A paralelogramma-tétel alapjan a paralelogramma oldalainak négyzetosszege
egyenl6 az atlok négyzetosszegével, ezért 2- (2y)> +2- (22)> = (2x)* + (2x).

Ha mindkét oldalt osztjuk 8-cal, majd szorozzuk 9-cel, akkor a (3y)> 4 (3z)* = (3x)?, azaz a
BB% +CC 12 = AA% Osszefiiggést kapjuk, és éppen ezt kellett beldtni.

. Egy konvex 2023-szogben behtiztunk 20 atl6t, amelyek paronként nem metszik egymast. Vagjuk
szét a sokszoget az atlok mentén. Bizonyitsuk be, hogy a kapott sokszogek kozott van olyan,
amelynek legalabb 99 csucsa van.

Megoldas. Mivel az atlok nem metszik egymadst, minden vagassal egy Uj sokszog keletkezik,
tehat a kisebb sokszogek szdma 21 lesz.

Szamoljuk meg ezen kisebb sokszogek oldalait!

Mivel az eredeti sokszog oldalaiba nem vaghattunk bele, a 2023 eredeti oldal pontosan egy-egy
kis sokszdgnek az oldala.
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7 pont

7 pont
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Mivel az atlékba sem vaghattunk bele, minden vagas mentén 2 kis sokszog keletkezett. A 20

vagas 20 -2 = 40 tovabbi oldalt jelent.

Ez 8sszesen 2063 oldal.

A skatulyaelv miatt igy lesz olyan kis sokszog, amely oldalainak és igy csicsainak a szdma is
... 2063

legalabb

Osszesen:

felsd egész része, azaz 99. Ezzel az dllitasunkat igazoltuk.

Megjegyzés. Az utolsé 3 pont a kovetkez6képpen is indokolhato:

Indirekt médon tegyiik fel, hogy minden kis sokszognek legfeljebb 98 cstcsa, illetve oldala van.
Ekkor az oldalak szama legfeljebb 21 - 98 = 2058 lenne, ami ellentmond annak a ténynek, hogy
2063 darab oldal van. Azaz az allitdsunkat igazoltuk.

. Legyen p(x) olyan masodfokd polinom, amelynek fGegyiitthatdja 1. Tudjuk, hogy a p(x), illetve
ap(p(p(x))) polinomoknak van kozs valés gydke. Bizonyitsuk be, hogy

p(0)-p(1) =0.

Megoldas. Legyen p(x) szokdsos (kanonikus) alakja: p(x) = x> 4 ax+ b, tovibbd legyen a p(x)
ésa p(p(p(x))) polinomok kizs valds gydke r.

Ekkor felhaszndlva, hogy p(r) = 0 és p(0) = b, tovabba az x = r értéket behelyettesitve a
p(p(p(x))) polinomba: p (p(p(r))) =0, innen p(p(0)) = 0, majd p(b) =0,

azaz p(b) = b* +ab+b = 0, és innen (szorzatta alakitva) b(b+a+ 1) = 0 adédik.
Mivel p(1) = 12+a-1+b=b+a+1 (és p(0) = b, amint azt mar korabban lattuk),
b(b+a+1)=0miatt p(0)- p(1) = 0. Ezzel az éllitast igazoltuk.

Osszesen:

Haladok 1. kategoria 2. fordulo

Feladatok

2a 3b 4c

. Mil itiv egész a, b, c értékekre teljesiilnek = =
ilyen pozitiv egész a, b, ¢ értékekre teljesiilne a2+a 3+ d+c

egyenldségek?

. Négy jobarat észrevette, hogy ha elosztjdk a konyveik szdmat a konyvek szamdaban a szdmjegyek
Osszegével, akkor eredményiil mind a négyen ugyanazt az egész szdmot, 13-at kapjak. Bizonyitsuk
be, hogy legalabb kettejiiknek ugyanannyi konyve van.

(Ha valamelyik baratnak példaul 63 konyve lenne, akkor 6 eredményiil 63 : (6 + 3) = 7-et kapna.)
. Egy trapéz atloi 5 és 12, két alapjanak 0sszege pedig 13 egység hosszu.

a) Mekkora a trapéz teriilete?
b) Lehet-e a trapéz minden oldaldnak hossza egész szdm?
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1 pont
1 pont

3 pont

7 pont
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1 pont
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7 pont

7 pont
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4. Letesziink az asztalra egymds mellé egy sorba 20 pénzérmét ugy, hogy 10-nél a Fej, 10-nél az
Iras legyen feliil. Igazoljuk, hogy biztosan lesz egymds mellett 10 olyan érme, amelybdl 5-nél
Fej, 5-nél [ras van feliil.

Haladok 1. kategoéria 2. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

2a  3b
24a 3+b 4+

1. Milyen pozitiv egész a, b, c értékekre teljesiilnek a egyenldségek?
c

., 2a .. p . . .
1. megoldas. F < 2, mert a pozitiv nevezdvel szorozva, majd 2a-t kivonva (amelyek ekviva-
a

lens 1épések) 0 < 4 adddik.

Az el6z6 egyenlGtlenség teljesiilése miatt az

C . z P 7”7 3
< 2 egyenl&tlenségbdl szintén (az el6z6hoz
c

hasonl6) ekvivalens 1épésekkel kijon, hogy ¢ < 4. Tehat csak ¢ = 1, 2 vagy 3 lehet.

4
Oldjuk meg a ra 4 +Cc egyenletet c = 1,c = 2, ¢ = 3 esetekben.
| eseté 2a 4 144 4 )
¢ = 1esetén = — megoldédsa a = — nem egész.
FENE et T
2 8 3b
¢ =2 esetén 2—:la =5 megoldasa a =4, de 3556 megoldésa b = 5 nem egész.
2 12 3 2
¢ =3 esetén Z—fa == megolddsa a = 12, és 3h == megoldasa b = 4.

Azaz az egyenlet egyetlen megolddsa: a = 12, b =4, ¢ = 3.

Osszesen:

2. megoldas.

5 fa =2 _:C egyenldségbdl dtrendezés utdn ac — 4a + 4c¢ = 0 adodik.
Mindkét oldalbdl 16-ot kivonva a bal oldal szorzattd alakithaté: (a+4)(c —4) = —16.
Mivel a + 4 biztosan pozitiv, ezért ¢ — 4 negativ kell legyen, ezért csak ¢ = 1, 2 vagy 3 lehet.
Innen hasonléan az 1. megolddshoz végignézziik 1-1-1 pontért a harom esetet.

Azaz az egyenlet egyetlen megolddsa: a = 12, b =4, ¢ = 3.

Osszesen:

2. Négy jobarat észrevette, hogy ha elosztjdk a konyveik szdmat a konyvek szdmaban a szamjegyek
Osszegével, akkor eredményiil mind a négyen ugyanazt az egész szamot, 13-at kapjak. Bizonyitsuk
be, hogy legaldbb kettejiiknek ugyanannyi konyve van.

(Ha valamelyik bardtnak példdul 63 konyve lenne, akkor 6 eredményiil 63 : (64 3) = 7-et kapna.)
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7 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont
1 pont
1 pont

1 pont
3 pont

1 pont

7 pont

7 pont



Megoldas. Legyen Kdlmannak (az egyik jobardtnak) k darab konyve. A feladat allitdsa alapjan
13 osztéja k-nak. Ha Kdlman eredményiil 13-at kapott, akkor k£ nyilvdn nem lehet egyjegyi
szam. Masfeldl 13 kétjegyl tobbszoroseiben, azaz a 13,26,39,52,65,78 és 91 szamokban a
szamjegyOsszeg rendre 4, 8, 12, 7, 11, 15 és 10, és ezek egyike sem oszthat6é 13-mal, azaz k
kétjegyl szam sem lehet. 1 pont

Ha k négyjegyli szdm, azaz k = abcd alkalmas a, b, c, d szamjegyekkel, akkora+b+c+d < 36
miatt k = abed < 13-36 = 468 lenne, ami ellentmondésban &ll azzal, hogy k négyjegyli szam. 1 pont

Ha k tobb mint négyjegyii szam lenne, akkor hasonl6 ellentmondast kapnank mint az imént, azaz
k = abc alaki haromjegy( szadm lehet csak (ahol a, b, c szamjegyek, és a > 0).

Az eddigiek alapjan a 100a 4 10b + ¢ = 13a + 13b + 13c¢ Osszefiiggésnek kell teljesiilnie, 1 pont
vonjunk ki (13a + 105 + ¢)-t mindkét oldalbél: 87a = 3b + 12¢ adddik, majd 3-mal osztva azt
kapjuk, hogy 29a = b+ 4c. 1 pont

Mivel a, b és c szdmjegyek 29a = b+4c <5-9 =45, igy a = 1 lehet csak. Ekkor 29 = b+ 4c.
Mivel a bal oldalon 4-gyel osztva 1 maradékot adé szam szerepel, igy b is ilyen, azaz b =1, 5
vagy 9 lehet csak. Ezeket az értékeket beirva b helyére a 29 = b+ 4¢ egyenletbe rendre ¢ =7, 6

és 5 adodik. 1 pont

Azaz a konyvek k szamdra harom megoldds 195; 156 és 117 kaphatd6. 1 pont
195 195 156 156 117 117

Ellen6rzés: = =13, = =13¢ = =13.

(Bllendrzes: 47975 = 71 1+5+6 12 S 141+7 9 )

Mivel 4 barat van és 3 kiillonb6z6 konyvszam lehet csak, igy a skatulyaelv miatt biztosan van

legalabb 2 barat, akinek ugyanannyi konyve van, és éppen ezt akartuk megmutatni. 1 pont

Osszesen: 7 pont

. Egy trapéz 4tloi 5 és 12, két alapjanak 0sszege pedig 13 egység hosszu.

a) Mekkora a trapéz teriilete?
b) Lehet-e a trapéz minden oldaldnak hossza egész szdm? 7 pont

1. megoldas. Haszndljuk az abra jeloléseit! Legyen AB =a, CD = ¢, AC = e és BD = f.
D c C A’

Tiikrozziik az ABCD trapézt példaul a BC szar F felez&pontjara. 1 pont
Ekkor az AD’A’D paralelogramméhoz jutunk, amelyben az e, f’, valamint az AD' = a+c¢ = 13
szakaszok hosszai pitagoraszi szimhdrmast alkotnak. Tehdt az ACD’ haromszog derékszogii. 1 pont
Mivel a trapéz teriilete azonos az ACD' der€kszogl haromszog teriiletével (Tivaps, = ate -m=
= %C = Tharomszog)» 18y a keresett tertilet Tiyaps, = %C =30. 1 pont
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A feladat médsodik részéhez valasszuk az 4tlok metszéspontjat M-nek.

A megfeleld szogeik egyenldsége miatt AMBA ~ CMDA, igy a megfelel6 oldalaik ardnya
azonos.

Feltételezve, hogy AB < CD, a rovidebb oldal AB = 1; 2; 3; 4; 5; 6 lehet. Felhaszndlva az
AMBA ~ CMDA hasonlésagot, konnyen szdmolhato a trapéz szaranak hossza. A BC és AD

5
az AB alap egyetlen egész értéke esetén sem ad egész hosszt. (Pl. AB = 1 esetén MA = —,

13
144
MD = SER Ekkor az AMD (az atlok merdlegessége miatt) derékszogli haromszogre Pitagorasz

) 5\% [144\?
tétele alapjan AD” = (E) + (1—3> nem ad egész megoldast.)
A 3 pont az 0sszes eset megvizsgdldsara adhato.

Osszesen:

2. megoldas. A feladat masodik részére, azaz a javitokulcs utolsé négy pontjara a kovetkezd
indoklas is elképzelhetd:

Az esetvizsgélat helyett dltalanosan is felirhatjuk a BC szérra a Pitagorasz-tételt.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: MC = x; M D = y. Ekkor a korabbi hasonldsagot felhasznalva
(AMB/\ ~ CMDA) a kovetkezdket kapjuk:
x _y _ c
5-x 12—y 13—¢’

Az x és y értékeket kifejezve:

x ¢ y ¢
5—-x 13—c¢ 12—y 13—¢
13x =5c¢ 13y =12c

5 12
T RETN
5 \? 12 \?
BC? =X+ (12—y)* == 12——=¢) =
x4+ ( y) (13c> +< 13c>
25 144 , 288¢
=444 — P
160" " 160" T 13
=2+ 1447

Mivel 0 < ¢ < 13, és a 13 nem osztdja a 288-nak, ezért Fc értéke nem lehet egész. Tehat nem

lehet a trapéz minden oldala egész.
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4. Letesziink az asztalra egymds mellé egy sorba 20 pénzérmét ugy, hogy 10-nél a Fej, 10-nél az
Iras legyen feliil. Igazoljuk, hogy biztosan lesz egymds mellett 10 olyan érme, amelybdl 5-nél
Fej, 5-nél Irds van feliil. 7 pont

Megoldas. Szamozzuk meg a hisz letett érmét sorban 1-20-ig, és nevezziink ,,blokknak™ tiz

szomszédos érmét. Tehat az els6 blokk az 1.-10. érme, a masodik a 2.-11. érme, ..., az utolso a

11.-20. érme.

Nézziik meg, hany Fej van az els6 blokkban (az els6 10 érme kozott). Ha pontosan 5, akkor

készen vagyunk. 1 pont
Ha 5-nél kevesebb, akkor az utolsé 10 érme kozott nyilvan 5-nél tobb Fej van. 1 pont

Haladjunk az elsd blokk feldl az utolsé blokkig egyesével. Amikor egy ilyen blokkrdl a szomszé-
dosra Iépiink, a kordbbi blokk elsd érméje kicserélddik a kovetkezd blokk utolsd érméjére. 1 pont

A Fejek szdma tehat a kovetkezoképpen valtozhat:
— ha Fejet cseréltiink Fejre, akkor nem valtozik,
— ha Irést cseréltiink frésra, akkor sem valtozik,

— ha Fejet cseréltiink Irdsra, 1-gyel csokken,

— ha Irast cseréltiink Fejre, akkor 1-gyel nd. 1 pont
Tehat a Fejek szdma a szomszédos blokkra attérve vagy nem véltozik, vagy 1-gyel véltozik. 1 pont
Emiatt, mivel az els6 blokkban 5-nél kisebb, az utolséban 5-nél nagyobb a Fejek szama, kell hogy

legyen egy olyan blokk, amelyben 5 Fej és 5 Irds van. 1 pont
Ha pedig az els6 blokkban 5-nél t6bb Fej van, akkor az utolséban 5-nél kevesebb, és a fenti

indoklds pontosan ugyanigy miikodik. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok II. kategoria 2. fordulé

Feladatok

1. Az ABC haromszoget az dbra szerint feldaraboljuk o6t
egyenld teriiletli haromszogre. A keletkezett 6t kis harom-
sz0g azon oldalainak hossza, amelyek az ABC hiaromszog
oldalaira esnek, egész szamok. Legaldbb mekkora az ABC
haromszog keriilete? 7 pont

A B

2. Egy matematika szakkorre hatan jarnak. Karacsony el6tt elhatarozzék, hogy megajandékozzak
egymast oly médon, hogy mindegyikiik nevét felirjak egy céduldra, a neveket egy dobozba teszik,
majd sorban kihtiznak egy-egy nevet. Ha valaki a sajit nevét hiizza, akkor a sorsoldst megismétlik.
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Végiil mind a hatan kihiznak egy nevet, és senki nem a sajatjat. Az ajandékozast igy bonyolitjak
le, hogy el6szor egyikiik odaadja az ajandékat annak, akit hizott, ezutdn az, aki kapta, szintén
odaadja az ajandékat annak, akit huzott, és igy tovabb. Ekkor két eset lehetséges:

(1) Az ajandékozast kezdd didk lesz a hatodik, aki megkapja a neki szant ajandékot, ekkor az
ajandékozasi lanc végigér, mindenki dtadta az ajandékat.
(2) Amikor az ajandékozast kezd6 didk megkapja az ajdndékot, akkor lesz olyan, aki még nem

adott és nem is kapott ajandékot. Ezért az ajdndékozas folyamatat valaki, aki még nem adott at
ajandékot, djra kezdi.

Az (1) vagy a (2) esemény bekovetkezésének nagyobb az esélye? 7 pont

. Mely val6s a szamok esetén van harom kiilonbozé valds gyoke az x° +a(l —a)x —a* =0
egyenletnek? 7 pont

. Legyen k > 3 tetszbleges pératlan szdm. Igazoljuk, hogy végtelen sokféleképpen jelolhetd ki
k darab egymast kovetd pozitiv egész szam oly mdédon, hogy ezek kobeinek 6sszege oszthatd
legyen 2024-gyel. 7 pont

Haladok II. kategoria 2. fordulé

Megoldasok és javitasi Gtmutato

. Az ABC haromszoget az dbra szerint feldaraboljuk o6t
egyenld teriiletli haromszogre. A keletkezett 6t kis harom-
szOg azon oldalainak hossza, amelyek az ABC haromszog
oldalaira esnek, egész szdmok. Legaldbb mekkora az ABC
haromszog keriilete?

Megoldas. A feladat abrajat kiegészitettiik tovabbi jelolésekkel — hasznéljuk ezeket.

A haromszog megfeleld oldalait a, b, c-vel jelolve a kis haromszogek teriiletének egyenldsége
miatt, és mivel a CAP és CAB haromszogek AP-hez, illetve AB-hez tartoz6 magassdga megegyezik,

ezért x = c/5. 1 pont
Hasonl6an a CPQ és a CPB haromszogekbdl e = a/4.
4 8
A QPR és a QPB haromszogekbdl y = é, igyz= l—g, és végiil a ORB és az SRB haromszdgekbdl
3

fog= g‘l _ 2 pont
Mivel minden, betlivel jelolt hosszusag egész szam, ezért c-nek 15-tel, a-nak 8-cal oszthaténak

kell lennie. 1 pont
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Ha ¢ =15 és a = 8, akkor b > 8 (a hdromszog-egyenldtlenség miatt). b = 8 esetén k = 31. 1 pont
Ez a minimum, mert

—ha ¢ > 15, akkor ¢ > 30 és igy k > 31, 1 pont
—ha pediga > 8, akkora > 2-8 ésigy k > 15+ 16 = 31. 1 pont

Azaz a keriilet minimuma 31, és ekkor a megfeleld (kis haromsz6g) oldalak hossza: x =3, y =4,
7=28,e=2, f =g =73 és b= 8 valdban egészek.

Osszesen: 7 pont

. Egy matematika szakkorre hatan jarnak. Kardcsony el6tt elhatdrozzdk, hogy megajandékozzak
egymadst oly médon, hogy mindegyikiik nevét felirjak egy céduldra, a neveket egy dobozba teszik,
majd sorban kihtiznak egy-egy nevet. Ha valaki a sajit nevét hiizza, akkor a sorsoldst megismétlik.
Végiil mind a hatan kihiznak egy nevet, és senki nem a sajatjat. Az ajindékozast ugy bonyolitjak
le, hogy el6szor egyikiik odaadja az ajandékat annak, akit hizott, ezutdn az, aki kapta, szintén
odaadja az ajandékat annak, akit huzott, és igy tovabb. Ekkor két eset lehetséges:

(1) Az ajandékozast kezdd didk lesz a hatodik, aki megkapja a neki szant ajandékot, ekkor az
ajandékozasi lanc végigér, mindenki atadta az ajandékat.

(2) Amikor az ajandékozast kezd6 didk megkapja az ajaindékot, akkor lesz olyan, aki még nem
adott és nem is kapott ajandékot. Ezért az ajdndékozas folyamatat valaki, aki még nem adott at
ajandékot, ujra kezdi.

Az (1) vagy a (2) esemény bekovetkezésének nagyobb az esélye? 7 pont

1. megoldas. Legyenek a szakkorosok A, B, C, D, E és F. Az (1) eseményt modellezhetjiik tgy,
hogy a hat tanul6t egy kerek asztal koré iiltetjiik, €s mindenki a t6le jobbra {il6t ajdndékozza meg.
Tehat az (1) esemény annyiféleképpen valdsulhat meg, ahdnyféle sorrendben a hat ember leiilhet
egy kerek asztal koré, ezeknek a sorrendeknek a szdma pedig 5! = 120. 2 pont

A (2) esemény tobbféleképpen megvaldsulhat:

— (2a) Lehet, hogy kétszer is djraindul az ajaindékozds, ez tigy lehet, hogy haromszor két 1épésben
lesz vége.

Ekkor a hat didk harom parba oszthatd, dgy, hogy az egy parban 1év6k egymadst hiztik. Ez
annyiféleképpen lehetséges, ahdnyféleképpen a hat didkot harom parba lehet sorolni. Nézziik
azokat az eseteket, amikor A didk B-vel van parban. Ezek: AB, CD, EF vagy AB, CE, DF vagy
AB, CF, ED. Ez eddig harom lehetdség. Az A didk C-vel, D-vel, E-vel, F'-fel is lehet egy parban,
ezért az Osszes lehetséges parositasok szdma 5-3 = 15. 1 pont

Ha az ajandékozés egyszer indul djra, akkor ez két haromlépéses (2b) vagy egy négylépéses €s
egy kétlépéses (2c) szakaszbdl all.
— (2b) Ha kétszer hdrom 1épésben valosul meg, akkor a hat didk két hdrmas csoportra oszthaté, ez

tizféleképpen lehetséges. (Hatbol harmat hiszféleképpen vélaszthatunk ki, de ABC kivalasztdsa
€s DEF kivalasztdsa ugyanazt a két csoportot eredményezi.)

Egy csoporton beliil kétféleképpen alakulhat az ajandékozasi lanc, ezért a (2b) esemény 10-2-2 =
= 40-féleképpen valdsulhat meg. 2 pont
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— (2c) Most a hat didk egy négyes €s egy kettes csoportra van osztva, ez 15-féleképpen lehetséges.
A kétfds csoportban 1évo két didk egyértelmd, hogy egymadst hizta, a négyf6s csoportban pedig
31 = 6-féleképpen alakulhat az ajandékozasi lanc. Igy a (2¢) lehetSség 15 - 6 = 90-féleképpen
valésulhat meg.

Tehét a (2) esemény Osszesen 15440490 = 145-féleképpen kovetkezhet be, igy ennek nagyobb
a valdszintisége.

Osszesen:

2. megoldas. Legyenek a szakkorosok A, B, C, D, E és F. Az (1) eseményt modellezhetjiik dgy,
hogy a hat tanul6t egy kerek asztal koré tiltetjiik, és mindenki a t6le jobbra iil6t ajdndékozza meg.
Tehét a (1) esemény annyiféleképpen valésulhat meg, ahdnyféle sorrendben a hat ember leiilhet
egy kerek asztal koré, ezeknek a sorrendeknek a szama pedig 5! = 120.

A ,,j6” sorsoldsok szdma, azaz amelyeknél senki nem hizza a sajat nevét, szitaformuldval kdzvet-
leniil kiszamithato:

Jelolje A; (i =1,2,3,4,5,6) azt a halmazt, amelybe azon esetek tartoznak, amikor az i-edik didk
onmagat huzza. A szitaformula alapjan

6 6 6 6 6
|A1 UAQUA3UA4UA5UA6| = (1) -51— (2) 41+ (3) 31— <4) 214 (5) -11—1=1455.

299

Figyelembe véve, hogy a lehetséges sorsoldsok szama 6!, igy a ,,j6” sorsoldsok szdma, azaz
amelyeknél senki sem htizza a sajat nevét ‘Al UAy UA3UA4UAsUAg| =720 — 455 = 265.

Ebbdl a 265 esetbdl 120 az (1) esemény bekovetkezését jelenti, 265 — 120 = 145 pedig a (2)
eseményét, igy ez utdbbinak nagyobb az esélye.

Osszesen:

. Mely val6s a szamok esetén van hdrom kiilonbozd valos gyoke az x>+ a(l —a)x— =0
egyenletnek?

Megoldas. Az egyenlet bal oldalat szorzattd alakitjuk.

S ta(l—ax—a* =x(x*—a*) +a(x—a) = (x—a) (x(x+a) +a) = (x—a) (x> + ax +a)

Azaz az egyenletnek x = a gyoke.

Vizsgaljuk az (x2 + ax+ a) tényez6t! A megfeleld X 4ax+a=0 egyenlet megoldasait kisza-
—a++va?—4a

> .
Mivel harom kiilonbozd valos gyoke van az eredeti egyenletnek, ezért az X’ +ax+a=0 egyenlet
diszkrimindnsa pozitiv, azaz a® —4a > 0, és innen adédik, hogy a < 0 vagy a > 4.

molva: xjp =

Masfeldl a harom kiilonboz6 valés gyokhoz kell még az is, hogy a masodfoku egyenlet gyokei is

—a++va:—4
kiilonbdzzenek a-tdl (és egymastdl is). Ekkor a 2a a # a, és innen +v/a% — 4a # 3a,

1
majd a® — 4a # 9a?, és végiil 0 # 4a(2a+ 1), azaz a # 0, és a # — adédik.
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1
Az eredményeket dsszefoglalva pontosan a € R\ [0;4] \ {—5} esetén van harom kiilonbozd
valds gyoke az egyenletnek.

Osszesen:

. Legyen k > 3 tetszbleges pératlan szdm. Igazoljuk, hogy végtelen sokféleképpen jeldlhetd ki
k darab egymast kovetd pozitiv egész szam oly mdédon, hogy ezek kobeinek 6sszege oszthatd
legyen 2024-gyel.

Megoldas. Jeloljiik a k darab szam koziil a koz€psot n-nel, ekkor szomszédai n — 1 és n+ 1.

Ezek kobeinek dsszege (n— 1) +n® + (n+1)>. A két széls6 tag sszegét az ismert a° + b =

= (a+D) (a2 —ab+ bz) azonossag alapjan szorzattd alakithatjuk gy, hogy az egyik tényezd 2n.

Emiatt a harom tag 6sszegébdl n kiemelhetd.
Részletesen:
=12+ +(m+ 1P =+ (n—14+n+ 1) (-1 -+ 1) +m+1)*) =
=n (n2 +2(n® + 3))
Ezutin tovabbi parokat képziink, az (n —2)* + (n+2)%,a (n—3)> 4+ (n+3)°, ..., és dltaldban az
(n—m)> + (n4m)? 6sszegekbdl is kiemelhetd 2n.
Részletesen:

(n—m)*+ (n+m)® = 2n((n—m)2

—(n—m)(n+m)+ (n—l—m)2) = 2n(n® +3m?).

Azaz a teljes 0sszegbdl kiemelhetd n. A kiemelésnél a mésik tényez6 egész szam lesz, mivel az
egyes szorzattd alakitdsokndl kapott masodik tényezdk egész szdmok. Tehat az eredeti Osszeg
oszthato n-nel.

Igy ha n-et tigy vélasztjuk meg, hogy oszthaté legyen 2024-gyel, akkor a teljes kobosszeg is
oszthat6 2024-gyel. Nyilvan végtelen sok ilyen (2024-gyel oszthatd) szam jelolhetd ki. Ezzel az
allitdsunkat igazoltuk.

Osszesen:

Haladok II1. kategoéria 1. fordulé

Feladatok

. Egy kor keriiletén kijeloliink n pontot. Azt szeretnénk elérni, hogy a pontok altal meghatarozott
héromszdgek koziil pontosan 229?* legyen derékszdgii. Mennyi a sziikséges pontok szdmanak
minimuma?

. Legyen n pozitiv egész szam, d pedig az n’+1ésaz (n+ 1)2 + 1 szamok legnagyobb k6z0s
osztdja. Hatarozzuk meg d lehetséges értékeit.
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3. Legyen F az ABCD hurnégyszog koriilirt korének azon pontja, amely felezi a kor C és D pontokat
nem tartalmazd AB ivét. A DF és AC egyenesek a P, a CF és BD egyenesek pedig a Q pontban
metszik egymadst. Bizonyitsuk be, hogy a PQ és AB egyenesek parhuzamosak. 7 pont

4. Hatarozzuk meg az xy + yz 4 zx kifejezés értékét, ha az x, y, z valos szamok teljesitik az

xz—yz:yz—zxzzz—xyzz

feltételt. 7 pont

5. Adott egy H halmaz, amelynek elemszdma 50, és mindegyik eleme egész szam. Bizonyitsuk be,
hogy H-nak van olyan nem {iires részhalmaza, amelyben az elemek 6sszege 100-zal osztva 0 vagy
1 vagy 99 maradékot ad. 7 pont

Haladok II1. kategoéria 1. fordul6

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy kor keriiletén kijeloliink n pontot. Azt szeretnénk elérni, hogy a pontok dltal meghatarozott
haromszogek koziil pontosan 22024 legyen derékszogli. Mennyi a sziikséges pontok szdménak
minimuma? 7 pont

Megoldas. Derékszogli haromszog pontosan oly médon keletkezik, ha a harom csics koziil
kettd atellenesen helyezkedik el a kor keriiletén. Ilyenkor harmadik csticsnak a tobbi n — 2 koziil
barmelyik valaszthat6. Emiatt, ha k darab atmérd alakul ki, akkor a derékszogti haromszogek

szdma (n —2)k = 22024, 1 pont
Ezért n — 2 és k is 2-nek természetes kitevGs hatvanya, azazn —2 =29 és k = 2b, 1 pont
valamint n > 2k, hiszen a k darab dtmérében 1év0 cstcsok szdma legfeljebb a pontok szdma, azaz

n lehet. 1 pont
(n—2)k =2%02* = 2%.20 tehat a+ b = 2024 és n > 2k miatt a > b. 1 pont
a = b csak n = k+ 2 esetén lehetséges, de ekkor n > 2k miatt k = 1,n =3 vagy k =2,n=4

lenne, de ekkor a + b = 2024 nem teljesiil, tehat a > b. 1 pont

Mivel a lehetd legkisebb n-t keressiik, ezért a = 1013 és b = 1011, igy k = 2! n —2 =213 1 pont

Ekkor a pontok szdma n = 21013 4 2 ¢s k =201 darab 4tmérd végpontjai egymadssal atellenesen
helyezkednek el, a tobbi pont pedig ugy, hogy semelyik ne legyen semelyik masik ponttal
szemben. 1 pont

Vilasz: a sziikséges pontok szdmanak a minimuma tehédt n = 21013 4 2.

Osszesen: 7 pont
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2. Legyen n pozitiv egész szam, d pedig az n®+1és az (n+ 1)2 + 1 szamok legnagyobb k6z0s
osztdja. Hatdrozzuk meg d lehetséges értékeit. 7 pont

1. megoldas. n =1 esetén (n*>+1;(n+1)>+1) = (2;5) =1,

n=2esetén (n”+1;(n+1)>+1) = (5;10) = 5. 1 pont
Legyen (n>+1;(n+1)>+1) =d. Ekkor ad | (n+1)>+1 és d | n* + 1 oszthatésagok miatt a
kiilonbségiikre is igaz, hogy d | (n+1)* 41— (n* +1) =2n+1. 1 pont
Tovabba d | n® + 1 kovetkeztében d | 4n* + 4, 1 pont
ésd|2n+1miattd | 2n+1)(2n—1) = 4n* -1, 2 pont
igy d | (4n*> +4) — (4n* — 1) =5 is igaz. 1 pont
Igy d értéke csak 1 vagy 5 lehet, és amint azt korabban lattuk, mindkett meg is valésulhat. 1 pont
Osszesen: 7 pont
2. megoldas. (Hasonl6 az el6z6hoz, csak most az euklideszi algoritmussal dolgozunk.)
(n+1)2+1=n’+2n+2.
Legyen (n2 + ;0% +2n+ 2) =d. A d-t most euklideszi-algoritmussal keressiik meg:
n?42n+2=m*+1)+2n+1) miattd = (n” +1;2n+ 1). 1 pont
Mivel 41 (2n+1), ezért d = (4n* +4;2n+1). 2 pont
Tovabba 4n* +4 = (2n+1)(2n— 1)+ 5 miatt d = (2n+ 1;5). 2 pont
Figyelembe véve, hogy az 5-nek két (pozitiv) osztdja van az 1 és az 5, igy d csak 1 vagy 5 lehet. 1 pont
Ezeket az értékeket fel is veszi, pl. ha n = 1, akkor d = 1, ha pedig n = 2, akkor d = 5. 1 pont
Osszesen: 7 pont

3. Legyen F az ABCD hurnégyszog koriilirt korének azon pontja, amely felezi a kor C és D pontokat
nem tartalmazé AB ivét. A DF és AC egyenesek a P, a CF és BD egyenesek pedig a Q pontban
metszik egymadst. Bizonyitsuk be, hogy a PQ és AB egyenesek parhuzamosak. 7 pont

Megoldas. Hasznaljuk az dbrat és jeloléseit!

Az AF és BF ivek hosszusidganak egyenl6sége miatt
BCF< =FCA«. 1 pont

Figyelembe véve, hogy a BCDF hurnégyszog koriilirt
korében az F'B iven nyugvo keriileti szogek megegyez-

nek, ezért BDF < = BCF <. 1 pont
Ezt felhaszndlva
QCP<x = FCA< = BCF< = BDF< = QDP<«. 1 pont

Igy a PQ szakasz a C és D pontokbdl azonos szog alatt
latszik, és mivel C és D is a PQ egyenes azonos oldaldn
helyezkedik el, ezért a CDPQ négyszog hurnégyszog. 1 pont
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Az emlitett hirnégyszog koriilirt korében CPQ<t = CDQ< (azonos iven nyugvo keriileti szogek). 1 pont

Masrészt az ABCD hurnégyszog alapjan CDQ< = CDB< = CAB<. 1 pont
Igy CPO< = CAB<, és mivel a szogek egyik szogszdra azonos egyenesre esik, ezért a két szog

egyalldsd, ami azt jelenti, hogy PQ || AB. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Hatarozzuk meg az xy + yz + zx kifejezés értékét, ha az x, y, z valds szdmok teljesitik az

xz—yz:yz—zx:zz—xy:2

feltételt. 7 pont

Megoldas. Mivel x> — yz = y* — zx, igy x> —y* +xz —yz =0, innen (x —y)(x +y) +z(x—y) =0,
vagyis

(x=y)(x+y+2)=0 (1) 1 pont
Hasonl6képpen
) (y—2)x+y+2)=0 2)
és

(z—x)(x+y+2)=0 (3) 1 pont
—Hax+y+z# 0, akkor az (1)—(3) alapjan x = y = z adddik, ami a feladat eredeti feltétele szerint
nem lehetséges. 1 pont

— Ha x+y+z =0, akkor pedig az x> —yz =2, y?> —zx = 2 és a z> — xy = 2 egyenlségek

Osszeadasdval 1 pont
X2 +y*+22 —xy—yz—zx = 6, majd (x+y+2)> — 3(xy +yz+2zx) = 6, és innen
(x+y+2)*—6 -6 _

-2
3 3
adodik. 2 pont

xy+yz+zx =

Azaz xy + yz + zx kifejezés értéke a feltételek esetén —2.

Léteznek a feladat eredeti feltételét teljesitd szdmhdrmasok, példdul egy ilyen lehetdség:

(x;y:2) = (V2;0,—V2) 1 pont

Osszesen: 7 pont

. Adott egy H halmaz, amelynek elemszdma 50, és mindegyik eleme egész szam. Bizonyitsuk be,
hogy H-nak van olyan nem iires részhalmaza, amelyben az elemek 0sszege 100-zal osztva O vagy

1 vagy 99 maradékot ad. 7 pont
Megoldas. H elemeit jeloljikk ay, a, ..., asg-nel. Képezziik az aldbbi 50 darab dsszeget: 51 = ay,
so=ay+ay, s3=ay+a+as, ..., Sso =ay+ay+ ...+ asg. Ha valamelyik 0sszeg a kivant
maradékok valamelyikét adja, akkor készen vagyunk. 2 pont
Ha nem, akkor az 6tven 0sszeg 97-féle maradékot adhat 100-zal osztva. 1 pont

Ha vannak egyezé maradékok, akkor a tobb tagot tartalmazd 0sszegbdl kivonva a kevesebbet
tartalmazot, egy olyan 6sszeg adodik, amely nulla maradékot ad. 1 pont
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Ha nincsenek egyezé maradékok, akkor mivel 50 kiilonb6zd maradékunk van, és 97-féle maradék

(2,3,4,...,98) lehet, ezért el6fordulnak szomszédos maradékok. 2 pont
Ekkor a tobb tagi 0sszegbdl a kevesebb tagut kivonva, olyan dsszeget kapunk, ami 1 vagy 99

maradékot ad. Ezzel készen vagyunk. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok I. kategoria 3. (dont6) fordulo

Feladatok

. Adott hét kiillonb6z6 primszam. Vialasszunk ki koziililk az 0sszes lehetséges mdédon kettot,
€s vegyik a kivdlasztott parok kiillonbségeinek abszolutértékeit. Bizonyitsuk be, hogy az igy
keletkezett szdmok szorzata oszthaté 4320%-nel. 7 pont

. R6zi unatkozik a matematika 6ran, ezért a 30-ndl nem nagyobb pozitiv primek koziil kivalaszt
harom egymastdl nem feltétleniil kiilonbozd p, g és r szamot, és kiszamitja a px2 +gx+r=0
madsodfoki egyenlet gyokeit. Mely (p;g;r) szamharmasokat valaszthatja R6zi, ha tudjuk, hogy
egyenletének legaldbb az egyik gyoke egész szam? Hany megfelel szamharmas van? 7 pont

. Az AB atfog6jui derékszogli hdromszog harmadik csicsa C. Az A csicsndl 16vo belsd szog felezdje
az M, a kiils6 szog felezdje pedig az N pontban metszi az atfogéhoz tartozé magassagot, mig
a B cstcsndl 1€ve belso szog felezbje a P, a kiilsd szog felezbje pedig a Q pontban metszi az
atfogéhoz tartozé magassdgot. Bizonyitsuk be, hogy

CM-CN+CP-CQ = AB>. 7 pont

Haladok 1. kategoria 3. (donto) fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

. Adott hét kiilonboz6 primszam. Vdalasszunk ki koziilik az Osszes lehetséges mdédon kett6t,
és vegyiik a kivdlasztott parok kiillonbségeinek abszolutértékeit. Bizonyitsuk be, hogy az igy
keletkezett szamok szorzata oszthat6 4320%-nel. 7 pont

Megoldas. A 4320 primtényezs felbontdsa: 4320 = 25.3%.5, igy 43207 = 210.36.52 Jesz.
6
A hét primszambdl legalabb hat biztosan pératlan. A hat paratlan primszammal 0sszesen (2> =15

pozitiv kiilonbség képezhetd. Ezek mindegyike pdros szam, tehat szorzatuk oszthaté 25 nel,
azaz 2'%-nel is. 2 pont
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A hét primszambdl legalabb hat harommal nem oszthat6. Ezen hat szdmot két csoportba osztjuk
a 3-as maradékuk szerint. Ekkor vagy van olyan csoport, amelyben legaldbb 4 darab azonos

4
maradékot ad6 szam van, €s ezek legaldabb < 2) = 6 darab kiilonbsége mind 3-mal oszthat6; vagy

két darab harmas csoport alakithat6 ki, amelyekben az 6sszesen (3 + 3, azaz ismét csak) 6 darab
kiilonbség mind oszthaté 3-mal. Igy a megfelels kiilonbségek szorzata oszthaté 35-nal. 2 pont

A hét primszambdl legalabb hat kiilonbozik 5-t61. A hat (5-t6l kiilonb6z6) primszam az 5-tel vald
osztdsi maradék alapjan legaldbb egy, de legfeljebb négy halmazba rendezhetd. Az igy képzett
halmazok koziil a skatulyaelv alapjan legaldbb egy legalabb haromelem vagy legaldbb kettd
legaldbb kételem(. Az egyes halmazokban a képezhetd pozitiv kiilonbségek oszthatdk 5-tel. Ezen

(pozitiv) kiilonbségek szdma legalabb 1 41 = 2, igy ezek szorzata oszthato 5%-nel. 2 pont
Osszefoglalva, a paronként vett pozitiv kiilonbségek szorzata oszthaté (az egymdshoz relativ

prim) 2'°-nel, 3%-nal és 5%-nel is, igy ezek szorzatdval, azaz 4320%-nel is. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. R6zi unatkozik a matematika 6rdn, ezért a 30-nal nem nagyobb pozitiv primek koziil kivilaszt
hérom egyméstdl nem feltétleniil kiillonboz p, g és r szamot, és kiszdmitja a px> +gx+r =0
mdsodfoki egyenlet gyokeit. Mely (p;q;r) szamharmasokat vélaszthatja R6zi, ha tudjuk, hogy
egyenletének legaldbb az egyik gyoke egész szam? Hany megfelel6 szamharmas van? 7 pont

Megoldas. A gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggések alapjan x4+ x, = —4 <0, illetve
p

XXy = L > 0, igy a kapott gyokok minden esetben negativak. 1 pont
p
Az x = n (egész) gyok esetén pn® +qn+r =0 és igy r = n(—pn — q). Az n osztja r-nek, ami
azt jelenti, hogy az egyenlet egész gyoke csak x = —1 vagy x = —r lehet. 1 pont
x=—lesetén p—qg+r =0, azaz
r=q—p. (1) 1 pont
x=—resetén pr’ —qr+r=0,azaz r(pr—q+1) =0, é r > 0 miatt pr —q+ 1 = 0, vagyis
pr=q—1. (2) 1 pont

Az (1), (2) egyenlGségek nem dllhatnak fenn, ha a p, ¢, r primek mindegyike paratlan, igy a
primek kozott szerepelnie kell a 2-nek.

q =2 esetén az r =2 — p, illetve a pr = 1 egyenleteknek nincs megolddsa a primek korében. 1 pont

Mivel a kapott két egyenletben p és r véltozok szerepe szimmetrikus, ezért a tovdbbiakban
elegendd a p = 2 esetet vizsgélni.

Az r = q—2 vagy 2r = ¢ — 1 egyenleteket az alabbi (p;q;r) szamharmasok elégitik ki:
(2:5:3),  (%7:5), (2:13;11), (2;19:17), (2:5:2), (2;7:3), (2;11;5), (2;23;11). 1 pont

A p és r értékeket felcserélve pedig a tovabbi megoldéasok:
(3;5;2), (5:7;2), (11;13;2), (17;19;2), (3;7;2), (5:;11;2), (11;23;2).
Azaz 15 megfeleld szamharmas létezik. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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3. Az AB étfogéju derékszogli haromszog harmadik csicsa C. Az A csucsndl 1év belsd szog felezdje
az M, a kiils6 szog felezdje pedig az N pontban metszi az atfogéhoz tartozé magassagot, mig
a B csucsndl 1évo belso szog felezbje a P, a kiils6 szog felezdje pedig a Q pontban metszi az
atfogéhoz tartoz6 magassdgot. Bizonyitsuk be, hogy

CM-CN+CP-CQ = AB>.

Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit! C

Az A cstcshoz tartozo kiilsé €s belso szogfelezd egymdésra
merdleges, igy az MAB< és az ANM < mer6leges szarud he-
gyesszogek, ezért egyenlok, és mivel AM szogfelezd, ezaltal M
a hdrom €-nal jelolt szog megegyezik. NL=

Az AMC haromszdg és az NAC haromszogek hasonldak,
mivel mindkettnek van egy-egy € nagysagu szoge, a C-nél
1évd szogiik pedig kdzos.
AC CM :
A hasonlésdg miatt — = —.
asonlGsdg miatt —— = —~ N
Innen CM - CN = AC.

Ugyanigy beléthatd, hogy a BPC és a QBC hiaromszogek is hasonléak, és CP-CQ = BC>.

Innen (az el6z6 két egyenldséget Osszeadva) Pitagorasz tétele alapjan kovetkezik a bizonyitandd
dllitds: CM -CN +CP-CQ = AC> + BC? = AB>.

Osszesen:

Haladok II. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Melyek azok a konvex sokszogek, amelyekben az atlok szama primhatvany?

x+[x] + (x)

16
egész részét, {a} az a tortrészét, mig (a) az a egészre kerekitett értékét jeloli.

2. Oldjuk meg a valds szdamok halmazan az {x} = egyenletet, ahol [a] az a valds szam

3. Legyenek A, B és C egy e egyenes pontjai ugy, hogy a B az AC szakasz bels6 pontja. Az AB és
BC szakaszokra olyan ABD és BCE szabdélyos haromszogeket rajzolunk, amelyek D és E csucsai
az e egyenes altal meghatdrozottak koziil azonos félsikba esnek. Legyen M az AE, mig N a CD
szakasz felezGpontja, tovabba az AE és BD szakaszok metszéspontja G, a CD és BE szakaszok
metszéspontja pedig H pont. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az MNB hiaromszog szabdlyos, és a GH
szakasz parhuzamos az e egyenessel.
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Haladok II. kategoria 3. (donto) fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Melyek azok a konvex sokszdgek, amelyekben az 4tlok szdma primhatvany? 7 pont

n(n—3)
2

1. megoldas. Az n oldali sokszog atléinak szama

-3
az % = p%, azaz n(n—3) =2 p% egyenlet, ahol p (pozitiv) primszdm és o pozitiv egész.

A kovetkezd eseteket kiilonboztetjiik meg:
I.Ha p=2.

Ekkor n(n—3) = 2%, Az n és az n — 3 kiilonboz6 paritésiak, és egy 2-hatvanynak csak egyetlen
paratlan oszt6ja van (az 1), igy az n > 4 feltétel alapjan, csak az n — 3 = 1 eset lehetséges, azaz
n =4 (ésigy 2 atl6 van). 1 pont

, ahol n > 4 egész szam. Megoldando

II. Ha p > 3. Ezt n paritdsa szerint targyaljuk.

IL. (a) Ha n = 2k paros (k > 2 pozitiv egész), akkor a k(2k —3) = p“ egyenlethez jutunk. Innen
kovetkezik, hogy k és 2k — 3 a p hatvanyai kell legyenek, vagyis k = p[3 és2k—3=p"(B,y€eN,

B + 7 = «). Behelyettesitéssel és rendezéssel a 2 - pﬁ — p¥ = 3 egyenlethez jutunk.

Ha 8 = 0, akkor p¥ = —1, mely egyenletnek nincs valés megoldasa. Tehat > 1 kell legyen.

Ha y =0, akkor pﬁ = 2. A kapott egyenletnek nincs (a feltételeknek megfelel) megolddsa, mivel

pﬁ >3l =3, 2 pont

Ha pedig B, y > 1, akkor a 2 - pﬁ — p¥ oszthaté p-vel, igy p = 3 lesz. Ebben az esetben a
megoldand¢ egyenlet (dtrendezés utan) 2 - 3P =373

—Ha most B = 1, akkor 6 = 37 + 3, ahonnan y = 1. Igy (visszahelyettesitve) n = 6 (és igy 9 = 32
atlo) lesz.

—Ha pedig B > 2, akkor a 2 - 3P oszthat6 9-cel, mig a 3+ 3" nem lesz 9 t6bbszordse, igy ebben
az esetben nem kapunk megoldast. 1 pont

IL. (b) Ha n = 2k + 1 pératlan (k > 2 pozitiv egész), a (k—1)(2k+ 1) = p* egyenlethez jutunk.
Innen kovetkezik, hogy k— 1 és 2k+ 1 a p hatvéanyai kell legyenek, vagyis k— 1 = p[3 €s2k+1=
= p" (B, Y€ N, B+ 7= a). Behelyettesitéssel &s rendezéssel a p¥ —2 - pP = 3 egyenlethez
jutunk.

Ha y =0, akkor pﬁ = —1, mely egyenletnek nincs valés megoldésa. Tehat y > 1 kell legyen.

Ha 8 = 0, akkor p¥ — 2 = 3, ahonnan p¥ = 5 és igy p = 5 (és ¥ = 1). Ekkor (visszahelyettesitve)
n =15 (és az atlok szama is 5) lesz. 2 pont

Ha pedig 8,y > 1, akkor a p¥ —2- pﬁ oszthatd p-vel, igy p = 3 lesz. Ebben az esetben a
megoldand6 egyenlet (4trendezés utdn) 2 - 3f =37_3.
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— Hamost B = 1, akkor 6 = 37 — 3, ahonnan y = 2. Igy (visszahelyettesitve) n = 9 (és igy 27 = 33
atlo) lesz.

—Ha pedig B > 2, akkora 2 - 3P oszthat6 9-cel, mig a 3V — 3 nem lesz 9 tobbszordse, igy ebben
az esetben nem kapunk megoldast.

Osszefoglalva, az n oldalu sokszog dtldinak szdma pontosan akkor primhatvény, han € {4;5;6;9}.

Osszesen:

Megjegyzés. Aki probalgatds utjan megtalalja az 6sszes megoldast, legfeljebb 2 pontot kapjon.

n(n—3)
2

az egyik pdros, és (n,n—3) = 1 vagy 3 (pl. mert (n,n—3) = (n—(n—3),n—3) = (3,n—3)).

2. megoldas. Az n oldald sokszog (n > 2) atldinak a szama . A két szam koziil pontosan

Ha (n,n—3) = 3, akkor n is és n — 3 is oszthaté 3-mal. Legyen n = 3k (k > 0), n —3 = 3k — 3.

-3
Ekkor % oszthat6 3-mal (s6t, 9-cel), tehat az 4tlok szdma csak 3 hatvanya lehet.

k(k—1)

0.

masik egy 3-hatvany, vagy 1 és a mésik egy 3-hatvéany 2-szerese.

csak kétféleképpen lehet 3-hatvany. k és k — 1 koziil az egyik tényezd vagy 2 és a

Hak—1=2, akkor k =3, n =9, az atlok szama 27 — valdban primhatvany.

Ha k = 2, ami megfelel a k — 1 = 1 esetnek, akkor n = 6, az atlok szdma 9 — val6ban primhatvény.

Ha k = 1, akkor n = 3, az 4tl6k szdma 0 — nem primhatvény.

Ha (n,n—3) = 1, azaz relativ primek, akkor ezek szorzatdnak a fele csak gy lehet primhatvény,
ha valamelyik tényezd 1 (ez csak n— 3 lehet) és a mdsik egy primhatvany 2-szerese, vagy
valamelyik 2 (ez is csak n — 3 lehet), a mésik pedig primhatvény.

Han—3 =1, akkor n = 4, az atlok szama pedig 2 — valéban primhatvany;
mig han —3 =2, akkor n = 5, az atlék szdma pedig 5 — valoban primhatvany.
n lehetséges értékei tehat 9, 6, 4, 5.

Osszesen:
x+ [x] + (x)

16
egész részét, {a} az a tortrészét, mig (a) az a egészre kerekitett értékét jeloli.

. Oldjuk meg a valds szamok halmazan az {x} = egyenletet, ahol [a] az a valds szdm

Megoldas. Ha x < 0, akkor {x} > 0 és x+ [x] + (x) < O lesz, igy az adott egyenletnek nincs
megolddsa a negativ valds szdmok halmazan.
b + fx} + ] + ()
16
15-{x} =2-[x] + (x). (o)

Mivel x = [x] + {x}, ezért {x} = , ahonnan
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1
Felhaszndlva, hogy 0 < {x} < 5 esetén (x) = [x], kiilonben pedig (x) = [x] + 1, négy esetet
vizsgalunk.

I. Ha {x} = 0, akkor (e) Osszefiiggés alapjan 3 - [x] = 0, és igy x = 0 jon ki, ami megoldas. 1 pont

1
II.Ha 0 < {x} < X akkor (e) Osszefiiggés alapjan 15-{x} =3-[x] = 5-{x} = [x] adddik.

1
Innen 0 < {x} = % <3 igy [x] csak 1 vagy 2 lehet.
1 6 2 12
Ha[x]=1= {x} = 5 ahonnan x = 5» mig ha x| =2= {x} = 5 ahonnan x = = 1 pont

1 15
III. Ha {x} = > akkor (e) alapjan 2- [x]+ (x) =3-[x] +1 = > ami nem lehetséges, hiszen
3-[x] + 1 egész szam. 1 pont

1
IV. Végiil, ha — < {x} <1, akkor (e) alapjan 15-{x} =3 [x] + 1.

3- [x]+1

15
Innen 5 < {x} = < 1, igy 5 < 3. [x] + 1 < 15. Figyelembe véve, hogy 3 - [x] + 1

hérommal osztva 1 maradékot ado6 egész szam, igy csak 10 vagy 13 lehet, ahonnan adddik, hogy
az [x] csak a 3 vagy 4 értékeket veheti fel.

2 11
Ha x| =3= {x} = 3 ahonnan x = 5

13 73
Ha pedig [x] =4 = {x} = 5 ahonnan x = I 2 pont
Ellendrzés tutjan meggy6zddhetiink rdla, hogy a kapott értékek megoldasai az egyenletnek. Tehét
6 12 11 73
letnek ot 1d4 k: 0; - . 1 t
az egyenletnek 6t megolddsa van, eze 535 pon
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. (x) = [x]+ € (¢ =0, ha {x} < 0,5, illetve 1, ha {x} > 0,5), igy 15{x} =3[x]+€. 1 pont
Ebbdl 0 < 15{x} < 15 miatt kovetkezik, hogy 0 < [x] < 4. [x] lehetséges értékei: 0, 1, 2, 3, 4. 1 pont
3xl+e  [x] e

£
T + 5 2 > 0,5, azaz ha [x] > 2,5— 3 > 2,5, vagyis [x] legaldbb 3. 1 pont

e=1,ha{x}=

3
Ha tehat [x] = 0, akkor x = 0; ha [x] = 1, akkor x vegyes tort alakja IE; ha [x] = 2, akkor

6 10 13
x= ZE; ha [x] = 3, akkor x = 3E; ha pedig [x] = 4, akkor x = 4E 4 pont

. Legyenek A, B és C egy e egyenes pontjai ugy, hogy a B az AC szakasz bels6 pontja. Az AB és
BC szakaszokra olyan ABD és BCE szabalyos haromszdgeket rajzolunk, amelyek D és E csucsai
az e egyenes altal meghatdrozottak koziil azonos félsikba esnek. Legyen M az AE, mig N a CD
szakasz felezGpontja, tovabbd az AE és BD szakaszok metszéspontja G, a CD és BE szakaszok
metszéspontja pedig H pont. Bizonyitsuk be, hogy ekkor az MNB haromszog szabdlyos, és a GH
szakasz parhuzamos az e egyenessel. 7 pont
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Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit!

D

e A

AB = DB, BE = BC és ABE< = DBC<t = 120° miatt ABE/\ = DBCA\.
Az egybevagdsag alapjan EAB<{ = CDB< (azaz MAB<< = NDB<)) és EA = CD (azaz MA = ND).
Eddigi eredményeinket felhaszndlva AB = DB, MA = ND és MAB<{ = NDB< miatt
ABM N = DBNA.

Az egybevig6sag alapjan BM = BN, ABM <t = DBN< és

MBN< = MBD<+ DBN<{ = MBD<+ABM< = 60°.
gy az MBN 60°-o0s szdrszogii egyenld szard haromszog, vagyis szabalyos.
Legyen S és T az e egyenes azon két pontja, amelyekre GS L e és HT L e. Ekkor BH || AD és

BG || CE, mivel az egyenesek paronként 60°-os szdget zdrnak be e-vel.

AB C
A parhuzamos szel6szakaszok tételét alkalmazva: BG = ac -CE és BH = CA -AD.

Az AB = AD, CE = CB egyenl6ségeket felhaszndlva BG = BH.

Ezt és az SBG<t = TBH< = 60°, illetve a BGS<t = BHT < = 30° egyenldségeket figyelembe
véve SG = TH, ami éppen azt jelenti, hogy GH || e.

Osszesen:

Megjegyzés. A feladat utolsé 3 pontja masképp is megkaphat6:

DBE< = 180° — ABD<t — EBC< = 180° — 60° — 60° = 60° (azaz DBH<{ = 60°), MBG< =
=60°—ABM< = 60° —DBN< = NBH<.

Az AGB haromszogben AGB<t = 180° — EAB< — 60° = 120° — EAB<.

A DHB haromszégben DHB<{ = 180° — CDB<{ — DBH<( = 120° — CDB<t = 120° — EAB<.
AGB<t = DHB< (azaz MGB< = NHB<), BM = BN, MBG<{ = NBH<, igy BMG/ = BNHA\.
Az egybevagdsag alapjan BG = BH, és mivel GBH<( = 60°, igy a GBH haromszdg szabalyos.

Figyelembe véve, hogy ABD és GBH szabalyos haromszogek, amelyeknek két-két oldala parhu-
zamos (AD || BH és BD || BG), igy AB || GH, azaz GH || e.
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Haladok III. kategoria 2. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Jelolje D az ABC haromszog koriilirt korén az A csticsot nem tartalmazé BC koriv felezGpontjét.
Az ABC haromszdog beirt kore érintse a haromszog BC, illetve CA oldalat a P, illetve a Q pontban.
Keressiik meg annak a pontos feltételét, hogy D, P és Q egy egyenesre essen. 7 pont

2. Minden pozitiv egész szamot pirosra vagy kékre szineziink az aldbbiak szerint:
— Az 1 piros.

—Legyen k > 1. Ha k el6allithat6 ndla kisebb, csupa kiilonboz6 piros szdm szorzataként, akkor
k-t kékre szinezziik, ha nem éllithat6 el6 ilyen médon, akkor pirosra.

(Példaul a 2 és a 3 piros, de a 6 kék.)

Melyek a piros szinli szamok? 7 pont

3. Megadhat6-e négy valds szdm gy, hogy teljesiiljon a kovetkez6 négy feltétel mindegyike:
(1) legyen kozottiikk harom olyan, amelyeknek az 0sszege is €s a szorzata is raciondlis,
(2) legyen kozottiikk harom olyan, amelyeknek az 0sszege raciondlis, a szorzata irracionalis,
(3) legyen kozottiik hdrom olyan, amelyeknek az dsszege irraciondlis, a szorzata raciondlis, és

(4) legyen kozottiikk harom olyan, amelyeknek az 6sszege €s a szorzata is irraciondlis? 7 pont

Haladok III. kategoria 2. (dont6) fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Jelolje D az ABC hiromszog koriilirt korén az A csicsot nem tartalmaz6 BC koriv felezGpontjat.
Az ABC haromszog beirt kore érintse a hdromszog BC, illetve CA oldalat a P, illetve a Q pontban.
Keressiik meg annak a pontos feltételét, hogy D, P €s Q egy egyenesre essen. 7 pont

Megoldas. Jelolje K a beirt kor kozéppontjat. El6szor belatjuk, hogy DC = DK, azaz D rajta van
a CK szakasz felezOmerd6legesén. 1 pont

Mivel a DB és DC hirok ugyanolyan hosszuak, igy a keriileti szogek tétele alapjan CAD<( =
= DAB<, azaz D rajta van az A cstcsbdl induld bels6 szogfelezOn, akarcsak a beirt kor K
kozéppontja.

Ezek utdn egyszert kiszdmitani a CKD haromszog szdgeit:
CDK< = CDA< = CBA< = .

KCD<t = KCB<t+ BCD< = y/2+ BAD< = /2 + /2. Végiil CKD< kiils6 sz6g az AKC ha-

romszdgben, igy egyenld CAK<{+ KCA<t = /2 + y/2-vel, vagyis CKD val6ban egyenld szard
haromszog.
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Ezutan térjiink rd a feladat megoldasira. Mivel PQ merdleges CK-ra, és a fentiek alapjan D
merdleges vetiilete CK-ra a CK szakasz F felez6pontja, igy a feladat feltétele pontosan akkor
teljesiil, ha PQ merdlegesen felezi a CK szakaszt.

Ekkor pedig az CPKQ négyszognek CK és PQ is szimmetriatengelye, azaz a négyszog rombusz.

Azonban azt is tudjuk, hogy CPK < és COK < is derékszdg, hiszen itt érinti a beirt kor az oldalakat.
Tehat a C csucsndl derékszognek kell lennie.

Ez elégséges feltétel is, hiszen ha y = 90°, akkor a CPK Q négyszdgnek harom derékszoge is van,
azaz téglalap. Azt is tudjuk, hogy CP = CQ, hiszen egy kiilsé pontbdl adott korhoz egyenl6 hossza
érint6szakaszok hizhatdk, igy CPKQ négyzet, vagyis PQ valéban az CK felezGmerdlegese.

Tehat a feladat feltétele akkor €s csak akkor teljesiil, ha az ABC haromszog C cstcsanal 1évo
sz0g 90°.

Osszesen:

. Minden pozitiv egész szdmot pirosra vagy kékre szineziink az alabbiak szerint:
— Az 1 piros.

7 2z

—Legyen k > 1. Ha k el6allithato néla kisebb, csupa kiilonbozd piros szadm szorzataként, akkor
k-t kékre szinezziik, ha nem éllithat6 el6 ilyen médon, akkor pirosra.
(Példaul a 2 és a 3 piros, de a 6 kék.)
Melyek a piros szinli szamok?
Megoldas. A megoldasunk harom részre bontjuk, elészor a primek (amelyek mind pirosak),

majd a primhatvdnyok (amelyek a primhatvény kitevGjétl fiiggd szintiek) szinét fogjuk vizsgélni,
és végiil megmutatjuk, hogy ha egy szdmot tobb kiillonbozd prim is oszt, akkor a szine kék.

Mivel egy pozitiv primnek a pozitiv egészek kozott csak az 1 és onmaga az osztdja, ezért barmely
pozitiv prim szine piros.

Misodjéra foglalkozzunk a primhatvanyokkal. Azt fogjuk megmutatni, hogy azok a primhatva-
nyok piros szintiek, amelyeknek a kitevGje 2-nek pozitiv egész kitevGs hatvanya.

Ennek a lemménak a bizonyitdsa kovetkezik (teljes indukcidval): Legyen p prim. p” szinét
vizsgaljuk. Mivel p maga piros, p2 piros, p3 =p- p2 kék. Tehat n = 1,2, 3 esetén a lemma igaz.
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Tegyiik fel, hogy r < n esetén p" pontosan akkor piros, ha r 2-nek hatvanya, és vizsgaljuk p”
szinét.

Ha az n kitevé nem hatvanya a 2-nek, akkor (példaul n szam kettes szdmrendszerbeli alakjat
tekintve) n-et felirhatjuk a 2-hatvanyainak legaldbb kéttagi Osszegeként. Mivel ezeknek a 2-
hatvanyoknak a kitevje kisebb, mint n, az indukcids feltevés szerint ezek piros szamok, €s igy
p" felirhat6 kiilonbozs piros szamok szorzataként, azaz a szine kék.

Ha pedig n a 2-nek hatvdnya, akkor az n szdm nem irhat6 fel legaldbb két, csupa kiilonboz6
2-hatvany 6sszegeként. Emiatt p" sem allithaté elS néla kisebb 2-hatvany kitevoji (és igy az
indukciés feltevés miatt piros) p alapu hatvanyok szorzataként, tehat p” piros. Ezzel a lemmat
belattuk.

Hétra van még azon szamok vizsgalata, amelyeknek legaldbb két kiillonb6z6 primosztdja is van.
Ezen szamok primfelbontdsdban szerepld adott prim hatvanya vagy maga piros, vagy felirhaté
néhany piros szam szorzataként; és mivel legalabb két kiilonb6z6 prim osztja a szamot, maga a
szdm legaldbb két kiilonbozd piros szdm szorzata. Azaz ezek a szdmok valéban kék szint kapnak.

Osszegezve: tehat az 1, a primek, és azon primhatvanyok a piros szamok, amelyek kitevje ketts
hatvany, a tobbi szam pedig kék.

Osszesen:

. Megadhat6-e négy valos szam tgy, hogy teljesiiljon a kovetkezd négy feltétel mindegyike:

(1) legyen kozottiikk harom olyan, amelyeknek az dsszege is €s a szorzata is raciondlis,

(2) legyen kozottiik hdrom olyan, amelyeknek az dsszege raciondlis, a szorzata irraciondlis,
(3) legyen kozottiik harom olyan, amelyeknek az 6sszege irraciondlis, a szorzata raciondlis, és
(4) legyen kozottiik harom olyan, amelyeknek az 6sszege €s a szorzata is irraciondlis?

Megoldas. A szamok legyenek a, b, c és d. Tegyiik fel, hogy a, b és ¢ Osszege is és szorzata is
raciondlis, valamint a, b és d Osszege raciondlis, szorzata pedig irraciondlis. Ekkor

c—d=(a+b+c)—(a+b+d)

raciondlis.
.. . N . . ) L b abc
Tegyiik fel, hogy a, ¢ és d Osszege irraciondlis, a szorzatuk pedig raciondlis. Ekkor p = wed
ac
raciondlis.

b . .
Tehatc —d =r és 7 =, ahol r és s racionalisak, azazc =d+résb=s-d.

Ekkor a szdmaink: a, s-d,d +résd. Legyend = V2, c=d+r=v2+1, (s igyr= 1) b=2V2.
Ekkor b+ c+d és b c - d egyarant irraciondlis.

Ahhoz, hogy a + b+ ¢ és a+ b+ d raciondlis legyen, az kell, hogy a =t — 3v/2 alakd legyen,
ahol 7 racionalis.

Eddig a szdmok: a:t—3\/§,b:2\/§, c=V2+1ésd=2.
t értékét ugy kell megvilasztani, hogy a-b-c = (r —3v/2)2v/2(V2 + 1) raciondlis legyen.
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2 pont

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Nyilvan (V2 —1)(v/2+ 1) = 1. Szorozzuk ezt 3v/2-vel, igy
3V2(V2—1)(V2+1) = (6—-3V2) - (V2+1) =3V2.

Azazt=6eseténa=6—3v2,ésigya-b-c = (6—3V2)(V24+1)2v2=3v2-2/2=12. 1 pont
Ellendrizhet6, hogy mind a négy feltétel teljesiil:

a+b+c=7é&s abc =12,

a+b+d=06ésabd =4(6—3V2),

a+c+d:7—\/§és acd = 6,

b+c+d=4V2+16sbed =4(V2+1).

Tehat vannak ilyen valés szamok, példaul: 6 — 3\/5, 2\/5, V241 és V2. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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