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Kezdok I-1I1. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. Harom kiilénb6z6 szamjegybdl elkészitjiik a lehetd legnagyobb €s a legkisebb haromjegyii sz4-
mot, majd azokat 0sszeadjuk. Eredményiil 1453-at kapunk. Melyek voltak a szdmjegyek? 6 pont

2. Az ABCD paralelogramma B csicsabdl az AB oldalra 4llitott mer6leges az AC 4tlét egy E belsd
pontban metszi. Milyen ardnyban osztja az AC 4tl6 a BAD szoget, ha AE = 2BC? 6 pont

3. Melyik az a legnagyobb n egész szdm, amelyre n? 42022 oszthat6 (n+ 10)-zel? 6 pont

4. Egy 3 x 3-as tdbldzat mindegyik mezG6jébe O-t, 1-et vagy 2-t frunk, majd 6sszeadjuk az egy-egy
sorban, illetve egy-egy oszlopban szerepld szamokat. Lehetséges-e, hogy az igy kapott hat szam
mindegyike kiilonb6z8? 6 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Harom kiilénb6z6 szamjegybdl elkészitjiik a lehetd legnagyobb €s a legkisebb haromjegyii sz4-
mot, majd azokat 0sszeadjuk. Eredményiil 1453-at kapunk. Melyek voltak a szdmjegyek? 6 pont

1. megoldas. 3 végii két egyjegyii szam Osszege, amelyek egyike sem 0 igy lehet:

14+2,94+4,8+5,6+7. 2 pont
Mivel a harom szamjegy kiillonbozd, ezért a két 6sszeadandd kozott nem lehet 1 a kiilonbség,

mert akkor a k6zEépso szamjegyet nem tudjuk a feltételeknek megfeleléen vélasztani. 1 pont
Ha az egyik szam alakja 9_4, a masik pedig 4_9, akkor a kozéps6 szamjegy a 7. 1 pont
Ha az egyik szam alakja 8 _5, a masik pedig 5_ 8, akkor is a kozéps6 szamjegy a 7. 1 pont
Tehat a keresett szdmjegyek: 4, 7, 9 vagy 5, 7, 8. 1 pont
Osszesen: 6 pont

2. megoldas. Legyen a harom szamjegy 0 < a < b < ¢ < 10. Akkor a két szam 100a + 10b +c,

illetve 100c + 106 + a. 2 pont
Ezek 6sszege 101(a + ¢) 4+20b = 1453. 1 pont
b lehetséges értékei 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, vagyis 20b lehet 40, 60, 80, 100, 120, 140, 160. Eszerint

101(a+ ¢) lehetséges értékei 1413, 1393, 1373, 1353, 1333, 1313, 1293. 1 pont
Ezek koziil csak az 1313 oszthaté 101-gyel, ezért 20b = 140, b = 7, illetve a + b = 13, ahonnan

a és c lehet 4 és 9, illetve 5 és 8. 1 pont
Tehat a keresett szamjegyek: 4, 7, 9 vagy 5, 7, 8. 1 pont
Osszesen: 6 pont



2. Az ABCD paralelogramma B cstcsabdl az AB oldalra 4llitott mer6leges az AC 4tlét egy E belsd
pontban metszi. Milyen ardnyban osztja az AC 4tl6 a BAD szoget, ha AE = 2BC? 6 pont

Megoldas. Készitsiink abrat! Jeloljik a paralelogramma AB oldaldt a-val, BC oldalat b-vel.
A BAC sz6g legyen o, a CAD szog pedig .

D a C

ELKB
b

b = b
b b

ﬁa
A a B
A BCA szig és a CAD szog valtészogek, azaz BCA szog is B nagysaga. 1 pont

AE =2BC = 2b. Legyen az AE szakasz felezGpontja F'. Ekkor AF = FE = b.

Az ABE derékszogli haromszogben F az atfogé felezGpontja. Mivel F a hdromszog koré irt

korének kozéppontja, ezért FB = b is teljesiil. 1 pont
Az FBC haromszog egyenl szérd, mert FB = BC = b, igy a BFC szog is 3 nagysaga. 1 pont
Az AF B hiaromszog egyenld szard, mert AF = FB = b, igy az F BA sz0g is @ nagysagu. 1 pont
A BFC sz6g AF B haromszog F-nél 1év6 kiils6 szoge, nagysdga a vele nem szomszédos két belsd
sz0g 0sszegével egyenld, azaz 2. 1 pont
Osszegezve a fentieket: BFC< = 8 = 2., azaz az AC 4tl6 két olyan szdgre osztja a BAD szdget,
amelyek ardnya 1 : 2. 1 pont
Osszesen: 6 pont
3. Melyik az a legnagyobb n egész szdm, amelyre n? 42022 oszthat6 (n+10)-zel? 6 pont
Megoldas. Tudjuk, hogy n> — 100 = (n— 10)(n+ 10). 1 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy n+ 10 | n? —100. 1 pont
Ha n+ 10 | n? +2022 is teljesiil, akkor n + 10 | (n* 4+2022) — (n* — 100) = 2122. 2 pont
Tehat n+ 10 <2122, ésn <2112. 1 pont
Az n = 2112-t behelyettesitve, az oszthatésag valoban fenndll. 1 pont
Osszesen: 6 pont
4. Egy 3 x 3-as tabldzat mindegyik mezdjébe 0-t, 1-et vagy 2-t irunk, majd 6sszeadjuk az egy-egy
sorban, illetve egy-egy oszlopban szerepld szamokat. Lehetséges-e, hogy az igy kapott hat szam
mindegyike kiilonb6z6? 6 pont

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a kapott 6sszegek lehetnek kiilonb6zok.
A legkisebb 0sszeg 0+ 0+ 0 = 0, a legnagyobb 2 42 +2 = 6. Ez 6sszesen hétféle lehetdség. 1 pont
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El6szor megmutatjuk, hogy a legkisebb és a legnagyobb Osszeg nem szerepelhet egyszerre a tab-
lazatban. Ha mindkettd szerepelne benne, akkor mindkettének sordsszegnek vagy mindkettének
oszloposszegnek kellene lennie, hiszen nem lehet kozos mezgjiik. Tegyiik fel, hogy mindegyik
sordsszeg. Ekkor ahhoz, hogy az oszlopok 0sszegei mind kiilonbdzzenek, a harmadik sorba csu-
pa kiilonb6z0 szdmot kell irnunk. Ekkor azonban ennek a sornak és az 1-est tartalmaz6 oszlopnak
egyarant 3 az Osszege.

Ha a legnagyobb és legkisebb 0sszeg nem szerepelhet egyiitt, akkor az 1, 2, 3, 4 és 5 Ossze-
gek mindegyikének szerepelnie kell ahhoz, hogy minden sor-, illetve oszlopdsszeg kiilonb6zo
legyen.

Ekkor a hat szdm 0sszege 0+ 1+2+4+3+4+5=15vagy 1 +2+4+3+4+4+5+6 =21, azaz
biztosan paratlan szam.

A hat szdm Osszege a tdblazatban szerepl6 Osszes szam Osszegének kétszerese, mivel minden
szam két Osszegben (egy sor- és egy oszlopdsszegben) szerepel. Azaz a hat szam Osszegének
parosnak kellene lennie.

Ellentmondasra jutottunk, ezért nem lehet, hogy a hat szdm mindegyike kiillonb6z6.

Osszesen:

Kezdok I-1I1. kategoria 2. fordulé
Kezdok I11. kategoria 1. fordulo

Feladatok

. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amely csak az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamjegyeket tar-
talmazza, ezek mindegyike el6fordul benne legaldbb egyszer, €s teljesiil rd, hogy barmely két
szomszédos szamjegye koziil az egyik osztdja a masiknak?

. Mely x, y val6s szdmokra teljesiil, hogy (x* +6x+ 10) (4y* —dy+5) = 4?

. Adott a sikon 65 pont. Ha ezeket paronként osszekotjiik, akkor 2023 kiilonbozd egyenest ka-
punk. Bizonyitsuk be, hogy az egyenesek kozott biztosan lesz olyan, amelyre legaldbb 4 pont
illeszkedik.

. Az ABCD trapéz szérainak hossza AD = 4 és BC = 5 egység. DC a rovidebb alap, és 1 egy-
ség hosszd. A B csticsndl 1év0 belsd szog szogfelezdje az AD szdrat a felezGpontjdban metszi.
Mekkora a trapéz teriilete?

. Egy 6 x 6-0s tdbla mindegyik mezdjét a piros, kék és zold szinek valamelyikével kiszineztiik. Két
mezot fankszomszédosnak neveziink, ha van kozos oldaléliik, vagy pedig egy sor vagy oszlop két
atellenes végén helyezkednek el. A mez8kre egy-egy szdmot frunk az aldbbi szabdlyok szerint:

2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

6 pont

6 pont

6 pont

8 pont

10 pont



* Ha a mezd piros, akkor a felirt szamot ugy kapjuk, hogy Osszeadjuk a mez6 kék fank-
szomszédjai darabszdmanak kétszeresét és a mezd zold fankszomszédjai darabszdménak
haromszorosat.

* Ha a mez6 kék, akkor a felirt szdmot ugy kapjuk, hogy Osszeadjuk a mezd zold fank-
szomszédjai darabszamanak kétszeresét €s a mezd piros fankszomszédjai darabszamanak
haromszorosat.

* Ha a mezd zold, akkor a felirt szdmot gy kapjuk, hogy 0sszeadjuk a mezd piros fank-
szomszédjai darabszdmdnak kétszeresét és a mezd kék fankszomszédjai darabszamdnak
hdromszorosat.

Mi a téblara felirt szamok Osszegének lehetséges maximuma?

Megoldasok és javitasi atmutato

. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amely csak az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamjegyeket tar-
talmazza, ezek mindegyike el6fordul benne legaldbb egyszer, €s teljesiil rd, hogy barmely két

10 pont

szomszédos szamjegye koziil az egyik osztdja a masiknak? 6 pont
Megoldas. A keresett legkisebb szimban biztosan nem dllnak egymds mellett azonos szamje-

gyek, mert ezeket le lehet cserélni egyetlen szdmjegyre (arra, ami ismétlédik), igy egy kisebb, a
feltételeknek szintén megfeleld szamot kapunk. Az 5, illetve a 7 mellé emiatt csak az 1 (dnmaga

az ismétl6dés elkeriilése miatt nem) keriilhet, ezért ez a szdm nem lehet 7-jegy(, mert az 1-esbdl

legalabb kettének kell lennie. 1 pont
Keressiink alkalmas szamot azon 8-jegyl szamok kozott, amelyek az 1, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szdm-
jegyekbdl édllnak. Ha taldlunk ilyet, akkor koziiliik a legkisebb a megoldas, és készen vagyunk.

Mivel csak két 1-es van, ezért az 5-6snek és a 7-esnek a szam elején vagy végén kell dllnia vagy

egylitt (* * * % 1517 vagy * x % %1715 vagy 5171 % % x % vagy 7151 % % x x elrendezésben),

vagy kiillon-kiilon (51 * * * * 17 vagy 71 x x % % 15 elrendezésben). 1 pont
A x x * x helyére kell berakni a 2, 3, 4 és 6 szdmjegyeket.

Vizsgaljuk meg, hogy ezen négy szamnak a tobbi koziil melyik lehet a szomszéd- e 9

ja. Ha egy graf csudcsaira irjuk ezeket a szdmokat, és akkor kotjiik ossze €llel dket,

ha az egyik osztdja a masiknak, akkor a mellékelt abrat kapjuk. Ebbdl leolvasha-

t6, hogy a szamjegyek 4263 vagy forditott, 3624 sorrendben kovethetik egymadst. 9 @
(Természetesen barmilyen mas indoklas elfogadhato.) 1 pont
Ha az 5 és a 7 a szam kiilonb6z6 szélén van, abbdl az 5-6ssel kezd6do a kisebb: 51 % % x x17.

Az ezzel kaphat6 legkisebb szdm az 51362417. 1 pont
Ha az 5 és a 7 a szdm ugyanazon sz€lén van, akkor gy kapjuk a lehet6 legkisebbet, ha a végén

all 1517 sorrendben: * x % x 1517. Az ezzel kaphat6 legkisebb szdm a 36241517. 1 pont
A talalt szamok koziil ez utdbbi a kisebb, tehat a keresett szam a 36241517. 1 pont
Osszesen: 6 pont

Megjegyzés. Nem csak akkor adhaté meg egy adott eset vizsgalataért a pont, ha a didk leirja az
adott esethez tartozo lehetséges szamot (szamokat), hanem akkor is, ha az adott esetet megvizs-
gélja, és helyesen és megindokolva kizdrja, hogy ez adja a legkisebb megfelel szamot. (Péld4ul



ha el6szor a 36241517 szamot ado esetet vizsgdlja, akkor a tobbi eset lezdrhat6 azzal, hogy az
5-tel vagy 7-tel kezd6dd szdmok ennél biztosan nagyobbak lesznek.)

. Mely x, y val6s szdmokra teljesiil, hogy (x* +6x+ 10) (4y* — 4y +5) = 4? 6 pont
Megoldés. Azegyenletdtirva: (x> +6x410) (4> —dy+5) = [(x+3)*+1][(2y—1)*+4] =4. 1 pont

Mivel (x+3)2+1>1; 2y—1)*+4 >4, 1 pont
ezért [(x+3)*+ 1] [(2y —1)*+4] > 4. 1 pont
Ha [(x+3)*+1] [(2y— 1)*+4] =4, akkor (x+3)*+ 1 =1és 2y—1)*+4 =4, ami x = -3

€sy= % esetén lehetséges. 1 pont
Ezek kielégitik az eredeti egyenletet. 1 pont
Tehat x = —3 ésy:%. 1 pont
Osszesen: 6 pont

Megjegyzés. Az eredmény puszta kozlése 1 pont.

. Adott a sikon 65 pont. Ha ezeket paronként osszekotjiik, akkor 2023 kiilonbozé egyenest ka-
punk. Bizonyitsuk be, hogy az egyenesek kozott biztosan lesz olyan, amelyre legaldbb 4 pont

illeszkedik. 8 pont
Megoldas. Ha a kijelolt pontok koziil semelyik 3 nem esik egy egyenesre, akkor azok

- 64

65-64 = 2080

2
egyenest hataroznak meg. 2 pont
Mivel a feladat feltétele alapjan a kapott egyenesek szdma ennél kevesebb, ezért az egyenesek
kozott biztosan van olyan is, amely legaldbb 3 pontot tartalmaz. 2 pont

Ha a pontok kozott nincs egy egyenesre illeszkedd pontnégyes, €s a 3 pontot tartalmazé egyene-
sek szdma k (k € N™), akkor az egymastol kiilonbozs egyenesek szdma 2080 —2k =2(1040—k),
mivel a kollinedris pontharmasok 2-2-vel csokkentik a maximumhoz képest az egyenesek sza-

mat. 2 pont
2(1040 — k) paros szam, igy nem lehet 2023-mal egyenld. 1 pont
Ez viszont azt jelenti, hogy az egyenesek kozott van olyan is, amelyre legalabb 4 pont illeszke-

dik. Ezzel az allitast belattuk. 1 pont
Osszesen: 8 pont

. Az ABCD trapéz széarainak hossza AD = 4 és BC = 5 egység. DC a rovidebb alap, és 1 egy-
ség hosszu. A B csucsndl 1€v6 belsd szog szogfelezdje az AD szérat a felez6pontjaban metszi.

Mekkora a trapéz teriilete? 10 pont
Megoldas. Hosszabbitsuk meg az ABC szog szogfelezdjét a CD egyeneséig, amellyel vett met-

széspontjat nevezziik E-nek. 1 pont
Az ECB haromszog EB-n fekvo két szoge egyenld, mivel mindkettd egyenld az ABE szoggel;

EBC a szogfelezés miatt, BEC pedig a valtészoge, 1 pont
ezért EC = BC =5 egység. 1 pont
Ebbdl adédik, hogy ED = EC — DC =5 — 1 =4. (Mivel E a CD félegyenesen van.) 1 pont
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Az EDF és az ABF haromszogek egybevdgdk, mert szogeik egyenl6k és DF = AF, ezért

AB = 4 egység. 1 pont
Huzzunk parhuzamost C-n keresztiil AD-vel, amely G-ben metszi az AB oldalt. 1 pont
AG =1, GB =3 egység, 1 pont
tehat a BCG hdromszog oldalai 3, 4, és 5 egység, tehdt derékszogl, ezért CG és AD egyben a
trapéz magassaga. 2 pont
e (441)-4 " .
A trapéz teriilete: — = 10 teriiletegység. 1 pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés az elso 5 ponthoz: Az AB = 4 egység masképpen b 1 ¢
is megkaphatd. Rajzoljuk be a trapéz FE kdzépvonalat. Innen
ABF < = BFE<, mert valtészogek, ABF < = FBE<, mert BF
szogtelezd, ezért BFE<< = FBE<. Az FBE haromszog tehat
egyenld széard, igy FE = EB = 2.5 egység. Innen AB = 4 egy- F E
ség adodik (4 és 1 szamtani kozepe 2,5).
2,5
A 4 B

7 2

5. Egy 6 x 6-0s tdbla mindegyik mezdjét a piros, kék és zold szinek valamelyikével kiszineztiik. Két
mezlt fankszomszédosnak neveziink, ha van kozos oldaléliik, vagy pedig egy sor vagy oszlop két
atellenes végén helyezkednek el. A mezdkre egy-egy szdmot {runk az aldbbi szabdlyok szerint:

* Ha a mezd piros, akkor a felirt szdmot ugy kapjuk, hogy Osszeadjuk a mez6 kék fank-
szomszédjai darabszdmanak kétszeresét és a mezd zold fankszomszédjai darabszdménak
hdromszorosat.

* Ha a mez6 kék, akkor a felirt szamot ugy kapjuk, hogy Osszeadjuk a mez6 zold fank-
szomszédjai darabszamanak kétszeresét €s a mezd piros fankszomszédjai darabszaméanak
haromszorosat.

* Ha a mezd z0ld, akkor a felirt szamot gy kapjuk, hogy 0sszeadjuk a mezd piros fank-
szomszédjai darabszaménak kétszeresét és a mez6 kék fankszomszédjai darabszdménak
haromszorosat.

Mi a téblara felirt szamok Osszegének lehetséges maximuma? 10 pont
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Megoldas. Nem fankszomszédos mezdk szine nem befolydsolja a tdbldra irt szamokat. 1 pont
Egy mez6 vele azonos szinli fankszomszédai szdma nem jarul hozzd a mezdre irt szim novelé-
séhez. Vagyis két azonos szinli fankszomszédos mez6 nem noveli a tabléra irt szamok 6sszegét. 1 pont
Ha viszont két fankszomszédos mezd kiilonboz6 szin, akkor — a leirt szabdlyok alapjén — az

egyiknél kétszer, a masiknal pedig hdromszor kell szdmitani Oket. 1 pont

Ezért a tabldra felirt szdmok Osszege a kiilonbozd szinl fankszomszédos mezdparok szadmdanak

Otszorose. 2 pont
, , , « I . P ) 674

Mivel mindegyik mez6nek négy fankszomszédja van, ezért az ilyen parok szdma — = 72, 2 pont

tehat az Osszeg nem lehet tobb, mint 5 - 72 = 360. 1 pont

Létezik olyan konstrukcid, amikor az dsszes fankszomszédos kapcsolatban 4116 mez8pér kiilon-
boz6 szindi: példdul ha sakktablaszertien, valtott szinnel szinezziik a szomszédos mezdket. Tehat
a keresett maximum 360.

(Barmely egyéb, a feltételnek megfeleld konstrukcié elfogadhatd. Hibds konstrukciéért azonban

nem jar pont.) 2 pont
Osszesen: 10 pont

Kezdok 1. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

. Hany olyan 2023-ndl nem nagyobb pozitiv egész szdm van, amelyre teljesiil, hogy a szdm tizen-
Otszordsének pontosan négyszer annyi (pozitiv) osztdja van, mint az eredeti szdmnak? 10 pont

. Egy jatékban egységoldali szabdlyos haromszog alakd lapokbdl lehet egységnyi
élhosszisdgu szabdlyos tetraédereket épiteni. Minden haromszog piros, kék, sarga
vagy z0ld szind. A haromszogekbdl egy-egy tetraéderhez négyet-négyet felhasznal-
va éppen meg lehet épiteni az 6sszes kiillonbozd szabdlyos tetraédert. Két tetraédert
akkor tekintiink kiilonbozOnek, ha azok forgatdssal nem vihetok egymdasba. Hany
haromszogbdl 4l a készlet? 10 pont

. Az ABCD négyszogben az A csucsnal 1év6 belso szog 30°, a B, illetve D csticsndl derékszog
van, tovabba AB = 13 cm, és CD = 2 cm.

a) Hatarozzuk meg a hidnyz6 két oldal hosszanak pontos értékét!
b) Igazoljuk, hogy a négyszog koré irt korének (a négyszog minden csucsdra illeszkedd kor)
sugara centiméterben mérve egész szam! 10 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

. Hany olyan 2023-nal nem nagyobb pozitiv egész szam van, amelyre teljesiil, hogy a szdm tizen-
OtszOrosének pontosan négyszer annyi (pozitiv) osztdja van, mint az eredeti szimnak? 10 pont



Megoldas. Az 1 megoldas, hiszen az 1-nek egy, a 15-nek négy darab (1, 3, 5, 15) osztéja van. 1 pont

Tegyiik fel, hogy egy 1-nél nagyobb pozitiv egész N szamnak k darab osztdja van, ezek legyenek
nagysag szerinti sorrendben: a1 =1<a; <az <...<a;=N.

Ezek a szamok mind oszto1 15N-nek is, és ezeken kiviil 15N oszthatd az alabbiakkal is:

3ay, 3az, 3as, ..., 3a;
5611, 5612, 5613, ey Sak
15a;, 15a;, 15as3, ..., 15a; 1 pont

A felsoroltaktol eltérd szammal 15N nem lehet oszthato, hiszen primtényezds felbontasaban egy
3-as és egy 5-0s tényezdvel van tobb, mint N primtényezds felbontdsdban. 1 pont

Ez 6sszesen négyszer annyi szdm, mint N osztdinak szdma, a 15N-nek tehat pontosan akkor van
négyszer annyi osztdja, mint N-nek, ha a felsorolt szdmok mind kiilonbozdek. 1 pont
Mivel a; = 1, igy 3a; = 3 és S5a; = 5, és ezek nem lehetnek felsorolva N osztéi kozott, igy
sziikséges feltétel, hogy N ne legyen oszthaté sem 3-mal, sem 5-tel. 1 pont

Ha N nem oszthaté sem 3-mal, sem 5-tel, akkor a felsorolt osztdok valoban mind kiilonbozéek,
hiszen az els6 sor elemei sem 5-tel, sem 3-mal nem oszthatéak, a masodik sor elemei 3-mal igen,
de 5-tel nem, a harmadik sorban felsorolt szamok 5-tel igen, de 3-mal nem, mig a negyedik sor

elemei mindkét szammal oszthatdak. 1 pont
Azt kell tehat megallapitanunk, hogy hany olyan 2023-nél nem nagyobb pozitiv szam van, amely
sem 3-mal, sem 5-tel nem oszthatd. 1 pont
A 2023-ndl nem nagyobb pozitiv egészek koziil: 3-mal oszthat6: 674 darab, 5-tel oszthatd: 404
darab, 15-tel oszthatd: 134 darab. 1 pont
Tehat a 2023-ndl nem nagyobb pozitiv egészek koziil azok darabszdma, amelyek 3-mal vagy
5-tel oszthatéak: 674 + 404 — 134 = 944. 1 pont
A tobbi 2023-ndl nem nagyobb pozitiv egész az, ami sem 3-mal, sem 5-tel nem oszthatd, tehat
osszesen 2023 — 944 = 1079 keresett tulajdonsdgd szdm van. 1 pont
Osszesen: 10 pont

. Egy jatékban egységoldalu szabalyos haromszog alaki lapokbdl lehet egységnyi
élhosszisdgu szabdlyos tetraédereket épiteni. Minden haromszog piros, kék, sarga
vagy z0ld szindi. A haromszogekbdl egy-egy tetraéderhez négyet-négyet felhasznal-
va éppen meg lehet épiteni az 0sszes kiilonb6z6 szabélyos tetraédert. Két tetraédert
akkor tekintiink kiillonboz6nek, ha azok forgatdssal nem vihet6k egymdsba. Hany
haromszogbdl all a készlet? 10 pont

1. megoldas. Minden szinbdl ugyanannyira lesz sziikség, ezért szamoljuk meg, hogy hany piros

haromszog van a készletben! 1 pont
Ehhez vegyiik sorra, hogy hany piros lapja lehet egy tetraédernek:

Egyféle olyan tetraéder épithet, amelynek minden lapja piros, ehhez 4 hdromszog kell. 1 pont
Hérom olyan tetraéder van, amelynek harom lapja piros, egy pedig pirostdl eltérd szind. Ezek
megépitéséhez 3 -3 = 9 hdromszog kell. 1 pont
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Két piros lapja kétféle mddon lehet egy tetraédernek: vagy a masik két lap is egyez6 szinl vagy
azok kiilonbozdek. Haromféle olyan van, ahol a masik két lap is egyezd, ezekhez 3 -2 = 6 piros

haromszog kell. 1 pont
Haromféle olyan van, ahol a mdsik két lap kiilonbozd szind, ez 3 -2 = 6 piros haromszdget jelent.

(Egy szint nem haszndlunk a piroson kiviili harombdl.) 1 pont
Egy piros lapja hdromféle médon lehet egy tetraédernek:

Lehet a mésik harom lap egyforma: ilyenbdl 3 van, ezekhez 3 piros haromszog kell. 1 pont
Lehet a mésik harom lap kétféle szinG: ilyenbdl 6 van (3 - 2), ezekhez 6 piros haromszog kell. 1 pont
Lehet a masik harom lap csupa kiilonb6z6 szind, ilyenbdl kettd van, mert ezek forgatdssal nem

vihet6k egymasba. Ezek megépitéséhez 2 piros haromszog kell. 1 pont
Azaz Osszesen 4+ 9+ 6+ 643 4+ 6+ 2 = 36 piros haromszog kell, 1 pont
azaz 4-36 = 144 elembdl 4ll a készlet. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. megoldas. Szamoljuk 6ssze, hogy hanyféle tetraédert lehet épiteni! A haromszogek szdma

ennek négyszerese. 1 pont
Vegyiik sorra, hogy hanyféle szini lapbdl épithetjiik a tetraédert:
Egyféle szinii lapokbdl 4 kiilonbozd tetraédert épithetiink (pirosat, kéket, sargit, zoldet). 1 pont
Kétféle szinl lapbol kétféle tetraédert épithetiink:
Egy szinbdl 3 lap és egy masikbdl 1 lap: ilyenbdl 4 -3 = 12 van. 1 pont

4 4.3
Mindkét szinbdl 2-2 lap: ilyenbdl <2) =7 = 6 van. 1 pont
Ha hdromféle szinl lapbdl épitjiik a tetraédert, akkor egy szin kétszer fog szerepelni, ezt 4-

3 3.2

féleképpen valaszthatjuk ki, mellé a masik két lapot (2) =5 = 3-féleképpen. Azaz ilyen
tetraéderbdl 4 - 3 = 12 kiilonboz6 van. 2 pont
Végiil négyféle szinbdl 2-féle tetraédert épithetiink, amelyek forgatdssal nem vihet6k egymdsba. 1 pont
Azaz 0sszesen 4+ 1246+ 12 +2 = 36 kiilonboz6 tetraédert épithetiink. 1 pont
Ezek megépitéséhez pedig 36 -4 = 144 haromszogre van sziikség. 1 pont

Megjegyzés. Az utolsé pont csak akkor jar, ha helyes a végeredmény.
Osszesen: 10 pont

. Az ABCD négyszogben az A csucsnal 1év6 belso szog 30°, a B, illetve D csticsndl derékszog
van, tovabba AB = 13 cm, és CD = 2 cm.

a) Hatarozzuk meg a hidnyz6 két oldal hosszanak pontos értékét!
b) Igazoljuk, hogy a négyszog koré irt korének (a négyszog minden csucsdra illeszkedd kor)
sugara centiméterben mérve egész szam! 10 pont

27 2

Megoldas. Az adatoknak megfeleld abra. 1 pont
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CD =2cm
C
2x
30° /]
A AB =13cm B x E

Az AB és a DC szakaszok meghosszabbitdsanak metszéspontja legyen az E pont.

A BCE haromszog félszabalyos, ezért ha BE = x, akkor CE = 2x,

Az ADE haromszog is félszabélyos, ezért 2 - (2+2x) = 13 +x,

ebbdl x =3 cm.

Pitagorasz-tételt alkalmazva a BCE, illetve az ADE hiromszogekben, BC = V27 cm,
illetve AD = v/192 cm adédik.

A Thalesz-tétel megforditdsa miatt, a B és a D pont is illeszkedik az AC 4tmérdjt korre.

AC = 14 cm a Pitagorasz-tételbdl kovetkezden,
igy a négyszog koré irhaté kor sugara 7 cm, ami valéban egész szam.

Osszesen:

Kezdok II. kategoria 3. (donto) fordulé

Feladatok

. Az (ay) sorozat tagjait a {0;1;2} halmazbdl vélasztjuk ki az aldbbi szabdly szerint: ha a; = j,

akkor aj ;=0 (k € NT).

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont
1 pont
1 pont
1 pont
1 pont

1 pont

10 pont

Jelolje S a sorozat els6 2023 tagjanak 0sszegét! Hatarozzuk meg S lehetséges legnagyobb értékét. 10 pont

. Az ABCD konvex négyszogben CD — AB = BC. A négyszog B-bdl induld kiilsd, és C-bdl induld

bels6 szogfelezb egyenese M-ben metszi egymast. Igazoljuk, hogy MA = MD!

. 100 kavicsot szeretnénk felosztani kisebb kupacokra. Egy k kupacra torténd felosztast jonak

neveziink, ha

* barmely két kupac mérete kiillonbozs, és

* akdrhogyan is osztjuk szét az egyik kupacot két ndla kisebb kupacra, a keletkezd k + 1

kupac kozott lesz két azonos méretd.

Hatarozzuk meg k lehetséges legkisebb és legnagyobb értékét!
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Megoldasok és javitasi atmutato
1. Az (a,) sorozat tagjait a {0; 1;2} halmazbdl vélasztjuk ki az aldbbi szabdly szerint: ha a; = j,
akkor a1 ;=0 (k € NT).
Jelolje S a sorozat els6 2023 tagjanak 0sszegét! Hatarozzuk meg S lehetséges legnagyobb értékét. 10 pont
Megoldas. Legyen a sorozat els6 2023 tagja kozott el6forduld kettesek szama a, az egyeseké b,
a nullaké c. Ekkor a+b+c =2023 és S =2a+b. 2 pont

Tetszoleges 1 <k <2021, a; =2 esetén a1, = 0. Ha tehat 1-t61 2023-ig a darab 2-es van, akkor
1-t61 2025-ig legaldbb a darab O van, ami azt jelenti, hogy 1-t6l 2023-ig a 0-k szdma legalabb
a—2.fgycza—2,azaza§c—|—2. 1 pont

Ennek figyelembe vételével:
S=2a+b<a+b+c+2=2023+2=2025. 3 pont
A maximalis 0sszeg megvaldsithatd példaul az alabbi sorozattal:
et Y et et N ertrer- N ardrur —
2,1,0,2,1,0,2,1,0,2,2,0,0,2,2,0,0,...,2,2,0,0,2,2,

3-szor 503-szor

ahol a sorozat elején a 2, 1, O részlet 3-szor szerepel, utdna a 2, 2, 0, 0 részlet jon 503-szor, majd

ezt kovetden két 2-es kovetkezik. 3 pont
Ekkor

§S=3-34+503-4+2-2=2025.
Tehdt S maximdlis értéke 2025. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. megoldas. Konstrudljunk ilyen sorozatot! Minden 1-est 0 kdvet, minden 2-es utan kovetkez-
het 2 és utdna 0, 0 vagy 1 és 0, illetve 0 és 0. A sorozat tehat ,,1, 07, ,,2, 0, 0, ,,2, 1, 0” vagy
.2, 2, 0, 0” blokkokbdl és €16 nem irt 0-kbol allhat. 2 pont

Akkor érhetd el a legnagyobb 0sszeg, ha a szamok atlaga a lehetd legnagyobb. ez pedig akkor

kovetkezik be, ha kizarjuk a nem eldirt O-kat, és mivel az ,,1, 0” és ,,2, 0, 0” blokkban az étlag
1-nél kisebb, mig a ,,2, 1,07 és a ,,2, 2, 0, 0” blokkokban 1, igy csak a két utébbit hasznaljuk. 2 pont

Az atlag igy legaldbb 1. Ezt akkor tudjuk ndvelni, ha a sorozat 2023. tagja utdn a lehetd legtobb

eldirt O-t hagyhatjuk el, vagyis a 2024. és 2025. helyeken el6irt 0-k allnak. 2 pont
Eszerint a 2022., és 2023. tag 2, 2, az azt megel6z6 tagokat pedig a ,,2, 1, 07 és ,,2, 2, 0, 0”

blokkokkal toltjiik fel (példaul az elsé megolddsban latott médon). 3 pont
A szamok 6sszege ekkor a lehet6 legnagyobb, és ez 2021 +2 + 2 = 2025. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. Az ABCD konvex négyszogben CD — AB = BC. A négyszog B-bol induld kiils6, és C-bdl induld
belsd szogfelezd egyenese M-ben metszi egymast. Igazoljuk, hogy MA = MD! 10 pont
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N Hosszabbitsuk meg a BC oldalt B felé AB-vel,
a kapott pontot jeloljik E-vel! 3 pont
EC=CD. 1 pont
Igy az ECD hiromszog egyenld szar, tehét a

C-bdl indul6 szogfelezd egyben az ED szakasz
felez6 merdlegese, amibdl ME = MD. 2 pont

EB = BA, igy az EBA hiromszog egyenld szard, tehdt a B-bdl induld belsd szogfelezd (ami
az ABCD négyszog B-bdl induld kiilsd szogtelezbje) egyben az EA szakasz felezd merdlegese,

amibdl ME = MA. 2 pont
A két egyenlGséget egybevetve adédik, hogy MA = MD. 2 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzések a pontozashoz.
* Amennyiben a tanul6 nem a BC oldalt hosszabbitja meg AB-vel, hanem az AB-t BC-vel,
2 pont adhato.

* Ha nincs oldalmeghosszabbitas, de a CD oldalt osztja fel AB és BC hosszusigu szakaszok-
ra, 1 pont adhatd.

* Ha megjelenik az a gondolat, hogy egy egyenld szart haromszog szarszogének szogfelezd-
jének minden pontja egyenld messze van az alap két végpontjatdl, tovabbi 1 pont adhatd.

. 100 kavicsot szeretnénk felosztani kisebb kupacokra. Egy k kupacra torténd felosztast jonak
neveziink, ha

* barmely két kupac mérete kiillonbozs, és
* akdrhogyan is osztjuk szét az egyik kupacot két ndla kisebb kupacra, a keletkezd k + 1
kupac kozott lesz két azonos méretdi.

Hatdrozzuk meg k lehetséges legkisebb és legnagyobb értékét! 10 pont

Megoldas. Ha k > 14, akkor a kupacokban legaldbb 1 +2+---+ 14 = 105 kavics lenne, ami
ellentmondds, tehat k < 13. k = 13-raa {1,2,3,...,11,12,22} felosztés jo: akdrmelyik kupacot
is osztjuk ketté, a két keletkezett kupac mérete koziil a kisebb mar el6fordult. Tehat k lehetséges
maximuma 13. Megmutatjuk, hogy a minimum 10. A {1,3,5,...,17,19} felosztds j6, hiszen
minden kupac kettéosztdsakor egy paratlan kupacot osztunk fel egy paros, és egy nala kisebb
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méretd paratlan méretd kupacra, és minden kisebb pdratlan szdm maér el6fordul egy masik kupac
méreteként.

Tegyiik fel, hogy nincs 1 méretd kupac! Mivel n = (n — 1) + 1, ezért ha van n méretd kupac,
akkor n — 1 méretd is van. Ezt megismételve adédik, hogy van n —2, n — 3, ... méretd kupac is,
ami ellentmondds. Tehat egy j6 felosztasban biztosan van 1 méretii kupac.

(*): Ha a legnagyobb kupac mérete 2m + 1, akkor van 1 vagy 2m, 2 vagy 2m — 1, ...m vagy
m+ 1 méretd kupac, tehat a kupacok szdma legalabb m.

Ha a legnagyobb kupac mérete 2m, akkor van 1 vagy 2m — 1, 2 vagy 2m—2, ..., m — 1 vagy
m+ 1 méretl kupac, tehat a kupacok szdma legalabb m.

Ha k < 8, akkor a legnagyobb kupac mérete a (*) megdllapitas miatt legfeljebb 16. Ekkor a ku-
pacokban egyiitt legfeljebb 1+ 16+ 15+ 144---- 410 =92 < 100 kavics van, ami ellentmondaés.

Ha k =9, akkor a legnagyobb kupacban legfeljebb 18 kavics van. Vegyiik a legkisebb 10-nél
nagyobb méreti kupacot!

Erre alkalmazva a () megallapitdst adodik, hogy legaldbb 5 olyan kupac van, aminek a mérete
legfeljebb 10. Tovabba a legkisebb 1-nél nagyobb méretli kupac legfeljebb 4 kavicsot tartalmaz-
hat, igy a kavicsok szdma legfeljebb 1 +4+8+94+104+15+164 17+ 18 =98 < 100, ami
ellentmondas.

Pontozasi atmutato.

* k < 13 indokléssal egyiitt: 1 pont, indoklds nélkiil nem jar pont.
* Konstrukci6 k = 13-ra, és ennek indokldsa: 1+ 1 pont.
* Konstrukcié k = 10-re, és ennek indokldsa: 1+ 1 pont.
* k > 10 bizonyitdsa: 5 pont, az alabbi részpontszamok adhatok:
— Nincs 1 méretd kupac: 1 pont
— Ha a () dllitds megjelenik altalanos forméaban: 2 pont. Ha a gondolat megjelenik konk-

rét szamra haszndlva, akkor 1 pont adhato.
— A k < 8 eset tisztdzdsa Osszesen 3 pontot ér. Ha ez nincs jol megindokolva, akkor az 5-

7

bdl legfeljebb 2 pontot kaphat a tanul6 a részgondolatokra, akkor is, ha mindkét el6z6
gondolat rendben van.
— Az utolsé 2 pont a k = 9 eset kizardsaért jar, ezt nem osztjuk fel tovabbi részpontokra.

Kezdok I1I. kategoria 2. (donto) forduld

Feladatok

1. Oldjuk meg az
{xt+yr={x}-{v}

egyenletet a valés szdmok halmazan, ahol {x} az x szdm tortrészét jeloli, vagyis {x} = x — [x],
ahol [x] az x-nél nem nagyobb egészek koziil a legnagyobb. 10 pont
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2. Adottak a sikon az Fy, F>, F3 és T pontok. Szerkesztend6 egy ABCD konvex négyszog, amelynek
AB, BC és CD oldalainak felezOpontjai rendre Fj, F, és F3, valamint ATD az AD oldal mint
atfogo folé kifelé emelt derékszogt, egyenld szart haromszog. Adjuk meg a szerkesztés 1€péseit,
illetve hogy mikor 1étezik ilyen konvex négyszog! 10 pont

3. Legyen n > 4 egész szam. Bizonyitsuk be, hogy minden A C {1,...,n} halmazhoz taldlhat6
olyan B C {n+1,...,2n} halmaz, amelyre az A U B halmaz elemeinek szorzata négyzetszam.
(Az iires halmaz elemeinek szorzata definici6 szerint 1.) 10 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldjuk meg az
{4y} ={x}-{y}

egyenletet a valés szdmok halmazan, ahol {x} az x szdm tortrészét jeloli, vagyis {x} = x — [x],
ahol [x] az x-nél nem nagyobb egészek koziil a legnagyobb. 10 pont

Megoldas. Egy szam tortrésze mindig a [0,1) intervallumba esik. Két esetet kiilonboztetiink
meg aszerint, hogy {x} + {y} értéke 1-nél kisebb vagy legaldbb 1. 1 pont

l.eset: {x}+{y} < L.

Ekkor {x+y} = {x} + {y}, tehdt az egyenlet
{x} + {3} ={x}-{»}

alakban is irhato. 1 pont

Mindkét oldalhoz 1-et adva, az egyenletet rendezve és szorzattd alakitva:

(I={xhH(A={y}) =1. 2 pont
A bal oldalon mindkét tényezd pozitiv €s legfeljebb 1, igy a szorzat pontosan akkor 1, ha mind-
egyikiik 1-gyel egyenld, azaz, ha {x} = {y} = 0. Ebben az esetben tehat pontosan akkor teljesiil
az egyenlet, ha x és y egészek. 2 pont

2.eset: {x} +{y} > L.

Ekkor {x+y} = {x} + {y} — I, tehat az egyenlet
(G + v} —1={x}-{}

alakban is irhato. 1 pont

Az egyenletet rendezve és szorzattd alakitva:

(1={xH (1 —{y}) =0

Mivel a bal oldalon mindkét tényezd pozitiv, nem kapunk megoldést. 2 pont
Tehat az egyenlet megoldésai az egész x, y szdmparok. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. Adottak a sikon az F, F, F3 és T pontok. Szerkesztend6 egy ABCD konvex négyszog, amelynek
AB, BC és CD oldalainak felezGpontjai rendre Fj, F, és F3, valamint AT D az AD oldal mint
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atfogo folé kifelé emelt derékszogl, egyenld szart haromszog. Adjuk meg a szerkesztés 1€péseit,
illetve hogy mikor 1étezik ilyen konvex négyszog! 10 pont

s C

Megoldas. Az abran F, az AD oldal felezGpontjat jeloli. D
Vegyiik észre, hogy az Fi-re, F>-re és F3-ra vonatkozo ko-
zéppontos tiikrozés, majd a T pont koriili —90°-os forgatds
egymds utdn torténd elvégzésével az A pont képe onmaga T (-

lesz. AF 1 pont
Az A pont az egyetlen fixpont. / 1 pont
Mivel harom kozéppontos tiikkrozés szorzata kdzéppontos
titkkrozés €s az 4j kozéppont Fy, igy F F> F3F, paralelogram- F

1
ma. B 1 pont

Az F; kozéppont tiikrozés felbonthaté két egymadsra merSleges tengelyes tiikrozés szorzatdra. 1 pont

Legyen az egyik tengely a TF; egyenes. Ekkor a mdsik tengely az erre merdleges AD egyenes.
A T kozépponti —90°-os forgatas is felbonthat6 két tengelyes tiikkrozés szorzatdra. Legyen az
egyik tengely a T F4 egyenes, ekkor a mésik a TA egyenes kell legyen. 1 pont

Igy megkapjuk az A pontot az AD és a TA egyenes metszeteként, amelybdl a tobbi pont mér
tikkrozéssel konnyen megkaphato. 1 pont

Diszkusszio. Az F| F,> F3F4 paralelogrammaval egybevago sati-
rozott paralelogramma —90°-kal F; koriil elforgatva adja azon
T pont helyét, amikor egy megoldds van. Ha T nincsen benne
az elforgatott, satirozott teriiletben, akkor nem létezik a fel-

adatbeli négyszog. F 4 pont

Fy

Osszesen: 12 I8 10 pont

.Legyen n > 4 egész szam. Bizonyitsuk be, hogy minden A C {1,...,n} halmazhoz taldlhaté
olyan B C {n+1,...,2n} halmaz, amelyre az A U B halmaz elemeinek szorzata négyzetszam.
(Az iires halmaz elemeinek szorzata definici6 szerint 1.) 10 pont

Megoldas. Konstruktivan allitjuk el6 a B halmazt. Ehhez megadunk el6szor egy ltalanos elja-
rast, amelyrdl bebizonyitjuk, hogy az n # 8 esetben miikodik. Aztin az n = 8 esetet elintézziik
kiilon.
Legyen az A halmaz elemei szorzatdnak primtényezds felbontasa

M=2%.3%.5%. . %
ahol az oy,-k nemnegativ egész szamok, g pedig a legnagyobb, n-et nem meghalad6 prim. 1 pont

Y

Minden olyan 3 < p < g primhez, amelyre @, paratlan, irjuk el6, hogy a B halmaznak eleme

az egyetlen n < 2k p < 2n alaku szdm. Ezek nyilvdn mind kiilonbozk, és ezekkel a szorzatban
minden pdratlan prim kitevje paros lesz. 2 pont
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Ha a 2 igy el64ll6 kitevdje paros, akkor készen vagyunk, a szorzat négyzetszdm. Ha nem paros,
akkor frjuk el8, hogy B-nek eleme valamelyik n < 2m* < 2n alaki szam (ha létezik ilyen, erre
alabb visszatériink). Ez nyilvan kiilonbozik a kordbbiaktdl (hiszen 2m? primtényzetss felbonta-
saban minden pdratlan prim péros kitevével szerepel, mig a kordbban B-be valasztott szamok
primtényezds felbontdsdban van egy-egy pdratlan prim, amely pdratlan kitevdvel szerepel), és a
szorzatot nyilvan négyzetszamma teszi (hiszen 2m? primtényezts felbontisdban a 2 pératlan,
minden mas prim paros kitevével szerepel).

Az egyetlen kérdés tehat, hogy van-e ilyen n < 2m? < 2n szdm.

A 2m? alakd szdmok sorozata a 18-t61 kezdve olyan, hogy minden eleme kisebb, mint az el6z6
kétszerese. Valdban: 2(m+1)? =2m? +4m+2 < 4m> =2-2m> ham > 3 (a 2m® +4m+2 < 4m*
azzal ekvivalens, hogy m? > 2m+ 1, ami azzal, hogy (m — 1)2 > 2, ami m > 3-ra nyilvanvalo).
Kovetkezésképp, ha n > 9, akkor a legkisebb, n-et meghalad6 2m? alakd szdm legfeljebb 2n,

s

tehat 1étezik az el6irt tulajdonsaggal. Ha 4 < n <7, akkor a 2m* =8 megfelel6 valasztas.

Egyetlen szdlat kell még elvarrnunk, ez az n = 8 eset. Legyen 14 € B akkor és csak akkor,
ha 7 € A. Ezzel a 7 kitevGje rendben lesz. A tobbi prim, ami az A-beli szdmok szorzatdnak
primtényezGiként szerepelhet, a 2, a 3 és az 5. Konny(d kézzel ellendrizni, hogy a {10,12,15}

halmaz alkalmas részhalmazainak primtényezds felbontdsa a
P y
2pz’1ros vagy pdratlan _ 3pa’1ros vagy paratlan Spéros vagy pératlan

minden lehet&ségét kimeritik, tehat a mar megkapott (és a 7 primet paros hatvanyon tartalmazo)
M vagy M - 14 szorzat négyzetszammad szorozhaté a {10, 12, 15} alkalmas részhalmazaval.

Osszesen:
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3 pont
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Haladok 1. kategoéria 1. fordulo
Feladatok

1. Egy derékszogli haromszog egyik befogdjdnak hossza a mésik befogé és az dtfogd hosszanak at-
laga (szdmtani kdzepe). A hdromszog keriiletének és teriiletének mérdszama egyenld. Mekkordk
a hdromszog oldalai?

2. Legyenek a = 60 és b =2022. Az {a;2a;3a;...;b-a} halmaz elemi koziil hdny darab oszthat6
b-vel?

3. Kilenc kartyara felirjuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szdmokat ugy, hogy minden lapra pontosan
egy szamjegy keriiljon. Az dsszes kartya felhaszndlasaval szdmokat képeziink. Példdul egy ilyen
lehetdség a 8, 21, 394, 65 és 7 szdmok kialakitdsa. A képzett szdmokat dsszeadva mikor kapjuk
a legkisebb Osszeget,

a) ha a kialakitott 6sszes szdm prim,
b) illetve akkor, ha koziiliikk mindegyik Osszetett?

4. Egy haromszog harom csucsanak koordindtai: A(1;—2), B(3;4), C (32022; 32023). Mekkora a ha-
romszog teriilete?

5. Egy 3 x 3-as tdbldzat minden egyes mezdjébe egy egyjegyl pozitiv egész szamot irunk. A soro-
kat balrdl jobbra és az oszlopokat feliilr6l lefelé dsszeolvasva hat darab nem feltétleniil kiilon-
bozb haromjegyt szamot kapunk. Toltsiik ki a tdblazatot olyan médon, hogy a kapott hat szam
kozott szerepeljen egész szam négyzete, harmadik hatvanya és 6todik hatvanya is, €s minél ke-
vesebb legyen az olyan szam ezen hat szam kozott, amely nem egész szdm négyzete, harmadik
hatvanya vagy 6tddik hatvanya.

Megoldasok és javitasi Gtmutato
1. Egy derékszogl haromszog egyik befogdjanak hossza a mésik befogo €s az atfogd hosszanak at-

laga (szamtani kozepe). A hdromszdg keriiletének €s teriiletének mérészdma egyenld. Mekkorak
a hdromszog oldalai?

b
Megoldas. A feltételek szerint a= + C, azaz 2a=b+ c, a hdromszog keriilete igy a +2a=3a.

, . ab L .. . Py
Igy T = K miatt 5= 3a, és mivel a a geometriai tartalom miatt nem lehet 0, az egyenldség csak

b =06 esetén teljesiil.

Mivel a haromszog derékszogl, felirhatéd rd a Pitagorasz-tétel: a® +36 = ¢?, az eléz6ek alapjén
¢ =2a—6,és igy az a’ + 36 = 4a” — 24a + 36 egyenlethez jutunk.

Ennek megoldédsa rendezés utdn és az a nem lehet O feltétel ismételt felhasznaldsaval a = 8, c-re
pedig ¢ = 10 adddik.

A 6, 8, 10 egységii oldalakra a feladat feltételeinek ellendrzése.

Osszesen:
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7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

1 pont

2 pont
2 pont

1 pont

1 pont

7 pont



2. Legyenek a = 60 és b =2022. Az {a;2a;3a;...;b-a} halmaz elemi koziil hdny darab oszthat6

b-vel? 7 pont
Megoldas. A szamok primtényezds felbontdsa: a = 22.3.5, b=2-3-337. 2 pont
Egy szam csak akkor oszthat6 b-vel, ha oszhaté b minden primtényzdjével. 1 pont
Mivel a primtényezds felbontdsdban szerepel a 2 és a 3, de nem szerepel a 337, ezért a halmaz

azon elemei oszthatdk b-vel, amelyekben a egyiitthatdja oszthaté 337-tel. 1 pont
A halmazban az els6 ilyen elem a 337a, az utolsé ilyen elem a 2022a. 1 pont
337 és 2022 kozott 6sszesen 6 darab szam oszthatd 337-tel, tehat a halmaz elemei koziil 6 darab

oszthat6 337-tel. 2 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A feladat dltalanosithat6, a b-vel oszthaté halmazelemek szama egyenlé a és b
legnagyobb kozos osztdjaval.

3. Kilenc kartyéara felirjuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szdmokat igy, hogy minden lapra pontosan
egy szamjegy keriiljon. Az dsszes kartya felhaszndldsaval szdmokat képeziink. Péld4ul egy ilyen
lehetGség a 8, 21, 394, 65 és 7 szamok kialakitasa. A képzett szdmokat dsszeadva mikor kapjuk
a legkisebb Osszeget,

a) ha a kialakitott 0sszes szdm prim,
b) illetve akkor, ha koziilik mindegyik Osszetett? 7 pont

Megoldas. A minimum eléréséhez arra kell torekedni, hogy a szdmok kozott csak egy- és két-
jegytiek legyenek, és kozottiik minél tobb legyen az egyjegy. 1 pont
a) A primszdmok utolsé szdmjegye nem lehet 4, 6, 8, mivel akkor a képzett szam 2-vel oszthato
sszetett szam lenne. Igy a felsorolt szimjegyek legaldbb a tizes helyiértéken fordulhatnak csak
el6. Emiatt a kirakott szamok 6sszege nem lehet kevesebb, mint (4 +6+48)- 10+ (1 4+2+3+

+5+7+9)=207. 2 pont
Ez az érték megvaldsithat6 pl. a 2 +3 45+ 414 67 4 89 = 207 szdmokkal. Tehat a legkisebb
megvaldsithatd dsszeg a 207. 1 pont

b) Az egyjegyl Osszetett szdmok a 4, 6, 8, 9. Az 1, 2, 3, 5, 7 szdmjegyekkel nem képezhet6k
egyjegyl Osszetett szamok, ezért koziiliikk legaldbb haromnak tizes helyiértékre kell keriilnie. A
minimdlis 6sszeg kialakitdsihoz a legkedvezGbb, ha ezek az 1, 2, 3. Igy a képzett osszeg nem

lehet kevesebb, mint (1+2+3)-10+ (4+5+6+7+8+9) =99. 2 pont
Ez az érték megvaldsithatd pl. a 6 48 +9 + 15 427 + 34 = 99 szdmokkal. Tehat a legkisebb

megvaldsithatd 6sszeg a 99. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A képzett szamok indoklas nélkiili felsorolasaért maximum 2-2 pont, azaz Ossze-
sen 4 pont adhato.

4. Egy haromsz6g harom csucsdnak koordindtdi: A(1;—2), B(3;4), C (32022; 32023). Mekkora a ha-
romszog teriilete? 7 pont
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1. megoldas.

y : Mivel 32923 = 3.32922 3 haromszog C csicsa illeszkedik az
/ y = 3x fiiggvény grafikonjara (az dbran a szaggatott vonal),

amivel parhuzamos a haromszog AB oldala.

. B Ezért az ABC haromszog teriilete megegyezik minden olyan
C’/ ABC' hdromszog teriiletével, amelynek C’ csicsa az y = 3x

/ fliggvény grafikonjdra esik, hiszen ekkor az AB oldaluk és az
/ ehhez tartoz6 magassaguk is megegyezik.

— N W kA U\

/ 5 3 4 | X Erdemes olyan C’ pontot vélasztani, hogy az ABC' hdromszog
; teriilete konnyen szdmithat6 legyen — ilyen pl. a C'(1;3) pont,
/ A ekkor az ABC' hdromszog teriilete (és igy az ABC hiromszog

[

5-2
teriilete is): - = 5 teriiletegység.

Osszesen:

2. megoldas.

Y Készitsiink abrat! (Nyilvan ez csak ugy lehetséges, ha az x és az
73‘2053 - C y tengelyt ,,megszakitjuk”, azaz az dbra torzitani fog.) Helyes dbra
/ rajzolasa.
// Vezessiik be a P(3; —2), Q(32022; -2), R(32022;4) pontokat!
//l Az ABC haromszdog teriilete megkaphat6 dgy, hogy az AQC ha-

‘ romszog teriiletébdl kivonjuk a PORB téglalap, az APB és a BRC
3 haromszogek teriiletét.

Vezessiik be a k = 32022 jelolést! (Egyszeriibbé teszi a szamoldst,

It /// B R de nem feltétleniil sziikséges.)
k—1)(3k+2 2.6
ML 2022 X Bkdkor Tage = ( >; ), Tpore = 6(k—3), Typp = 2 =0,
1 /13 3577
k—3)(3k—4
aet %F TBRC:( )g ).

Ebbdl TABC = TAQC — TPQRB — TAPB — TBRC =5 (mivel ak kiesik).

Osszesen:

* Ez a 2 pont levonandé az 6sszpontszambdl, ha a versenyzé nem indokolja meg, hogy a C csucs
miért igy, az AB oldalegyenes ,,folott” helyezkedik el. Ezt ugyanis kihasznélja a megoldas. Az
indoklas lehet pl.: a C csucs az y = 3x, az A, B csticsok az y = 3x — 5 egyenesre esnek.

5. Egy 3 x 3-as tdbldzat minden egyes mezdjébe egy egyjegyli pozitiv egész szdmot {runk. A soro-
kat balrdl jobbra és az oszlopokat feliilrdl lefelé dsszeolvasva hat darab nem feltétleniil kiilon-
b6z haromjegyl szamot kapunk. Toltsiik ki a tdblazatot olyan médon, hogy a kapott hat szam
kozott szerepeljen egész szam négyzete, harmadik hatvanya és 6todik hatvanya is, €s minél ke-
vesebb legyen az olyan szdm ezen hat szdm kozott, amely nem egész szam négyzete, harmadik
hatvdnya vagy 6todik hatvanya.
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2 pont
1 pont

2 pont

2 pont

7 pont

2* pont
1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont



Megoldas. A tablazatot ki lehet tolteni olyan médon, hogy az els6 feltétel teljesiiljon, és ne
legyen olyan szdm, amely nem egész szdm négyzete, harmadik hatvanya vagy 6tddik hatvanya.

A lehetséges szamok:

négyzetszamok: 121; 144; 169; 196; 225; 256; 289; 324; 361; 400; 441; 484; 529; 576; 625;
676; 729; 784; 841; 900; 961

kobszamok: 125; 216; 343; 512; 729

Egyetlen haromjegyl 6todik hatvany van, a 243(= 3 ), ennek kell tehdt valahol szerepelnie.
Mivel az atléra valé tiikrozéssel a sorok és az oszlopok felcserélhetdk, feltehetd, hogy egy sorban
szerepel.

Tegyiik fel, hogy az utolsé sorban szerepel a 243. Mivel 2-re és 3-ra végz6dd négyzetszam
nincs, ezért az elsd és a harmadik oszlopban harmadik vagy 6tddik hatvanynak kell szerepelnie.
A hdromjegy( harmadik hatvanyok a 125(= 5°), a 216(= 6°), a 343(= 7°), az 512(= 8%) és
a729(= 93 ), igy az els6 oszlopban az 512-nek, a harmadikban a 243-nak vagy a 343-nak kell
szerepelnie. Ha a 343 szerepel a harmadik oszlopban, akkor az elsd sorban nem lehet sem négy-
zetszdm, sem kobszam, sem 0todik hatvdny. Ha a harmadik oszlopban a 243 szerepel, akkor az
elsé sorban az egyetlen széba jov6 hatvany az 512. Ekkor a masodik sorban az egyetlen széba
jOvé hatvany a 144, és ez egy j6 megoldast ad.

Ha a k6z€ps6 sorban szerepel a 243, akkor a harmadik oszlopban csak négyzetszam, kobszam
vagy 0todik hatvany szerepelhet, amelynek k6zéps6 szamjegye 3, ilyen szdm viszont nincs. Te-
hat ebben az esetben nem sikeriilt tgy kitolteni a tablazatot, hogy csak négyzetszdm, harmadik
hatvany és 6todik hatvany szerepeljen benne.

Ha a 243 az els0 sorban szerepel, akkor a koz€psd oszlopban négyzetszamnak kell szerepelnie,
mert nincs néggyel kezd3d6 haromjegy(i harmadik (és 6todik) hatvany. Ez csak a 441(= 212)
vagy 484(= 222) lehet. Ha a 441 lenne, akkor az utolsé sorban nem szerepelhet négyzetszdm,

mert nincs olyan haromjegy( négyzetszam, amelynek kozépsé szamjegye 1. Igy az utolsé sor-
ban csak harmadik hatviny szerepelhet, amelyek koziil a 216 vagy az 512 jon széba. A 216-ot
vélasztva az els0 oszlopot, 512-t valasztva az utols6 oszlopot nem tudjuk jol kitolteni.

Trjuk be végiil a 484-et a masodik oszlopba. Ekkor végignézve a lehetSségeket a méasodik sorban
289, 484 vagy a 784 szerepelhetne (nincs mads, a feltételeknek megfeleld hdromjegyli négy-
zetszam, harmadik hatvidny vagy 6todik hatvany, amelynek a kozépsé jegye 8). 289 esetén a
harmadik oszlopot nem tudjuk kitolteni, mert nincs 39-cel kezd6d6 megfelels szam. 784 esetén
pedig az els6 oszloppal akadunk el, mert 27-tel kezd6d6 megfeleld szam nincs. Ha pedig a 484-
et probaljuk ki, akkor az els6 oszlopban 24-gyel kezd6d6 megfelel6 szam csak a 243, az utolsé
oszlopban 34-gyel kezd6do megfeleld szam csak a 343, és ez egy megfeleld kitoltés (az utolsod
sorban ekkor 343 szerepel).

Pontozas:
A 243 megtaldlasaért, sziikségességéért és helyének indoklasiért:
A négyzetszdmok €s kobszamok megtalalasaért:

A két teljes helyes kitoltésért:

Osszesen:
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3 pont
2 pont

2 pont

7 pont



Haladok II. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. Az abcd négyjegyii szamot ,,parosithaténak” nevezziik, ha a > b és ab — cd = cd — ba.
Példéaul a 2011 ,,parosithaté” szdm, mivel 20 — 11 =11 —02.

Hatdrozzuk meg, hogy hany ilyen tulajdonsagu négyjegyli szam létezik. 7 pont

2. A péros és paratlan szdmokat két kiilon haromszogbe irjuk a kdvetkezd médon:

i) ii)

0 1

2 4 35

6 8 10 7 9 11

12 14 16 18 13 15 17 19

Mutassuk meg, hogy az elsd esetben a sorok 0sszege 6-tal oszthat szdm lesz, mig a masodik
esetben kobszam. 7 pont

3. Legyenek x; és x» az x> — (a+d) - x+ ad — be = 0 masodfokii egyenlet megoldésai.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor az x* — (& +d° + 3abc +3bcd) - x + (ad — be)? = 0 mésodfoki

egyenlet megolddsai x% és xg. 7 pont

4. Az ABCDE konvex 6tszogben AC parhuzamos DE-vel és BE parhuzamos DC-vel. Bizonyitsuk
be, hogy az AED és a BCD haromszdog teriilete egyenld! 7 pont

5. Tekintsiik azokat a tizes szdmrendszerbeli szdmokat, amelyeknek minden szdmjegye kiilonbo-
z0, barmely két szomszédos szdmjegyiik legnagyobb kozos osztdja legalabb 2, és az el6z6 két
feltétel teljesiilése mellett a lehet6 legtobb szdmjegybdl dllnak.

Egy n pozitiv természetes szdm és a nulla legnagyobb koz0s osztdja az n szam.

Hény ilyen szdm van? 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az abcd négyijegyf(i szamot ,,parosithaténak” nevezziik, ha a > b és ab — cd = cd — ba.
Példéaul a 2011 ,,parosithaté” szdm, mivel 20 — 11 =11 —02.

Hatérozzuk meg, hogy hany ilyen tulajdonsagu négyjegyli szam létezik. 7 pont
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Megoldas. A mdésodik feltétel alapjan:
(10a+b) — (10c+d) = (10c+d) — (10(b+a)
11(a+b)=20c+2d =22c+2(d —c)

Felhasznélva, hogy a 11 primszam, valamint (2;11) = 1, adédik, hogy 11 | d —c. 2 pont
Ebbd6l a —9 < d — ¢ < 9 nagysagrend alapjdn d — ¢ = 0, azaz ¢ = d adddik. 1 pont

Ezt a feltételt is felhasznalva a kordbbiak alapjan az a 4+ b = 2c¢ egyenldséget kapjuk.

c értékét 1-tdl 9-ig novelve, az a > b feltételt is figyelembe véve az alabbi megoldasok adddnak:
c=1esetén 2011, 1111

¢ =2 esetén 4022, 3122, 2222

¢ =3 esetén 6033, 5133, 4233, 3333

c =4 esetén 8044, 7144, 6244, 5344, 4444

¢ =5 esetén 9155, 8255, 7355, 6455, 5555

¢ = 6 esetén 9366, 8466, 7566, 6666

c =7 esetén 9577, 8677, 7777

c = 8 esetén 9788, 8888

c =9 esetén 9999 3 pont
[gy 2+3+4+54+5+4+3+2+1=29,pirosithaté” négyjegyii szdm létezik. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. A péros és pdratlan szdmokat két kiilon haromszogbe irjuk a kdvetkezd médon:

i) ii)

0 1

2 4 35

6 8 10 7 9 11

12 14 16 18 13 15 17 19

Mutassuk meg, hogy az elsé esetben a sorok 0sszege 6-tal oszthatdé szdm lesz, mig a masodik

esetben kobszam. 7 pont
M ALAr A y : PP n(nt+1) ..
Megoldas. Mindkét haromszogben az n-edik sor felirdsdval 0sszesen szdmot {rtunk
le, és az (n+ 1)-edik sorban éppen (n+ 1) darab szdm van. 1 pont
1
Az els6 esetben az (n+ 1)-edik sor elsd szama 0 + n(n2+ ). 2=n’+n, 1 pont
|
mig a masodik esetben az (n+ 1)-edik sor els6 szdma 1+ nntl1). 2=n*+n+1. 1 pont
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Az els6 esetben az (n+ 1)-edik sorban (n+ 1) darab (n? 4 n)-hez minden esetben 2-vel nagyobb
szamot adunk n-szer, igy a sor értéke:

n(n+1
(n+ 1) 4+n) +2(14+243+...+n) = (n+1)(n* +n) +2 ( 5 ) _
=n(n+1)(n+2). 1 pont
Mivel ez harom egymadst kdvetd szdm szorzata, ez minden esetben oszthaté hattal. 1 pont

A misodik esetben az (n+ 1)-edik sorban éppen (n+ 1) darab (n? +n+ 1)-hez minden esetben
2-vel nagyobb szdmot adunk n-szer, igy a sor értéke:

1
(n+ D> +n+1)+2(14+243+...4n) = (n+1)(n2+n+1)+2n('12—+) = 1 pont
=nd 432 4+3n+1=(n+1)>. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Legyenek x| és x; az X — (a+d)-x+ ad — bc = 0 masodfoku egyenlet megoldésai.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor az x* — (&’ +d° + 3abc + 3bcd) - x + (ad — be)® = 0 mésodfokd

egyenlet megoldasai xi’ és xg. 7 pont

Megoldas. A gyokok €s egyiitthatok osszefiiggései alapjan:

xi+xy=(a+d) és x;-xp=ad—bc. 1 pont
Mivel: x} +x3 = (x1 +x2)° — 3x122(x1 +x2), 1 pont
ezért: x3 +x3 = (a+d)* —3(ad — be)(a+d). 1 pont

Igy x3 +x3 = &® + 3a*d + 3ad* + d* — 3a*d — 3ad* + 3abc + 3bcd = a® + d° + 3abc +3bcd. 2 pont

Ekkor az x> — (a3 +d> 4 3abc + 3bcd) - x+ (ad — bc)® = 0 egyenlet igy is irhato:

xz—(x%+xg)-x+x?-x%=0. 1 pont

Tényezbkre bontva:

(xr—x)- (x—x3) =0.
Tehat a mdsodik egyenlet megoldésai x‘;’ és x%. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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4. Az ABCDE konvex 6tszogben AC parhuzamos DE-vel és BE parhuzamos DC-vel. Bizonyitsuk
be, hogy az AED és a BCD haromszdog teriilete egyenld! 7 pont

C 1. megoldas. Az AC és a BE atl6 metszéspontja legyen M. Az

ADE haromszog teriilete egyenlé az MDE haromszog teriileté-

D vel, ugyanis a DE szakasz mindkettének az egyik oldala, és az

ehhez az oldalhoz tartozé magassaguk is egyenld, ugyanis az A

pont és az M pont a DE egyenestdl egyenld tavol van, mivel az
AM és a DE egyenes parhuzamos. 2 pont

E Hasonl6an adddik, hogy a BCD hiaromszog és az MCD harom-
sz0g teriilete is egyenld, mert a BM és a DC egyenesek parhuza-
mossdga miatt a B pont és az M pont egyenld tavol van a kozos

A CD oldal egyenesétol. 2 pont

Az DEMC négyszog paralelogramma, amit az MD atl6 két egybevagé haromszogre oszt, ezért
az MDE és az MCD haromszog teriilete is egyenld. 2 pont

Tehat Typrg = Type = Tucp = Tpep, ezt kellett belatni. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Az ADE haromszog teriilete egyenld a CDE haromszog teriiletével, mert DE ol-
daluk kozos, és a DE és az AC szakaszok parhuzamossdga miatt A és C egyenld tdvol van a DE
egyenestol, ezért a két haromszognek a DE oldalhoz tartozé magassaga egyenld. 3 pont

A BCD haromszog teriilete szintén egyenlé a CDE haromszog teriiletével, mert CD oldaluk
kozos, és a DC és az BE szakaszok parhuzamossdga miatt B és E egyenl$ tdvol van a CD

egyenestdl, ezért a két hdromszognek a CD oldalhoz tartoz6 magassdga egyenld. 3 pont
Tehat Typr = Tepe = Tpep, és ezt kellet belatni. 1 pont
Osszesen: 7 pont

5. Tekintsiik azokat a tizes szdmrendszerbeli szamokat, amelyeknek minden szdmjegye kiilonbo-

z0, barmely két szomszédos szdmjegyiik legnagyobb kozos osztdja legalabb 2, és az el6z6 két
feltétel teljesiilése mellett a lehetd legtobb szamjegybdl allnak.

Egy n pozitiv természetes szam és a nulla legnagyobb ko6z0s osztdja az n szam.

Hény ilyen szam van? 7 pont
Megoldas. Az 1 nem szerepelhet a szam szamjegyei kozott, ezért a szam legfeljebb kilencjegyi

lehet.

Ha az 5 és a 7 is benne van a szamban, akkor mindkett6 csak a nulla mellett lehet, hiszen ezek az
Osszes tobbi szdmjegyhez relativ primek, igy ekkor két szam johet szoba: 507 és 705, de ezeknél
nyilvén van hosszabb szam is. 1 pont

Tehat az 5 és a 7 koziil legfeljebb az egyik szerepelhet, €s az is csak a nulla mellett, a szam
valamelyik végén, ezért a szdmnak legfeljebb nyolc szdmjegye lehet, tovdbbd ezek a szdmok
négyféle alakdak lehetnek: 50...,70...,...05¢és...07. 1 pont



Konny( belédtni, hogy mind a négyféle szambdl ugyanannyi van, hiszen az 5 és a 7 szerepe
felcserélhetd, mivel a szamjegyek koziil pontosan ugyanazokhoz relativ prim az 5, mint a 7.

Tovéabba egy szam pontosan akkor megfeleld, ha a szdmjegyek sorrendjének megforditdsaval
kapott szam is megfeleld.

Ezért elég az 50... tipusui szdmok szamat meghatarozni.

A szamban az 5 és a 0 szamjegyeken kivill még a 2, 4, 6, 8, 3 és 9 szdmjegyek szerepelhetnek.
Soroljuk harom halmazba a hat szdmjegyet: K = {2;4;8}, S = {6} és H = {3;9}.

Olyan 50...-val kezd6d6 nyolcjegyti szdmokat kell késziteni, amelyekben K-beli szdmjegy nem
keriilhet H-beli szamjegy mellé.

Ez ugy lehetséges, hogy a szam 50k kak36h1hy vagy S0k hy6k kyks alakd, ahol {ki;kp;ks} =K
és {h1;h,} = H, és minden ilyen alakd szdm megfeleld.

Mindkét fajtabol 2 - 3!- 2! = 24 darab van.

Tehat 50. .. tipusd szdmbdl 6sszesen 24 darab van, és ugyancsak 24-24 darab van a masik harom

alaptipusbdl is, ezért 6sszesen 96 megfeleld szdm van.
Osszesen:
Haladok 1. kategoéria 2. fordulo
Feladatok
. Legyen n 3-mal oszthato pozitiv egész szam. Azn—1,n—2, ..., 2, 1 szdmsorozatbdl elhagyjuk

a 3-mal oszthaté szdmokat, majd az els6 két szdmot pozitiv eldjellel, a kovetkezd kettSt negativ
eldjellel, az azutdn kovetkezd kett6t megint pozitiv elGjellel latjuk el. A kettesével valtozé elo-
jelezést addig folytatjuk, amig a szdmsorozat végére €riink. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott

szamok Osszege mindig n-nel lesz egyenld!
2 2
) (x* +2021) RURUNUPINE
. Hatdrozzuk meg az f(x) = —————— +2022 fiiggvény minimumértekeét és helyét.
X

. Anna és Baldzs a 10 x 10-es szorz6tablan a kovetkezd ,,jatékot” jatsszak:
e Anna kivdlaszt egy fliggdleges sdvot (néhdny szomszédos oszlopot) a tdblazatban, és a
benne szerepld szamokat megszorozza (—1)-gyel, majd

e Baldzs kivdlaszt egy vizszintes savot (néhany szomszédos sort) a tdbldzatban, és a benne
szerepld szamokat megszorozza (—1)-gyel. (Igy bizonyos szdmok akar kétszer is szorz6d-
nak (—1)-gyel.)

Ha példdul Anna az elsd harom oszlopot, mig Baldzs a negyedik sort6l a hetedik sorig ,,vdlaszt”,
akkor a mdédositott tdblazat szamai:
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1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

7 pont

7 pont

7 pont



-1 -2 -3] 4] 5| 6] 7| 8 9] 10
—2| —4| —6]| 8| 10| 12| 14| 16] 18] 20
—3] 6] -9| 12| 15| 18| 21| 24| 27| 30
4| 8| 12|-16—-20|—24|—28|—32|-36|—40

5| 10| 15|-20—25]|-30]—35|-40|—45|-50

6| 12| 18|-24|-30|—36|—42|—48|-54|-60

7| 14| 21|-28|-35|-42|-49|-56|-63 |70
—8|—-16|—24| 32| 40| 48| 56| 64| 72| 80
—9-18|-27| 36| 45| 54| 63| 72| 81| 90
—10|—20|—30] 40| 50| 60| 70| 80| 90100

(Anna és Baldzs is csak egyszer valasztanak savot a ,,jaték” soran.)

a) Lehetséges-e, hogy a kapott tadbldzat 100 darab szdmét 6sszeadva az 6sszeg 0?
b) Lehetséges-e, hogy a kapott tablazat 100 darab szaméat 0sszeadva az 0sszeg 1?

Amennyiben a megoldds lehetséges, irjuk le a jaték 1épéseit is!

. Legyen O az ABCD négyzet CD oldaldnak D-hez kozelebbi olyan belsd pontja, amelyre teljesiil,
hogy az O kézéppontu OD sugaru kor, valamint a B kozépponti 2 - OD sugaru kor érinti egymast.
Az érintési pontban a két korhoz kozos érintdt huzunk. Hatdrozzuk meg az érint6 négyzetbe esd
szakaszdnak a négyzet oldaldhoz viszonyitott ardnyat!

Megoldasok és javitasi Gtmutato

. Legyen n 3-mal oszthato pozitiv egész szdm. Azn—1,n—2, ..., 2, 1 szamsorozatbdl elhagyjuk
a 3-mal oszthaté szdmokat, majd az els6 két szamot pozitiv eldjellel, a kovetkezd kettdt negativ
eldjellel, az azutdn kovetkezd kett6t megint pozitiv elgjellel latjuk el. A kettesével valtozo eld-
jelezést addig folytatjuk, amig a szdmsorozat végére €riink. Bizonyitsuk be, hogy az igy kapott
szamok 0sszege mindig n-nel lesz egyenld!

Megoldas. Valasszuk szét az eseteket aszerint, hogy n paros vagy paratlan.
Ha n péros, akkor 6-tal is oszthat6, ezért felirhaté n = 6k alakban, ahol k pozitiv egész szam.

Ekkor 6k — 1-ig 0sszesen 2k — 1 darab lesz 3-mal oszthatd, azaz a 3-mal oszthat6é szdmok kiha-
gyésa utan osszesen 6k — 1 — (2k — 1) = 4k darab szdm marad.

Ezeket lehet négyesével csoportositani, egy csoporton beliil a szamok 0sszege
(6l—1)4 (61 —2)— (6l —4)—(6]—5) =6,

és mivel k db csoport van, a teljes 6sszeg 6k = n.

Ha n pératlan, akkor felirhaté 6k + 3 alakban, ahol kK nem negativ egész szam.

Ekkor az 6sszeg: (6k+2)+ (6k+1) — (6k— 1) — (6k—2) + (6k —4) + (6k—5)....

Az Osszegben a harmadik tagtdl kezdve ugyanazok a tagok szerepelnek, mint a paros esetben,
csak ellenkezd elgjellel.

Ezek 0sszegérol tudjuk, hogy 6k, igy a teljes Osszeg: 6k +2+6k+ 1 — 6k = 6k+3 =n.

Osszesen:
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7 pont

7 pont

7 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont



(@ +2021)°

2. Hatdrozzuk meg az f(x) = 5 + 2022 fiiggvény minimumértékét és helyét.
x

Megoldas. Mivel a fiiggvény paros, ezért elegendd x > 0 esetben keresni a megoldast.
(x> +2021)2

2420217
flo) = 2022 = (%) +2022 =

2
+2021
_ (2-x S| 20222

a szamtani és mértani kozép kozotti osszefiiggést alkalmazva

2
2021
2(2- X > +2022 =

X

=4-2021+2022 =10 106.

2021

Az egyenlOség pontosan akkor all fenn, ha x = , amibdl x = +v/2021 kovetkezik.

Tehét a fliggvény lokdlis minimum helye x; = —v/2021, ill. x; = v/2021-nél van, s mindkét
helyen az értéke 10 106.

Osszesen:

Megjegyzés. A versenyzd vizsgélhatja a fiiggvényt példaul az alabbi médon is.

(x+2001)? x*4+2-2021x% +20212
2022 = >

flx)= +2022 =

X

20212
— x4+ 5 + 6064 > 2v20212 + 6064 = 10 106.
X

X

Ekkor a megoldas elsé mondata sziikségtelen, az érte jard 1 pont a kétféle minimumhely megal-
lapitdsahoz adando.

. Anna és Balazs a 10 x 10-es szorz6tablan a kovetkezd ,,jatékot” jatsszak:
e Anna kivalaszt egy fligg6leges sdvot (néhdny szomszédos oszlopot) a tdbldzatban, és a
benne szerepld szdmokat megszorozza (—1)-gyel, majd

e Baldzs kivdlaszt egy vizszintes sdvot (néhdny szomszédos sort) a tablazatban, és a benne
szerepl szdmokat megszorozza (—1)-gyel. (Igy bizonyos szamok akar kétszer is szorzéd-
nak (—1)-gyel.)

Ha példaul Anna az elsé harom oszlopot, mig Baldzs a negyedik sortdl a hetedik sorig ,,valaszt”,
akkor a modositott tdblazat szdmai:
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7 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

7 pont



-1 -2 -3] 4] 5| 6] 7| 8 9] 10
—2| —4| —6]| 8| 10| 12| 14| 16] 18] 20
—3] 6] -9| 12| 15| 18| 21| 24| 27| 30
4| 8| 12|-16—-20|—24|—28|—32|-36|—40

5| 10| 15|-20—25]|-30]—35|-40|—45|-50

6| 12| 18|-24|-30|—36|—42|—48|-54|-60

7| 14| 21|-28|-35|-42|-49|-56|-63 |70
—8|—-16|—24| 32| 40| 48| 56| 64| 72| 80
—9-18|-27| 36| 45| 54| 63| 72| 81| 90
—10|—20|—30] 40| 50| 60| 70| 80| 90100

(Anna és Balazs is csak egyszer valasztanak sdvot a ,,jaték’ sordn.)

a) Lehetséges-e, hogy a kapott tablazat 100 darab szaméat 0sszeadva az 0sszeg 0?
b) Lehetséges-e, hogy a kapott tabldzat 100 darab szdmét 6sszeadva az 6sszeg 1?

Amennyiben a megoldas lehetséges, irjuk le a jaték 1épéseit is! 7 pont

Megoldas. a) 0 nem lehet a 100 szam Osszege a tdbldzatban, hiszen a tablazatban (eldjeltdl
fliggetleniil mindig) 5-5 = 25, azaz pdratlan darab paratlan szam van. Viszont paratlan darab
paratlan szdm 6sszege mindig paratlan (és a paritdson nem valtoztat a tobbi paros szam Osszege). 3 pont

b) A tablazat elemeit (egyes celldit) ugy kaphatjuk, hogy az 1, 2, ..., 10 elemek mindegyikét
megszorozzuk az 1, 2, ..., 10 elemek mindegyikével. Mivel itt ezek Osszegét kell képezni, ezért
a tablazat elemeinek 0sszege az (1+2+...4+10)(1+2+...+10) szorzat eredménye lesz. Anna
¢és Baldzs e két tényez0 tagjainak eldjelét valtoztatjdk. Az 1 tobbféleképpen kijohet, példaul

e1=(28-27>=(1+2+34+4+5+6+7—8—9—10)% miatt ha az utolsé hiarom oszlopot
€s utols6 harom sort szorozzuk (—1)-gyel;

e illetve 2+3+44 5+ 6+ 7 =27 miatt, ha az ezeknek a szimoknak megfeleld oszlopokat
és sorokat szorozzuk (—1)-gyel;

P

o illetve az el6z0 két ,,otlet keverésével”; példdul, ha a 8, 9, 10-es sorokat és 2, 3,4, 5, 6, 7-es
oszlopokat szorozzuk (—1)-gyel.

1| 2| 3] 4] 5| 6| 7| -8 -9-10
4, 6| 8| 10| 12| 14|-16|-18]-20
6] 9| 12| 15| 18| 21|-24|-27]-30
8| 12| 16| 20| 24| 28|-32|-36|—40

10| 15] 20| 25| 30| 35|-40|—45]|-50

12] 18| 24| 30| 36| 42|-48|—-54|-60

7] 14| 21| 28| 35| 42| 49|-56|—-63|-70
—8|—-16|—24|-32|—-40|—48|-56| 64| 72| 80
—91-18]-27|-36|-45|-54|-63| 72| 81| 90

—10|—20{—30—40|-50|—60|—70| 80| 90{100

O\ | [ (W[

Csak az els6 megoldas tablazata: 4 pont

A versenyzd barmilyen (akdr indoklds nélkiili) j61 kovethet6 helyes megolddsa 4 pontot ér.

Osszesen: 7 pont

30



4. Legyen O az ABCD négyzet CD oldalanak D-hez kozelebbi olyan belsé pontja, amelyre teljesiil,
hogy az O kozépponti OD sugart kor, valamint a B kozéppontd 2 - OD sugarud kor érinti egymast.
Az érintési pontban a két korhoz kozos érintdt hizunk. Hatarozzuk meg az érint6 négyzetbe esd
szakaszanak a négyzet oldaldhoz viszonyitott ardnyat! 7 pont

Megoldas. Tekintsiik a két kornek és az érintdnek a négyzetbe esd részét, és hasznaljuk az
alabbi 4bra jeloléseit. Legyen OD = r, a négyzet oldala pedig a. Mivel E k6z0s érintési pontja a

koroknek, ezért O, E és B pontok egy egyenesre esnek, €s OB = 3r. 1 pont
D 0 C
G
E
F J
A B

Allitsunk F-b3l merdlegest BC-re, a talppontja legyen J. FJG/A = BCO/\, mert FJ = BC, mind-
kettd derékszogli és GFJ<t = OBC<, mert merSleges szarti hegyesszogek.

FG BO 3r
Ezért FG = BO = 3r, k ttardny — = — = —. 2 t
zér r, azaz a Keresett ardny -~ = -~ = — pon
[rjuk fel a BCO derékszogii haromszog oldalaira Pitagorasz-tételt: (a — r)* +a* = (3r)>. 1 pont

A négyzetre emelések elvégzése, nulldra rendezés, majd a kettdvel valé osztds utdn a kdovetkezd
egyenletet kapjuk: 4r* +ar—a* =0. 1 pont

2
Az egyenletet elosztva a® > 0-val, az " _ra masodfoki 4 <£> + T 1=0 egyenletet kapjuk,
a a

a
L —1+V1T

amelynek a megoldasa (1> = 1 pont
a’12 8
Figyelembe véve, hogy r is és a is pozitiv, csak a pozitiv gyok lehetséges, ahonnan a keresett
3 3
ardny - = - (\/17— 1). | pont
a -
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Megmutatjuk, hogy az érint6 biztosan a BC oldalt metszi, nem lehet, hogy a CD-t.
Tegyiik fel ugyanis, hogy mégis a CD oldal bels6 L pontjdban metszi az érintd a négyzet hatarat,
€és hasznaljuk az abra jeloléseit.

31



D r (0] Lx C

A B

V17-1
8

Osszefliggést kapjuk. Mivel az OCB hiaromszog hasonlé OE L haromszoghoz (szogeik paronként

OE _ 2 2 2ar — 2
egyenldk), ezért — = —, azaz r _ ¢ r. Ebbdl rendezés utin x = Tt carma ,
OL OB a—r—x 3r r—a

317

Az OCB haromszogben a Pitagorasz-tételt felirva a fentiekkel azonosan ismét az r = a

amibe r-et behelyettesitve x = -a adddik, ami negativ.

Haladok II. kategoria 2. fordulé

Feladatok

. Egy sorozat els§ tagja a; = 2. Tudjuk, hogy a sorozat (n+ 1)-edik tagja:

a,—1

a,+1

Hatarozzuk meg a sorozat 2023-adik tagjat! 7 pont

an+1 =

. Az a és b pozitiv egész szdmokra teljesiil, hogy:
1 1

— =b
\/(1—\/(12——1 \/cH—m

Mi lehet az a szdm utols6 szamjegye? 7 pont

. A nem egyenld szard ABC haromszog leghosszabb AB oldalén kijel6liink olyan D és E pontokat,
amelyekre teljesiil, hogy AD = AC és BE = BC. A D ponton keresztiil AC-vel és az E ponton
keresztiil BC-vel parhuzamosan hizott egyenesek az F' pontban metszik egymadst. Bizonyitsuk
be, hogy FC felezi az EF D szoget. 7 pont
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4. Egy tizes szamrendszerben felirt hatjegy szam szamjegyei mind kiilonbozbek €s egyik sem 0,
valamint a szdm oszthaté 37-tel. Bizonyitsuk, be hogy a szdmjegyeknek van még legaldbb 7
olyan sorrendje, ahol a kapott hatjegyl szdm szintén oszthaté 37-tel! 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy sorozat elsG tagja a; = 2. Tudjuk, hogy a sorozat (n+ 1)-edik tagja:

a,—1

ap,+1

Hatdrozzuk meg a sorozat 2023-adik tagjat! 7 pont

an+1 =

Megoldas. Hatarozzuk meg az elsé néhany tagot a rekurzids osszefiiggés alapjan!
1 1

a1:2,a2:g,a3:—§,a4:—3,a5:2. 2pont
I 1
A rekurzi6 alapjan innentdl kezdve Ujra ugyanez a 4 szam ismétlodik: 2, 3y —3. 2 pont
Mivel a 2023 = 505 -4 + 3, ezért a 2023 4-gyel osztva 3 maradékot ad, 1 pont
1
ezért a sorozat 2023-adik tagja megegyezik a harmadik taggal, tehét aygo3 = —5 2 pont
Osszesen: 7 pont
2. Az a és b pozitiv egész szamokra teljesiil, hogy:
1 1 _
Va-vVa2—1 Va+va®—1
Mi lehet az a szam utols6 szamjegye? 7 pont

Megoldas. Gyoktelenitsiik a nevezdket:

1 B 1 _ \/a+\/a2—1_\/a—\/a2—1 _
Va—Vaa—1 Vat+Vad—1 J@—(@-1) Ja—(a®-1)

:\/a+\/c12———\/a—\/612——1 1 pont

Tehat

\/a+\/a2— —\/a—\/az— =b.

Mivel mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés ekvivalens 1€pés

at+vVa*—1+a—+a*>— —2\/<a+\/a2—1)-(a—\/a2—1> = b 1 pont

b2
Ebbbl 2a—2=0b%a= > + 1. Tehét a eggyel nagyobb egy négyzetszdm felénél. Mivel a pozitiv

egész szam, ezért b paros szam kell, hogy legyen. 1 pont
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Igy az alabbi lehetdségeket kell figyelembe venni:

b || 1ok | 1ok+2 | 1ok+4 | 10k+6 | 10k+8
b 2 2 2 2 2 2 pont
?—H 50k”+1 | 50k”+20k+3 | 50k” +40k+9 | 50k” +60k+19 | 50k~ + 80k + 33
Tehat a utolsé szamjegye lehet 1, 3 vagy 9. 1 pont
Ilyen utolsé szamjegyek valdban eld is fordulhatnak. Ha pl. b = 2, akkor a = 3, ha b = 4, akkor
a =29, ha pedig b = 10, akkor a = 51. 1 pont
Osszesen: 7 pont
. A nem egyenld szard ABC haromszog leghosszabb AB oldalén kijel6liink olyan D és E pontokat,
amelyekre teljesiil, hogy AD = AC és BE = BC. A D ponton keresztiil AC-vel és az E ponton
keresztiil BC-vel parhuzamosan huzott egyenesek az F' pontban metszik egymdst. Bizonyitsuk
be, hogy FC felezi az EF D szoget. 7 pont
Megoldas. Jeloljitkk az ABC hiaromszog A és B csu- C
csanal levs szogeit rendre a-val és fB-val.
DF || AC és EF || BC miatt FDE<x = CAB< =  és
DEF < = ABC< = B (valtészog-parok). 1 pont
A E\Z @D B
F
Az ADC és BCE egyenld szari haromszogekben
180° —CAD 180° — o o
ADC< = DCA<t = < _ _gpo_ %
2 2 2
és
180° — EBC 180° —
CEB<=BCE< = < P :9O°—E. 2 pont
2 2 2
Igy DC és EC rendre a DEF hiromszog D és E csticsbéli kiils6 szogfelezdi. 2 pont
Ezek C metszéspontjan dthalad a haromszog F csucsbéli belsd szogfelezdje is. (C a DEF ha-
romszog egyik hozzairt korének kozéppontja.) Tehat F'C valdban felezi az EF D<-et. 2 pont
Osszesen: 7 pont
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2. megoldas — tobb didk megoldasa alapjan. Haszndljuk az aldbbi dbra jeloléseit! Az F pont
szarmaztatdsa miatt PFQC négyszog paralelogramma. BC = BE miatt a BEC egyenl$ szaru
haromszog szarakhoz tartozé magassagai egyenl6k: SE = TC. Hasonléan AD = AC miatt az
ADC egyenld szard haromszog szdrakhoz tartozé magassdgaira: RD = TC. Azaz RD = SE, a
PFQC paralelogramma szemkozti oldalpdrjainak tdvolsdga megegyezik, PFQC tehat rombusz.
A rombusz FC 4tl6ja pedig felezi a PF Q szogét, és igy a vele azonos EF D szoget is.

4. Egy tizes szamrendszerben felirt hatjegyl szdm szdmjegyei mind kiilonbozdek és egyik sem 0,
valamint a szdm oszthatd 37-tel. Bizonyitsuk, be hogy a szdmjegyeknek van még legaldbb 7
olyan sorrendje, ahol a kapott hatjegyl szdm szintén oszthat6 37-tel!

Megoldas. Vizsgaljuk a 10 hatvanyainak 37-tel valé osztdsi maradékait.
Az 1 37-tel osztva 1 maradékot ad, a 10 pedig 10-et.

100 = 2-37 + 26, tehat a szaz 26 maradékot ad.

1000 =20-374260 =20-37+7-37+ 1, vagyis az 1000 1 maradékot ad.

Innentdl] kezdve mindig csak 10-zel szorzunk, a maradék is szorzédik 10-zel, tehét djra az 1, 10,
26 maradékokat kapjuk.

Ebbdl kovetkezden egy abcdef hatjegyll szdm 37-tel osztva f + 10e + 26d + ¢ + 10b + 26a
maradékot ad.

Azaz ha f és c, e és b, d és a szamjegyeket egymads kozott cserélgetjiik, akkor a maradék nem
valtozik, vagyis a szdm tovéabbra is oszthat6 37-tel.

Ez 6sszesen 2 -2 -2 = 8 lehetOség, ebbdl egy sorrend az eredeti, tehat legaldbb 7 1j sorrend van.

Osszesen:
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Haladok III. kategoéria 1. fordulé

Feladatok

7 s

1. Jelolje a,, az on tort tovdbb nem egyszertsithet6 alakjdban a nevezd értékét. Példaul as = 4, mert

50 12345 120 15

PEEEY) 32 47
Tekintsiik az ay, ap, as, ..., axgyp szamokat.

a) Mennyi ezen 2022 darab szdm minimuma, és ez a minimum hanyszor szerepel a 2022 szdm
kozott?
b) Mennyi ezen 2022 darab szam maximuma, és ez a maximum hanyszor szerepel a 2022 szam
Kozott? 7 pont

2. Andor rendszeresen kerékpérozik. Egy alkalommal, amikor hazaér a biciklizésbdl, testvére, Ben-
deguz kérdezi t6le, hogy mekkora tavot tekert. Andor igy felel: ,,Te j6 vagy matekbdl, probald
meg kitaldlni. Azt eldrulom, hogy Osszesen 2 6ra 24 percet bicikliztem, valamekkora tdv utan
visszafordultam, és ugyanazon az uton jottem haza, amelyiken odafelé mentem. Lejtén lefelé

k k
45 Tm’ emelkedén felfelé 15 Tm sebességgel haladtam.”

Bendeguz: ,,Gondolom, vizszintes része is volt az tGtnak.”
Andor: ,,Volt, persze.”

Bendeguz: ,,Akkor ennyi adatb6l még nem tudom megmondani, hogy mekkora tavot teljesitet-
tél.”

Andor erre ezt mondja: ,,Ha azt is megmondandm, hogy vizszintes Gton mekkora sebességgel
haladtam, akkor mér egyértelmiien tudnal vdlaszolni, de ezt nem mondom meg.”

Bendegtiz némi szdmolds utdn igy sz6lt: ,Mér tudom a vélaszt.” Es valéban meg tudta mondani,
hogy Andor hany kilométert biciklizett. Mi volt Bendeguz vélasza? 7 pont

3. Hatdrozzuk meg azokat a nemnegativ egész szamokbdl 4ll6 (x;y) szdmparokat, amelyekre

(xy=7)> =x"+)". 7 pont

4. Egy szabdlyos hiaromszog minden oldaldt n egyenld részre osztjuk, majd az osztdspontokon
4t a megfelel6 oldalakkal parhuzamosakat hiizva felosztjuk a hdromszogiinket n”> darab kisebb
szabalyos haromszogre.

Ezek utin a kisebb haromszogek koziil néhanynak megrajzoljuk az egyik sulyvonalat arra fi-
gyelve, hogy egyetlen sulyvonalnak se legyen semelyik mésik sulyvonallal k6zos (vég)pontja.
Példéul az alabbi dbrdn n = 3 esetén mind a kilenc kisebb hdromszog egy-egy sulyvonaldt meg-
rajzoltuk.

Jelolje s(n) azt a legnagyobb szdmot, amennyi stlyvonal szabdlyosan berajzolhaté adott n esetén.
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(A lenti dbra alapjan s(3) = 9 példaul.)

Adjuk meg s(n) értékét minden n-re. 7 pont

. Az ABCDE konvex 6tszogben EAB<t = 60°, ABC<t = 100° és BCD<t = 140°. Bizonyitsuk be,

2
hogy az 6tszog lefedhetd egy olyan korrel, amelynek sugara §DA hosszusagu. 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

.Jelolje a, az o tort tovabb nem egyszertsithetd alakjaban a nevezd értékét. Példaul a5 = 4, mert

50 1-2:3-4-5 120 15

25 32 32 4
Tekintsiik az ay, ap, as, ..., argyp szamokat.
a) Mennyi ezen 2022 darab szdm minimuma, és ez a minimum hanyszor szerepel a 2022 szam
kozott?
b) Mennyi ezen 2022 darab szam maximuma, és ez a maximum hanyszor szerepel a 2022 szdm
kozott? 7 pont

n|1/2/3/4/5/67|8|9|10]11
ap | 21214244824 ] 4|8

Vegyiik észre, hogy n > 1-t6l kezdve a,-re teljesiil a kovetkezd rekurziv 6sszefiiggés:

azp = Ay,
1 pont
axn+1 = 2ay.

Megoldas. Szamitsuk ki az elsé néhany a,,-t:

Ezt fogjuk igazolni. Amint latszik a tdbldzatbol, a; = 2-bdl indulva ,kicsi” n-ekre ay, €és az,+1
értékét helyesen megadja a rekurziv képlet. Nézziik ,,altalanosan” (a képletekben
2n—1)"'=1-3-5-...-(2n—1) és (2n)!'=2-4-6-...-(2n)
a ,,szemifaktorok”, és nyilvan a (2n — 1)!! szemifaktor paratlan szam):
(2n)!  (1-3-...-(2n—1))(2-4-...-(2n)) (2n—1)!1 (2n)N

22n on.on on on
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2n—1)!1 2"-nl !
(nzn) == D s an =a,,

Qn+1)! (1-3-...-2n+1)(2-4-...-(2n)) _ (2n+1)1! (2n)!!

22n+1 - on+l . on _ on+l1 on
(2n+1)!11 2".n! n!
= St . n :(2n+1)!!-ﬁz>a2n+1:2-an.
Ezzel a rekurziv képlet helyességét igazoltuk.
Legyenek most m; < mp < ... < my kiillonbozé nemnegativ egész kitevok, és legyen

7

n=2" 42" 4 42" (azaz irjuk fel n bindris alakjat)! Az el6z6 rekurziv dsszefiiggés miatt
ekkor nyilvan a, = 2, hiszen a; = 2, és az [n/2] szdm bindris alakjdnak a végére O-t téve (a szdm
péros lesz) nem véltozik a, értéke, mig az [n/2] szdm bindris alakjdnak a végére 1-t téve (a szdm
paratlan lesz) a,, értéke kétszerezddik.

Azaz a, megegyezik 2k_nal (ahol k az n szdm binaris alakjaban az 1-esek szdma).

Minimum: a, ketténél kisebb nyilvdn nem lehet, és a, = 2 pontosan a kett6-hatvanyok esetén
igaz (ezek bindris alakjdban van egyetlen darab 1-es).

Azaz a, = 2 a minimum, és ez pontosan n = 1 = 20; 2; 4; 8; 16; 32; 64; 128; 256; 512 és
n = 1024 = 2'0 esetén teljesiil, azaz 11 darab minimumhely van.

Maximum: mivel 2023 bindrisan 11-jegy( szdm, de 2047 = 11111111111, mdr nincs a vizsgélt
szamok kozott, 1 és 2023 kozott legfeljebb 10 darab 1-es lehet az n egész szam bindris alakjaban,
azaz a, = 219 = 1024 a sorozat maximuma.

Vizsgéljuk el8szor, hogy a, = 1024 (maximum) hény helyen fordul el az 1023 és 2046 kozotti
szamok kozott. Ezeket a szamokat mind 11-jegy( bindris szdmnak tekintve (ez csak 1023 esetén
Hkiterjesztés” az 1023-at 01111111111,-ként felirva) az egyetlen 0-s szdmjegy a bindris alakban
11 helyre tehetd, ezek kozil 11111111110, =2046; 11111111101, =2045; 11111111011, =
=2043; 11111110111, =2039; 11111101111, = 2031 tdl nagyok, és 11111011111, =2015a
legnagyobb megfeleld.

Azaz Osszesen 6 helyen veszi fel a, a maximalis 1024 értéket.

Osszesen:

. Andor rendszeresen kerékpdrozik. Egy alkalommal, amikor hazaér a biciklizésbdl, testvére, Ben-
deguz kérdezi t6le, hogy mekkora tdvot tekert. Andor igy felel: ,,Te j6 vagy matekbdl, probéld
meg kitaldlni. Azt eldrulom, hogy Osszesen 2 6ra 24 percet bicikliztem, valamekkora tadv utdn
visszafordultam, €s ugyanazon az dton jottem haza, amelyiken odafelé mentem. Lejton lefelé

km km
45 T emelked6n felfelé 15 Y sebességgel haladtam.”
Bendeguz: ,,Gondolom, vizszintes része is volt az dtnak.”

Andor: ,,Volt, persze.”

Bendeguz: ,,Akkor ennyi adatb6l még nem tudom megmondani, hogy mekkora tavot teljesitet-
tél.”
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1 pont
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1 pont

7 pont



Andor erre ezt mondja: ,,Ha azt is megmondandm, hogy vizszintes iton mekkora sebességgel
haladtam, akkor mér egyértelmiien tudndl vdlaszolni, de ezt nem mondom meg.”

Bendegtiz némi szdmolds utén igy sz6lt: ,Mér tudom a vélaszt.” Es valéban meg tudta mondani,
hogy Andor hany kilométert biciklizett. Mi volt Bendegiz vélasza?

1. megoldas. Az Andor altal megtett Gt legyen s. Jeloljiik rendre x-szel, y-nal és z-vel azt, hogy
hany kilométer utat tett meg odafelé lejtén, vizszintesen, illetve emelkedon.

Ekkor s =2(x+y+z) =2x+2y+2z.

Jeloljiik v-vel azt, hogy mekkora (hany km/h) sebességgel ment vizszintesen.

Ekkor az ut odafalé =~ + Y + = oraig tartott, visszafelé pedig =~ + Y + = oraig.

45 v

A kettd egyiitt 2,4, azaz

Innen s = 54 — <——2

Tehat az Andor altal megtett Gt y-tél (ami nem 0) és v-tdl fiigg. Ha v ismeretében s értéke mar

45

1%

15 v

15
4x+4z7 2
x45 : %_2’4
2x£2z+%:1’2
so(i-3)-1

)

45

egyértelmiien megmondhatd, akkor ez csak ugy lehetséges, hogy az y szorzétényezdje nulla,

(45
azaz

=2
1%

)-o

innen v =225, és s = 54.

Tehat 54 km-t biciklizett Andor.

2. megoldas. A megtett Ut a menetid és az atlagsebesség szorzata. A menetidé adott, ezért
Bendegiznak a teljes ttra vonatkozo atlagsebességet kell kitaldlni.

Ha eltekintiink a vizszintes utszakasztol, és kiszamitjuk az emelkedss és a lejtds részeken tor-

ténd mozgds atlagsebességét, akkor

harmonikus kozepe.)

Ha a vizszintes dtszakaszon mért sebesség ettdl eltérd lenne, akkor az egész tdvra vonatkozd
atlagsebesség fliggene attol, hogy a teljes tdvnak mekkora része a vizszintes rész. Erre azonban
nincs utalds a feladat szovegében. Mivel a vélasz ettdl az informéci6tdl fiiggetleniil is megadhato,

2x+2z7 B 2x+2z7
FrhnE | S
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= 22,5-et kapunk. (15 és 45

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

3 pont

1 pont

1 pont

2 pont



feltéve, hogy a vizszintes ttszakaszon mért sebességet ismerjiik, ez csak ugy lehetséges, hogy a

k
vizszintes utszakaszon is 22,5 Tm volt a sebessége. 3 pont
Tehdét a teljes tav 22,5-2,4 = 54 km. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Hatdrozzuk meg azokat a nemnegativ egész szamokbdl 4ll6 (x;y) szampérokat, amelyekre

(xy—7)* = x>+~ 7 pont

Megoldas.
(xy=7)* =2+
xzy2 —14xy+49 = x? —l—yz

x¥*y? —12xy 436413 = x> 4+ 2xy +* 1 pont
(xy—6)>+13 = (x+)? 1 pont
(xy—6)° = (x+y)> =13
[(xy—6) — (x+y)] [(xy—6) + (x+y)] =-—13 1 pont

Figyelembe véve, hogy a bal oldali szorzat elsd tényezdje nem nagyobb, mint a masodik, ezért
a lehetséges esetek:

a) (xy—6)—(x+y)=—16és (xy—6)+ (x+y) =13.
Ebbdl xy — (x+y) =5 és xy+ (x+y) = 19 adddik, amibsl xy = 12 és x+y =17.
A kapott megolddsok: x; =4,y =3¢ésx, =3,y = 4.
b) (xy—6)— (x+y)=—13és (xy—6)+ (x+y)=1.
Ebbdl xy — (x+y) = —7 és xy+ (x+y) = 7 ad6dik, amib6l xy = 0és x+y=7.

A kapott megoldasok: x3 =7, y3 =08sx4 =0, y4 = 7. 3 pont
A kapott (x;y) szamparok kielégitik az egyenletet, igy a megolddsok:

M= {(x;y) | (4:3),(3:4),(7;0),(0:7) }. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A 3 pont elosztdsa: 1 pont jar a szorzatta bontés helyes eseteinek megéllapitasaért,
tovabbi 1-1 pont ezek megolddsaért.

. Egy szabdlyos haromszdg minden oldaldt n egyenld részre osztjuk, majd az osztaspontokon
4t a megfelel6 oldalakkal parhuzamosakat hiizva felosztjuk a hdromszogiinket n”> darab kisebb
szabalyos haromszogre.

Ezek utdn a kisebb haromszogek koziil néhanynak megrajzoljuk az egyik sulyvonalat arra fi-
gyelve, hogy egyetlen sulyvonalnak se legyen semelyik mésik sulyvonallal k6zos (vég)pontja.
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Példéul az alabbi dbrdn n = 3 esetén mind a kilenc kisebb hdromszog egy-egy sulyvonaldt meg-
rajzoltuk.

Jelolje s(n) azt a legnagyobb szdmot, amennyi stlyvonal szabdlyosan berajzolhaté adott n esetén.

(A lenti dbra alapjan s(3) = 9 példaul.)

Adjuk meg s(n) értékét minden n-re. 7 pont

Megoldas. A vilasz: n = 1; 2; 3 esetén nyilvan rendre 1, 4 és 9, azaz s(n) = n’. (Ekkor a
,megolddsok™ a fenti dbrardl leolvashatdak.) 1 pont

1 2
Azt fogjuk megmutatni, hogy s, < %

(Ez csak n > 4 esetén ,.korlatoz”, mivel n = 1,2,3 esetén n
(n+1)(n+2)
2

Tekintsiik a mellékelt abrat! /

2, azaz rendre 1,4 és 9 kisebb, mint

, azaz rendre 3,6 és 10.)

Adott n esetén az n® kis haromszognek Osszesen

Jftwe N
% — az 4bran karikaval jelolt — csucsa

van (ez n = 1; 2; 3 esetén tobb, mint nz), és nyilvan \ﬁ

minden csucsra legfeljebb egy stilyvonal illeszthe-
t6. Emiatt

(n+1)(n+2)

s(n) < 3

valoban.

Masfeldl a fenti, ,.trividlisan folytathat6” dbra mutatja, hogy n > 3 esetén megadhatdak ugy
a stlyvonalak, hogy barmely csticsra pontosan egy sulyvonal illeszkedjen. Minden 1épésben
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az el6z6 n-re adott megolddst bdvitjiik tovabb dgy, hogy alulra felvesziink egy tj sort, és az
aldbb megadott médon az itt keletkezett 4j haromszogek koziil a megfelel6ekbe behtizunk uj
sulyvonalakat.

A 4. sorba bekeriil egy, az dbran szaggatottan jelolt stlyvonal is, amelynek megfelel6 sulyvonal
nagyobb n-ek esetén nem lesz, ez itt azért van, hogy a felette 1év6 sor egyetlen szabad csicsara
is illeszkedjen sulyvonal.

A tovdbbiakban a kovetkezd, n + 1-edik sorban pedig a kdvetkezSképpen jarunk el:
—abalrdl nézve els6 kisebb haromszog bal alsé csticsat a jobb oldal felez&pontjaval kotjiik dssze,

— a balrél masodik kisebb haromszog alsé csicsét a felsd oldal felezGpontjaval kotjiik 6ssze (ez
az egyetlen olyan hdaromszog, amely olyan csuccsal/oldalfelezd ponttal van 6sszekotve, amely
a kordbbi n? haromszdg valamely cstcsa/oldalfelezd pontja, de a felhasznalt oldalfelezd pont a
konstrukcidbdl kovetkezben szabad),

— a balrdl 3-adik, 5-6dik, 7-edik, ..., (2n+ 1)-edik (6sszesen n darab) kisebb hdromszdgnek
pedig a jobb alsé csucsét a bal oldaldnak a felezdpontjaval kotjiik Ossze.

fgy a legalso, (n+ 1)-edik szinten minden djabb csticsra (a szdmuk pontosan (n+ 2)) egy-egy
szabdalyosan behuzott silyvonalat rajzoltunk, és mivel az 4j dbrdn is igaz az, hogy minden csticsra
(n+1)(n+2)

pontosan egy sulyvonal illeszkedik, ezzel igazoltuk, hogy az s(n) = >

(n+1)(n+2)
2

Tobbféle ,,jo konstrukcio” elképzelheto, ennek a résznek a kifejtését — mivel meglehetdsen ,, tri-
vidlis” — nem sziikséges ennyire precizen leirni.

sulyvonal

megrajzoldsa elérhetd, azaz s(n) >

Az eddigieket sszevetve adddik a vdlasz: s(n) valoban

s(n) = min ( W) vagy s(n) = { (n+1)(n+2)

A vdlasz valamilyen formdban (esetszétvdlasztdssal)

Osszesen:

. Az ABCDE konvex 6tszogben EAB<t = 60°, ABC<t = 100° és BCD<t = 140°. Bizonyitsuk be,

2
hogy az 6tszog lefedhetd egy olyan korrel, amelynek sugara §DA hosszusagu.

Megoldas. Az ABCDE konvex 6tszog B és C csicsandl levs kiils6 szoge rendre 80° és 40°.
Ezek 6sszege kisebb 180°-ndl, igy az AB és CD oldalegyenesek metszik egymadst. Jeloljik a
metszéspontjukat P-vel.
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Ekkor
BPC< = 180° — CBP<t — PCB<t = 180° — 80° —40° = 60°.

Mivel az EAB< és az APD< 6sszege kisebb 180°-ndl, ezért az 6tsz6g CD és EA oldalegyenesei
is metszik egymast. Legyen ezek metszéspontja Q. Az APQ haromszégben az A és P csicsoknél
levs szogek 60°-osak, ezért a hdromszog szabélyos.

Ez a haromszog tartalmazza az ABCDE 6tszoget, igy a haromszog koriilirt kore lefedi az 6tszo-
get is.

Jeloljik az APQ hiromszog koriilirt korének a sugarét r-rel, a magassagét m-mel, az A csticshoz
tartoz6 magassdg talppontjat 7'-vel. Ekkor

w
W |
w

Ezzel az allitast belattuk.

Osszesen:

Haladok 1. kategoéria 3. (donto) fordulo

Feladatok

. Két parhuzamos egyenes mindegyikén primszdm darabszdmu pontot jeloltiink meg. A megje-
161t pontok — mint csicsok — dltal meghatarozott 6sszes négyszog szama kétszerese a megjelolt
pontok altal meghatarozott haromszogek szdmanak. Hany pontot jeloltiink meg az egyeneseken?

. Hény olyan pozitiv egészekbdl all6 (x;y;z;u) szamnégyes van, amelyre teljesiil az aldbbi egyen-
16ség?

2x+2y+2Z+2u:22023

. A 4 egység oldali ABCD négyzet K kozéppontja koré egy 1 egység sugard kort irunk. Az A
csucsbdl a korhoz hizott egyik érintd a BC oldalt az M pontban metszi, az AD oldal F felez6-
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7 pont



pontjdbdl a korhoz hizott egyik érintd pedig a DC oldalt az N pontban metszi. Az ABM vagy a
DF N haromszdog teriilete a nagyobb? 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

. Két parhuzamos egyenes mindegyikén primszdm darabszdmu pontot jeloltiink meg. A megje-
161t pontok — mint csucsok — dltal meghatdrozott 6sszes négyszog szama kétszerese a megjelolt
pontok altal meghatarozott haromszogek szdménak. Hany pontot jeloltiink meg az egyeneseken? 7 pont

Megoldas. Legyen az egyik egyenesen megjelolt pontok szdma p, a masikon megjelolteké pe-
dig g.

A négyszogek esetén 2-2 pontot kell mindkét egyenesrdl valasztani, ezt (p) . (q) -féleképpen

2 2
tehetjiik meg. 1 pont
Hiaromszogek esetén 2 pontot kell az egyik és 1 pontot a masik egyenesrdl valasztani, ezt dssze-
sen (129) -q+ (Z) - p-féleképpen tehetjilk meg. 1 pont

A feladat feltétele szerint

2((12’) g+ (;1) ,p> _ (g)(g) iy 2,p(pg 1)q+2,q(q£ Dp _ p(pz— 1)@(612— D | pont

pg-val osztva, majd rendezve a (p—1)(¢—1) —4(p—1) —4(q — 1) = 0 alakhoz jutunk, ami
rendezés utdn: pg—5p — 5¢+9 = 0. A bal oldalt szorzatté alakitva (p —5)(¢ —5) = 16 ad6dik. 2 pont

Mivel p és g pozitiv egészek, ezért p — 35, illetve g — 5 0sztdi 16-nak. A lehetdségek:

(p—5]q-5]p[a]

16 1 21|16

8 2 13 |7

4 4 919

—4 —4 1|1
(természetesen p €s g szerepe felcserélhetd) 1 pont
Mivel p és g primszamok, ezért az egyik egyenesen (mindegy, hogy melyiken) 13, a masikon
pedig 7 pont lett kijelolve. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Hany olyan pozitiv egészekbdl all6 (x;y;z;u) szamnégyes van, amelyre teljesiil az alabbi egyenldség:
2¥ 42V 425 42U = 2023, 7 pont

1. megoldas. Mindkét oldalt 22023_phal elosztva, az a = x — 2023, b =y —2023, ¢ = 7 — 2023 és
d = u—2023 jelolésekkel az egyenlet 24 + 20 42¢ 4+ 24 = 1 alakra hozhat6 (a, b, ¢, d egészek). 1 pont
Tegyiik fel, hogy a < b < ¢ <d. Lathaté,hogya=b=c=d = -2 (azazx=y=z=u=2021)
megoldas. 1 pont
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Ha a bal oldalon nem minden tag 272, akkor 2¢ >272, de ez csak ugy lehet, ha d =—1 (és igy
u=2022).

Kivonva ezt a tagot mindkét oldalbdl azt kapjuk, hogy 2¢ + 26 42¢ =271 Ttt csak ¢ = —2 (és
7=2021) lehet, mert ¢ < —3 esetén a bal oldal kisebb, ¢ > —1 esetén nagyobb, mint a jobb oldal.

A 2° tagot is kivonva marad 2¢ + 20 =272, Az el6z6hdz hasonléan lthato, hogy csak b = -3
(és igy y = 2020) a megfeleld, amibdl a = —3 (és igy x = 2020) is kovetkezik.

Most lassuk a megoldasok szamat!

a=b=c=d=-2,azazx =y =z7=u=2021, ez 1 lehet6ség,
illetvea=b=—-3,c=—-2,d=—1, azaz x =y = 2020, z = 2021, u = 2022 esetében valdjaban

4
X, y, z, u tetszdleges sorrendben lehet, ezek szdma < 2) -2-1=12.

Osszesen teh4t 13 szimnégyes a megoldésa az egyenletnek.

1 pont
1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen:

2. megoldas. Tegyiik fel, hogy x <y <z<u, ahol u < 2022. Az egyenldségben szerepld szamok
2-es szamrendszerbeli alakjat egy tdblazatba irva:

L R2B e[ ] ] 20

2" 1/0(0{0({0/0]0]0]|O0
2¢ 1/0(0/0|0]0|0
2y 1001010
2% 11010

2] 1 JoJofoofo]ofo]o[0]o]

Ahhoz, hogy a fels6 4 szam Osszege az alsé szdm, azaz 22023 legyen, sziikséges, hogy 2* osz-
lopdban 6sszesen paros sok (tehat 2 vagy 4 darab) 1-es legyen, mert csak igy lehet az alsé sor
megfeleld oszlopaban 0.

1. eset: 2* oszlopdban 2 db 1-es van (azaz y = x, de z > x). Ekkor PASE oszlopédba atkeriil egy
1-es maradék, ezért ott még egy 1-esnek kell lennie (azaz z = y+ 1). De akkor ugyanigy ebben
az oszlopban is képzddik egy 1-es maradék, ezért 2¥+2 oszlopdban is kell legyen egy 1-es (az-
az u = z+ 1). Végiil ennek a két 1-esnek az 6sszegébdl szarmazd 1-es maradék keriil at 22023
oszlopdba, azaz 2023 = u + 1. Osszefoglalva x = y = 2020,z = 2021, u = 2022.

2. eset: 2% oszlopdban 4 db 1-es van (azaz y = x = z = u). Ekkor y = x = z = u = 2021.

Még figyelembe kell venniink, hogy valdjaban x, y, z és u tetszdleges sorrendben lehet, ezért az

4
1. eset (2) -2-1 =12 lehetbség, Osszesen tehdt 13 kiilonbozd szamnégyesre igaz az egyenldség.
Osszesen:
. A 4 egység oldali ABCD négyzet K kozéppontja koré egy 1 egység sugart kort irunk. Az A
csucsbol a korhoz hizott egyik érintd a BC oldalt az M pontban metszi, az AD oldal F felez6-

pontjabol a korhoz hizott egyik érintd pedig a DC oldalt az N pontban metszi. Az ABM vagy a
DF N haromszog teriilete a nagyobb?
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7 pont

1 pont

1 pont

2 pont
1 pont

2 pont

7 pont

7 pont



Megoldas. Haszndljuk az aldbbi dbra jeloléseit! D X N ¢

Az AB oldal felez6pontja legyen S, a KS szakasz és az AM
szakasz metszéspontja legyen Q, az érintési pontok pedig
R és P. Az FKP haromszog derékszogl, az FK atfogd két- 2 P
szerese a PK befogoénak, ezért ez egy félszabalyos harom- 1
sz0g, tehdt o = 30°. A DFN hdromszog N csdcsndl 16v6 | @ K
szoge az a szog valtészoge, ezért ez a szog is o = 30°. 1 M 1 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy a DFN derékszogli haromszog is \ ,

félszabalyos haromszog, DN =x oldala a 2 egység hosszu- 0 R y
sagi F'D oldal \/§—szor0sa, azaz x=2v/3. Azaz a DFN

haromszog teriilete 2V/3. A 5 KS 5 p 1 pont

Az ABM héaromszog teriilete 2y, ezért a kérdés az, hogy az y a v/3-nal kisebb vagy nagyobb.
Az ASQ haromszog és az ABM haromszog hasonldak (megfeleld szogeik egyallasuak), a hason-

16sdg aranya 1 : 2, ezért QS = %, igy KQ=2— %

A KRQ és az ASQ haromszogek hasonléak (mindketté derékszogd, és a kozos Q cstcsndl 1€vo

KQ AM 2—5  \/y*+16

szogeik egyenldk, mivel csicsszogek). Ezért XR - AB’ azaz = 7] . 2 pont

Mindkét oldalt 4-gyel szorozva, négyzetre emelve, és O-ra rendezve kapjuk: 3y? —32y+48 = 0.
32+8V7 & 3287

6 6 '
32—-8V7  16—4V7

6 3
Azt kell mér csak eldonteni, hogy ez v/3-ndl kisebb-e vagy nagyobb. Vagy, ami ezzel egyenérté-
kii, hogy a 3y = 16 —4+/7 és a 3v/3 koziil melyik nagyobb. Ezt eldonthetjiik a 16 és a 3v/3+4/7
Osszehasonlitdsdval is (mivel mindkettd pozitiv, elég a négyzetiiket 6sszehasonlitani):

162 2 (3v/34+4V7)? <= 256 7139 +24V/21 <= 117 2 24V/21 <= 39 7 8V/21.

Mivel 39 = 1521 > 1344 = (8v/21)?, ezért 16 —4v/7 = 3y > 3V/3, tehdt y > /3.
Igy az ABM hiromszog teriilete nagyobb, mint a DFN haromszogé. 2 pont

Az egyenlet diszkrimindnsa 448 = 64 -7, a gyokok

1 pont

Az els6 gyok nagyobb, mint 4, ezért y =

Osszesen: 7 pont

Haladok II. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

. Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egész szamot, amelynek 1étezik harom olyana > b > ¢
pozitiv osztdja, hogy a—b b= d?—ctis osztdja n-nek. 7 pont

. Az ABC hegyesszoglli haromszdgben AC = BC és AB < AC. Az A csucshoz tartoz6 magassag
talppontjit a BC oldalon jeldljiik D-vel. Az AD egyenes az (A-tdl kiilonb6zd) E pontban metszi
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a haromszog koriilirt korét, az AB oldal felezOmerdlegese pedig az L pontban metszi AD-t. A BL
egyenes az AC oldalt az M, az ABC haromszog koriilirt korét pedig az N pontban metszi. Tovabba
az EN egyenesnek €s az AB oldal felez6merdlegesének metszéspontja Z. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor MZ | BC.

. Déniel gyiimolcssalatat készit. A saldtdba alma, banan, citrom, dinnye és eper keriilhet.
— Az alma, bandn, dinnye és eper dra darabonként 1 fabatka;
— egy darab citrom dra 2 fabatka;
— dinnyébdl és eperbdl is csak egy-egy darab van mar a z6ldségesnél, mig almédbdl, bananbdl és
citrombdl ,tetsz6legesen sok” kaphatd.

Déniel n fabatkdnyi (n pozitiv egész) pénzét teljesen elkoltve hanyféleképpen véasarolhat gyii-
molcsot?

(Példaul ha n = 2, akkor 9-féleképpen vdasarolhat, hiszen (az egyes gyiimolcsoket a kezddbetii-
jiikkel roviditve) a lehetdoségek: AA, AB, AD, AE, BB, BD, BE, C, és DE.)

Megoldasok és javitasi atmutato

. Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egész szdmot, amelynek 1étezik harom olyana > b > ¢
pozitiv osztdja, hogy a - -t d? - s osztdja n-nek.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a, b,c € Z*,a>b>c,a|n, b|nés c|n. Ekkor az a, b, ¢ szimok
kozott van legaldbb két azonos paritasti. Barmelyik kettd is ez (jelolje Sket u és v), azok Osszege
(u+v) és kiilonbsége (1 — v vagy v — u) is paros, amelyek szorzata — akar u? —v?, akdr v2 — u?
a feltételek szerint szintén osztdja n-nek — oszthat6 4-gyel, tehdt 4 | n.

Ha az a, b, ¢ szamok koziil barmelyik oszthaté 3-mal, akkor n is oszthaté 3-mal. Ellenkezd
esetben a harom szam kozott van kett6 olyan, amelyek 3-mal osztva azonos maradékot adnak.
Béarmelyik kettd is ez, azok kiilonbsége oszthat6 3-mal, és a kiilonbségiik €s az 6sszegiik szorzata
— szintén n oszt6ja — oszthat6 3-mal, azaz 3 | n.

Ha az a, b, c szamok koziil barmelyik oszthatd 5-tel, akkor 7 is oszthat6 5-tel. Ellenkez6 esetben
az a®, b%, ¢ ottel val6 osztdsi maradéka csak 1 vagy 4 lehet, vagyis lesz kozottiik kettd, amelyik
5-tel osztva azonos maradékot ad.

Ezek kiilonbsége oszthaté 5-tel, igy a kiilonbségiik és az 6sszegiik szorzata — szintén n osztdja —
is oszthaté 5-tel, ez alapjan 5 | n.

Igy a kordbbi megéllapitdsaink szerint [3;4;5] = 60 | n.
Haa=4,b=2,c=1,akkor n =60k (k € N") esetén, 4 | n, 2| n, 1 | n, tovabba a* —b* = 12 | n,
b? —c* =3 | nés végilla®> —c* =15 | n.

Tehat a feladat feltételeinek a 60-nal oszthat6 pozitiv egész szamok felelnek meg.

Osszesen:
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7 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont

2 pont
1 pont

2 pont

7 pont



2. Az ABC hegyesszogli hdromszogben AC = BC és AB < AC. Az A csicshoz tartoz6 magassag
talppontjat a BC oldalon jeldljiikk D-vel. Az AD egyenes az (A-tdl kiillonboz6) E pontban metszi
a haromszog koriilirt korét, az AB oldal felez&merdlegese pedig az L pontban metszi AD-t. A BL
egyenes az AC oldalt az M, az ABC haromszog koriilirt korét pedig az N pontban metszi. Tovabba
az EN egyenesnek és az AB oldal felez6merdlegesének metszéspontja Z. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor MZ | BC. 7 pont

Megoldas. Hasznaljuk a mellékelt dbrat és jeloléseit!

AC = BC esetén az AB oldal felezOmerdlegese a ha-
romszog szimmetriatengelye és a BCA< szogfelezgje
is, igy L a haromszog magassagpontja, tovabba L és E

egymads tikkorképei a BC egyenesre vonatkozoan. 1 pont

Igy ENB<t = ECB< (mivel azonos iven nyugvé kerii-
leti szogek), és ECB< = LCB<t = LCA< (a tengelyes
szimmetria miatt). B

2 pont

Tehat az MZ szakasz a C és N pontokbdl egyenld szo-
gek alatt latszik, azaz CNMZ hirnégyszog.

1 pont

Igy MZN< = MCN< = ACN< = AEN<, az els6 egyenl6ség CNMZ, az utolsé egyenl&ség pedig
AECN négyszog hurnégyszog volta miatt igaz. 2 pont

Mivel az AEN és MZN szdgek egyik szogszéra egy egyenesre esik, ezért MZ || AE és AE | BC
miatt MZ | BC. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Déniel gyiimolcssalatat készit. A saldtdba alma, bandn, citrom, dinnye és eper keriilhet.
— Az alma, bandn, dinnye és eper ara darabonként 1 fabatka;
— egy darab citrom dra 2 fabatka;
— dinnyébdl és eperbdl is csak egy-egy darab van mar a zoldségesnél, mig almédbodl, bananbdl és
citrombol ,tetsz6legesen sok™ kaphato.

Déniel n fabatkdnyi (n pozitiv egész) pénzét teljesen elkoltve hanyféleképpen véasarolhat gyii-
molcsot?

(Péld4ul ha n = 2, akkor 9-féleképpen vdsdrolhat, hiszen (az egyes gylimolcsoket a kezdSbet(i-
jikkel roviditve) a lehetdoségek: AA, AB, AD, AE, BB, BD, BE, C, és DE.) 7 pont

Megoldas. Jeldlje a, a kivant sorozatunkat (azaz azt, ahanyféleképpen vasarolhatunk » fabat-
kabol.) a, elsd par értékét felirva (agp = 1,) a; =4, a; =9, az = 16. Ez alapjan a sejtésiink:

ap = (n+1)> 1 pont
Jelolje most ¢, azt a szdmot, ahdnyféleképpen n fabatkat elkolthetiink ugy, hogy nem vesziink
citromot. ¢, kdnnyen szdmolhat6 esetszétvilasztdssal aszerint, hogy a korl4tozott mennyiségi
dinnyébdl és eperbdl hanyat vesziink:

— ha dinnyébdl és eperbdl egyet sem vesziink, akkor a maradék két gyiimolcs vésarldsara (n+ 1)
lehet&ség van (aszerint, hogy 0, 1, 2, ..., n darab almat vesziink);
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— ha dinnyébdl és eperbdl 6sszesen egy darabot vesziink (ez eleve két lehetdség), akkor a mara-

dék (n — 1) fabatkdnkat n-féleképpen kolthetjiik el, azaz itt az esetek szdma: 2n;

— ha pedig egy-egy dinnyét és epret is vesziink, a maradék (n — 2) fabatkét (n — 1)-féleképpen
kolthetjiik el.

Ezek alapjan ¢, = (n+1)+2n+ (n—1) =4n. 1 pont
Most visszatériink a,-re. Aszerint, hogy n pératlan vagy paros, két eset van:

—Han = 2k+ 1, azaz paratlan, akkor
an=¢cp+cp—2+...+c3+cCq
aszerint, hogy rendre O, 1, ... darab citromot vesziink. 1 pont

Ezek 6sszege (az el6z0 eredményeket felhasznélva):
an=ayy1 =4-2k+1)+4-2k—1)+...44-34+4-1=4-(14+3+5+...+(2k+1)) =

=4(k+1)>=(2k+2)> = (n+1)>. 1 pont

— Ha pedig n = 2k, azaz péros, akkor
a,=cpt+cno+...+cr+1
aszerint, hogy rendre O, 1, ... darab citromot vesziink — az ,,utols6 1-es az dsszegben” az az egy
eset, amikor minden pénzen citromot vesziink. 2 pont

Ezek 0sszege (az el6z06 eredményeket felhaszndlva):
an=agy, =4-(2k)+4-2k—2)+...+4-24+1=8-(14+24+3+...+k)+1=
k(k+1
= %H:4k2+4k+1:(2k+1)2:(n+1)2. 1 pont
Ezzel belattuk, hogy valéban a,, = (n+ 1)2—féleképpen koltheti el Daniel az n fabatkajat.

Osszesen: 7 pont

2. megoldas - tobb diak dolgozata alapjan. Az n = 1, n = 2 és n = 3 esetekben az Osszes
lehetGség felsoroldsa utan az a, = (n+ 1)2 sejtésiinket teljes indukcidval is bizonyithatjuk.

Tekintsiik ugy, hogy Déniel bevasarldlistdjan forditott 4bécé sorrendben eldszor az eper, majd
a dinnye, harmadikként a citrom, utdna a bandn és végiil az alma mennyisége van feltiintetve.
Tegyiik fel, hogy n = k-ig valéban a; = (k+ l)z—féleképp kolthetd el k fabatka, tehat ennyiféle
bevdésarlolistdja lehet Danielnek.

Tekintsiik a (k+ 1) fabatkahoz tartozo listat, és nézzilk meg, mire kolthette Daniel az utolso,
(k+ 1)-edik fabatkajat.

— Ha ezt almdra koltotte, akkor az eltte 1€v6 k-fabatkds lista barmi ennek megfeleld lehet,
ez (k+1)? darab lehetSség az indukcis feltétel miatt.

— Ha az utolsé fabatkdt bandnra koltotte, akkor az eldtte 16v6 k fabatka egyikéért sem vehetett
almat (a listan szerepld tételek sorrendje miatt). Az olyan k-fabatkds ,,rossz” listdk szdma,
ahol az utolsé elem alma, éppen k> , ugyanis az el6z6 (k— 1) fabatkét ér6 tetszdleges
lista utdn egy almat téve kapjuk meg az ilyen listdkat. A komplementer-elv miatt tehéit az
olyan (k+ 1) fabatkat ér$ listdk szdma, melyben az utolsé fabatkaért bandnt vett Daniel,
(k+1)%— k>
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— Ha az utolsé fabatkat citromra koltotte, akkor — mivel a citrom 2 fabatkaba keriil, tehat a
k-adik fabatka is ezen citrom drdnak része — azt kell megnézniink, hogy az el6z6 (k— 1)
fabatkat hanyféleképp kolthette el Daniel. Citrom el6tt a listan csak eper, dinnye és citrom
szerepelhet, bandn és alma nem, eperbdl és dinnyébdl pedig csak 1-1 4ll rendelkezésre.

Ezért ezt a (k — 1) fabatkat csak kétféleképpen lehet elkolteni:

e Ha (k— 1) péros, akkor vagy mind a (k — 1) fabatkaért citromot vett Daniel, vagy az
elsd két fabatkdn egy-egy epret és dinnyét, a maradék (k — 3) fabatkaért pedig csupa
citromot vett.

e Ha pedig (k — 1) paratlan, akkor az elss fabatkaért megvette az eper és dinnye egyikét,
majd a fennmaradoé (k — 2) fabatkat csupa citromra koltotte.

—Mivel k > 3 esetén nem lehet az Osszes fabatkat elkdlteni csupan eperre €s dinnyére, ezért
nincs olyan eset, amikor a (k + 1)-edik fabatkaért ezek egyikét vette volna.

Tehat (k+ 1) fabatkat 6sszesen (k+ 1) + (k4 1) — k? 4 2-féleképp lehet elkélteni, ami éppen
(k+2)2.

Ezzel a teljes indukciods bizonyitds mddszere alapjan készen vagyunk, n fabatkdt Déniel valéban
(n+1)>-féleképp tud elkolteni.

Haladok III. kategoria 2. (dont6) fordulo

Feladatok

. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen olyan n pozitiv egész szam van, amelyre 3n+ 1 és 7Tn+4 is
négyzetszam, valamint n + 7 primszam.

. Az A-ndl derékszogli ABC haromszogben AB > AC. Legyen az A pont BC egyenesre vonatkozo
tilkorképe P, az A-bol BP-re éllitott merdleges talppontja T, mig AT szakasz felezOpontjat je-
16lje F. Az ABC haromszog koréirt k koréhez A-ban hizott érintd a BC egyenest Q-ban metszi,
mig a BF egyenes és k (B-t6l] kiillonb6z06) metszéspontja U. Igazoljuk, hogy a BQ egyenes érinti
az AU Q haromszog koréirt korét!

. Déniel bacsinak 6 kutydja és 6 macskdja van. Mivel Déniel bacsi szeret fotézni, az dllatairdl
készitett néhany fényképet. A képek el6hivasa utdn a kovetkezdket vette észre.

— Mind a 36 lehetséges kutya-macska parosra volt olyan kép, amelyen ez a két dllat (esetleg méas
allatokkal egyiitt) egy képen szerepelt.

— Egyetlen képen sem szerepelt mindkét fajta allatbdl egyszerre tobb. (Az el6fordulhatott, hogy
egy képen egy kutya és tobb macska volt, vagy egy macska és tobb kutya volt.)

— Barmely dllat legfeljebb négy képen szerepelt.

Hany fotdt készitett Daniel bacsi?
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen olyan n pozitiv egész szdm van, amelyre 3n+ 1 és 7Tn+4 is
négyzetszam, valamint n 4 7 primszam. 7 pont

Megoldas. Legyen 7Tn+4 = a® és3n+1=>b*(azaés b pozitiv egészekre). Az elsd egyenlet
4-szeresébdl kivonva a masodik 9-szeresét, azt kapjuk, hogy

4(Tn+4)—9(3n+1) =n+7=4a> —9b* = (2a — 3b)(2a + 3b). 2 pont
Mivel a és b pozitiv egészek, ezért 2a + 3b nagyobb 1-nél. Tehat n 4 7 csak akkor lehet prim, ha
2a —3b = 1. Vizsgéljuk ezt az esetet! 2 pont
2a = 3b+ 1. Négyzetre emelés utan 4a*> = 9b> + 6b + 1, majd 4a*> — 9b* = 6b + 1 adédik.
Figyelembe véve, hogy 4a* —9b* =n+7,azn+6=6b Osszefiiggést kapjuk. 1 pont

Ezt négyzetre emelve és b> = 3n+ 1-et felhaszndlva n” + 12n+36 = 36b> = 36(3n+ 1), ahonnan
(n # 0 miatt) n = 96 adodik. 1 pont

Még ellendrizniink kell, hogy 3n+ 1 és 7n+ 4 val6ban négyzetszdm, valamint n+ 7 primszdm-e.
3n+1=289=17% és Tn+4 = 676 = 267, tovdbbd n+ 7 = 103, ami primsz4m. 1 pont
Azaz valéban n = 96 az egyetlen megfelel$ pozitiv egész.

Osszesen: 7 pont

2. Az A-nal derékszogili ABC haromszogben AB > AC. Legyen az A pont BC egyenesre vonatkozo
tilkorképe P, az A-bol BP-re éllitott merdleges talppontja T, mig AT szakasz felezOpontjat je-
16lje F. Az ABC hiaromszog koréirt k koréhez A-ban huzott érint6 a BC egyenest O-ban metszi,
mig a BF egyenes €és k (B-t6l kiilonb6z6) metszéspontja U. Igazoljuk, hogy a BQ egyenes érinti
az AU Q hidromszog koréirt korét! 7 pont

1. megoldas. Hasznaljuk az aldbbi abrat és jeloléseit.

A

P

A tiikrozéssel kapott P pont rajta van BC szakasz Thalész-korén. FM kozépvonal AT P harom-
szbgben, és parhuzamos T P-vel, ezért UFM< = UBP<{ = UAP< (az utébbi két szog azért
egyenld, mert a Thalész-korben egy ivhez tartozé keriileti szogek). 1 pont
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AFMU hurnégyszog, hiszen A-bdl és F-bdl MU szakasz ugyanakkora szogben latszik.
Az AFMU hurnégyszogben FAM < = FUM<.

BAT <<= BAP<—TAP< = BUP<—BUM< = MUP<, hiszen azonos iven nyugvo keriileti sz6-
gek a Thalész-korben, valamint az AFMU hirnégyszog koréirt korében.

ABP< = MAQ<, mivel az ABC korben a PA iven nyugvo keriileti, illetve érintészaru keriileti
szogek.

Tovéabba a megfeleld derékszogli haromszogekben a szogosszeget, valamint a BQ-ra vald szim-
metridt felhaszndlva adédik: BAT < = 90° — ABT < = 90° — MAQ<t = AQM< = POM <.

De BAT <« = MU P<, tehat MU P<< = PQM <. Ebbdl kovetkezben az MPQU négyszog hurnégy-
szog, emiatt UQM < = UPM <,

valamint U PM < = ABU < = UAQ<. Mivel az UAQ< az UAQ haromszog koré irhat6 korében az
U Q ivhez tartozo keriileti szog, mely az el6zbek alapjan megegyezik U QM <-gel, igy BQ nem
lehet mas, csak a AU Q koréirt korének érintdje Q-ban.

Osszesen:

2. megoldas. Hasznéljuk az alabbi abrat! Az j O pont az ABC kor kdzéppontja.

p

Tekintsiik AB Thalész-korét (szaggatott kor). Ez BC egyenesét messe a (B-t0l kiilonbozd) R
pontban. Ekkor BRA<t = 90°, és A, R és P egy egyenesen vannak. TAR<{ = TBR<{ = ABR< =
= AT R< egy hiron nyugvoé keriileti szogek és a tengelyes tiikrozés miatt. Azaz AT R haromszog
egyenldszard, és AR = TR.

AUB< = APB<, hiszen egy huirhoz tartoznak ABC korén, tovabbda APB<t = APT<{ = ARF <,
hiszen ARF haromszog az APT hiaromszoghoz hasonlé — mivel RF az APT kozépvonala — azaz
AUF< =ARF«.

Igy A,U,R, F egy koron vannak, és mivel AFR<{ = 90°, ez AR Thalész-kore. Ez a kor BC egye-
nesét R pontban érinti.

Vegyiik R pont inverz képét ABC korére. Mivel OAQ<t = 90° az OAQ haromszogben OA sugir,
valamint AQ érintd, igy a befog6tétel miatt R inverz képe éppen Q.
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De akkor (az inverziénil A’ = A, U' = U és R' = Q) AFRU korének inverz képe éppen AUQ
kore, és mivel AFRU kore érintette BC egyenesét, az inverze, azaz AU Q kore érinti BC inverzét,
azaz BC-t. Pontosan ezt akartuk bizonyitani. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. megoldas. Haszndljuk az aldbbi brét! Jelolje U’ a BC egyenes és az AU egyenes metszés-
pontjat.

o M C U’

P

Belétjuk, hogy U’ felezi az MQ szakaszt: ehhez el8szor vegyiik észre, hogy az MAQ és a BTA
haromszog hasonld, hiszen mindkettd derékszogti, és MAQ<( = PAQ<t = PBA<{ = TBA< ahol
a kozépsd egyenl6ség az érintd szaru keriileti szogek tételébdl kovetkezik. Ezutan azt kell még
észrevenni, hogy az U’AQ< és az FBA< szogek is egyenldk (mindketts az AU iven nyugvé
keriileti szo6g), igy AU’ is stilyvonal az MAQ haromszdgben, azaz U’ felezi az MQ szakaszt.

Ezek utdn az U’ pont AU Q kérre vonatkoz6 hatvdnya alapjan az érintéshez elég azt beldtni, hogy
U'U-U'A = U'Q? (hiszen ekkor U'Q és igy BC egyenese is érinti AU Q korét).

Vegyiik fel az MQ szakasz k Thalész korét, ennek kozéppontja U’. A bizonyitandé dllitds azt
mondja, hogy az U’ pontnak az eredeti korre vonatkozé hatvdnya megegyezik k sugardnak a
négyzetvével. Ez viszont ismert médon (és konnyen beldthatdan) azt jelenti, hogy k és az eredeti
ABC koré irt kor merdlegesek egymadsra (azaz a metszéspontjukat a kozéppontokkal 6sszektd
sugarak merdlegesek egymadsra). Mivel ez szimmetrikus viszony két kor kozott, elég belatni,
hogy O-nak a k-ra vonatkozé hatvanya egyenl$ az eredeti kor sugardnak a négyzetével, azaz
OM - 0Q = OA*.

Ez pedig azonnal kovetkezik az OAQ derékszogili haromszogre felirt befogé-tételbdl. Ezzel ké-
szen vagyunk.

. Déniel bacsinak 6 kutydja és 6 macskdja van. Mivel Déniel bacsi szeret fotézni, az allatairdl
készitett néhany fényképet. A képek el6hivdsa utdn a kovetkezdket vette észre.

— Mind a 36 lehetséges kutya-macska parosra volt olyan kép, amelyen ez a két dllat (esetleg méas
allatokkal egyiitt) egy képen szerepelt.

— Egyetlen képen sem szerepelt mindkét fajta allatbdl egyszerre tobb. (Az el6fordulhatott, hogy
egy képen egy kutya és tobb macska volt, vagy egy macska és tobb kutya volt.)
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— Béarmely 4llat legfeljebb négy képen szerepelt.
Hény fotot készitett Daniel bacsi?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy 12 foté elkészithet§ a feltételek szerint, de semmilyen mas sza-

mu foté nem. A ,,konstrukcié” az alabbi abran lathato:

M, M, My My Ms M

K

K>

K;

K4

Ks

Ke

Egy-egy téglalap ,,jelent” egy-egy fényképet. A téglalap sora(i) mellett 1év6 K; bejegyzések je-

lentik, hogy mely kutydk, és az oszlopa(i) felett 1év6 M; bejegyzések, mely macskdk szerepelnek
az adott foton. Példaul a K; kutya mellett 1év0, vilagossziirkével jelolt foton a masodik kutyus,
és az elsd harom macska szerepel.

Megjegyzés. Valamilyen j6 konstrukciéért —

Vildgos, hogy a megadott konstrukcié (12 fényképpel) teljesiti a feladat feltételeit. Most meg-
mutatjuk, hogy mds mennyiségii fénykép nem késziilhetett (sem tobb, sem kevesebb).

Hasonl6an az dbrankhoz vegyiink fel egy 6 x 6-o0s tdbldzatot. A tabldzat i-edik oszlopa az i-edik
macskét, j-edik sora a j-edik kutyat fogja jelenteni. A tdbldzat minden mezGjét egyértelmien ki
fogjuk szinezni két szin (sotétsziirke vagy vildgossziirke) valamelyikével a kovetkez6 mddon:

— Legyenek a fotdk az éllatokrdl fi; fa; ...; fu.

— Keressiik meg az elsd sorszami olyan f; fotot (Iehet tobb fotd is, azok koziil az els6t valasztjuk
az egyértelmiiség miatt), amelyiken egyszerre szerepel az i-edik macska €s a j-edik kutya.
Megjegyzés. Valamilyen hasonl6 tablazatos vagy grafos modellért —

— Ha ezen a fot6n tobb macska van, mint kutya, akkor a tdblazat ¢; ; (i-edik oszlop/j-edik sor)
mezQjét szinezziik vildgos sziirkére.

— Ha pedig ezen a fot6n legalabb annyi kutya van, mint macska, akkor a tablazat #; ; mezGjét
szinezziik sotét sziirkére.

Ez a szinezés egyértelm (adott fotdsorozat esetén), és minden mezdt kiszinez.

Nézziik meg, hogy a teljes tabldzat 36 mezdje koziil mennyi lehet vildgossziirke. Az i-edik osz-
lopban legfeljebb 3 vildgossziirke mez6 lehet, mert az ezeket jelentd fotékon megfeleld j-edik

54

7 pont

2 pont

1 pont

1 pont



kutya ,,magédnyos” (a tobbi dllat a fotén cica). Ha haromndl tobb ilyen fot6 lenne, akkor egyszer-
re nem lehetne igaz az, hogy az i-edik macskédnak van mind a hat kutyaval kozos fotdja, illetve
az, hogy az i-edik macskénak legfeljebb 4 fot6ja van. Azaz az i-edik oszlopban (barmely i-re)
legfeljebb 3 vildgossziirke mez6 lehet.

Igy a teljes tdblazat osszesen 6 oszlopaban legfeljebb 18 vildgossziirke mez§ lehet. Teljesen ha-
sonléan minden sorban legfeljebb 3 sotétsziirke mezd lehet, €s igy a tdblazatban legfeljebb 18
sotétsziirke mezd lehet. Mivel a tdblazat mind a 36 mezdjét kiszinezziik (egy megfelel6 fotd-
sorozat esetén) ez csak ugy lehet, hogy minden sorban/oszlopban pontosan 3 sotétsziirke és 3
vildgossziirke mez§ van.

Vizsgéljuk valamely, mondjuk az i-edik oszlopot. Mivel ebben 3 vildgossziirke mezd van, van
harom olyan fénykép, ahol az i-edik macska egy-egy maganyos kutydval (€s néhany masik macs-
kaval van lefényképezve). Emiatt viszont — mivel minden 4llat legfeljebb 4 képen szerepel — a
maradék harom kutydval az i-edik macskédnak egy csoportképre kell keriilnie (,,magényos cica-
ként”).

Ez minden sor és minden oszlop esetén elmondhatd, azaz barmely éllathoz lesz pontosan egy
olyan fot6, ahol 6 maganyos. Rendeljiik az adott dllathoz ezt a fotét. (A példanknél a a K, cimke
melletti, vildgossziirke téglalappal jelolt fotét a 2-es kutydhoz rendeljiik). Ezzel egy bijekciét
létesitettiink az dllatok és a foték kozott. fgy a foték szdma pontosan 12.

Osszesen:

2. megoldas — Keresztély Zsdfia dolgozata alapjan. Jeloljiik a fotok szamat n-nel, és legyen

ki,ka,....k, az egyes fotokon szerepld éllatok szama. Mivel minden éllat legfeljebb 4 képen
n

szerepelt: Z k; < 48.

i=1
Amennyiben az i-edik foton kutya és macska is szerepelt, az ezen a képen szerepld kutya-macska
parosok szdma: k; — 1, mig ha a foton csak egyfajta allat (vagy csak kutya, vagy csak macska)
szerepel a kutya-macska parosok szdma 0. Ezek alapjan az osszes foton szerepld kutya-macska

n n

parosok szdma legfeljebb Z (ki—1)= (Z ki) —n. (Ennyi paros pontosan akkor valosul meg,
i=1 i=1

ha minden képen szerepel kutya és macska is.)

Masfeldl a fotézott parok szdma legalabb 6 - 6 = 36 (hiszen minden kutya-macska pdroshoz van

kozos kép). Ezek alapjan

n
<Z ki> —n > a fotékon szerepld kutya-macska parok szama > 36.

i=1

n

A korabbiak miatt 48 —n = (Z k,-) —n > 36 és innen 12 > n adédik. Azaz legfeljebb 12 fotd
i=1

késziilt.

Megmutatjuk azt is, hogy legaldabb 12 fot6 késziilt. Ehhez indirekt tegyiik fel, hogy legfeljebb

11 fotd késziilt. Ekkor legfeljebb 11 dllatra lehet igaz, hogy van olyan fotd, ahol § (maganyos

allatként) tobb masik fajtaja 4llattal egyiitt szerepel, azaz van legalabb egy olyan dllat, amely
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minden réla késziilt képen legfeljebb egy mas fajtdju dllattal van. Ehhez viszont az adott allatrol
— a feltételek alapjdn — legaldbb 6 foténak kellene késziilnie, ami ellentmondds. Azaz legaldbb
12 foto késziilt.

A két részt 0sszevetve pontosan 12 fotd késziilt. Pontosan 12 fotd viszont késziilhetett, ezt az
els6 megolddsban megmutatott konstrukcié igazolja.
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