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Kezdok I-1I1. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. Egy téglalap oldalai 17 és 32 cm hosszuak. Két szemkozti oldalat négyszer annyival valtoztattuk
meg, mint a masik kettdt, s igy négyzetet kaptunk. Milyen hosszu a négyzet oldala? 6 pont

2. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, amely csak 2-es és 3-as szamjegyeket
tartalmaz, €s oszthatd 132-vel! 6 pont

3. Egy kalapba tiz cédulat tesziink, amelyeken az 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10 szdmok szerepelnek.
Egyszerre két céduldt hizunk ki.

— Béla nyer, ha a két szdm szorzata nagyobb, mint 30.
— Dezs6 nyer, ha a nagyobb szamot a kisebbel osztva az eredmény egész.
— Frigyes nyer, ha a két szam 0sszege prim.

a) Kinek van nagyobb esélye nyerni?

b) Nyerhetnek-e egyszerre mind a harman?

c) Hanyféle esetben nyernek pontosan ketten?

d) Hényféle esetben nem nyer senki? 6 pont

4. Az ABCD paralelogramma BC és CD oldalain rendre kijeloliink olyan E és F' pontokat, ame-
lyekre AB+ BE = AD + DF . Igazoljuk, hogy a DAB< szogfelezGje merdleges az EF egyenesre. 6 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy téglalap oldalai 17 és 32 cm hosszuak. Két szemkozti oldalat négyszer annyival véltoztattuk
meg, mint a masik kettdt, s igy négyzetet kaptunk. Milyen hosszu a négyzet oldala? 6 pont
Megoldas. Egyik oldalat x-szel, a masikat 4x-szel véltoztatjuk.
Ha mindkett6t noveljiik, akkor 32 4+ x = 17 4 4x, ahonnan x = 5. Ekkor a négyzet oldala 37 cm. 2 pont
Ha mindkett6t csokkentjiik, akkor 32 —4x = 17 — x, azaz x = 5. Ekkor a négyzet oldala 12 cm. 2 pont
Ha az egyiket csokkentjiik, a masikat noveljiik, akkor két eset van:
32 —x = 17 4 4x, ahonnan x = 3. Ekkor a négyzet oldala 29 cm. 1 pont
Illetve 32 — 4x = 17 4 x, ahonnan x = 3. Ekkor a négyzet oldala 20 cm. 1 pont
Tehat a négyzet oldala négyféle lehet, 12, 20, 29 vagy 37 cm.

Osszesen: 6 pont

2. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amely csak 2-es és 3-as szdmjegyeket
tartalmaz, €s oszthatd 132-vel! 6 pont



Megoldas. 132 =22-3-11, ezért a szamnak oszthaténak kell lennie 4-gyel, 3-mal és 11-gyel.
I. oszthaté  4-gyel, tehét a szdm 32-re végzodik.
II. oszthat6 3-mal, tehdt akarhany 3-as €s 3k darab (3-mal oszthaté darabszamu) 2-es sze-
repel a keresett szamban.

III. oszthatd  11-gyel, elosztjuk 11-gyel, vagy a véltakozé elgjeltd dsszeget vizsgaljuk. 2 pont
A keresett szdm sem kétjegyli, sem haromjegyl nem lehet, mert az I. és a II. feltétel egyszerre

nem teljesithetd. 1 pont
Ha négyjegyt, akkor az I. és a II. feltételt a 2232 teljesiti, de ez nem oszthat6 11-gyel. 1 pont
Az L. és a II. feltételt teljesitd Otjegyl szdmok: 22332; 23232, 32232, de ezek koziil 11-gyel

csak a 23232 oszthato. 1 pont
Tehat a keresett legkisebb pozitiv egész szam a 23232. 1 pont
Osszesen: 6 pont

. Egy kalapba tiz cédulat tesziink, amelyeken az 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10 szdmok szerepelnek.
Egyszerre két céduldt hizunk ki.

— Béla nyer, ha a két szdm szorzata nagyobb, mint 30.
— Dezs6 nyer, ha a nagyobb szamot a kisebbel osztva az eredmény egész.
— Frigyes nyer, ha a két szam 0sszege prim.

a) Kinek van nagyobb esélye nyerni?

b) Nyerhetnek-e egyszerre mind a harman?

c) Hanyféle esetben nyernek pontosan ketten?

d) Hanyféle esetben nem nyer senki? 6 pont

Megoldas. a) Béla nyer

4-8, 4-9, 4-10, 5-7, 5-8, 5-9, 5-10, 6-7, 6-8, 6-9, 6-10, 7-8,7-9, 7-10, 8-9, 8-10, 9-10

esetén, azaz 17-féle esetben. 1 pont
Dezs6 nyer

1-2,1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 1-7, 1-8, 1-9, 1-10, 2-4, 2-6, 2-8, 2-10, 3-6, 3-9, 4-8, 5-10esetén,

azaz 17-féle esetben.

Frigyes nyer

1-2, 1-4, 1-6, 1-10, 2-3, 2-5, 2-9, 3-4, 3-8, 3-10, 4-7,4-9 5-6,5-8, 6-7 7-10, 8-9,

9-10 esetén, azaz 18-féle esetben. 1 pont
Tehat Frigyes nyerési esélye a legnagyobb. 1 pont
b) Egyszerre mindhdrman nem nyerhetnek. 1 pont

¢) B és D nyer: 4-8, 5-10 esetén
B és F nyer: 4-9, 5-8, 6-7, 7-10, 8-9, 9-10 esetén
D és F nyer: 1-2, 1-4, 1-6, 1-10 esetén.
Tehat 12-féle esetben nyernek pontosan ketten. 1 pont

d) Az Osszes esetek szama =45.

A logikai szitat alkalmazva: 45 — (17 + 17+ 18) 4+ 12 =5.
5-féle esetben nem nyer senki. 1 pont




2. megoldas a d) részre. Nem nyer senki 2-7, 3-5, 3-7, 4-5, 4-6 esetben, azaz 5-féle esetben.

Osszesen: 6 pont

. Az ABCD paralelogramma BC és CD oldalain rendre kijeloliink olyan E és F pontokat, ame-
lyekre AB+ BE = AD + DF . Igazoljuk, hogy a DAB< szogfelez8je merSleges az EF egyenesre. 6 pont

Megoldas. AB+ BC = AD + DC;
AB+BE+EC=AD-+DF +FC. D ><F/ C 1 pont
Igy a feladat feltétele alapjan EC = FC. 1 pont
Az FEC egyenl6 szari hdromszog szarszogének fe-
lez6je egyben az ABCD paralelogramma C cstcsbeli

E
szogfelezdje is, 1 pont
amely merdleges az EF alapra. 1 pont
A paralelogramma szemkozti szogfelez6i parhuza- A B
mosak egymdssal. 1 pont
Igy ha az EF egyenes merGleges koziiliik az egyikre, akkor merdleges a masikra is. 1 pont
Ezzel a feladat 4llitasét igazoltuk.

Osszesen: 6 pont
Kezdok I-II. kategoria 2. és III. kategoria 1. fordulé
Feladatok
. Négyzetszdm-e a 2222 4 3333 4 4#4 4 59559 Vilaszodat indokold! 6 pont

. a) Egy 3 x 3-as négyzet mez0it kiszinezziik a piros, kék, zold szinek valamelyikével az aldbbi
feltételek szerint:

— az egyik sor mezdi egyszintek,
— egy masik sor kis négyzetei kétféle szinnel vannak szinezve,
— a harmadikféle sor mezdi paronként kiilonb6zd szintiek.

Hanyféleképpen valdsithaté meg a feltételeknek megfeleld szinezés?

b) Az 1,2,3,4,5, 6,7, 8 9 szdmokat beirjuk egy 3 x 3-as négyzet egy-egy mezdjébe ugy,
hogy barmely két szomszédos szdm szomszédos (kozos éllel rendelkezd) négyzetbe keriiljon.
A négy sarokmez6be keriil6 szamok 0sszege 18. Melyik szam keriil kozépre? 8 pont

. Megrajzoljuk egy a, b oldald paralelogramma minden kiilsd szogfelezdjét.

Milyen sokszoget zarnak kozre? Hatdrozzuk meg a keletkezett sokszog atléinak hosszat! 8 pont

. Egy konvex (2n+ 2)-szégben berajzolunk n? darab atlét. Bizonyitsuk be, hogy a behuzott 4tlok
kozott lesz olyan, amelyik két paratlan oldalszamu sokszogre vagja szEt az eredeti sokszoget. 8 pont



. Mi az a raciondlis szdm, amely egyenld a kovetkezd kifejezéssel:
2022 2021 2020 4 3 2

5 T2 T T T 53019 T 53020 T 5a0a0 10 pont
Megoldasok és javitasi atmutato
. Négyzetszam-e a 2222 4 3333 4 4%4 4 55559 V4laszodat indokold! 6 pont

Megoldas.

A 2 hatvényainak végzddései rendre 2; 4; 8; 6, ez a négy szamjegy ismétlodik. 222 4-gyel osztva
2-t ad maradékul, igy a 222. hatvany végz6dése megegyezik a 2. hatvany végzddésével, azaz 4. 1 pont

A 3 hatvényainak végz6dései rendre 3; 9; 7; 1, itt is négy szdmjegy ismétlédik. 333 4-gyel osztva
1-et ad maradékul, igy a 333. hatvany végz6dése megegyezik az 1. hatvany végzddésével, azaz 3. 1 pont

A 4 hatvanyainak végzddései felvaltva 4 és 6, mivel a 444 paros szdm, ezért a 444. hatvany

végzbdése 6. 1 pont
Az 5 minden hatvanya 5-re végzddik. 1 pont
4+346+5 =18, tehat a feladatban szerepl6 Osszeg 8-ra végzddik. 1 pont
A négyzetszamok végzddése csak 0; 1; 4; 9; 6; 5 lehet, igy 2222 4 3333 4 444 1 5555 piztosan

nem négyzetszam. 1 pont
Osszesen: 6 pont

. a) Egy 3 x 3-as négyzet mezdit kiszinezziik a piros, kék, zold szinek valamelyikével az aldbbi
feltételek szerint:

— az egyik sor mezdi egysziniiek,
— egy masik sor kis négyzetei kétféle szinnel vannak szinezve,
— a harmadikféle sor mez6i paronként kiilonb6z0 szindiek.

Hényféleképpen valdsithaté meg a feltételeknek megfeleld szinezés?

b) Az 1,2,3,4,5, 6,7, 8 9 szdmokat beirjuk egy 3 x 3-as négyzet egy-egy mezdjébe ugy,
hogy barmely két szomszédos szam szomszédos (kozos éllel rendelkezd) négyzetbe keriiljon.

A négy sarokmezdbe keriil szdmok Osszege 18. Melyik szdm keriil kozépre? 8 pont
Megoldas.
a) Az egyszinli sor mezdinek szinezése 3-féleképpen, a kétszintié 3 -2 -3 = 18-féleképpen, a
haromsziniié 6-féleképpen torténhet. 1 pont
A kiszinezett sorok 6-féleképpen rendezhetdk a tdblan sorba. 1 pont
Igy a feltételeknek megfeleld esetek szdma: 3-18-6-6 = 1944, 1 pont



b) Szinezziik ki a 3 x 3-as négyzet mezdit az dbra szerint.
Mivel barmely két szomszédos szdm szomszédos (k6zos éllel rendelkezd)
négyzetbe keriil, €s a tdblara keriild szdmok kozott 5 paratlan és 4 paros van,
ezért a paratlan szdmok keriilnek a fekete, a paros szamok pedig a fehér kis

négyzetekbe. 2 pont

A pératlan szdmok Osszege: 1 +3+5+7+9 =25. 1 pont

Ha a négy sotét sarokmezdbe keriild szdmok Osszege 18, akkor kdzépen 1j2]3

csak a 7-es éllhat. 81714 1 pont

A mellékelt aldbbi dbra egy lehetséges kitoltést mutat be. 965 1 pont
Osszesen: 8 pont

. Megrajzoljuk egy a, b oldali paralelogramma minden kiilsd szogfelezjét.
Milyen sokszoget zarnak kozre? Hatarozzuk meg a keletkezett sokszog atlinak hosszat! 8 pont
Megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit: a=AB=CD, b=BC=DA. DAB<=a, ABC<=f3.

Huzzuk be a paralelogramma 0sszes belsé és kiil-
s6 szogfelezgjét.

A négy kiils6 szogfelezd négyszoget zar kozre.
Ennek csucsait K, L, M és N jeloli.

(04
Mivel o+ =180°, ) + g =90°, ezért barmely

két szomszédos csicsbdl induld belsé szogfelezd
derékszoget zér be.

1 pont

A Kkiilsé szogfelezdk viszont merblegesek az
ugyanahhoz a csuicshoz tartoz6 belsé szogfele-
z0re, amibdl kovetkezik, hogy a paralelogramma
tetszSleges belsd/kiilsé szogfelezéparja merdle-
ges vagy parhuzamos. 1 pont

Tehat a KLMN négyszognek négy derékszoge van, vagyis téglalap; az 4tl6i egyenld hossziak. 1 pont

Tegyiik fel, hogy az A-bdl és D-bdl huzott belsd szogfelezok metszéspontja (Y) illeszkedik a
KLMN téglalap NL étl6jara. Ezt majd kés6bb igazoljuk.

NY =AD=b, mert NY és AD az AY DN téglalap étlgja. 1 pont
Az dbra kozéppontos szimmetridja folytin ND # BL (parhuzamos és egyenld), viszont az AY DN

téglalapban AY # ND, vagyis AY # BL, ezért az ABLY négyszdg paralelogramma. 1 pont
Tehat AB# YL, azaz Y L=a, vagyis a téglalap 4tl6i hossza NY +YL=b+a. 1 pont

Be kell még latnunk, hogy N, Y és L valoban egy egyenesbe esnek. Mivel az NAY és az AKB
derékszogli haromszogek szdgei egyenldek, két oldalparjuk (VA és AK, illetve AY és KB) par-
huzamos, azaz ugyanolyan éllast, a haromszogek ugyanolyan koriiljarasuak, ezért a harmadik
oldaluk, NY, illetve AB is parhuzamos. Ez azt jelenti, hogy NY és YL is parhuzamos AB-vel, igy
a k6z0s végpont miatt Y illeszkedik az NL atlora. 2 pont

Osszesen: 8 pont



4. Egy konvex (2n + 2)-szogben berajzolunk n? darab 4tlét. Bizonyitsuk be, hogy a behtzott 4tlok
kozott lesz olyan, amelyik két paratlan oldalszdmu sokszogre vagja szét az eredeti sokszoget. 8 pont
Megoldas. Jeloljiik az eredeti konvex sokszog csucsait A, Ay, ..., Ay, i2-vel.

Hat4rozzuk meg azon berajzolhaté atlok szamat, amelyek a sokszoget nem két paratlan oldal-
szamu részsokszogre osztjdk fel. Az ilyen atlok két nem szomszédos paros és paratlan sorszamu

csucsot kotnek Ossze. 2 pont
Az ilyen tipusu &tlok pdratlan sorszamu végpontjai (n+ 1)-féleképpen jelolhetSk ki. 1 pont
Ezzel a ponttal két paros sorszamu csicsa szomszédos az eredeti sokszognek, igy az atlé masik

végpontja (n — 1)-féleképpen adhat6 meg. 2 pont
Igy a feladat feltételének nem megfeleld atlk szdama (n+1)(n—1) = n> — 1. 1 pont

Mivel n? — 1 < n?, ezért a berajzolt atlok kozott biztosan lesz olyan is, amely két paros vagy
két pératlan indexi csticsot kot Ossze, és igy két paratlan oldalszdmu sokszdgre bontja az eredeti
sokszoget. 2 pont

Osszesen: 8 pont

5. Mi az a raciondlis szdm, amely egyenld a kovetkezd kifejezéssel:

2022 2021 2020 4 3 2
> + » + >3 +.+ 22019 + 22020 + 22021 10 pont
1. megoldas.
2022 2021 2020 5 4 3 2
> T 52 T T 52018 T 52010 T 52020 T 52021
2022 2021 2020 5 4 3 1 B
~ ™ 22 T 23 Tt 22018 T 22019 T 52020 T 22020 | —
2022 2021 2020 5 4 4
I 72 53 T 53018 T 53019 T 52000 2 pont
2022 2021 2020 5 4 2 B
=5 T T 55 T T o | 3019 T 53019 | T
2022 2021 2020 5 6
=5 Tyt o5 Tt 5501 T 5010 2 pont
2022 2021 2020 5 3 _
= 2 + 22 + 23 —f—...—f—m‘f‘mz...—
~ 2022 2021 2020 k k=2
) 22 23 T T oama ek T 0k
2022 2021 2020 k k=2 1\
~ T 22 T 23 Tt 72023k T 92023~k ) —
2022 2021 2020 2k—2 2022 2021 2020 k—1
- 2 + 22 + 23 +"'+22023—k ) + 22 + 23 +"'+22022—k o
2022 2021 2020 k-1 3
Y + 72 + 23 Jr"'Jr22023—(/<—1) T pont
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2022 n 2021 2020 N 2018 2022 . 2021 n 4038 ! )
= = = on
2 T2 PXIX 2 T2 T P
2022 2021 n 2019\ 2022 n 4040 2022 . 2020 4042 2001
2 22 22 ) 2 22 2 2 2
Tehdt a kifejezés értéke 2021. 2 pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés. A * rész valamilyen indoklasa sziikséges.
2. megoldas.
Ve rd L2y 2 1 1 1 1 1
Segedallltas. §+?+?++i :1—?
Bizonyitasa példaul teljes indukcidval vagy 2-es szamrendszerbeli felirdssal vagy szdmegyene-
sen torténd dbrizolassal torténhet. 3 pont
2022 2021 2020 4 3 2
> T2 T T T 53019 T 53000 T 3021
I 1 1 1 1 1 1 1
= E—F?—F?—l—...—FW + 5_}—?—{—?—{_'”—{_% +
1 1 1 1 1 1 1 1 1y
-+ §+?+F+.“+W + E—F?—F?—i—...—l—m +...+ E = 3 pont
a segéddllitas alapjan a zardjelek a kovetkezd alakban is frhatéak:
1 1 1 1 1
:1—W+1—W‘|—1—W+1—W+1—§:
1 1 1 1 1
= 2022 1= oy — (22021 T 53020 T 52010 - 5) = 2 pont
ismét a segédtétel alapjan:
1 1
Tehét a kifejezés értéke 2021. 2 pont
Osszesen: 10 pont
Kezdok 1. kategéria 3. (donto) fordulo
Feladatok
1. Adjuk meg azokat a p, g pozitiv primszdmokat és n pozitiv egészt, amelyekre
n4+1=(p*+ 1D +1). 10 pont



2. Egy vacsordn a héazigazdan kiviil 2n személy vesz részt (n pozitiv egész szam). A hazigazda a
vacsora végén megkérdezi minden vendégtdl, hogy hany emberrel koccintott a jelenlévok koziil.
Mindenki kiilonb6z6 valaszt ad. Hany vendéggel koccintott a hazigazda? 10 pont

3. A hegyesszogli ABC haromszdgben a BC oldal felezdpontja F, a B csicshoz tartozd belsd szog-
felez6 az E pontban metszi a CA oldalt, a C csicshoz tartozé magassag talppontja D. Az igy
kapott DEF hidromszdg minden oldala 5 egység hosszusdgu. Mekkora az ABC haromszdg terii-
letének pontos értéke? 10 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Adjuk meg azokat a p, g pozitiv primszdmokat és n pozitiv egészt, amelyekre

1= (p*+1)(?+1). 10 pont

Megoldas. Ha p és ¢ is paratlan primek, akkor pP+1ésq®+1is paros, ezért a szorzatuk 4-gyel
oszthato. 1 pont

Ahhoz, hogy az egyenldség valamilyen n pozitiv egészre fennélljon, n sziikségképpen parat-
lan kell, hogy legyen. Ha n = 2k — 1 alakid valamilyen k pozitiv egész szdmra, akkor n> + 1 =
— 4k> — 4k +2, vagyis az n?+ 1 alakd szam 4-gyel osztva 2 maradékot ad, azaz nem lehet 4-gyel
oszthatd. 1 pont

A p és g primek koziil tehat legaldbb az egyik péros.
Ha p = ¢ = 2, akkor n> + 1 = 25, amibé] n értéke nem egész szam, hiszen a 24 nem négyzetszam. 1 pont

Tehat a p és g primek koziil pontosan az egyik paros, az egyenlet szimmetridja miatt feltehetd,

hogy p =2,1igy q > 3. 1 pont
Ebbdl kovetkezik, hogy 41 > 50, tehatn > 7. 1 pont
Az n? +1=>5(¢* + 1) egyenletet rendezve n> — 4 = 5¢%, vagyis (n —2)(n+2) = 5¢°. 1 pont

Az n—2 és n+ 2 tényezdk lehetséges értékeit az 5¢% szorzat sszes lehetséges felbontdsa (az
egészek korében) adja. Figyelembe véve, hogy 5 <n—2 <n+2, az n—2 kifejezésre a kdvetkezd

lehetdségek adédnak: n —2 =5, illetve n —2 = q. 1 pont
Han—2=5, akkorn+2 =9, a 45 = 5q2 egyenletbdl g = 3 pdratlan prim, ez megolddsa a

feladatnak. 1 pont
Han—2 =g, akkorazn+2 = g+ 4 = 5q egyenletb6l ¢ = 1 nem prim. 1 pont

Tehata p =2, g = 3, n =7 szamharmas, valamint a p és g értékének felcserélésével nyert p = 3,
q = 2, n =7 szamhdarmas adjdk az egyenlet 0sszes megolddsat: 72+ 1=50=5-10 valéban
fennall. 1 pont

Osszesen: 10 pont
Az utols6 8 pontra:

A p és g primek koziil tehat legalabb az egyik péros.
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Ekkor n? + 1 = 5(¢*> + 1), ahonnan n? — 4 = 5¢°, vagyis (n —2)(n+2) = 5¢°.

Az n—2 és n+ 2 tényezdk lehetséges értékeit az 5q2 szorzat 0sszes lehetséges felbontdsa (az
egészek korében) adja. Figyelembe véve, hogy —1 <n—2 <n+2, az n —2 kifejezésre a kbvet-
kez0 lehetdségek adodnak: n —2 = —1; 15 5; g; q.

Han—2=—1, akkor n+2 =3, a 3 = —5¢> egyenletbdl ¢ nem valGs.
Han—2=1,akkorn+2=>5,az 5 = 5¢° egyenletbdl g = 1 nem prim.
Han—2=5,akkorn+2=9,a9 = q2 egyenletbdl g = 3 prim, ez megolddsa a feladatnak.
Han—-2=gq,akkorn+2 =q+4, aqg+4 = 5q egyenletbdl ¢ = 1 nem prim.

Végill han—2 = qz, akkorn+2 = q2 +4,a q2 +4 =5 egyenletbdl g = 1 nem prim.

Tehata p =2, g = 3, n =7 szamharmas, valamint a p és g értékének felcserélésével nyert p = 3,
q =2, n =7 szamhdrmas adjdk az egyenlet 0sszes megolddsat: 72 +1=50=5-10 valéban
fennall.

. Egy vacsorédn a hdzigazdan kiviil 2n személy vesz részt (n pozitiv egész szam). A hdzigazda a
vacsora végén megkérdezi minden vendégtdl, hogy hany emberrel koccintott a jelenlévok koziil.
Mindenki kiilonboz6 valaszt ad. Hany vendéggel koccintott a hdzigazda?

Megoldas. A lehetséges vélaszok, amit a hazigazda kaphatott: 0, 1, 2, 3, ..., 2n.

Ezek koziil a 0 és 2n nem szerepelhet egyszerre, hiszen ha volt valaki, aki senkivel sem koccin-
tott, akkor nem lehetett olyan személy, aki mindenkivel koccintott.

fgy tehat a 2n kiilonboz6 valasz 0, 1, 2, 3,..., 2n— 1 vagy 1, 2, 3, 4,..., 2n lehetett. Vizsgéljuk
meg mindkét esetet!

1. eset: A vdlaszok 0, 1,2, 3,...,2n—1. Legyenek a vilaszadok rendre Ag, A1, A2, A3, ..., Azy—1.

Ay senkivel sem koccintott. Ay, Ap-n kiviil mindenkivel koccintott. ,,Vegytik ki” Ag-t, Az,—1-
et és a mar ismert koccintdsokat: ekkor az marad, hogy A; 0, Ay 1, ..., As,—2> 2n — 3 emberrel
koccintott. Most pontosan ugyanazt mondhatjuk el A;-r6l és Aj,_2-r6l, mint az el6bb Ap-rdl
és Ap,—1-10l, azaz, hogy Aj,_» mindenkivel koccintott Aj-en (és Ag-n kiviil) és A; (Az,—1-en
kiviil) senkivel sem koccintott. Eljarasunkat folytatva eljutunk oda, hogy méar csak A, | és A,
koccintésait kell vizsgalnunk: A,,_1 0, A, 1 személlyel koccintott a megmarad6 emberek koziil.
Ez utébbi csak a hdzigazda lehetett, azaz 6 Osszesen n személlyel koccintott: A,, A,11, ...,
Aoy 1-gyel.

2. eset: A vélaszok 1, 2, 3,..., 2n. Legyenek a vdlaszadok rendre A1, As, Az, ..., Aoy,

Aj, mindenkivel koccintott. A; egyetlen koccintdsa tehat vele tortént. ,,Vegyiik ki” A{-t, Ay,-et,
€s a mar ismert koccintdasokat: ekkor az marad, hogy A, 1, A 2, ..., Ay,—1 2n — 1 emberrel
koccintott. Most pontosan ugyanazt mondhatjuk el A>-r6l és Aj,—1-r6l, mint az el6bb A;-r6l
€s A,,-10l, azaz, hogy Aj,_1 mindenkivel koccintott (A;-en kiviil) és A, csak Aj,_1-gyel (€s
As,-nel) koccintott. Eljarasunkat folytatva eljutunk oda, hogy mar csak A, és A, ;| koccintdsait
kell vizsgalnunk: A, 1, A, 2 személlyel koccintott a megmarad6 emberek koziil. Ez csak ugy
lehet, hogy A, csak A, 11-gyel, A,+1 vele és a hdzigazdaval koccintott. A hdzigazda igy Osszesen
osszesen n személlyel koccintott: A, 11, ..., Ay,-nel.
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Mindkét esetben ugyanazt kaptuk, tehét a hazigazda biztosan n emberrel koccintott.
Osszesen:

Megjegyzések. 1. Az utols6 pont csak akkor jar, ha mindkét esetet vizsgdlta. 2. Ha a versenyzo
egy konkrét n érték esetén helyesen leirja a fenti gondolatmenetet, de nem &ltalanosit, akkor
legfeljebb 4 pontot kaphat.

. A hegyesszogli ABC haromszogben a BC oldal felezGpontja F', a B csicshoz tartozo belsd szog-
felezd az E pontban metszi a CA oldalt, a C csucshoz tartoz6 magassag talppontja D. Az igy
kapott DEF haromszog minden oldala 5 egység hosszisagu. Mekkora az ABC haromszog terii-
letének pontos értéke?

Megoldas. Készitsiink abrat! Jeloljiikk a DEF szabalyos haromszog oldalait x-szel, az ABC<(-et
B-val.

Beldtjuk, hogy ha a DEF hiromszdg szabalyos, akkor az ABC hdromszog is szabalyos.

A BCD derékszogli haromszogben a Thalész-tétel megforditdsa alapjan a koriilirt kor kozép-
pontja a BC oldal F felezGpontja, FB = FC = DF = x, azaz BC =2x.

Mivel FE = x, F a BCE haromszog koriilirt korének is a kozéppontja. Tehat ez a hdromszog a
Thalész-tétel értelmében derékszogl, azaz CEB<t = 90°.

Mivel BE felezi az ABC<t-et, ezért CEBA = AEB/\ (a BE oldal ko6z0s, és a rajta fekvd két szog

_b
2 b
Az egybevigosag alapjan E felezGpontja a CA oldalnak és BA = BC = 2x.

90° — nagysdga is megegyezik).

A CAD derékszogli haromszogben a Thalész-tétel megforditdsa alapjan a koriilirt kor kozép-
pontja a CA oldal E felezGpontja, EC = EA = ED = x, azaz CA = 2x.

Osszegezve kordbbi megillapitdsainkat AB = BC = CA = 2x, azaz az ABC hiromszog szabdlyos.

3
Az ABC szabélyos hdromszog oldala tehat 2x = 10 egység, igy teriilete: T = % 10?2 =253 te-
rilletegység.

Osszesen:
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Kezdok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. H olyan pozitiv egész szamokbol 4116 halmaz, amelynek az elemeire érvényesek az alabbi felté-
telek:
(1)2021 € H,
(2) han € H, akkor n 0sszes pozitiv osztdja is eleme H-nak,
(3)barmely k, me H, 1 <k <mesetén km+1 € H.
a) Bizonyitsuk be, hogy {1;2;3;4;5;6;7,8;9;10} C H.
b) Adjuk meg a HNN™ halmazt. 10 pont

2. A huszdrok diszszemléjén m sorban és n oszlopban vonulnak a katondk. Tudjuk, hogy min-
den sor és oszlop teljes, valamint hogy m és n is legaldbb 3. Parancsra a huszarok megallnak,
és kardjuk 0sszeérintésével iidvozlik a veliik oldalrdl vagy atlésan szomszédos huszartarsaikat.
Hany huszar vonult fel a diszszemlén, ha igy 0sszesen 789 kardcsorrenést lehetett hallani? 10 pont

3. Az ABCDEF konvex hatszog szemkozti oldalai pdrhuzamosak. Bizonyitsd be, hogy az ACE és
BDF haromszogek teriilete egyenld. 10 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. H olyan pozitiv egész szamokbdl 4116 halmaz, amelynek az elemeire érvényesek az aldbbi felté-
telek:

(1)2021 € H,

(2) ha n € H, akkor n 6sszes pozitiv osztdja is eleme H-nak,
(3)barmely k, mc H, 1 <k <mesetén km+1 € H.

a) Bizonyitsuk be, hogy {1;2;3;4;5;6;7,8;9;10} C H.

b) Adjuk mega HNN" halmazt. 10 pont
Megoldas.

a) (1) = 2021€H
2021 =1-43-47 2) = 1,4347Tc€H
1-43-474+1=2022 (3) = 2022¢H
2022 =2-3-337 2 = 23,6cH
2-3+1=7 3 = T7€H
2-7+1=15 3) = 15eH
15=3-5 2) = 5¢H
3:-5+1=16 3 = 16e€eH

16 =2* 2 = 4,8¢cH
2:441=9 3 = 9¢H
3-43+1=130 3 = 130eH
130=10-13 2 = 10eH
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Ezzel belattuk, hogy {1;2;3;4;5;6,7;8;9;10} C H. 10 x 0,5 pont = 5 pont
b) Ezutén igazolni fogjuk, hogy HNNT =NT
Az a) eset vizsgélata alapjan tegyiik fel, hogy {1;2;3;...;2k— 1} CH (k € N)

2,keH B = 2k+1€H 1 pont
2k—1,2k+1€H 3) = (k—1)Q2k+1)+1=4k*cH 2 pont
4% =2k-2ke H (2) = 2keH 1 pont
A megadott konstrukciéval folyamatosan a H halmaz elemeit kihagyas nélkiil 2-2 Gjabb pozitiv

egész szdmmal bovithetjiik. Ez igazolja, hogy HNNT =NT. 1 pont
Osszesen: 10 pont

. A huszarok diszszemléjén m sorban és n oszlopban vonulnak a katondk. Tudjuk, hogy min-
den sor és oszlop teljes, valamint hogy m és n is legaldbb 3. Parancsra a huszarok megallnak,
és kardjuk Osszeérintésével iidvozlik a veliik oldalrdl vagy dtlésan szomszédos huszartarsaikat.
Hény huszar vonult fel a diszszemlén, ha igy 0sszesen 789 kardcsorrenést lehetett hallani? 10 pont

Megoldas. A huszdrokat harom csoportba sorolhatjuk elhelyezkedésiik szerint. Azok a husza-
rok, akik soruknak és oszlopuknak is a sz€élén (sarkon) helyezkednek el, 3 tarsukat tidvozlik, ez
Osszesen 12 kardcsorrenés. 1 pont

Azok a huszarok, akik vagy a soruknak, vagy az oszlopuknak a szélén helyezkednek el, 5 tarsu-
kat iidvozlik. Ilyen huszarbdl 2(m — 2) +2(n —2) van, igy ez 6sszesen 10 (m +n —4) kardcsor-
renés. 1,5 pont

A tobbi huszér 8 tarsat udvozlni, és beldliikk (m —2) - (n — 2) taldlhat6, ez 6sszesen
8(m—2)-(n—2)
kardcsorrenés. 1,5 pont

Mivel minden tidvozlést kétszer szdmoltunk meg, ezért a diszszemlén Osszesen

1
—-(I124+10m+n—4)+8(m—2)-(n—2)) =4mn—3m—3n+2.

2
kardcsorrenést lehetett hallani. 1 pont
Tehat
4mn —3m—3n+2 =789
16mn—12m —12n+8 = 3156
(4m—3)-(4n—3) =3157.
Vagy masképpen:

dmn—3m—3n+2 =789

3 3 1

(4m—3) - (4n —3) = 3157. 2 pont
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Mivel 3157 =7-11-41, ezért csak ugy bonthat6 fel két 4-gyel osztva 1 maradékot add, 1-nél

nagyobb szdm szorzatdra, hogy 3157 =41 -77. Ekkor m és n értéke 11 és 20. 2 pont
Tehét 0sszesen 220 huszér vonult fel a diszszemlén. 1 pont
Osszesen: 10 pont

. Az ABCDEF konvex hatszog szemkozti oldalai parhuzamosak. Bizonyitsd be, hogy az ACE és
BDF haromszogek teriilete egyenld. 10 pont

Megoldas.

Az ACE hiromszog teriiletének vizsgalatahoz
eldszor hizzunk parhuzamosokat A-n keresz-
tiul BC-vel, C-n keresztill ED-vel és E-n ke-
resztiil FA-val. 2 pont

Legyenek ezen parhuzamosok paronként vett
metszéspontjai az abra szerint: G, H és I. |

Ezek a metszéspontok a hatszog belsejében

vannak, mivel példaul az A-bdl indulé BC-vel

huzott parhuzamos csak a CD vagy ED olda- G H
lon ,,Jéphet ki” a hatszogbdl (mivel FE-vel és
BC-vel parhuzamos) és az E-bSl CD-vel (és
FA-val) huzott pirhuzamos (E-n kiviili) ma-
sodik metszéspontja a hatszoggel a BC vagy A B

AB oldalon kell, hogy legyen. Ha ezeket a mdsodik metszéspontokat P-nek, illetve Q-nak nevez-

ziik, akkor AQPE egy konvex négyszog, aminek a csucsai a hatszog keriiletén vannak, ezért az

atléi a hatszog belsejében metszik egymast (/-ben). 1 pont

Ha G, H és I nem esik egybe, akkor a hatszoget az dbra szerint 3 paralelogrammaéra (ABCG,
CDEH, EFAI) és egy haromszogre (GHI) oszthatjuk. Ebbdl az ACE haromszog teriiletét a ha-
rom paralelogramma fele és a GHI haromszog alkotja. 1 pont

A BDF haromszog teriiletének vizsgalatdhoz
ehhez hasonldan hiizzunk parhuzamosakat B-
n keresztiill CD-vel, D-n keresztiil EF-fel és
F-en keresztiil AB-vel, amik az abra szerint J,
K és L pontokban metszik egymast.

Ha J, K és L nem esik egybe, akkor a hat-
szoget az dbra szerint 3 paralelogrammara
(FABK, BCDL és DEFJ) és egy haromszogre F J K
(JKL) oszthatjuk. Ebb8l a BDF hiromszoget C
a hdrom paralelogramma fele és JKL harom-
szog alkotja. 1 pont

A fenti két felosztasbol kovetkezik, hogy ele-
gendd belatni, hogy GHI és JKL egyenld te-
riiletd. 1 pont
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Ennél tobb is teljesiil: egybevagdak. Mivel az oldalaik parhuzamosak, ezért elég belétni, hogy

példdul GH = JK. 1 pont
Az alabbiakban feltételezziik, hogy AB > DE. (Az AB = DE esetet a végén vizsgaljuk.)

Mindkét szakasz hossza AB — ED, mivel:

Az 1. abran: GH = GC — CG.

AB = GC, illetve HC = ED, mert egy-egy paralelogramma szemkozti oldalai.

Tehdt GH = AB—ED.

A 2. dbréan: JK =FK—FJ.

FK = AB, illetve FJ = ED, mert egy-egy paralelogramma szemkozti oldalai.

Tehat JK = AB — ED. 2 pont

Ha a hatszog szemkozti oldalai egyenldk, akkor (és csak akkor) a G, H és I, illetve J, K és
L metszéspontok egybeesnek, és ekkor az ACE és BDF haromszogek teriilete egyardn a hat-
sz0g teriiletének a fele, mivel a paralelogrammadkra val6 felosztds sordn mindkét haromszogbe a
paralelogrammadk fele esik. 1 pont

Osszesen: 10 pont

Kezdok III. kategéria 2. (donto) fordulo

Feladatok

1. Legyen H azon r (0 < r < 1) racionélis szdmok halmaza, amelyek végtelen periodikus tizedes
tort alakja O,abcabcabc ... = 0,ab¢, ahol a, b, ¢, nem feltétleniil kiillonboz6 szdmjegyek. Felirva
H elemeinek redukalt tort alakjat, hanyféle szamlalot kapunk? 10 pont

2. \ Egy négyzet alaku papirlapot igy hajtunk meg, hogy a hajtés-
\ vonal a négyzet két szemkoztes oldaldt metssze, de ne menjen
. at a négyzet cstcsain. Ezutdn a keletkezd haromszogekbe az
\ alabbi abra szerint egy-egy kort frunk. Bizonyitsuk be, hogy
\ az igy kapott harom kor egyikének sugara megegyezik a ma-
| sik két kor sugardnak Osszegével! 10 pont

3. A 900 szamnak legfeljebb hany osztdja valaszthato ki ugy, hogy egyik se ossza egyik masikat se? 10 pont
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Legyen H azon r (0 < r < 1) raciondlis szdmok halmaza, amelyek végtelen periodikus tizedes

tort alakja 0,abcabcabc ... = 0,ab¢, ahol a, b, ¢, nem feltétleniil kiilonboz6 szamjegyek. Felirva
H elemeinek redukdlt tort alakjat, hanyféle szdmlal6t kapunk? 10 pont
abc  abc

Megoldas. x = 0,ab¢ = 1000x = abc,dbé = 999x = abc = x = 999 = P37

Ha 3 { abc és 37 { abc = abc a redukalt tort szamldl6ja.

1-t6l 999-ig 333 db 3-mal oszthatd, 27 db 37-tel oszthatd, 9 db 3 - 37-tel oszthaté szam van.
A logikai szita formuldt haszndlva: 999 — (333 4+27) 4+ 9 = 648 db ilyen szamldl6 van.

Ha x egyszer(sithetd, de a redukélt tort szdmldldja nem oszthaté sem 3-mal sem 37-tel, akkor a
szamlal6 az el6bbi 648-féle szam egyike.

Ha a redukalt tort szdmlal6ja oszthaté 3-mal, akkor 81 | abe. Ekkor 12 db djabb lehet&ség adodik.

A redukalt tort szamldldja nem lehet oszthat6 37-tel, mivel 372 négyjegyl szam. Tehét 6sszesen
648 + 12 = 660-féle lehet a redukalt tort szamlalgja.

Osszesen: 10 pont

\ Egy négyzet alaku papirlapot igy hajtunk meg, hogy a hajtés-
\ vonal a négyzet két szemkoztes oldaldt metssze, de ne menjen
3 at a négyzet cstcsain. Ezutdn a keletkezd haromszogekbe az
3 alabbi abra szerint egy-egy kort ifrunk. Bizonyitsuk be, hogy
\ az 1gy kapott harom kor egyikének sugara megegyezik a ma-
X sik két kor sugaranak Osszegével! 10 pont

Megoldas. Eloszor fejezziik ki a derékszogli haromszog beirt korének sugarat az oldalak segit-
ségével.

B
a—r
a—r F c
a
r b-r
Dz K
r{&[r
C—~ ¢ i by A
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Jeloljiik az 4bra szerint az ABC derékszogl haromszog oldalait a, b, c-vel, k beirt korének ko-
zéppontjat K-val, sugarat r-rel, a BC, CA és AB oldalakkal alkotott érintési pontjait rendre D, E,
F-fel. Ekkor mivel az érintési pontba htizott sugar merdleges az érintbre, ezért a KDCE négyszog
négyzet és CD = CE. Masrészt a kiils6 pontbdl a korhoz hizott érintdszakaszok egyenldsége mi-
att AE = AF = a—r és BD = BF = b —r. Igy az étfogéra felirhaté ¢ = a — r + b — r alapjan
2r=a+b—c.

Ezutdn térjlink at a feladat éllitdsanak igazolasdra. Je-
I6]jiik a négyzet csucsait A, B, C, D-vel, a torésvonal
két végpontjat X, Y-nal (X € AB, Y € CD), a B és C
csucsok XY egyenesre vonatkoz6 tiikkorképét rendre U,
V-vel, az AB és UV szakaszok metszéspontjat P-vel.
Legyen a VYD, PVA és XPU derékszogli haromszo-
gek beirt korének atmérdje és sugara rendre dy, dy, ds,
illetve ry, ry, r3. Ekkor a kordbbi 0sszefiiggés alapjan:

dy=YD+DV —VY
dy =VA+AP—PV
dy=PU~+UX —XP

Bevezetve az AB = a jelolést,a VY =CY és UX = BX U
egyenloségek figyelembevételével:

di +ds—dy = (a—CY) + DV —CY + PU + BX—XP—(a—DV)—(a—BX —XP) + (a—PU) =
=2(DV +BX —CY)

Legyen az X pont CD oldalra valé mer&leges vetiilete Z. A C és V pontok egymds tiikorké-
pei az XY egyenesre vonatkozdan, igy CV L XY. Masrészt CD | XZ alapjan VCD< = YXZ<
(merdleges szard hegyesszogek).

CD = XZ = a figyelembevételével CDV A = XZY A, és emiatt:
DV =72Y =CY -CZ=CY — BX.

Ezt felhasznalva d| + d3 — d» = 0, amibdl a 2-vel vald leosztas és rendezés utan az r, = r| + r3
egyenldség adodik.

Ezzel az éllitast beldttuk.
Osszesen:

. A 900 szamnak legfeljebb hany oszt6ja valaszthato ki gy, hogy egyik se ossza egyik masikat se?

Megoldas. A 900 primtényezds felbontisa 900 = 2232 . 52, négyzetgydke a 30 =2-3 - 5. Je-
gyezziik fel, hogy eldbbi azt jelenti, hogy a 900-nak 27 osztdja van.

Vegyiik észre, hogy ha kivalasztjuk a 30-at, melynek 3 primosztdja van, és hozzavessziik a 900
Osszes tobbi olyan osztdjat, melynek szintén 3 primosztdja van (multiplicitdssal szdmolva), azaz
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a2%-3=12-t,22%-5=20-at,a2-3% = 18-at,a 2- 5% = 50-et, a 3> - 5 = 45-6t és a 3- 52 = 75-
ot, akkor ez Osszesen 7 szdm, és egyik sem osztja semely madsikat sem, hiszen barmelyik két
kiilonb6z6hoz van egy olyan prim, amelyik az egyikben, és egy olyan prim, amelyik a masikban
szerepel nagyobb kitevivel.

Most bebizonyitjuk, hogy ennél tobbet nem lehet kivalasztani. Tekintsiik ugyanis a kovetkezd
osztdlancokat:

1]3]9]45|225;
216118190 | 450;
41121361180 | 900;
5(25175;
10|50 | 150;

20 | 100 | 300;
1530 60.

Ezek valéban a 900 mind a 27 osztdjat felsoroljak. (Amit egyébként konnyl egy 3 x 3 x 3 kocka-
ban vizualizdlni, melynek bal als6 csticsdban 4ll az 1, a jobb fels6ben maga a 900, felfelé 1épve
minden felett a 2-szerese, jobbra 1épve mindennek a 3-szorosa, hatrafelé 1épve pedig mindennek
az 5-szorose all — ebbdl az abrabol egyébként a megnevezett lancokat sem nehéz megtalalni.)

Vilagos, hogy minden ldncbdl legfeljebb egy szdmot valaszthatunk ki, hiszen egy lanc két szama
kozott van oszthatdsagi reldcid. Tehat 7-nél tobb szam nem vélaszthat6 ki a kivant médon.
Igy a valasz 7.

Osszesen:
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Haladok 1. kategoéria 1. fordulo

Feladatok

. a) Hany olyan haromjegy(i szam van, amelybdl ha levonjuk a szdmjegyei dsszegét, akkor olyan
szamot kapunk, amely azonos szdmjegyekbdl all?

b) Van-e ezek kozott olyan, amelyhez hozzdadva a szamjegyei 6sszegét szintén olyan szdmot
kapunk, amely azonos szdmjegyekbdl all?

. Egy megbeszélésen lizletemberek vettek részt. Amikor iidvozolték egymast, kideriilt, hogy mar
mindegyikiiknek volt legaldbb egy ismer6se a tobbiek kozott, olyan viszont nem volt, aki min-
denkit ismert volna. S6t, az is kideriilt, hogy volt olyan, aki a tobbiek koziil pontosan egyet
ismert, de olyan nem volt, akinek pontosan kettdé vagy pontosan hiarom ismer6se lett volna.
Olyan viszont volt, aki a tirsasdgnak tobb mint hdrom tagjit ismerte. Az ismeretség kdlcsonos.
Legaldbb hdnyan voltak jelen a megbeszélésen?

. Melyik nagyobb az aldbbi két tort koziil?
2021 db 2021 db

— —

- 333...331 ~222..221

©333...334 ©222...223

————r S———
2021 db 2021 db

. Legyenek a, b, c val6s szamok! Igazoljuk, hogy az

X+ (a—b)x+(b—c)
P+ (b—c)x+(c—a)=0
X’ +(c—a)x+(a—b)=0

masodfoku egyenletek koziil legaldbb az egyiknek van valds gyoke!

0

. A C-nél derékszogli ABC haromszdg CAB< és ABC< bels6 szogfelez6i a BC, illetve a CA ol-
dalakat rendre a P és a Q pontokban metszik. M és N pontok pedig a P-bdl és a Q-bdl az AB
atmérdre allitott merdlegesek talppontjai.

Mekkora MCN < pontos értéke?

Megoldasok és javitasi Gtmutato

. a) Hany olyan haromjegy( szdm van, amelybdl ha levonjuk a szdmjegyei 0sszegét, akkor olyan
szamot kapunk, amely azonos szdmjegyekbdl all?
b) Van-e ezek kozott olyan, amelyhez hozzdadva a szamjegyei 6sszegét szintén olyan szamot
kapunk, amely azonos szamjegyekbdl all?
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7 pont

7 pont

7 pont

7 pont
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Megoldas. a) Legyen a keresett szdm abc alaku.
abc—a—b—c=100a+10b+c—a—b—c=9(11la+b).

Az azonos szamjegyekbdl all6 szdm 9-cel oszthato, €s legfeljebb haromjegy, igy a lehetdségek:

666, 333, 99.

Ha 9(11a+b) = 666, akkor 11a+b =74, igy a =6,b =38.

Ekkor ¢ barmilyen szdmjegy lehet, tehat ez 10 lehetdség.

Ha 9(11la+b) =333, akkor 1la+b=37,igya=3,b=4

Ebben az esetben is 10 lehetdség van.

Ha9(1la+b) =99, akkor 1la+b=11,igya=1,b=0.

Ebben az esetben is 10 lehetdség van, tehdt 6sszesen 30 ilyen szdm van.

b) Mivel két egymadst kovetd, azonos szdmjegyekbdl 4ll6 haromjegyli szam kiilonbsége 111,
ezért ez csak az utolsé esetben fordulhat eld.

Ekkor ¢ = 5, tehat a keresett szam a 105.
Osszesen:

. Egy megbeszélésen iizletemberek vettek részt. Amikor iidvozolték egymast, kideriilt, hogy mar
mindegyikiiknek volt legaldbb egy ismer6se a tobbiek kozott, olyan viszont nem volt, aki min-
denkit ismert volna. S6t, az is kideriilt, hogy volt olyan, aki a tobbiek koziil pontosan egyet
ismert, de olyan nem volt, akinek pontosan kett§ vagy pontosan harom ismerése lett volna.
Olyan viszont volt, aki a tdrsasdgnak tobb mint hdrom tagjit ismerte. Az ismeretség kolcsonos.
Legalabb hdnyan voltak jelen a megbeszélésen?

Megoldas. Az nyilvanvald, hogy oten eleve vannak, mert valakinek (A-nak) legalabb négy is-
merdse van (B, C, D, E).

De 6 nem ismer mindenkit, igy kell legyen még legalabb egy hatodik (F) ember is, akit A nem
ismer.

Mivel F-nek is van legaldbb egy ismer6se, feltehetjiik, hogy F ismeri E-t.
Tegyiik fel, hogy A, B, C, D, E és F alkotjdk a tarsasdgot, azaz a tarsasdg hattagu.

Igy E-nek mar két ismerdse is van (A és F), de akkor kell legyen legalabb még kettd. Feltehetjiik,
hogy ezek B és C.

Eddig tehat A-nak 4, E-nek 4, B-nek és C-nek 2-2, D-nek és F-nek 1-1 ismer6se van. (Az 1. dbran
lathato, hogy A és E, illetve D és F szerepe felcserélhetd.)

Pontosan egy ismer&se D-nek vagy F-nek van.

Mindkettdjiikknek nem lehet pontosan egy ismer8se, mert akkor B és C az A-n és E-n kiviil csak
egymadst ismerhetné, igy mindkettének harom ismerdse lenne, ami nem lehet. Tehat D és F koziil
csak az egyiknek van pontosan egy ismerdse van.

Tegyiik fel, hogy F-nek van pontosan egy ismerdse.
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1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



B

1. abra 2. abra

Ekkor viszont D-nek A-n kiviil még harom ismerdse kell legyen. F-et nem ismerheti, mert F
csak E-t ismeri, tehat D harom tovabbi ismerdse csak B, C és E lehet. Ekkor viszont E mindenkit
ismer, ami ellentmond annak, hogy nincs olyan, aki mindenki mast ismer.

Tehat a tarsasdg nem lehet hattagu.

Héttagu viszont lehet, amint a 2. dbra mutatja.

Osszesen:

. Melyik nagyobb az aldbbi két tort koziil?

2021 db 2021 db
— ——
A_333...331 _222...221
~333...334 ©222...223
——— S———
2021 db 2021 db
2021 db
, *
Megoldas. Legyenx=111...111.
Ekkor
3x—2 2x—1
A= 8 B= .
bl O 2+ 1
B A— 2x—1 3x—2 (2x—1)(Bx+1)—(Bx—2)(2x+1)
T 2x+1 3x+1 (2x+1)(3x+1) B
et —x—1—(6xr—x—2) 1
B (2x+1)(3x+1) 2+ 1D)(3x+1)

Mivel B—A > 0, ezért a B szdm nagyobb.
Osszesen:

Megjegyzés. Ha a versenyz kiprobal néhany értéket és ez alapjan allapitja meg, melyik a na-
gyobb, akkor legfeljebb 1 pontot kaphat.
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1 pont
2 pont

7 pont

7 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

1 pont

7 pont



4. Legyenek a, b, ¢ valds szdmok! Igazoljuk, hogy az
P+ (a—b)x+(b—c)=0
X+ (b—c)x+(c—a)=0
P+ (c—a)x+(@a—b)=0

masodfoku egyenletek koziil legalabb az egyiknek van valds gyoke! 7 pont

Megoldas. Legyen a harom egyenlet diszkrimindnsa rendre D, D,, D3. Ekkor
Dy =(a—b)*—4(b—c),
D> =(b—c)*—4(c—a),
D3 = (c—a)*—4(a—b). 2 pont
A hirom egyenl6ség megfeleld oldalait 6sszeadva:
Dy +Dy+D3=(a—b)?+(b—c)*+(c—a)*—4(b—c)—4(c—a) —4(a—b) =

=(a—b)>+ (b—c)*+ (c—a)’. 2 pont
Mivel harom négyzetszam 0sszege nem lehet negativ, 1 pont
ezért D1, D, D3 koziil legaldbb az egyik nemnegativ, és ez azt jelenti, hogy az ahhoz tartozé
masodfoku egyenletnek van valés megoldasa. Ezzel az allitast igazoltuk. 2 pont
Osszesen: 7 pont

5. A C-nél derékszogli ABC hiromszog CAB< és ABC< bels6 szogfelezdi a BC, illetve a CA ol-
dalakat rendre a P és a Q pontokban metszik. M és N pontok pedig a P-bdl és a Q-bdl az AB

s 2

atmérdre allitott merdlegesek talppontjai.

Mekkora MCN < pontos értéke? 7 pont

Megoldas. Rajzoljunk dbrat, és hasznaljuk a jeloléseit. A szokdsos médon legyen az A-nal 1évo
CAB< = a, és a B-nél 1év6 ABC< = =90° — c.

[z

C A

1 pont

Mivel AP és BQ szogfelez, ezért CAP<t = PAM<, tovabbda AMP< = PCA< = 90°, emiatt az
APC haromszog egybevagdé APM haromszoggel, hiszen megfeleld szogeik egyenldek, és a leg-
nagyobb szogiikkel szemkozti oldaluk kozos. Teljesen ugyanigy adédik, hogy BCOA = BNQA. 2 pont
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A fenti egybeviagdsiagok miatt PM = PC, illetve QC = ON, azaz PCMA és QNCA egyenld
szaru. 1 pont

Sz6gszamoldssal adédik a megfelel6 haromszogekben, hogy QAN<t = o és OQNA<t = 90° miatt
NQA< = 90° — a, innen CON<t = 90° 4+ @, és innen az egyenld szard CON hdromszégben

90° -«
NCQO<x=QONC«a = :E.
2 2
Hasonl6an, MBP<( = 3 és PMB<t = 90° miatt BPM< = 90° — 3, innen MPC< = 90° + f3, és
90° — o
innen az egyenld szard CM P haromszdgben CMP<{ = PCM < = > P =5 2 pont
. o o Nk

Innen adddik, hogy MCN< = 90° — (PCM <t + NCQ<), és igy MCN<t = 90° — —5 = 45°, 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok II. kategoria 1. fordulé

Feladatok

. Melyik az az 6tjegyl négyzetszdm, amelynek (balrél jobbra olvasva) elsé szdmjegye 2, negyedik
szamjegye pedig 5? 7 pont

. Az ry sugari, K| kozéppontu kor €s az rp sugart, K, kozépponti kor kiviilrdl érintik egymast a
P pontban. Legyen e a két kor kozos kiils6 érintdje, azaz e egy olyan egyenes, amely mindkét
kort érinti, és nem megy at a P ponton. Igaz-e, hogy a K| K, atmérdji kor érinti az e egyenest? 7 pont

LAz 1,2,3,...,36, 37 szamok koziil kivalasztunk két kiillonb6z6 szamot, amelyek szorzata meg-
egyezik a ki nem jelolt 35 szdm Osszegével. Melyik lehetett a két kivalasztott szam? 7 pont

. Az x, y, z val6s szamok teljesitik az aldbbi egyenlSséget:
x—yl =2y —z| =3[z—4].
Igazoljuk, hogy x =y =z. 7 pont

. Szétbonthaté-e a H = {1;2;3;...;2021} halmaz olyan részhalmazokra, amelyek mindegyiké-
ben a legnagyobb elem az adott részhalmaz tobbi elemének Osszegével egyenld? (A szétbontds
ugy értendd, hogy a részhalmazoknak nincs kozos elemiik, és az uniéjuk kiadja a H halmazt.) 7 pont

Megoldasok és javitasi Gtmutato

. Melyik az az 6tjegyl négyzetszam, amelynek (balrél jobbra olvasva) elsé szdmjegye 2, negyedik
szamjegye pedig 5? 7 pont

24



Megoldas. Legyen a keresett szdm A. Mivel
20000 <A < 30000
Ebbdl
142 <VA <173
Tehat a keresett szam az 1xy szam négyzete.
(l_xy)2 = (100 + 10x -I-y)2 = 10000 4 2000x + 100x% + 200y + 20xy + y*.
A negyedik szdmjegyet csak az 6todik €s a hatodik tag befolyasolja.

Mivel 20xy-ban a tizesek helyi értékén all6 szamjegy pdros, a keresett szamban pedig 5, ami
paratlan, ezért y2 elsé szamjegyének paratlannak kell lennie.

y =4 esetén az 6todik tag 80x. Ennek 40-re kell végzddnie, tehat x = 3 vagy x = 8. Az igy kapott
szamok, a 134 és a 184, nem felelnek meg a feltételnek.

y = 6 esetén az 6todik tag 120x. Ennek 20-ra kell végz&dnie, tehdt x = 1 vagy x = 6. Az igy
kapott szamok a 116 és a 166, koziilik a 166 felel meg a feltételnek.

Tehét a keresett szdm 1662 = 27556 .
Osszesen:

. Az ry sugari, K| kozéppontu kor és az rp sugari, K, kozéppontd kor kiviilrdl érintik egymadst a
P pontban. Legyen e a két kor kozos kiils6 érintdje, azaz e egy olyan egyenes, amely mindkét
kort érinti, és nem megy 4t a P ponton. Igaz-e, hogy a K; K, atmérdji kor érinti az e egyenest?

Megoldas. Egy kor akkor és csak akkor érint egy egye-
nest, ha kozéppontja az egyenestdl éppen akkora tavol-
sdgra van, mint a kor sugara.

Az e egyenes a két kort az M és az N pontban érinti,
a K1 K, szakasz felezdpontja F', az MN szakasz felezo-
pontja E.

Az érintési pontokba huzott KiM és KoN sugarak me-
rolegesek az e egyenesre, ezért egymdssal parhuzamo-
sak, igy a KhNMK| négyszog egy derékszogt trapéz, alapjainak hossza ry €s r».

E trapéz szarainak felezGpontjait 6sszekotd kozépvonal éppen az FE szakasz.

Ezért egyrészt FE parhuzamos a trapéz K1M és KN alapjaival, ezért F'E merdleges az e egye-

nesre, ami azt jelenti, hogy az F pontnak, vagyis a K1 K, atmérdji kor kozéppontjanak a tavol-
saga az e egyenestll éppen az FE szakasz hosszdval egyenld.

. e z r e
Masrészt az FE kozépvonal hossza a két alap szamtani kozepével, azaz 2_vel egyenld.

Mivel az r| sugari és az r, sugard kor érinti egymadst, a kozéppontjaik tdvolsiga a két sugar
Osszege, azaz K1 Ky =r1 + .
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1 pont
1 pont
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1 pont

1 pont
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7 pont

7 pont

1 pont

2 pont
1 pont

1 pont
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Ez pedig azt jelenti, hogy a KK, atmérdji kor F kozéppontja az e egyenestdl FE = 122

tavolsdgra van, azaz éppen olyan tdvol, mint amekkora a K1 K, atmérdjl kor sugara, ezért ez a

kor érinti az e egyenest. 1 pont
Osszesen: 7 pont
Az 1,2,3,...,36, 37 szamok koziil kivilasztunk két kiillonbdz6 szamot, amelyek szorzata meg-
egyezik a ki nem jelolt 35 szam 6sszegével. Melyik lehetett a két kivalasztott szam? 7 pont
37(37+1)

Megoldas. A megadott szamok Osszege 1 +2+...4+37 = =703. 1 pont
Legyen a két kivalasztott szdm x és y (x < y). Ekkor a feladat feltétele alapjan:
xy=703—-x—y
xy+x+y="1703

(x+1)(y+1)=704 3 pont
A 704 = 25 .11 felbontds alapjan a 704 osztdpdarjait sorban megvizsgilva a megadott x < y
alapjan csak az (x+ 1;y+ 1) = (22;32) eset lehetséges, amibdl x = 21 és y = 31 adddik.
Tehat a kivalasztott két szdm a 21 és a 31. 3 pont

Osszesen: 7 pont

. Az x, y, z valds szamok teljesitik az alabbi egyenlGséget:
x—yl =2ly—z| =3Jz—4].
Igazoljuk, hogy x =y =z. 7 pont

1. megoldas. Bontsuk fel az abszolut értékeket!
leset: x <y <z

y—x=2z7—2y 3y=2z+x 27+ x =9z — 6x,
<= , ebbdl
y—x=3z—3x 3y=9z—6x X =7z
lgyx=y=z 1 pont
2.eset: x <z < y.
y—x=2y—2z y=2z7—x 27 —x=3z7—2x,
<= , ebbdl
y—x=3z—3x y=3z—2x xX=2z
lgyx=y=z 1 pont
3.eset: y<x <z
x—y=2z7—2y y=2z7—x 27 —x =4x -3z,
— , ebbdl
x—y=3z—3x y=4x—3z xX=z
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lgyx=y=z 1 pont
4.eset: y<z<nx.

xX—y=2z7—-2y y=2z7—x 27 —x =3z —2x,
<= , ebbdl
x—y=3x—-3z y=3z7—2x xX=z
fgyx=y=xz 1 pont
S.eset: z<x < y.
y—x=2y—2z y=2z7—x 27 —x =4x—3z,
— , ebbdl
y—x=3x—-3z y=4x—3z xX=z
fgyx=y=xz 1 pont
6.eset: z<y<ux.
x—y=2y—2z 3y=x+2z x+27=9z—6x,
= , ebbdl
x—y=3x—-3z 3y=9z—6x xX=2z.
fgyx=y=z 1 pont
Tehat x, y, z barmely nagysag szerinti sorrendje esetén igaz az allitds, igy az 4llitds minden valds
szamhdrmasra igaz. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Az utolsé 1 pont jar, ha a versenyzs legalabb harom esetet kiprébalt.

2. megoldas. Legyen |x —y| = 6a (a > 0)!

a=0esetén |x—y| = |y—z| = |z—x| =0, ahonnan x =y = z. 2 pont
a > 0 esetén |x —y| = 6a, ahonnan |y — z| = 3a, |z — x| = 2a. 2 pont
Ekkor

6a=|x—y[=x—ztz—y|<|x—z[+|z—y|=|z—x[+|y—z[ =2a+3a=5q,
amib6l a < 0 adédik, ami ellentmond az a > 0 feltételnek. Igy ez az eset nem valésulhat meg.
Ezzel az allitast igazoltuk. 3 pont
Osszesen: 7 pont

3. megoldas. AzegyenlGség elss és a harmadik tagjabol y —x = 3(z—x) vagy y—x = —3(z—x). 2 pont

A mésodik tag: 2|y —z| =2|(y—x) — (z—x)|, 2 pont
ami tehdt vagy 2|(3 — 1)(z—x)| = 4|(z—x)|, vagy 2|(—3 = 1)(z —x)| =8|z —x], 1 pont
de mindkettd csak |z — x| = 0 esetén lehet egyenld 3|z — x|-szel, 1 pont
azaz 7 = x, amibdl kovetkezik, hogy x =y = z. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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5. Szétbonthaté-e a H = {1;2;3;...;2021} halmaz olyan részhalmazokra, amelyek mindegyiké-
ben a legnagyobb elem az adott részhalmaz tobbi elemének Osszegével egyenld? (A szétbontds
ugy értendd, hogy a részhalmazoknak nincs kozos elemiik, és az uniéjuk kiadja a H halmazt.) 7 pont

Megoldas. Tegyiik fel, hogy létezik ilyen szétbontas, jeloljik Hy, H, ..., H,-nel a megfeleld
részhalmazokat! Vizsgéljuk meg példaul H; elemeinek 6sszegét! Ha H; legnagyobb eleme aj,

akkor a feltétel szerint H| tobbi elemének Osszege is ay, azaz a Hy-beli elemek Osszege 2a;, 1 pont
tehat H; elemeinek 6sszege paros szam. 1 pont
Hasonl6 igaz minden részhalmazra, tehidt mindegyik részhalmazban az elemek Osszege péaros
szam, 1 pont
és mivel az n db részhalmaz kozos elem nélkiili, uniéjuk pedig H, ezért H elemeinek Osszege
n db pdros szdm Osszege, vagyis szintén paros szam kell legyen. 1 pont
De H elemeinek Osszege valdjdban paratlan, hiszen a paros szdmokon kiviil 1011 darab paratlan
2021-2022
szdm van benne (vagy szamszeriien az 0sszeg — 5 = 2043231), 2 pont
azaz ellentmonddsra jutottunk, a szé€tbontds tehat nem lehetséges. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok 1. kategoéria 2. fordulo

Feladatok

1. Anik¢ és Bea felirtak a tablara a pozitiv egészeket 1-t61 2022-ig. Ezutan a kdvetkezd szabalyokat
kovetik:
— kivalasztanak a szamok koziil tetsz6leges szamuit;
— Osszeadjak a kivalasztott szamokat;
—kiszdmoljdk az 0sszeg 7-tel valo osztasi maradékat, ezt a szdmot felirjdk a téblara;
— a kivdlasztott szdmokat letorlik a tablardl.

Ezeket a 1épéseket egészen addig folytatjak, amig mér csak két szdm marad a tablan. Ha az egyik
a 2022, mi lehet a masik szam? 7 pont

2. A sik 6 adott pontja koziil semelyik harom nincs egy egyenesen. A pontparokat 6sszekotd sza-
kaszok koziil hanyat kell meghtizni ahhoz, hogy biztosan legyen olyan haromszog, amelynek
csucsai az adott pontok koziil valok? 7 pont

3. AzABCD négyzet AB oldaldnak E belsd pontjdt a D csiccsal 6sszekotd szakasz az AC atlét az M
pontban metszi. Az AMD haromszog teriilete 2 cm?. Az EBCM négyszog teriilete pedig 5 cm?.
Mekkora az ABCD négyzet teriilete? 7 pont
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4. Hany pozitiv egész szamokbdl 4ll6 rendezett (b;c) szampdr 1étezik, amelyekre az
X 4bx4+c=0 é xX*+cx+b=0

egyenletek egyikének sincs két kiilonbozd valdés megoldasa? 7 pont

Megoldasok és javitasi ttmutato

1. Aniké és Bea felirtak a tdbldra a pozitiv egészeket 1-t61 2022-ig. Ezutdn a kovetkezd szabalyokat
kovetik:
—kivdalasztanak a szamok koziil tetsz6leges szamuit;
— Osszeadjak a kivéalasztott szamokat;
— kiszamoljak az Osszeg 7-tel val6 osztdsi maradékat, ezt a szamot felirjdk a tablara;
— a kivélasztott szamokat letorlik a tablarol.

Ezeket a 1épéseket egészen addig folytatjdk, amig mar csak két szdm marad a tablan. Ha az egyik
a 2022, mi lehet a masik szam? 7 pont

Megoldas. Mivel minden 1épésben felirnak a tdblara egy 7-tel vald osztdsi maradékot, a keresett
szam csak a 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamok koziil keriilhet ki. 1 pont

Nézziik meg, egy 1épésben mennyivel valtozik a tdblan levé szamok Osszege. (Egy 1€pésnek
most a négy miivelet egymas utdni elvégzését nevezziik.) Ha S a kivélasztott szamok 0sszege, M

pedig az S szam 7-tel val6 osztdsi maradéka, akkor az dsszeg (S — M)-mel csokken, 1 pont
ami nyilvan 7-tel oszthatd szdm. 1 pont
Azaz a téblan levd szamok Osszege minden 1épés utan ugyanannyi maradékot ad 7-tel osztva. 1 pont
2022-2023
Kezdetben az 6sszeg — 5 ami 7-tel oszthato, 1 pont
tehét a tdblan maradt két szam Osszege is 7-tel oszthatd. Mivel 2022 7—tel val6 osztdsi maradéka 6, 1 pont
a masik szdm csak az 1 lehet. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. A sik 6 adott pontja koziil semelyik harom nincs egy egyenesen. A pontparokat 6sszekotd sza-
kaszok koziil hanyat kell meghuzni ahhoz, hogy biztosan legyen olyan haromszog, amelynek

csucsai az adott pontok koziil valok? 7 pont
Megoldas. 9 szakasz még nem elég. 1 pont
Példaul (természetesen minden jé dbra 2 pontot ér, dbra nélkiil nem jar

pont): 2 pont
10 szakasz viszont mdr elég. 1 pont

A 10 szakasznak 20 végpontja van, ezért kell lenni olyan pontnak, amely 4 szakasznak is vég-
pontja. (Kiilonben csak 6 -3 = 18 végpont lenne.) 1 pont
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Legyen ez a pont A, a bel6le indul6 szakaszok AB, AC, AD és AE. Ha ezek a pontok nem
hatdroznak meg haromszoget, akkor a B, C, D és E pontok kozott nem lehet 6sszekotd szakasz.

Azaz az Osszes lehetséges szakaszbol T = 6 hidnyzik. 1 pont

) 6-5
Viszont mar 10 szakaszt behuiztunk, az 6sszes lehetséges szakasz szima — = 15, ezért a B, C,

D, E pontok altal meghatarozott szakaszok koziil legaldbb 1-nek kell még szerepelnie. 1 pont

Osszesen: 7 pont

. AZABCD négyzet AB oldaldnak E belsd pontjat a D cstccsal 6sszekotd szakasz az AC atlét az M
pontban metszi. Az AMD hiromszog teriilete 2 cm?’. Az EBCM négyszog teriilete pedig 5 cm?.

Mekkora az ABCD négyzet teriilete? 7 pont

Megoldas. Az AEM haromszog hasonlé a CDM haromszoghoz, mert D C

szogeik csucs-, illetve valtdszogek. 1 pont
2

Legyen a hasonlésdg ardnya A, és jelolje t az AEM haromszog teriile- At

tét. Ekkor a CDM haromszog teriilete Tepy = A%t ) 1 pont

Mivel az AMD és MCD haromszogeknek kozos a D csticshoz tartozo 5

magassaga, ezért teriileteik ardnya megegyezik AM és MC szakaszok t

ardnydval, aza Ieow _ MC A 1 pont

val, azaz =—=A.
Y Tamp AM A E B P
Mivel az AC atl6 felezi a négyzet teriiletét, ezért Tapp + Tyicp = Taem + Tepcm- 1 pont

A fenti két 0sszefiiggésbdl az alabbi egyenletrendszer adddik:

A%t
A
2
A t+2=14+5
Az egyenletrendszer két megoldédsa koziil csak a A = 2, t = 1 megolddsa a feladatnak, tehat a
négyzet teriilete 12 cm?. 3 pont
Osszesen: 7 pont

. Hény pozitiv egész szdmokbdl dll6 rendezett (b;c) szampdr 1étezik, amelyekre az
X 4+bx+c=0 é x*+cx+b=0

egyenletek egyikének sincs két kiilonbozd valés megoldasa? 7 pont

Megoldas. Egy masodfoku egyenletnek nincs két kiillonb6zd valés megolddsa, ha az egyenlet
diszkrimindnsa nem pozitiv. (Tudjuk, hogy b és c pozitiv.) Ezt a feltételt a két egyenletre érvé-
nyesitve:

b? <4c é€s 2 < 4b. 1 pont
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Az els6 egyenldtlenséget négyzetre emelve, a masodikat pedig 16-tal beszorozva:
b* < 16¢ < 64b. 1 pont
Az egyenl6tlenséglancot b-re megoldva:
b* —64b = b(b*> —64) <0,
amibdl a b € N feltételt figyelembe véve

b < 64,
b <4,

b € {1;2;3;4} adddik. 2 pont
Figyelembe véve, hogy ¢ € N

Hab =1, akkor 1 < 16¢2 < 64, amibdl ¢ = 1 vagy ¢ = 2 adddik. 1 pont
Ha b = 2, akkor 16 < 16¢2 < 128, amibdl ¢ = 1 vagy ¢ = 2 addédik. 1 pont
Ha b = 3, akkor 81 < 16¢? < 192, amibdl ¢ = 3 adédik.

Ha b = 4, akkor 256 < 16¢2 < 256, amibdl ¢ = 4 adodik. 1 pont

Tehat a megfelelS (b; c) rendezett szamparok a kovetkezok:

(1), (1;2), (251), (2:2), (3:;3) és (4:4).

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Ha a versenyzs probalgatassal kap eredményeket, akkor az 6sszes eredményért 2,
kevesebb eredményért 1 pont jar.

Haladok II. kategoria 2. fordulé

Feladatok
. Egy sorozat elsé tagja egy 1-nél nagyobb a; pozitiv egész szam. Ha n > 1, akkor a sorozat n-edik

an tagjat a kovetkez6képpen kapjuk: ha az a, | legnagyobb primosztdja p, akkor a, = a,—1 + p.
Hatdrozzuk meg az 0sszes olyan a; kezd&értéket, amelyre a sorozat valamelyik tagja 2022! 7 pont

. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazan az aldbbi egyenletet!
1 1

x:\/x——+\/1—— 7 pont
X X

. Egy H halmaz elemei pozitiv egész szdmok. Teljesiil tovabbd, hogy 1 € H és 2 € H, valamint
barmely két H-beli elem 0sszege nem eleme H-nak. Bizonyitsuk be, hogy a H halmaz k-nél

k
kisebb elemeinek szama kisebb, mint 3 + 2. 7 pont
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4. Az ABC egyenld oldali haromszog két oldaldt is meghosszabbitjuk: BC oldaldt C irdnydban
D-ig, BA oldalat pedig A irdnyaban E-ig ugy, hogy BD = AE teljesiiljon. Igazoljuk, hogy az
ECD haromszog egyenl szari! 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy sorozat els6 tagja egy 1-nél nagyobb a; pozitiv egész szam. Ha n > 1, akkor a sorozat n-edik
ay tagjat a kovetkez6képpen kapjuk: ha az a,_| legnagyobb primosztéja p, akkor a, = a,—1 + p.
Hatdrozzuk meg az 0sszes olyan a; kezd6értéket, amelyre a sorozat valamelyik tagja 2022! 7 pont

Megoldas. Nyilvan lehet a; = 2022.

Legyen a,_; legnagyobb primosztdja p, ekkor a,— 1 =p-k és a, = p-k+ p = p(k+ 1), tehat

p osztdja a,-nek. Tehdt egy tetszbleges tag elott allé tag legnagyobb primosztdja csak olyan
primszam lehet, amely osztdja az adott tagnak. Az is latszik, hogy ha n > 1, akkor a, nem lehet
primszam, hiszen p és k+ 1 mindegyike legaldbb 2. Tovdbba egy adott tag el6tt 4116 tagot dgy

kapunk, hogy az adott tagbdl kivonjuk annak egyik primosztdjat, hiszen a,_; = a, — p, és az

eldbb lattuk, hogy p osztdja az a,-nek. 1 pont
Tegyiik fel, hogy a,, = 2022 (n > 1). Mi éllhat a 2022 el6tt a sorozatban?

2022 primosztéi 2, 3 és 337, egyben ezek a p lehetséges értékei. Mivel a,—| = a,—p = 2022—p,

az a,_; lehetséges érétkei: 2022—2 = 2020 = 225101, 2022—3 = 2019 = 3 - 673 és

2022 — 337 = 1685 = 5-337. A 2020 legnagyobb primosztdja 101, azaz p # 2, 2019 legnagyobb
primosztéja pedig 673, azaz p # 3, ezért a,_ csak 1685 lehet. 1 pont
Mi allhat az 1685 el6tt, ha nem az az els6?

Az 1685 = 5-337 el6tt 4116 tag lehetséges értékei: 1685 —5 = 1680 =2*.3.5.7, 1685 — 337 =

= 1348 = 2% -337. Ezek koziil az elst kizdrhatjuk, mert 1680 legnagyobb primosztéja nem 5,

tehat az 1685 el6tt csak 1348 allhat. 1 pont
Az 1348 — ha nem az van az elején — el6tt 4116 szam lehet 1348 —2 = 1346 = 2 - 673 vagy

1348 —337 = 1011 = 3-337. Mivel 1346 legnagyobb primosztdja nem 2, ezért az 1348 eldtt

csak 1011 = 3-337 allhat. 1 pont

Az 1011 — ha nem az van az elején — el6tt 4116 szam lehet 1011 —3 = 1008 = 24.32.7 vagy
1011 —337 =674 =2-337. Mivel 1008 legnagyobb primosztdja nem 3, ezért az 1011 eldtt csak

674 = 2-337 allhat. 1 pont
A 674 —ha nem az van az elején — el6tt 4116 szdm lehet 674—2=672=2°-3.7 vagy 674—337=337.

Mivel 674 legnagyobb primoszt6ja nem 2, ezért a 674 el6tt csak 337 allhat. 1 pont
Mivel 337 primszam, ezért ha szerepel a sorozatban, akkor csak a sorozat elsd tagja lehet.

Osszegezve: a sorozat elsé tagja lehet 337, 674, 1011, 1348, 1685 vagy 2022. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Oldjuk meg a valds szamok halmazén az alabbi egyenletet!

1 1
x:\/x——+\/l—— 7 pont
X X
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Megoldas. A nevezd miatt x # 0, és a négyzetgyok miatt x > 1, valamint x két négyzetgyok
Osszege, ezért x mindenképpen pozitiv. Mivel az egyenlet mindkét oldala pozitiv, ezért a négy-
zetre emelés ekvivalens dtalakitas.

2 o2 —x+1
x2:x+1__+2\/$ Jox 1 pont
X X

mivel itt Vx2 = x, ezért kapjuk, hogy:

B=dx—242V3—x2—x+1

X —x4+2=2v/x3-x2—x+1 1 pont
Vezessiink be j ismeretlent: u = \/x3 —x2 —x+ 1, ezzel az (j ismeretlennel egyenletiink igy
irhato fel:
W +1="2u 1 pont
(u—1)>=0
u=1
VX —x2—x+1=1
X —x—x=0
x(xz—x—l):O 1 pont
1+/5 1-/5
x1 =0, Xy = , X3 = . 1 pont
2 2
x1 = 0 esetén a tortek nevezdje O lenne,
1-v5 . .
X3 = negativ szdm, ami nem lehet, mert x csak pozitiv lehet. 1 pont
1 5
Xy = V5 pozitiv szam, tehat az egyenlet egyetlen megolddsa x = , ami megfelel a
feladatnak. 1 pont
Osszesen: 7 pont
. Egy H halmaz elemei pozitiv egész szdmok. Teljesiil tovabbd, hogy 1 € H és 2 € H, valamint
barmely két H-beli elem 0sszege nem eleme H-nak. Bizonyitsuk be, hogy a H halmaz k-nél
k
kisebb elemeinek szama kisebb, mint — + 2. 7 pont
Megoldas. Mivel 1 és 2 eleme a H-nak, ezért a 3 biztosan nem, tehét elegendd 4-t61 (k — 1)-ig
vizsgalni az elemeket. 1 pont
A 4-t81 (k— 1)-ig terjedd egészeket harmas csoportokba osztjuk, (3i+ 1;3i+2;3i+ 3). Mivel az
1 és a2 eleme a H-nak, ezért egy ilyen csoportbdl csak egy elem lehet benne a H halmazban. 2 pont
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Mivel 4-t6l (k — 1)-ig Osszesen k — 4 darab szam van, ezek Osszesen [T] darab csoportot

alkotnak. 1 pont

Az utolsé teljes harmas utdn még legfeljebb két elem lehetne, de ezek koziil csak az egyik lehet
a halmazban. 1 pont

Igy a k-nél kisebb elemek szdma legfeljebb

k—4 k—1 k—1 k—1 k
2 —_— 1=2 — | —-14+1=2 — | <24+ — <2+ . 2 t
TS PO () RN 1] PR

Osszesen: 7 pont

4. Az ABC egyenld oldali haromszog két oldaldt is meghosszabbitjuk: BC oldaldt C irdnydban
D-ig, BA oldalat pedig A irdnyaban E-ig gy, hogy BD = AE teljesiiljon. Igazoljuk, hogy az
ECD haromszog egyenl6 szaru! 7 pont

Megoldas. Készitsiink dbrt, a szabalyos haromszog
oldalait jeloljiik a-val. Vegyiink fel az AE szakaszon
gy egy F pontot, hogy AF = CD(= x) teljesiiljon,
ezt az F pontot kossiik 6ssze D-vel. 2 pont

Az EFD és CAE haromszogek egybevagdsagat fog-
juk beldtni, ebbdl mar kovetkezik az allitas.

Az FBD haromszog egyenld oldald, ezért

DF = BD = AE. 1 pont

Masrészt
EF =AE—x=BD—x=a=AC, 1 pont
az FE, FD, illetve az AE, AC két-két egyenls oldal 4ltal kozrezart szog is egyenld (120°). 1 pont
Két-két oldal és a kozrezart szog egyenlosége miatt az EF D €s EAC haromszogek egybevagdk, 1 pont
azaz harmadik oldalaik is egyenlék: EC = ED, vagyis az ECD haromszog egyenld szaru. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok III. kategoéria 1. fordul6

Feladatok

1. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valds szamok halmazén!

2
1 V2— 1
oyt X X

+x2 = + + . 7 pont

V2 —x 2—x x2 x2
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2. Egy ABC hegyesszogli hdromszog belsejében felvessziink egy tetszdleges, de a magassagpont-
tdl kiilonb6zd P pontot. P-n keresztiil pairhuzamosokat hiizunk az oldalakkal. A C-bdl induld
magassag €és az AB-vel parhuzamos egyenes metszéspontja X, a B-bdl indul6 magassag és az
AC-vel parhuzamos egyenes metszéspontja Y, a harmadik parhuzamos és a harmadik magassig
metszéspontja Z. Igazoljuk, hogy az XY Z hdromszdg hasonlé ABC-hez! 7 pont

3. Jelolje m(n) az n pozitiv egész szamnak a 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 osztokkal adott osztasi mara-
dékainak osszegét. Példaul m(25) =1+1+1+0+14+4+1+7+5=21.

Melyek azok az n kétjegyi pozitiv egész szamok, amelyekre m(n) = m(n+1)? 7 pont

4. A sikon felvettiink 47 kiilonb6z6 pontot. Mindegyik pont mindkét koordindtdja egész szdm, és
az x és y koordinatara teljesiil, hogy 1 < x < 20, valamint 1 <y < 5. Igazoljuk, hogy a pontok
koziil kivalaszthaté négy darab ugy, hogy ezek egy olyan téglalap csucsai legyenek, amelynek
az oldalai parhuzamosak a tengelyekkel! 7 pont

5. Jelolje f(n) azt a szdmot, ahanyféleképpen az n pozitiv egész felbonthat6 — a tagok sorrendjének
figyelembe vételével — pozitiv paratlan szamok Osszegére. Adjuk meg f(n)-t!

(Mivel az osszegben a tagok sorrendje szamit, az S-nek példdul a 3+1+1 ésaz 1+3+ 1 kii-
lonbozd felbontdsai. Az S otféleképpen bonthato fel a fenti médon, ezek: 5; 3+ 1+1; 14+3+1;
I+143; 1+1+1+1+1,igy f(5)=5.) 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valds szamok halmazén!

2
x ) 1 V2—x 1
V2—x+ r=tY = =t "n ta 7 pont

1. megoldas. Nyilvan x < 2; x # 0. Rendezve az egyenletet kapjuk:

V2—x x? 1 1
V2—x——— |+ — +(x¥*—=)=0,
( x? V2—x V2—x x2
majd
V2—x-(x*—1 21 41
*-(x ) + * + T )=o. 2 pont
x2 /2 “x xZ
V2—x-(2—1 2 2 1)(x*+1
xx ) + S + x W+ 1) =0. 1 pont
x? V2—x x?
Hax*—1=0 (azaz x = £-1), akkor minden kifejezés értelmes, és a szamlalok mind 0-k, azaz ez
megoldas. 1 pont
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Ha nem, akkor osszunk (x*> — 1)-gyel:

(22)- () ()

Mivel ekkor harom pozitiv tort 0sszegét kaptuk, mar nincs tobb megoldas. 2 pont
Azaz a két megoldds: x; =1 ésxp = —1. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Vezessiink be tj betliket (tobbféle ,.,eredményes helyettesités” elképzelhets, mi

1 1 2
egyet mutatunk meg); legyen a = V2 —x; b = ;; c= i \/;Tx Nyilvan abc =1 és (a
megfeleld kikotések miatt) a, b, ¢ > 0. 1 pont
1 1
A helyettesitések utdn az egyenletiink a kdvetkezd alakd: a +c + =2 +—+b. 1 pont
a c

Szorozzunk fel abc-vel (azaz 1-gyel, mikor melyik ,,kényelmesebb”), kapjuk:

a+c+ac=bc+ab+b 1 pont

Innen (1 = abc-t adva mindkét oldalhoz):
a+c+ac+1=bc+ab+ b+ abc, 1 pont
azaz (a+1)(c+1) =b(a+1)(c+1), innen (egy oldalra rendezve) 0 = (b—1)(a+1)(c+1)
adodik. 1 pont
1
Azaz vagy b = — = 1= x1 2 = %1 (és ekkor a, ¢ > 0 teljesiil, azaz a gyokok megfeleloek),
X

2
X
=—1. 1 pont
vV2—x
Utébbi két egyenl6ség, viszont nem teljesiilhet a, ¢ > 0 miatt, azaz csak két megoldds van, és a
két megoldas: x; = 1ésxy = —1. 1 pont

vagya=+v2—x=—1,vagy c =

Osszesen: 7 pont

. Egy ABC hegyesszogli haromszog belsejében felvessziink egy tetszdleges, de a magassagpont-
tdl kiilonb6zd P pontot. P-n keresztiil pirhuzamosokat hiizunk az oldalakkal. A C-bdl induld
magassag és az AB-vel parhuzamos egyenes metszéspontja X, a B-b6l indul6 magassag és az
AC-vel parhuzamos egyenes metszéspontja Y, a harmadik parhuzamos és a harmadik magassag
metszéspontja Z. Igazoljuk, hogy az XY Z hdromszdg hasonlé ABC-hez! 7 pont
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Megoldas. Mivel a magassdg merdleges a
megfeleld parhuzamosra, ezért az MXP<,
az MY P<, valamint az MZP< derékszog.

Ezért X, Y, Z rajta van az MP mint 4tmérd
folé rajzolt Thalész-koron.

XPZ< = ABC< = B, mert egyallasu szo-
gek. XPZ< = XYZ< = 3, mivel egy {vhez
tartozo keriileti szogek.

YPL< = CAB< = a, mert egyallasi szo-
gek. A ZXPY htirnégyszog Y PL kiils6 szo-
ge egyenld az XZY belsd szoggel, tehat

XZY<1=a. 2 pont
A két haromszog két szoge egyenld, tehat a két haromszog hasonld. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Jelolje m(n) az n pozitiv egész szdmnak a 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 osztékkal adott osztdsi mara-
dékainak Gsszegét. Példaul m(25) =1+14+1+0+1+4+1+7+5=21.

Melyek azok az n kétjegy( pozitiv egész szamok, amelyekre m(n) = m(n+1)? 7 pont
Megoldas. Han+1a2,3,4,5,6,7,8,9, 10 szamok egyikével sem oszthatd, akkor m(n+1) =
=m(n)+9, mivel n+ 1 az oszték mindegyikével 1-gyel tobb maradékot ad, mint n. 1 pont

Ha n+ 1 a felsorolt k; osztok koziil a2 < k; < ky < ... <k, (r € N) szamok tobbszorose, akkor
m(n+1)=m(n)—[(ki—1)+ (ka—1)+...+(k:—1)]+(9—r) - 1=m(n)+9— (ki + ko +... + k).

Igy mn+1)=mn) <k +ky+...+k =9, vagyis (n+1)-nek a 2, 3, 4,5,6,7, 8,9, 10

szamok koziil kikeriil§ oszt6i 6sszegének 9-nek kell lennie. 2 pont

Sorrendet nem tekintve, az egytagu Osszeget is megengedve a 9 kiilonb6z6 tagok Osszegére
bontdsdnak lehet6ségei: 9 =2+7=3+6 =445 =2+3+4. A felbontdsok és a korabbi
megallapitdsok alapjan ha 9 oszt6ja (n+ 1)-nek, akkor 3 is osztja, igy m(n+ 1) < m(n);

ha 3 és 6 osztdja (n+ 1), akkor 2 is osztéja, igy m(n+ 1) < m(n);

ha 4 és 5 osztdja (n+ 1)-nek, akkor 2 is osztéja, igy m(n+ 1) < m(n);

ha 2, 3 és 4 osztGja (n+ 1)-nek, akkor 6 is osztdja, igy ismét m(n+ 1) < m(n).

ha 2 és 7 osztéja (n+ 1)-nek, de a 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 szdmok egyikével sem oszthatd, akkor

teljesiil az m(n) = m(n+ 1) egyenlGség. 3 pont
Ezazn+1=1-14=14ésn+1=7-14 = 98 esetekben 4ll fenn, azaz n = 13, illetve n = 97

esetén teljesiil a feladat feltétele. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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4. A sikon felvettiink 47 kiilonb6z6 pontot. Mindegyik pont mindkét koordinatdja egész szdm, és
az x és y koordinatara teljesiil, hogy 1 < x < 20, valamint 1 <y < 5. Igazoljuk, hogy a pontok
koziil kivalaszthaté négy darab ugy, hogy ezek egy olyan téglalap csucsai legyenek, amelynek
az oldalai parhuzamosak a tengelyekkel! 7 pont

Megoldas. A pontok 5 sorban és 20 oszlopban helyezkednek el. Minden sor esetén nézziik az
abban a sorban 1év6 pontok szamat; az elsé sorban legyen a, a masodikban b, a harmadikban c,
a negyedikben d, az 6tddikben e darab pont.

Minden sorban az ott levd pontok koziil az 6sszes lehetséges mdédon kivalasztunk két darabot,
és feljegyezziik a két pont x koordinatajat mint nem rendezett szampart.

b d
Ekkor 0sszesen <62l> + ( 2) + (;) + ( 2) + (;) szampart valasztottunk ki. 1 pont

Mivel ez az dsszeg csak véges sok kiillonbozo értéket vehet fel, ezért van minimuma. Ezt akkor
ériel, haaza, b, ¢, d, e szamok kozott legfeljebb 1 az eltérés. Hiszen ha példaul az els6é sorban
legalabb 2-vel tobb pont lenne, mint a masodikban, akkor ebbdl egyet attéve a masodikba, az
Osszeg csokkeni fog. 2 pont

Vagyis az 0sszeg akkor éri el a minimumadt, ha két szdm 10-zel, harom szdm pedig 9-cel egyenld.

a b c d e\ . »
Ilyenkor az < 2) + ( 2) + ( 2) + ( 2) + <2> Osszeg 198-cal egyenld. 2 pont
) N A I iy :
Az 1,2,...,20 szamok koziil kettdt ) | = 190-féleképpen lehet kivalasztani. 1 pont

b d
Mivel az <Z) + < 2) + <;) + ( 2) + (;) 0sszeg minimuma is nagyobb, mint ahanyfélekép-
pen 20 szambdl kivédlaszthatd egy rendezetlen szampdr, ezért boirmennyi is legyen a, b, c, d és

e értéke, a skatulyaelv miatt lesz két sor, ahol ugyanolyan helyzet pontpar keriilt kivilasztéasra,
ami azt jelenti, hogy keletkezik megfeleld téglalap. 1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Jelolje f(n) azt a szdmot, ahanyféleképpen az n pozitiv egész felbonthat6 — a tagok sorrendjének
figyelembe vételével — pozitiv paratlan szamok Osszegére. Adjuk meg f(n)-t!

(Mivel az osszegben a tagok sorrendje szamit, az 5-nek példdul a 3+1+1 ésaz 1+3+ 1 kii-
lonbozd felbontdsai. Az 5 otféleképpen bonthaté fel a fenti médon, ezek: 5; 3+ 1+1; 1+3+1;
1+143; 1+1+14+141,igy f(5)=5.) 7 pont

Megoldas. ElGszor egy lemmat bizonyitunk be (ami a késSbbiekben fontos lesz).

Megjegyzés. A gyerekek jo eséllyel ezt a lemmat — ha egyaltalan bizonyitjak — a kés6bbi bizo-
nyitdsban, ,,mellékbizonyitisként” teszik meg.

Lemma. Legyen g(1) = g(2) = 1, és a tovdbbi n > 2 idexekre
—(ha paratlan n) g(n+1) =g(n)+g(n—2)+gn—4)+...+g(1), illetve
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—(hapdrosn) g(n+1) =g(n) +gn—2)+gn—4)+...+g(2)+ 1.

Ekkor g(n+2) = g(n+1)+g(n) (han > 1). (Azaz a sorozat a Fibonacci-sorozat.)

A lemma bizonyitasa. Teljes indukciéval.

—Han=2; 3;4 vagy 5, akkor g(n+ 1)-re:
g2+1)=g(3)=g(2)+1=1+1=2;
gB+1)=g(4)=g(3)+g(l)=2+1=3;
g4+1)=g(5)=g(4)+g(2)+1=3+1+1=5

) g5+ 1) =5(6) = 8(5) +2(3) +5(1) =5 +2+1 =8

azaz teljesiil a bazis allitas.

— Tegyiik fel, hogy adott n-ig minden (akdr paros, akdr pdratlan) indexd tagra igaz a fenti
,,08szeg-rekurzid”.
— Megmutatjuk, hogy igaz (n+ 1)-re is.
—Ha (n+ 1) pératlan, akkor
gn+2)=gn+1+1)=gn+1)+gn—1)+gn—-3)+...+g(1) =
=gn+1)+gn—1)+gn—3)+...+g(1) =
—5(n)
=g(n+1)+g(n). v

(Az indukcids feltevés miatt).

— Ha pedig (n+ 1) pdros, akkor
gn+2)=gnh+1+1)=gn+1)+gn—1)+gn—-3)+...+g(2)+1=
=gn+1)+gn—1)+gn—3)+...+g(2)+1 =

-~

=g(n)
=g(n+1)+g(n). v
(Szintén az indukcids feltevés miatt).
Azaz valéban igaz g(n+2) = g(n+1)+g(n) (han > 1); és ezt akartuk bizonyitani. 2 pont

Most térjiink vissza az eredeti feladatra: f(n) elsG par értékét felirva:

=5 fQ)=L fB)=2 f4)=3 f(5) =5
Ezek alapjan azt fogjuk igazolni, hogy f(n) az F(1) =F(2)=1; F(n+2)=F(n)+F(n+1)
(han > 1) képlettel megadott Fibonacci-sorozattal egyezik meg. Ehhez (a kezd&értékeink egyen-
16sége miatt) csak azt kell igazolnunk, hogy teljesiil a kovetkez6 rekurzio:

fn+2)=f(n)+ f(n+1) (han>1). 2 pont

A bizonyitast teljes indukcidval fogjuk elvégezni.
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f(1) =14és f(2) =1 (tovabba az elsd 5 indexre is megvizsgaltuk mar a sorozatot.) Tegyiik fel,
hogy adott (n+ 1)-ig minden érvényes indexre az f(n) sorozatunk teljesiti a fenti rekurziét.

Nézziik hogyan kaphatjuk f(n+ 1)-et a kordbbi tagokbdl meg: vagy 1-gyel kezdjiik az dssze-
giinket, vagy 3-mal vagy 5-tel ... vagy az (n+ 1)-nél nem nagyobb legnagyobb pératlan szam-
mal. Miutdn az Osszegiinket 1-gyel vagy 3-mal vagy 5-tel ... kezdtiik, a ,,maradék™ Osszeget
fn+1—=1)= f(n)-,illetve f(n+1—3) = f(n—2)-,illetve f(n+1—-5) = f(n—4)-, ... féle-
képpen folytathatjuk.

Innen adddik, hogy

—(haparatlan n) f(n+1) = f(n)+ f(n—=2)+ f(n—4)+... 4+ f(1), illetve

—(hapdrosn) f(n+1)=f(n)+ f(n—2)+f(n—4)+...+ f(2)+ 1 (ekkor a végén a ,+1”
az egy tagi (n+ 1) = (n+ 1) felbontast jelenti).

A két 0sszegzés a Fibonacci-sorozat fent bebizonyitott ,,ismert 0sszegzési tipusu képlete”.

Ezzel a feladatot megoldottuk, f(n) valéban a Fibonacci-sorozat.

Megjegyzés. Ha valaki a lemmat nem bizonyitotta be, de egyértelmien ,,j6l ismert tételként”
hivatkozik rd; mert példdul a tanéran tanulta — a lemmanal korrekt bizonyitasaval kaphat6 2
ponttal ellentétben — kapjon 1 pontot. Ha nem hivatkozik ismert tételre, csak kimondja, hogy
az eredmény a Fibonacci-sorozat, akkor a lemma bizonyitdsdval kaphat6é 2 pont helyett erre a
részre O pontot kapjon.

Osszesen:

Haladok I. kategoria 3. (dont6) fordulo

Feladatok

. Az ax® + bx + ¢ alakban megadott f(x) és g(x) masodfokii fiiggvényeknél a féegyiitthaték rend-
re 2 és —2. Mindkét fiiggvény grafikonja athalad a (16;54), (20;53) pontokon. Mennyi az
f(0)+g(0) értéke?

. Legyen E az ABCD négyzet BD &tldjanak tetszdleges pontja. Az AE egyenest tiikrozziik az AB
egyenesre. A kapott egyenes a CE egyenest az M pontban metszi.

a) Mi lesz az M pontok halmaza a sikon, ha E befutja a BD atl6t?
b) Az E pont mely helyzetében lesz minimélis az AM - CM szorzat értéke?

. Egy kort 20 pont segitségével egyenlé hosszisagu ivekre osztunk fel, majd a pontokhoz az
egyiktdl elindulva az 6ramutaté jardsdnak megfelelden haladva az 1-t61 20-ig terjedd szamokat
rendeljiik hozza. Ezutdn berajzoljuk a kor azon hurjait, amelyek olyan pontokat kdtnek Ossze,
amelyeknél a hozzdjuk rendelt szdmok kiillonbségének abszolutértéke egy primszammal egyen-
16. Mennyi a berajzolt szakaszok altal meghatdrozott hdromszogek szama?
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ax® 4 bx+ ¢ alakban megadott f(x) és g(x) méasodfoku fiiggvényeknél a fGegyiitthatdk rend-
re 2 és —2. Mindkét fiiggvény grafikonja éthalad a (16;54), (20;53) pontokon. Mennyi az

f(0)+g(0) értéke? 7 pont
Megoldas. Legyen h(x) = f(x) +g(x) (x € R). Ekkor h(x) els6foka fiiggvény, és 1 pont
h(16) = f(16) +g(16) = 54 + 54 = 108
h(20) = £(20) + (20) = 53 +53 = 106. | pont

Ha h(x) = mx+ b, akkor
h(16) = 16m+b = 108

h(20) = 20m+ b = 106. 2 pont
Ebbdl
_ h(20)—h(16) 1
m_—20—16 =5 1 pont
1

b=h(16) —16m =108 — 16 (—5) =116 1 pont

Ezt felhaszndlva:
f(0)+g(0) =h(0) =b=116. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Legyen E az ABCD négyzet BD étldjanak tetsz6leges pontja. Az AE egyenest tiikkrozziik az AB
egyenesre. A kapott egyenes a CE egyenest az M pontban metszi.

a) Mi lesz az M pontok halmaza a sikon, ha E befutja a BD atl6t?
b) Az E pont mely helyzetében lesz minimalis az AM - CM szorzat értéke? 7 pont
Megoldas. Jelolje K az AB és CM metszéspontjat. Ha K az AB bels6 pontja, akkor:

D C
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A tengelyes szimmetria miatt CBEA = ABE/\.
Az egybevigosag, valamint az AB oldalra val6 tiikrozés miatt
KCB< = BAE< = MAB<.
Mivel MKA< = CKB<t és KAM < = BCK<, ezért AMK/\ ~ CBK A\, tehat
KBC<=AMK< =90°.
Ebbdl kovetkezik, hogy M illeszkedik az AC atl6 f6lé rajzolt Thalész-korre.

A Thalész-kor A-t tartalmaz6 félkor minden pontja megfeleld, beleértve a B és D végpontokat is.
Ha pedig K az AD bels6 pontja, akkor mivel az AE egyenes tiikkorképe az AB-re, illetve az AD-
re nézve is ugyanaz az egyenes (1évén AB és AD merdGlegesek), ezért picit mas betlizéssel az
el6z0 eset AC-re tengelyesen szimmetrikus abrdjdt kapjuk (I1d. aldbb), tehdt M ebben az esetben
is illeszkedik a BD Thalész-korére.

Mivel a szorzat egyik tényezdje sem lehet negativ, ezért akkor minimdlis, ha valamelyik tényezd
nulla. Ez akkor kovetkezik be, ha az M pont egybeesik az A ponttal, azaz ha az E pont a BD és
AC egyenesek metszéspontja.

Osszesen:

. Egy kort 20 pont segitségével egyenlé hosszisagu ivekre osztunk fel, majd a pontokhoz az
egyiktdl elindulva az 6ramutaté jardsdnak megfelelden haladva az 1-t61 20-ig terjedd szamokat
rendeljiik hozza. Ezutdn berajzoljuk a kor azon hurjait, amelyek olyan pontokat ktnek 0ssze,
amelyeknél a hozzdjuk rendelt szdmok kiilonbségének abszolutértéke egy primszammal egyen-
16. Mennyi a berajzolt szakaszok altal meghatdrozott hdromszogek szama?

Megoldas. Legyenek egy keletkez6 haromszog csucsaihoz rendelt jelz6szamok a, b, ¢
(1<c<b<a<20,a,b,ceN"). Ekkor

a—b=py,
b—c=p,
a—«c=p3,

ahol py, p», p3 primszadmok, és
ps=a—c=(a—b)+(b—c)=pi1+p2.
Figyelembe véve, hogy p1, pa, p3 kozott kell lennie paros primszamnak is, €s a primek koziil
egyediil a 2 péros, ezért a nagysdgrend alapjan p; vagy p, koziil az egyik értéke 2.
Vizsgaljuk azt az esetet, amikor p; = 2. Ekkor p3 = py +2.

A 20-ndl kisebb primek a 2,3, 5,7, 11, 13, 17 és 19. Ezekhez 2-t hozzdadva a 3, 5, 11, 17 esetén
kapunk primet. Igy p3 € {5,7,13,19}.

Mivel a = ¢+ p3 < 20, ezért
epy=>5Seseténc=1,2,..., 15,
epy="Teseténc=1,2,...,13,
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ep3=13eseténc=1,2,...,7,
e p3=19esetén ¢ = 1. 2 pont

c és p3 esetén a értéke meghatdrozott. Mivel p; és p; értéke felcserélhets, ezért barmely (c;a)
szampérhoz kétféle b érték tartozhat. Igy a megfeleld haromszogek szama:

2015+ 13+7+1)="72. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok II. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

. Bizonyitsuk be, hogy ha x,y és z pozitiv szamok, akkor

x? y? 72 3
+ + = .
(x+y)(x+z) ) 0+z)  +2)y+z2) 4
Mely esetben 4ll fenn az egyenl&ség? 7 pont

. Adott az O kozéppontd r sugard k kor és annak egy AB > r hirja. P az AB hir azon pontja,
amelyre AP = r. A BP szakasz felezGmerd6legese a k kort a C és D pontokban metszi. A D és
P pontokra illeszkedd egyenesnek €s k-nak D-tdl kiilonb6z6 metszéspontja E. Bizonyitsuk be,
hogy a CPE hiromszdg szabalyos. 7 pont

. Egy koron kijeloliink 2022 kiilonb6z6 pontot, és mindegyikhez hozzarendeliink egy egész sza-
mot tgy, hogy mindegyik nagyobb, mint az dramutaté jarasdval ellentétes irdnyban az 6t megeld-
20 két szdm Osszege. Mennyi lehet a pontokhoz rendelt pozitiv egészek szdmanak maximuma? 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

. Bizonyitsuk be, hogy ha x,y és z pozitiv szamok, akkor

x? y? 22 3
+ + = —.
(+y)x+z)  (x+y)0+2)  +2)y+z) ~ 4
Mely esetben 4ll fenn az egyenl&ség? 7 pont

Megoldas. A nevezdk pozitivak, ha mindkét oldalt szorozzuk 4 (x +y) (x +z) (y + z)-vel, akkor
a bizonyitandéval ekvivalens egyenl6tlenséget kapunk:

4 (y+2) + 4y (x+2) +42° (x +y) 2 3(x+y) (x +2) (v +2)
1 pont
Zargjelfelbontds utén:

4x%y + dx’z 4 dxy? + 4y 4 Axz? +dyz? > 3x%y 4 3x% 2+ 3xy? + 3y 2 + 3xz” 4 3yz + 6xyz
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Rendezve:
x2y + xy2 + x4 x2 + yzz + yZ2 = 6xyz
2 pont
A pozitiv xyz-vel elosztjuk mindkét oldalt, akkor megint az el6zdvel ekvivalens egyenlStlenséget
kapunk:
y x z Yy Z

X
ST+ S4Z+226
z zZ y Yy X X

(E+E)+<E+X>+<X+E>>6 2 pont
7 X y x <y

Az egyes zardjelparokban pozitiv tortek, és azok reciprok értékei allnak, ezért mindegyik zar6-

7z

jelparban 1év6 két tort 6sszege legaldbb 2, ezért a bal oldalon 4116 kifejezés értéke legaldbb 6, ezt

kellett belatni. 1 pont
Egyenl6ség pontosan akkor dll fenn, ha x = y = 7 teljesiil. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Az x*y +xy* +x*z+ x22 +y* 2+ yz* > 6xyz egyenltlenség bizonyitasa méasképpen:
X2y — 2xyz + yzt +xy7 — 2xyz+x2> +x°z — 2xyz+y*2 > 0

Yx =2 +x(y—2)° +z(x—y)*> > 0. 3 pont
A bal oldalon mindhdrom tényezd legaldbb nulla, az allitds igaz. 1 pont

. Adott az O kozéppontu r sugard k kor és annak egy AB > r hurja. P az AB hur azon pontja,
amelyre AP = r. A BP szakasz felezOmerdlegese a k kort a C és D pontokban metszi. A D és
P pontokra illeszkedd egyenesnek és k-nak D-tdl kiillonb6z6 metszéspontja E. Bizonyitsuk be,
hogy a CPE haromszog szabélyos. 7 pont

Megoldas.

A C és D pontok rajta vannak a PB szakasz felezGmer6lege-
sén, ezért CP = CB és CDB< = CDP< = CDE«.

Mivel a k korben az azonos nagysigu keriileti szogekhez
egyenld hossziisagi hiirok tartoznak, ezért CE = CB. gy az
E, P, B pontok rajta vannak a C kézépponti CB sugaru kj ko-
ron.

APE< = DPB< (cstcsszogek) és PAE<{ = BAE<<=BDE< =
= BDP< (azonos iven nyugvo keriileti szogek). Ennek figye-
lembevételével EPA/\ ~ BDP/\, és mivel DP = DB, ezért
mindkét hdromszog egyenld szard, tehdt AE = AP =r.

1 pont

1 pont

1 pont

A k korben az r hosszdsagu hurokhoz 60°-os kozépponti sz6g
tartozik, vagyis EOA<t = 60°.

1 pont

A keriileti és koz€épponti szogek tételét kétszer alkalmazva

1
—a k korben: EBP<t = EBA< = §EOA<I =30°, 1 pont
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—a kj korben: ECP<t = 2EBP< = 60°. 1 pont

Igy a CPE 60°-o0s szarszogli egyenld szarti haromszog, tehat szabélyos. Ezzel az 4llitast belttuk. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Egy koron kijeloliink 2022 kiilonb6zd pontot, és mindegyikhez hozzarendeliink egy egész sza-
mot ugy, hogy mindegyik nagyobb, mint az éramutat6 jarasaval ellentétes irdnyban az 6t megeld-
z0 két szam Osszege. Mennyi lehet a pontokhoz rendelt pozitiv egészek szamanak maximuma? 7 pont

Megoldas. Legyenek a pontokhoz rendelt egész szamok az egyiktdl elindulva és az dramutato
jarésa szerint haladva ao, ay, 7, ..., axp21 €s a ciklikus haladast figyelembe véve vezessiik be az
ap12022 = ay (k € Z) jelolést.

(a) Eloszor azt fogjuk megmutatni, hogy a korén nem lehet két szomszédos nemnegativ egész
szam. Indirekt bizonyitast alkalmazva tegyiik fel, hogy ay_; > 0 és a; > 0.

Ekkor a feladat feltételét is felhasznalva ay. | > ay +ax—1 = ay.

Igy aiy1 is nemnegativ egész szam, és a kordbbi gondolatmenetet egymds utdn ismételgetve
Ag42 > Agr1, MAJd ag1 3 > ag2 €s igy haladva az ag 2022 > ak12021 > - - > Qi1 > Ag = Ap42022-
Ellentmondashoz jutottunk.

A kapott eredmény alapjan tehét legfeljebb minden mésodik szdm lehet csak nemnegativ egész
szam. 3 pont

(b) A tovédbbiakban — szintén indirekt bizonyitdst alkalmazva — azt fogjuk megmutatni, hogy a
nemnegativ egészek szdma még ennyi sem lehet. Az altalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehet-

juk, hogy az; > 0 és axr+1 < 0 minden k € Z esetén. Ekkor a feladat feltétele és a feltevésiink

alapjan az > ay +a; > ay.

Analog levezetéssel adddik, hogy as > a3, a7 > as €s igy tovabb, amig az a; = azg23 > azo21 >

> ... > a3 > ap. Ismét ellentmondasra jutottunk. 2 pont

2022
Eredményeinket 6sszefoglalva megallapithatjuk, hogy — = 1011-nél tobb nemnegativ egész

szam nem lehet a pontokhoz rendelt szamok kozott, mivel akkor lenne kozottiik szomszédos. Az
(a) és (b) pontok alapjan 1011 nemnegativ egésszel sem teljesithetd a feladat feltétele.

1010 pozitiv és 1012 negativ szdmmal viszont megadhaté megfeleld elrendezés. Példaul az
ag — axop1 szamok az alabbiak lehetnek:

—4043, 1, —4041, 1, —4039, 1, ..., —2025, 1, —2023, —2021. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok III. kategoria 2. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Legyen H a 2022 elemd H = {1;2;3;...;2022} halmaz. Legyen tovdbba Aj, Ay, ..., A2
a H halmaz részhalmazainak egy olyan sorozata, hogy Ay CA; CA3 C ... CAxpp C Az CH.

— Azt mondjuk, hogy az A,A,,...,Az2 halmaz-2022-es ,,Rébert tipusi részhalmazsoro-
zat”, ha |A1| + ‘Az‘ + ’A3’ +...4+ |A2()22| < 2022,

— Mig azt mondjuk, hogy az A{,A»,...,Azp2 halmaz-2022-es ,,Gida tipusii részhalmazsoro-
zat’, ha |A1| + ‘Az‘ + |A3| +...+ |A2()22| =2022.

Melyikbdl van tobb, a H halmaz Rébert tipust, vagy Gida tipusu részhalmazsorozataib6l?
(Példaul az A =Ay =... =App =0 Roébert tipust, mig az Aj =Ay =... =A00 =0 és
A1 = Az ={1;2;3;...;1010; 1011} Gida tipusu részhalmazsorozat.) 7 pont

2. Egy ABC hegyesszogl haromszog koréirt korének kozéppontja O, a BC oldalhoz tartozé magas-
sag talppontja D. A haromszog koréirt korének sugara egyenld a BC oldalhoz hozzéirt korének
sugardval. Az A-bdl induld belsé szogfelezd a koréirt kort E-ben metszi. Igazoljuk, hogy AE és
DO szakaszok metszéspontja a hdromszog beirt korének kozéppontja! 7 pont

3. Egy kor alaki futépélyan 15 robotaut6 kordz dllandé sebességgel egy kozos irdnyba.

— Az els6 aut6 1 perc alatt tesz meg egy teljes kort,

— a mésodik auté % perc alatt tesz meg egy teljes kort,

— a harmadik aut6 % perc alatt tesz meg egy teljes kort, ...

— (4ltalaban az) i-edik auté % perc alatt tesz meg egy teljes kort, és végiil
—a 15-6dik aut6 % perc alatt tesz meg egy teljes kort.

Minden autérdl minden pillanatban eldonthetd, hogy melyik szektorban van.

3
A kor alaku palya 17 egyenld (azaz egyenként 7 -os kozépponti szogli) szektorra van felosztva.

Igazoljuk, hogy a robotautdk tetszleges kezdeti elhelyezkedése esetén van olyan id6pont, ami-
kor egyszerre hat kiilonb6zd szektorban sincs egyetlen auté sem. 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Legyen H a 2022 elemd H = {1;2;3;...;2022} halmaz. Legyen tovdabbd Ay, A, ..., A2
a H halmaz részhalmazainak egy olyan sorozata, hogy Ay CAy; CA3 C ... CAxpp C Ay CH.

— Azt mondjuk, hogy az A,Aj3,...,A2 halmaz-2022-es ,,Robert tipusii részhalmazsoro-
zat”, ha |A1| + |Az| +|Az|+ ... + |A2022] < 2022,
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— Mig azt mondjuk, hogy az A|,A», ..., A2 halmaz-2022-es ,,Gida tipusii részhalmazsoro-
zat”’, ha |A1| + ‘Az‘ + ’A3’ +...4+ |A2022‘ = 2022.

Melyikbdl van tobb, a H halmaz Rébert tipust, vagy Gida tipusu részhalmazsorozataib6l?
(Példaul az A| =Ay = ... = A0 =0 Robert tipusd, mig az Aj =Ar = ... =Ax00 =0 és
A1 = Az = {1;2;3;...;1010; 1011} Gida tipusu részhalmazsorozat.)

1. megoldas. Altaldnosan n-elemd H,, = {1;2;3;...;n} halmazzal fogunk dolgozni.

El6szor szamoljuk meg kicsi n-kre a H, Gida tipust részhalmazsorozatait. Ha n = 1,2,3,4,5

1 3 5 7
ezek szdma rendre 1, 3, 10, 35 és 126, és ezek rendre megegyeznek (1), <2), (3), <4)

z

9 . . .
€s ( 5) -tel; innen a sejtésiink, hogy n elemi halmaz esetén a Gida tipusu részhalmazsorozatok

. (2n — 1)
szdma )
n

Ennek bizonyitisa a kovetkez6képpen torténhet. Jelolje b; azt a szamot, ahdny Ay, As, ..., A,
halmazban az i € H, = {1;2;3;...;n} szdm el6fordul. Mivel Ay CAy CA3C...CA,_ | CA,,
ezért ha b; # 0, akkor az i szim pontosan az utolsé b; halmazban (A, |_p,-t8l A,-ig) fordul
el6. Emiatt az Ay, Aj, ..., A, halmazrendszert egyértelmiien tudom kédolni a by, by, ..., by,
szamokkal. A definial¢ feltételek miatt minden i-re b; > 0€és by +br+...+ b, = n.

A megfeleld by, by, ..., b, szdm-n-esek szdmat megkaphatom az aldbbi mddon is: vdlasszunk
osszesen 2n — 1 darab jelet, n darab (-t és n — 1 darab |-t; és frjuk fel valamilyen sorrendben a
jeleket egymds utdn. by legyen a legelsé | elétti O jelek szdma (ez persze esetleg 0), b, legyen a
legutolsé (azaz (n — 1)-edik) | utani O jelek szdma (ez persze esetleg 0); tovabba b; (1 < i < n)
legyen az (i — 1)-edik és az i-edik | kozotti O) jelek szdma. Ez nyilvan egy kolcsonosen egyér-
telmi leképezés a megfeleld [, () sorozatok és a megfelels by, by, ..., b, szam-n-esek kozott,

2n—1 . .
igy ezek szdma ( ) és ezt akartuk bizonyitani.
n

2n—1
A ( " ) képlet bizonyitasdért
n

Ezutdn lassuk a Rébert tipusu halmazsorozatok szdmat. Némi szdmolds utan azt lathatjuk, hogy

7 7

ezek szdma is ( " ) . Bzt fogjuk (az el6z6h6z nagyon hasonléan) bizonyitani.

Jelolje ¢; azt a szdmot, ahdny Ay, A», ..., A, halmazban az i € H, = {1;2;3;...;n} szdm el&for-
dul. Az el6z6 ponthoz hasonl6éan az A1,A3, ..., A, halmazrendszert egyértelmtien tudom kédolni
acp, ¢, ..., ¢, szamokkal. A definidl6 feltételek miatt minden i-re ¢; > 0 és ¢y +co+ ...+
+ ¢y <n—1 < n. Vezessiik be tovdbba a ¢, =n—1— (¢ +¢c2+ ...+ ¢,) ,,mennyiséget”.

Nyilvan 0 < ¢,41 < n szintén, és ¢, adott ¢, c2, ..., ¢, esetén ,.egyértelmien kédolt™.

A megfelel ¢y, ¢, ..., ¢y, cpt1 szdm-(n+ 1)-esek szamdt megkaphatom az aldbbi médon is:
vélasszunk Osszesen 2n — 1 darab jelet, n — 1 darab (-t és n darab |-t; és frjuk fel valamilyen
sorrendben a jeleket egymds utdn. c; legyen a legels6 | elétti O jelek szdma (ez persze esetleg
0), cny 1 legyen a legutolsé (azaz n-edik) | utdni O jelek szdma (ez persze esetleg 0); tovabba
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c; (1 <i<n)legyen az (i — 1)-edik és az i-edik | kozotti O) jelek szdma. Ez nyilvan egy kol-
csonosen egyértelmii leképezés a megfelels |, () sorozatok és a megfelelS c1,ca,...,Cn,Cnil
2n—1

szdm-(n+ 1)-esek kozott, igy ezek szama ( ) .

n
Egy megfelels ¢y, ¢, ..., ¢y, Cpt1 SZam-(n+ 1)-esbol pedig tigy kapom meg a megfeleld ¢y, ¢;,
..., Cp Szam-n-est, hogy egyszertien ,.elhagyom” az utolso ¢, tagot. Mivel ¢, adott ¢y, 3, . . .,
¢, esetén egyértelmiien meghatdrozott volt, ezért itt is kolcsondsen egyértelmi leképezés van a

2n—1
megfeleld szam-(n + 1)-esek és a megfelel§ szam-n-esek kozott, azaz ezek szdma is < ) .
n

De ezzel megvagyunk, mert akkor adott n esetén H,, Robert tipust halmazrendszereinek a szama
. (2n—1
is .

n

A Robert részhalmazsorozatoknal a (

) képlet bizonyitasaért

Azaz a H halmaz Rébert tipusu €s Gida tipust részhalmazsorozatai ugyanannyian vannak.

Osszesen:

2. megoldas. Itt is dltaldnosan n-elemt H, = {1;2;3;...;n} halmazzal fogunk dolgozni, és itt
is el6szor a Gida tipusud részhalmazsorozatok szamat adjuk meg.

A fent leirtak alapjdn ez a feladat pontosan ugyanaz, mint ha az n-elemt {1;2;3;...;n} halmaz
elemeibdl képeznénk n-elemi multihalmazokat (azaz olyan halmazokat, amelyekben egy egy
elem tobbszor is el6fordulhat), ugyanis ha b; a multihalmazban az 1 <i < n elem ,,ismétlodésé-
nek a szdma”, akkor — a fentiek szerint — éppen az utolsé b; darab A; halmaznak az eleme az i
(An+lfb[‘t61 An'ig)-

A megfeleld multihalmazok szdma (n elem n-edosztilyt ismétléses kombindcidi — kozismert

1 n—1
képlet) pedig ("+” > - ( " )
n n

Hasonldan az olyan Rébert tipusi halmazrendszerek szdma, ahol |A|+ |As| + |A3]| +...+|A,| =
k < n (azaz éppen k-elemd a ,,multihalmaz”, vagyis n elem k-adosztilytd ismétléses kombinacioi)

. (n+k—1 n+k—1
pedig = .
k n—1

Ezeket kell 6sszesiteni minden 0 < k < n-re; az 6sszes Robert tipusd halmazrendszerek szdma

0—-1 1-1 2—-1 —1)—1
tehdt (n+ )+ <n+ )+ (n+ )—i—...—l— (n+ (n=1) ) ez pedig a binomialis

n—1 n—1 n—1 n—1

2n—1
egyiitthatok korében ismert Osszefiiggés (,,zokni-szabdly”) alapjan éppen ( " )
n

Azaz a H halmaz Rébert tipusu €s Gida tipust részhalmazsorozatai ugyanannyian vannak.

Osszesen:
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2. Egy ABC hegyesszogli haromszog koréirt korének kozéppontja O, a BC oldalhoz tartozé magas-
sag talppontja D. A haromszog koréirt korének sugara egyenld a BC oldalhoz hozzéirt korének
sugardval. Az A-bdl induld belsé szogfelezd a koréirt kort E-ben metszi. Igazoljuk, hogy AE és
DO szakaszok metszéspontja a hdromszog beirt korének kozéppontja!

Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit. A

Mivel az A-bdl indulé szogfelezd felezi a BC ivet, a BC
oldal felezomerdlegese az E pontban metszi a haromszog
koré irhat6 kort.

Legyen DO és AE metszéspontja J. Bebizonyitjuk, hogy
BJ a haromszog B-nél levd szogének felezdje. Ezt ele-
gendd beldtni, hiszen AE a mdésik szogfelezd, ezért J a
két szogfelezd metszéspontja lesz, tehét a beirt kor ko-
zéppontja.

AD és OF parhuzamos, ezért ADJ és EOJ haromszogek
hasonldsdga miatt

A] AD m; b+c—a E
JE OE L a4

—a

[

ahol 7' a haromszog teriiletét jeloli, s pedig a félkeriiletet. Itt kihasznéltuk, hogy a koréirt kor
sugara egyenld a BC oldalhoz hozzairt kor sugardval.

EbbSl AJ-a=JE -b+JE-c—JE-a, azaz (AJ+JE)-a=JE - (b+c).

Irjuk fel az ABEC hiirnégyszogben a Ptolemaiosz-tételt, hasznéljuk ki, hogy BE = EC:
(AJ+JE)-a=BE-b+EC-c=BE-(b+c).

Ezt az el6z6vel 0sszehasonlitva BE = JE.

A BEJ egyenld szarui haromszogben E-nél y van, ezért B-nél 90° — g, valamint CBE < szdg

% (itt kétszer hasznaltuk, hogy ugyanolyan hosszu ivekhez egyenld keriileti szogek tartoznak),

o
ahonnan JBC<t = 90° — %/ 5= g Azaz BJ szogfelezd, ezért J két belsd szogfelezd metszés-

pontja, tehat a beirt kor kozéppontja.

Osszesen:

3. Egy kor alaki futépélyan 15 robotaut6 koroz allandé sebességgel egy kozos irdnyba.

— Az els6 autd 1 perc alatt tesz meg egy teljes kort,

1
—a masodik auté — perc alatt tesz meg egy teljes kort,
1
— a harmadik aut6 3 perc alatt tesz meg egy teljes kort, ...

1
— (4ltalaban az) i-edik aut6é — perc alatt tesz meg egy teljes kort, és végiil
i
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1
—a 15-6dik aut6 15 perc alatt tesz meg egy teljes kort.

Minden autérdl minden pillanatban eldonthetd, hogy melyik szektorban van.

3
A kor alaku palya 17 egyenld (azaz egyenként 7 -os kozépponti szogli) szektorra van felosztva.

Igazoljuk, hogy a robotautdk tetszéleges kezdeti elhelyezkedése esetén van olyan id6pont, ami-
kor egyszerre hat kiilonb6z6 szektorban sincs egyetlen autd sem.

Megoldas.

Legyen az els6 aut6 sebessége 1 (egység). Ekkor a feltételek alapjan az i-edik autd sebessége
i. Tekintsiik a start (vagy ,,egy start”) idGpontot. Jelolje a; azt a szektort, amelyikben ebben a
kezdeti id6pontban tartézkodott az i-edik autd, és valasszuk z-nek azt az id6t, amennyi id6 alatt
az elsG aut6 pontosan egy szektornyi utat megtesz (azaz t = 1/17 perc).

Tekintsiik a 0 -¢ (ez a start id6pont), tovdabbd az 1-¢,2-¢,...,k-t,...,16 -t id6pontokat. A felté-
telek (és a bevezetett valtozok) alapjan az i-edik autd a k -t id6pontban (a tovdbbiakban csak ,,a
k-adik idSpontként” hivatkozunk rd) az a; +i-k (mod 17) szektorban van.

Jelentse azt a tovabbiakban, hogy az ,.i-edik és a j-edik (i # j) auté taldlkozik a k-adik idGpont-
ban”, hogy az i-edik és a j-edik aut6 a k-adik id6pontban egy szektorban van. Ez nyilvan azt
jelenti, hogy a;+i-k=aj+ j-k (mod 17).

A kongruencidt rendezve azt kapjuk, hogy ez pontosan azt jelenti, hogy a; —a; = k- (j —i)
(mod 17). Mivel 17 prim, és tetszSleges 1 < i # j < 15iés j par esetén a 17 és (j — i) relativ
primek, ezért (k-t tekintve ismeretlennek) az a; +i-k =a;+ j-k (mod 17) kongruencidnak
pontosan egy megolddsa vana k =0,1,...,16 szdmok kozatt.

Azaz az autéknak (minden auté minden mésikkal pontosan egyszer taldlkozik) dsszesen

15-14
———F =105
2

105
taldlkozo6juk van a megfeleld 17 idSpont alatt. Mivel T ~ 6,18 > 6, emiatt — a skatulyaelv

szerint — van olyan k id6pont, amikor legalabb 7 darab taldlkoz6 van. Tekintsiik az egyik ilyen k&
id6pontot.

Indirekt tegyiik fel, hogy ebben a k id6pontban legfeljebb 5 iires szektor van. Ha minden au-
té kiilon szektorban lenne (0 darab talalkozdval), akkor Gsszesen 2 iires szektor lenne; ennek
feleltessiik meg az (1;1;1;...;1;1;0;0) ,,rendezett szektorsorozatot”. Mivel legfeljebb 5 iires
szektor van, ezért a (1;1;1;...;1;1;0;0) rendezett sorozatbdl legfeljebb az utolsé 3 darab 1-est
helyezhetjiik at, azaz a lehetséges pontosan 5 iires szektoros esetek ,,rendezett szektorsorozatai™:
(4;1;1;...51;1;0;0;0,0;0), (3;2;1;...;1;1;0;0,0;0;0) és (2;2;2;1;...;1;1;0;0;0;0;0). Néz-
ziik meg, hogy ezek az esetek hany taldlkoz6t jelentenek:

4
-A (4;1;1;...51;1;0;0,0;0;0) 6sszesen <2) = 6 < 7 talalkozot jelent;

3 2
-a(3;2;1;...;1;1;0;0;0;0;0) 6sszesen (2) + <

2) =341 =4 <7 taldlkoz6t jelent; és

50

7 pont

1 pont

2 pont

2 pont



2
—a(2;2;2;1;...51;1;0;0;0;0;0) 6sszesen 3 - <2> = 3 < 7 taldlkozét jelent.

Ezek mindegyike kevesebb, mint 7 talalkoz6t jelent. Nyilvdnvalé médon, ha 6tnél még kevesebb

szektor lenne iires, akkor sem lehetne 7, vagy anndl tobb taldlkozé. 1 pont
Mivel 6t iires szektor esetén nem johet létre a megfeleld k-adik idopontban 7 darab taldlkozd,

ezért a k-adik id6pontban legaldbb 6 darab iires szektor van. Ezzel az allitast bebizonyitottuk. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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