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Kezdok I-1I1. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. Hanyféle olyan hdaromjegyl szam létezik, amelyben a szamjegyek 0sszege és szorzata egyenlé? 6 pont

2. Melyik az a legkisebb pozitiv egész n szdm, amelyre igaz, hogy n darab szdmot kivélasztva az
els6 2020 pozitiv egész szam koziil, biztosan lesz koztiik kettd, amelyek kiillonbsége 47 6 pont

3. Egy szog csuicsa az A pont, szdrai s €s sp. Felvessziik a szog s1 szdrdn a B, C, az s, szérdn a D,
E pontokat ugy, hogy AB = BD = DC = CE = EA. Hany fokos a szog? 6 pont

4. Adjuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyre teljesiil, hogy haazn,n+4 ésn+8
szamok pozitiv osztéinak szamat 6sszeadjuk, hatot kapunk eredményiil. (Példaul n = 10 esetén
a 10; 14; 18 szamharmasnal az osztok szdmanak Osszege 4 +4 +6 = 14.) 6 pont

5. Egy n x n-es tdbldzat minden mezGjébe egy pozitiv egész szamot irtunk. Elérhet6-e, hogy a
tablazat minden eleme O legyen, ha csak az alabbi 1épések megengedettek?

e Egy tetszbleges sor minden elemét megszorozzuk 2-vel.

e Egy tetszbleges oszlop minden elemébdl kivonunk 1-et. 10 pont

Megoldasok és javitasi atmutato
1. Hanyféle olyan hdromjegyii szam létezik, amelyben a szdimjegyek 0sszege €s szorzata egyenld? 6 pont

Megoldas. A szdmban nem szerepelhet a 0, hiszen akkor a szdmjegyek szorzata O lenne. 1 pont
Legyen a szdimban szerepl$ legnagyobb szamjegy x.

Ekkor a szamjegyek Osszege legfeljebb 3x, igy szorzata is legfeljebb 3x, tehat a masik két szam-

jegy szorzata legfeljebb 3. Tehat a masik két szdmjegy az 1, 1; 1, 2; 1, 3 lehetdségek koziil
véalaszthato ki. 2 pont
x, 1, 1 szdmjegyek esetén x+1+1=x-1-1; x+2 =x, ez lehetetlen.

x, 1,2 szamjegyek esetén x+1+2=x-1-2; x+3 =2x; x =3, ez j6 megoldas.

x, 1, 3 szamjegyek esetén x+1+3 =x-1-3; x+4+4 =3x; x =2, ez ellentmond annak, hogy

x a legnagyobb szamjegy. 1 pont
Tehat a szdmban szerepld szamjegyek az 1, 2, 3, 1 pont
beldliik 6 haromjegyli szam készithetd, azaz 6 olyan haromjegy(i szdm van, amelyben a szamje-

gyek Osszege és szorzata egyenld. 1 pont
Osszesen: 6 pont

Megjegyzés. Ha a tanulé megtaldlja az 1, 2, 3 szamjegyeket és a belSliik képezhetS hat szamot,
de nem indokolja, hogy nincs tobb megoldds, akkor dsszesen 2 pontot kaphat.



2. Melyik az a legkisebb pozitiv egész n szdm, amelyre igaz, hogy n darab szdmot kivalasztva az
els6 2020 pozitiv egész szam koziil, biztosan lesz koztiik kettd, amelyek kiillonbsége 47

Megoldas. A szdmhalmaz, amibdl a szamokat kivalasztjuk: A = {1;2;3;...;2020}.

Ha két egész szdm kiilonbsége 4, akkor megegyezik a 4-es maradékuk, ezért érdemes a 4-es
maradékokat vizsgdlni. Mivel 2020 oszthat6 4-gyel, ezért 505-505 darab 4-gyel osztva O, 1 , 2,
illetve 3 maradékot adé pozitiv egész van 2020-ig.

Ha a halmaz 1013 elemét valasztjuk ki, akkor (a skatulyaelv alapjan) biztosan lesz olyan 4-es
maradék, amibdl legalabb 254 fordul eld.

Ekkor viszont biztosan lesz két olyan szdm, amelyek kiilonbsége 4, hiszen ellenkezd esetben
legalabb 8 lenne koztiikk a kiilonbség, €s emiatt a legkisebb és legnagyobb kozott legalabb
253 -8 = 2024 lenne a kiilonbség, ami nem lehet.

Az A halmazbdl kivalaszthat6é 1012 elem tgy, hogy ne legyen koztiik két olyan, amelyek kii-
lonbsége 4.

Vegyiik a 8k + m alakui szdmokat, ahol k =0,1,2,...,252, illetve m = 1,2,3,4. Konnyen belat-
hat6, hogy ez a konstrukcié megfeleld.

Tehat a legkisebb megfeleld n érték az 1013.

Osszesen:

3. Egy szog csuicsa az A pont, szdrai s és sp. Felvessziik a szog s1 szdrdn a B, C, az s, szérdn a D,
E pontokat ugy, hogy AB = BD = DC = CE = EA. Hény fokos a szog?

Megoldas.

Abra:

Az ABD és az AEC haromszogek egybevdgo egyenld szdru ha- E
romszogek, mert a szaraik egyenld hosszuak, és az egyik alapon

nyugvo szogiik (o) egyenld. Ebbdl kovetkezik, hogy a szogeik

valamint AEC< = ABD<t = 180° — 2a.

Ez utébbi két szog kiegészitd szoge, DEC< és CBD<t = 2a. ECD és BDC egybeviago egyenld
szaru haromszogek, igy a szogeik DEC< = EDC< = CBD< = BCD< = 20..

Az ACD hiaromszogben ACD<t =ADC< =2, és mivel CAD< = o, igy a hdromszogben a belsd
szogek Osszege 5a = 180°, azaz o = 36°.

Osszesen:

4. Adjuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egész szamot, amelyre teljesiil, hogy haazn,n+4 ésn+8
szamok pozitiv osztéinak szamat 6sszeadjuk, hatot kapunk eredményiil. (Példaul n = 10 esetén
a 10; 14; 18 szdmharmasndl az osztok szamanak 6sszege 4 +4+6 = 14.)

Megoldas. Megmutatjuk, hogy dsszesen két ilyen pozitiv egész van: n = 1, valamint n = 3.

4

6 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

6 pont

6 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

6 pont

6 pont



n = 1 megoldds, mert az 1; 5; 9 szdmharmast tekintve az osztok szdménak osszege 1 +2+3 = 6.
Ha n > 1, akkor osztdinak szama legalabb kettd, €s pontosan akkor kettd, ha n prim.

Ha n > 1 esetén teljesiil, hogy az n, n +4 és n+ 8 szdmok pozitiv osztéinak dsszege 6, akkor n,
n+4 és n+ 8 mind primek.

Az n, n+4 és n+ 8 szamok csak akkor lehetnek mind primek, ha n = 3, hiszen barmilyen n
pozitiv egész szam esetén a hdrom szdm 3-mal vett osztasi maradékai O; 1; 2 vagy 1; 2; 0 vagy
2; 0; 1, azaz koziilikk pontosan egy szdm oszthaté 3-mal. Ez a 3-mal oszthat6é szdm csak akkor
lehet prim, ha maga a 3. Mivel n pozitiv, igy az n+ 4 és n+ 8 nagyobb, mint 3.

n = 3 valéban megoldds, hiszen a 3; 7; 11 szdmhdrmas minden tagja prim, tehét az osztok sza-
mdnak 0sszege valéban 24242 = 6.

Tehat két megoldas van: n = 1, valamint n = 3.

Osszesen:

. Egy n x n-es tdbldzat minden mezd6jébe egy pozitiv egész szdmot irtunk. Elérhet6-e, hogy a
tdblazat minden eleme O legyen, ha csak az aldbbi 1épések megengedettek?
e Egy tetszbleges sor minden elemét megszorozzuk 2-vel.

e Egy tetszbleges oszlop minden elemébdl kivonunk 1-et.

Megoldas. Igen, a tablazat elemei nullazhatok, példaul a kovetkezs stratégiat kovetve:

A téblazat elemeit oszloponként, tetszdleges sorrendben (példaul az elsd oszloptdl indulva, bal-
ol jobbra) haladva valtoztatjuk nulldra. Egy oszlop beéllitdsa sordn mdsik oszlophoz nem nyu-
lunk, és csak akkor 1épiink tovdbb a kovetkez6re, ha a jelenlegi oszlopnak mar minden eleme
nulla. A csupa 0 oszlop elemei sorm{iveletek hatdsdra nem véaltoznak meg. Tehat elég azt meg-
mutatnunk, hogyan valtoztassuk nulldra az elsd oszlop elemeit — a médszer miikodni fog a tob-
bire is.

Kezdjiik el csokkenteni az els6 oszlop elemeit mindaddig, mig valamelyik elem 1 nem lesz!
Ha mindegyik elem 1, akkor még egy csokkentéssel nulldzhatjuk az oszlopot.

Ha vannak az oszlopban 1-es, illetve 1-estdl kiilonb6z6 szdmok is, akkor dupldzzuk meg az
1-esek sorat, majd csokkentsiik az oszlopunk minden szamat 1-gyel!

Ezzel az oszlopban taldlhat6 1-esesek tovabbra is 1-esek maradnak, az 6sszes tobbi szam viszont
1-gyel csokken.

Mivel pozitiv egész szamok alkotjdk a tdblazatot, ezért véges sok 1€pés utdn biztosan elérjiik azt
az allapotot, amikor az oszlop minden eleme 1 lesz.

Ezutan az oszlop elemeit eggyel csokkentve elértiik, hogy minden elem nulla legyen.

Megjegyzés: Ha a tanul6 csak konkrét példdkon mutatja be a megoldast, dltalanos elv leirdsa
nélkiil, akkor legfeljebb 2 pontot kaphat.

Osszesen:

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

6 pont

10 pont

1 pont

2 pont
1 pont
1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

10 pont



Kezdok I-II. kategoria 2. és III. kategoria 1. fordulé

Feladatok

. Hatarozzuk meg az 0sszes pozitiv egész n szamot, amely esetén 4n® +3n+7 négyzetszam. 6 pont

. Az ABC haromszogben AB = 3-BC. P és Q az AB oldal azon pontjai, amelyekre AP = PQ = OB.
Legyen F az AC oldal felez6pontja. Hatarozzuk meg a QF P<{ nagysigat. 8 pont

. A tic-tac-toe (vagy ix-ox) jatékban két jatékos felvaltva tesz x , illetve () jelet egy 3 x 3-as
tdblara. Az nyer, akinek sikeriil egy vonalban hdrom azonos jelet elhelyeznie, vizszintes, fiig-
gbleges vagy atlés iranyban. Héany kiilonbozé olyan jatékmenet létezik, amelyben x kezd, és a
jatszma dontetlennel végzddik? (Két jatékmenetet akkor tekintiink kiilonboz6nek, ha valamelyik
1épésben mashova keriil jel a két jatékban.) 8 pont

. Egy teniszversenyen vegyesen junior és felnott kort versenyzdk is indultak. Minden résztvevd a
tobbi jatékos mindegyikével pontosan egy mérkdzést jatszott. A torna végén kideriilt, hogy min-
denki elveszitette legaldbb egyik mérkdzését, és minden felndtt eredménylistdjéban kiillonb6zo
szamu vereség szerepelt. Bizonyitsuk be, hogy volt olyan junior koru versenyzd, aki felnétt ellen
is szerzett gy6zelmet. 8 pont

. Egy n X n-es tablazat minden mezdjébe egy pozitiv egész szamot irtunk. A tablan az aldbbi
valtoztatasok hajthatok végre:

e cgy tetszbleges sor minden elemét megszorozzuk 2-vel,

e cgy tetszbleges oszlop minden elemébdl kivonunk 1-et.

Az engedélyezett 1épések tetszOleges szamu alkalmazasaval elérhetd-e, hogy a tabldzat minden
mezdjébe 0 keriiljon? 10 pont

Megoldasok és javitasi Gtmutato
. Hatarozzuk meg az 0sszes pozitiv egész n szamot, amely esetén 4n® +3n+7 négyzetszam. 6 pont

1. megoldas. Nyilvanvald, hogy minden n pozitiv egész szam esetén:

(2n)? = 4n* < 4n* +3n+7. 1 pont
Tovébbé minden 7 pozitiv egész szam esetén 4n> +3n+7 < 4n’ +8n+4 = (2n+2)?, 1 pont
hiszen az egyenl&tlenséget ekvivalens médon dtrendezve a 3 < 5n egyenlStlenséget kapunk, ami
minden pozitiv egész n-re igaz. 1 pont
Ezért, mivel a (2n)? < 4n* +3n+7 < (2n+2)? fennall minden pozitiv egész n esetén, 1 pont



igy a kifejezés csak tigy lehet négyzetszam, ha 4n® +3n+7= (2n+ 1)2 =4n® +4n+1. 1 pont
Ezt az egyenletet rendezve és megoldva kapjuk hogy n = 6. Ekkor 4-36+3-6+7 = 169 = 132,

valéban négyzetszam. 1 pont
Osszesen: 6 pont
2. megoldas. Tegyiik fel, hogy van olyan k egész szam, amelyre 4n” +3n+7 = k. 1 pont

Rendezve a kifejezést 3n+7 = k? —4n” = (k— 2n)(k+2n), vagyis (3n+7)-et két természetes
szam szorzataként kell felirni. 1 pont

Mivel k — 2n < k+ 2n, vizsgéljuk, milyen lehetséges értékek jonnek széba (k — 2n)-re.

Hak—2n=1,azazk+2n = (k—2n)+4n=1+4n, akkor 3n+7 = (k—2n)(k+2n) =4n+1,
ami csak akkor teljesiil, ha n = 6, és ez valoban megoldésa a feladatnak. 1 pont

Tovébb vizsgédlédva nem taldlunk tobb megoldast, ezért felirjuk dltalanosan:

Ha k —2n > 2, akkor k4 2n = (k—2n) +4n > 2+ 4n, ezért a szorzatuk legaldbb 4 + 8n. Ezek
szerint annak kellene teljesiilnie, hogy 3n+47 > 4 4-8n, azaz hogy 3 > 5n. 2 pont

Mivel azonban n > 1, ez semmilyen n-re sem teljesiilhet. Tehét az egyetlen megoldds azn =6. 1 pont
Osszesen: 6 pont

. Az ABC haromszogben AB =3 - BC. P és Q az AB oldal azon pontjai, amelyekre AP = PQ = OB.
Legyen F az AC oldal felez6pontja. Hatdrozzuk meg a QF P<{ nagysagat. 8 pont

Megoldas.

A P Q B D

Hosszabbitsuk meg a hdaromszdg AB oldaldt a B csucson til a BC oldal hosszdval, és a kapott
pontot jeloljiik D-vel. 2 pont

Ekkor a feladat feltételei alapjan:
AP =PQ = (0B =BD =BC.
A OBC és CBD egyenl6 szari haromszogek alapjan:
BCOQ<«=CQB<1=9¢ és DCB< =BDC« = €.
Ezt figyelembe véve a ODC hiaromszogben:
180° = BDC< + DCB<t + BCQ< + COB< = 2(DCB< + BCQ<) = 2DCQ«<,
amibdl DCO< = 90°. 3 pont
(Ugyanehhez az eredményhez tgy is eljuthatunk, ha észrevessziik, hogy BQ = BD = BC alapjin

B a ODC héaromszog koriilirt korének kozéppontja. Ekkor a Théalesz-tétel megforditdsa alapjan
adddik, hogy a ODC hidromszog derékszogu.)



Az AQC haromszdgben PF kozépvonal, ezért PF || QC. Hasonl6képpen az ADC haromszdgben
QOF kozépvonal, emiatt QF || DC.

A megidllapitott parhuzamossagok figyelembevételével QF P<t = DCQ<t = 90° (egyélldsi szo-
gek). Tehdt a keresett sz6g nagysdga 90°.

Osszesen:

. A tic-tac-toe (vagy ix-ox) jatékban két jatékos felvaltva tesz x , illetve () jelet egy 3 x 3-as
tdblara. Az nyer, akinek sikeriil egy vonalban harom azonos jelet elhelyeznie, vizszintes, fiig-
gbleges vagy atlés irdnyban. Héany kiilonboz6 olyan jatékmenet 1étezik, amelyben x kezd, és a
jatszma dontetlennel végzodik? (Két jatékmenetet akkor tekintiink kiillonb6z6nek, ha valamelyik
1épésben mashova kertil jel a két jatékban.)

£~

Megoldas. ElSszor szamoljuk 6ssze, hogy hanyféle dontetlen ,,végallas” van!

Ekkor a jaték sordan 6sszesen 5 darab x és 4 darab () jel keriil a tdblara.
x OO x |O] x x| x|O
Ofx|x O|O]x O|O] x
x| x|O x| x 1O x| %10

1. 4bra 2. abra 3. 4bra

Ha x van kozépen, akkor a maradék négy x jel koziil csak pontosan kettd keriilhet sarokra és
pontosan kettd oldalra, hiszen ellenkez6 esetben lenne két ,,szemkozti” (a kozéppontra szim-
metrikusan elhelyezkedd) x. Sem a két sarokban, sem a két oldalon elhelyezkedd x nem lehet
egymadssal szemkozti. Tovdbba az oldalakon elhelyezkedd x jelek koziil egyik sem keriilhet a
sarkokon elhelyezkedd x jelek kozé. Ezek alapjan csak az 1. dbrdn lathatd, vagy az abbdl egy-
bevagdsagi transzformdcidval megkaphat6 elrendezés lehetséges. A sarkokba négyféleképpen
keriilhet a két x, a maradék két x helyét ezutdn még kétféleképpen valaszthatjuk ki. Ez eddig
tehat 4 -2 = 8 lehetséges végallas.

Ha () van kozépen, akkor a maradék harom () jelbdl egy vagy kettd keriilhet a sarokba. Az
el6bbi esetben csak a 2. dbrdn lathato, illetve azzal egybevagé elrendezések lehetségesek. Ilyen-
bdl is 4 van, hiszen a () jelet tartalmazé sarokkal nem érintkezd oldalakra mindenképpen kell
keriilnie egy-egy () jelnek ahhoz, hogy ne legyen harom X egy vonalban. Ilyen elrendezésbdl
Osszesen 4 van. A fentiekhez hasonléan gondolkodva lathatd, hogy amikor ketté () jel van a sa-
rokban, akkor pedig csak a 3. dbrédn lathato, illetve azzal egybevagd elrendezések lehetségesek,
ilyenbdl is 4 van.

Igy Gsszesen 8 +4 +4 = 16 lehetséges végallds van.

Adott végallasba 5! - 4! = 2880-féleképpen lehet eljutni (csak a két jatékos 1€péseinek sorrendjét
véltoztathatjuk meg).

Osszesen tehdt a 16 - 2880 = 46 080 dontetlennel végz5ds jatékmenet létezik.

Osszesen:

2 pont

1 pont

8 pont

8 pont

2 pont

2 pont
1 pont

2 pont
1 pont

8 pont



4. Egy teniszversenyen vegyesen junior €s felnott kort versenyzok is indultak. Minden résztvevd a
tobbi jatékos mindegyikével pontosan egy mérkdzést jatszott. A torna végén kideriilt, hogy min-
denki elveszitette legaldbb egyik mérk6zE€sét, és minden felnétt eredménylistdjaban kiilonbozd
szamu vereség szerepelt. Bizonyitsuk be, hogy volt olyan junior kord versenyzd, aki felnétt ellen

1s szerzett gydzelmet. 8 pont
Megoldas. Legyenek a versenyen résztvevd juniorok ji, j, ..., j, (n € NT), a feln6ttek pedig
f1s for ooy fn (m € NT), és a feladat 4llitasaval ellentétesen tegyiik fel, hogy a juniorok egyike
sem nyert a feln6ttek ellen mérk6zést 1 pont

Ekkor a felnéttek mindegyike a vereségeit csak azonos korosztilyhoz tartozé tarsai ellen szerez-
hette. 1 pont

Minden feln6tt m — 1 esetben jatszott feln6tt vetélytarsaival, ezért ezeken a mérkdzéseken O, 1,
2, ..., m—1 szamu vereséget gyljthetett Ossze. 2 pont

Mivel a feladat egyik feltétele kizarja azt az esetet, hogy valaki veretleniil zarja a tornat, ezért a
felnGttek altal szerzett vereségek szdma csak az 1, 2, ..., m — 1 értékek koziil keriilhetett ki. 2 pont

Mivel a vereségekre felsorolt értékek szdma kisebb, mint a versenyen indulé felnSttek szdma,
ezért a skatulya-elv értelmében kellett lennie legalabb két olyan felndttnek, akik azonos szamu
vereséget gyljtottek 0ssze. Ellentmondédshoz jutottunk, igy feltevésiinkkel ellentétben volt olyan
junior kord versenyzd, aki a torna sordn felnéttet gy6zott le. 2 pont

Osszesen: 8 pont
5. Egy n x n-es tablazat minden mezdjébe egy pozitiv egész szamot irtunk. A tablan az aldbbi

valtoztatasok hajthatok végre:

e cgy tetszbleges sor minden elemét megszorozzuk 2-vel,

e cgy tetszbleges oszlop minden elemébdl kivonunk 1-et.

Az engedélyezett 1épések tetszOleges szamu alkalmazasaval elérhetd-e, hogy a tdbldzat minden

mezdjébe O keriiljon? 10 pont
Megoldas. Igen, a tablazat elemei nullazhatok, példaul a kovetkez§ stratégiat kovetve: 1 pont

A téblazat elemeit oszloponként, tetszdleges sorrendben (példdul az els6 oszloptdl indulva, bal-
6l jobbra) haladva valtoztatjuk nulldra. Egy oszlop beéllitdsa sordn masik oszlophoz nem nyu-
lunk, és csak akkor 1épiink tovabb a kovetkezoére, ha a jelenlegi oszlopnak mar minden eleme
nulla. A csupa 0 oszlop elemei sormiiveletek hatasdra nem véltoznak meg. Tehat elég azt meg-
mutatnunk, hogyan véltoztassuk nulldra az els6 oszlop elemeit — a médszer miikddni fog a tob-

bire is. 2 pont
Kezdjiik el csokkenteni az els6 oszlop elemeit mindaddig, mig valamelyik elem 1 nem lesz! 1 pont
Ha mindegyik elem 1, akkor még egy csokkentéssel nulldzhatjuk az oszlopot. 1 pont

Ha vannak az oszlopban 1-es, illetve 1-estdl kiilonb6z6 szdmok is, akkor dupldzzuk meg az
1-esek sorat, majd csokkentsiik az oszlopunk minden szamat 1-gyel! 2 pont
Ezzel az oszlopban taldlhaté 1-esek tovédbbra is 1-esek maradnak, az 6sszes tobbi szam viszont
1-gyel csokken. 2 pont



Mivel pozitiv egész szamok alkotjdk a tdblazatot, ezért véges sok 1€pés utin biztosan elérjiik azt
az allapotot, amikor az oszlop minden eleme 1 lesz.

Ezutan az oszlop elemeit eggyel csokkentve elértiik, hogy minden elem nulla legyen.

Megjegyzés: Ha a tanul6 csak konkrét példdkon mutatja be a megoldast, dltalanos elv leirasa
nélkiil, akkor legfeljebb 2 pontot kaphat.

Osszesen:

Kezdok 1. kategoria 3. (donto) fordulé

Feladatok

. A Tetris nevi jaték elemei olyan alakzatok, amelyeket négy darab egység oldali négyzet 6ssze-
illesztésével kaphatunk. A négy négyzet csak teljes oldal mentén kapcsolédhat egymashoz, és
koziiliikk egyik sem fedhet egy mésikat. Két elemet kiillonbozének tekintiink, ha sikban nem for-
gathaték egymdsba. Példaul a jaték két kiilonbozo eleme az aldbbi két alakzat:

a) Hény kiilonboz6 elem van a Tetris jatékban?

b) Alfonz Tetris elemekbsl hézag- és atfedésmentesen egy téglalapot rakott ki. Megéallapitot-
ta, hogy a kirakott téglalapban az Osszes kiillonbozé elem szerepel. Legaldbb hdny elemet
hasznalt fel a téglalap megépitéséhez?

. Barmely 1-nél nagyobb egész szamra képezziik a kovetkezd Osszeget: a szamhoz hozzaadjuk a
nala kisebb pozitiv oszt6i koziil a legnagyobbat. (Péld4ul: a 15-re ez az 6sszeg 1545 =20 lesz.)
Mutassuk meg, hogy az igy kapott Osszeg értéke egyetlen esetben lesz a 10-nek pozitiv egész
kitev6jl hatvanya!

. Az ABCD négyzet belsejében felvessziik a P pontot tigy, hogy az ABP haromszdg olyan egyenld
szard hdromszog legyen, amelynek alapon fekvs szogei 15°-osak. Mekkora a CPD szdg?

Megoldasok és javitasi Gtmutato
. A Tetris nevii jaték elemei olyan alakzatok, amelyeket négy darab egység oldali négyzet 6ssze-
illesztésével kaphatunk. A négy négyzet csak teljes oldal mentén kapcsolddhat egymashoz, és
koziiliikk egyik sem fedhet egy masikat. Két elemet kiillonboz6nek tekintiink, ha sikban nem for-
gathaték egymadsba. Példaul a jaték két kiilonb6z6 eleme az alabbi két alakzat:

a) Hény kiilonbdzd elem van a Tetris jatékban?

10

1 pont

10 pont

3 pont

7 pont

10 pont

10 pont

3 pont



b) Alfonz Tetris elemekbdl hézag- és atfedésmentesen egy téglalapot rakott ki. Megéllapitot-
ta, hogy a kirakott téglalapban az 6sszes kiillonbozé elem szerepel. Legaldbb hiny elemet
hasznalt fel a téglalap megépitéséhez? 7 pont

Megoldas. a) Tetris elemek:

Osszesen 7-féle elem van a jatékban. 3 pont

Megjegyzés. A megadott elemeken kiviil 1 vagy 2 elem megtaldldsa 1 pont; 3 vagy 4 elem
megtaldldsa 2 pont; 5 elem megtaldldsa 3 pont.

b) Megmutatjuk, hogy a hét kiillonboz6 elem felhasznédldsaval nem épithetd téglalap.
A téglalap 7 x 4 = 28 egységnégyzetbdl éllna. 1 pont

Ha egy ilyen téglalapot sakktablaszer(ien szineziink ki, akkor ugyanannyi mez6 lesz fehér, mint
fekete. 1 pont

A hét elembdl hat olyan, hogy a téglalapra barhogyan helyezve mindenképpen 2 fekete és 2 fehér
mez6t fed le. Az egyik elem (az dbran a k6zEéps6) azonban nem ilyen:

Emiatt az 0sszes elem egyiitt nem egyenl6 szamu fekete, illetve fehér mezot fed le. 1 pont
Ezért ebbdl a hét elembdl hézag- és dtfedésmentesen nem illeszthetd 6ssze téglalap. 1 pont

A fentiek alapjan 8 elembdl is csak akkor lehet hézag- és atfedésmentesen téglalapot kirakni, ha

a % elemet kétszer hasznaljuk.

Ez megvalo6sithatd, példaul az alabbi mdédon:

4‘_‘ |_ 2 pont

Tehat Alfonz legalabb 8 elemet hasznalt fel. 1 pont

Osszesen: 10 pont

. Barmely 1-nél nagyobb egész szamra képezziik a kovetkezd Osszeget: a szdmhoz hozzaadjuk a
ndla kisebb pozitiv 0szt6i koziil a legnagyobbat. (Péld4ul: a 15-re ez az 6sszeg 15+ 5 =20 lesz.)
Mutassuk meg, hogy az igy kapott 0sszeg értéke egyetlen esetben lesz a 10-nek pozitiv egész
kitevGjti hatvanya! 10 pont
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Megoldas. Ha n > 1 paros szam, akkor a legnagyobb, n-nél kisebb osztéja g igy ennek és a

3n ) p . .
szamnak az Osszege: > ami nem lehet a 10-nek a hatvanya, hiszen oszthat6 3-mal.

Ha n > 1 pératlan szam, akkor jeldljiikk n legnagyobb, n-nél kisebb osztéjat m-mel. Azt kell
igazolnunk, hogy az aldbbi egyenletnek egyetlen megolddsa létezik n-ben (k pozitiv egész):

n+m= 10"
Az n+ m 6sszeg m tobbszorose, hiszen n maga is oszthatd m-mel.

Mivel n paratlan, igy m paratlan osztdja a jobb oldalon szereplé 10-hatvanynak: m = 1 vagy
m = 5% valamilyen o pozitiv egészre.

Az elobbi eset nem lehetséges, mert ha m = 1, akkor n prim, de egy prim nem lehet 10F—1
alakd, hiszen 10F — 1 barmely k pozitiv egészre oszthatd 9-cel.

Ha m = 5% valamilyen o pozitiv egészre, akkor frjuk a keresett szdmot n = s- 5% alakban, ahol
s az n 1-nél nagyobb oszt6i koziil a legkisebbet jeloli. Az 5 osztdja n-nek, igy s < 5. Mivel s
paratlan, igy két esetet kell megvizsgalnunk: s = 3 vagy s = 5.

Has =3, azaz n = 3-5%, akkor n+m = 4-5% = 10, amib6l k = ot = 2, tehdt n = 3-5% = 75.

Has =35, azaz n = 5%, akkor n+m = 6-5% = 10*, ami ellentmondas, hiszen egy 10-hatvany
nem lehet oszthat6 3-mal.

Tehat valoban egyetlen megoldas van: n = 75, amelyre a kérdezett 6sszeg: 75425 = 100 = 10%.
Osszesen:
. Az ABCD négyzet belsejében felvessziik a P pontot Ggy, hogy az ABP hiromszog olyan egyenld

szard haromszog legyen, amelynek alapon fekvd szogei 15°-osak. Mekkora a CPD sz6g?

D C

1. megoldas. Készitsiink dbrat!
Sejtés: a keresett szog 60°-0s.

Az abra tengelyesen szimmetrikus az AB oldal felez&mer&legesé-
re, ezért a CDP haromszog egyenld szard. Ha egyik szoge 60°-0s,
akkor a haromszog szabélyos, és CD = DP = CP.

15° 15

Vegyiik fel az ABCD négyzet CD oldaldra befelé a CDP’ szabi- D C
lyos haromszoget a kovetkezd dbra szerint: 60° 60°

Az AP'D hiromszog egyenld szard hdromszog, hiszen
AD =CD = DP'.

60°
P/
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1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

10 pont

10 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Az AP'D haromszog szérszoge 90° —60° = 30°. Igy alapon fekvé
180° — 30°

szogei — = 75° nagysaguak. 1 pont
Innen P’AB sz6g 90° — 75° = 15° nagysdg. 1 pont
Az dbra szimmetridja miatt ugyanez igaz a P'BA a szogre. 1 pont
Az ABP és az ABP' hiaromszogek egybevagdak, mert egy oldaluk és a rajta fekvs két szog

egyenld. Igy P = P'. 2 pont
Tehat a keresett sz6g 60°-0s. 1 pont
Osszesen: 10 pont
2. megoldas. Készitsiink dbrat! 1 pont

Vegyiink fel a négyzet DA oldalara egy ABP haromszoggel egybe-

D C
vidgé DAP' hiaromszoget! El6sz6r megmutatjuk, hogy P’ az APD
haromszog belsd pontja, €s az APD hiromszog egyenld szard. 2 pont
A PAP' sz6g 90° —2-15° = 60° nagysag, tovibbd AP = AP, igy
159 p/ az APP' haromszog szabalyos hdromszog. 1 pont
15 \\\ Tekintsiik a DPP’ haromszoget! A hdromszdg egyenld szard, mi-
A vel PP' = AP' = DP'.
% 13 Mivel a DP'A és AP'P szogek 6sszege 150° 4 60° = 210°, ezért
A B P valéban az APD hiromszog belsejében helyezkedik el, tovdbba
a DP'P sz6g 360° — 210° = 150° nagysagu. 1 pont
A DPP’ hiromszog egybevagd az DAP’ haromszoggel, mivel két-két oldaluk és az altaluk koz-
rezart szogiik egyenld. 1 pont
Innen AD = DP, tehit az APD hiromszog valéban egyenld szaru. 1 pont
Alapon fekvd szogei 60° + 15° = 75° nagysdguak, igy az APD szdg 75°-0s. 1 pont
Az dbra szimmetrikus az AB oldal felezGmerGlegesére, igy a BPC szog is 75°-0s. 1 pont
Tehat a keresett sz6g: 360° — 150° — 2 -75° = 60° nagysagu. 1 pont
Osszesen: 10 pont
3. megoldas. Készitsiink abrat! 1 pont
Az APB sz6g 180° —2-15° = 150° nagyséagu. 1 pont

Hosszabbitsuk meg az AP szakaszt, majd az igy kapott egyenesre allitsunk merdlegest B-bol. A
merdleges talppontja legyen S.
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D C
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\ S
\ P :
T \
*15°| (15 ‘
A B
Az SPB szog 180° — 150° = 30° nagysdgd, ezért az SPB hdaromszog egy fél szabélyos hiarom-
PB
sz0g. Ennek rovidebb befogéja az atfogé fele, azaz SB = 5

Allitsunk mer6legest D-bSl AP-re, legyen ennek talppontja T'! El6szor megmutatjuk, hogy 7' az
AP szakasz felez6pontja, €s igy az APD haromszog egyenld szard. A DAT haromszogben a DAT
sz6g 90° — 15° = 75° nagysagu, és az ADT szdg 90° —75° = 15°-0s. Tehdt a DAT haromszog
egybevig6 az ASB haromszoggel, mert egy-egy oldaluk (AD = AB) és a rajta fekvd szogeik (15°
és 75°) egyenldk.

PB  PA

AT =SB = 5 = azaz T valéban felez6pontja az AP szakasznak, ebbdl kovetkezden az

APD hédromszog egyenld szaru.
Az APD sz6g egyenlS a DAT szoggel, azaz 75°-0s.
Az abra szimmetrikus az AB oldal felezomerdlegesére, emiatt a BPC szdg is 75°-0s.

Tehat a keresett sz6g: 360° — 150° — 2 -75° = 60° nagysagu.

Osszesen:

Kezdok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

. Hany zérushelye van a p valds szdm értékétdl fiiggden az f fiiggvénynek, ha

x2+6x-l—p, ha x <0,

f:R—=R, fix—

x2—6x+9—p, hax>0?

. Egy oroshdzi sziiret sordn az egyik nap 270 kg érett dinnyét szedtek le. A leszedett dinnyék egyi-
kének a tomege sem haladta meg a 7 kg-ot. A gyiimolcsoket 11 személy széllitja a teherautora
ugy, hogy egyikiik sem visz egyszerre 30 kg-nal nagyobb terhet magaval. Bizonyitsuk be, hogy
tetszoleges tomegeloszlas esetén egy 1épésben megoldhat6 a dinnyék elszéllitasa!
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2 pont

2 pont

2 pont
1 pont
1 pont

10 pont

10 pont

10 pont



3. Adott az ABCD paralelogramma, amelynek szomszédos oldalai kiilonbdz6 hosszisaguak. A BC
egyenesen kijeloliink olyan E és F pontokat, hogy AC felezze el az EAB és DAF szogeket.
Legyen az AE és AF egyenesek CD oldalegyenessel alkotott metszéspontja rendre G és H.

Mutassuk meg, hogy az F G egyenes dthalad az EH szakasz felezGpontjan! 10 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hany zérushelye van a p valds szam értékétdl fiiggben az f fliggvénynek, ha

x2—|—6x+p, ha x <0,
f:R—R, fix— 10 pont
x2—6x+9—p, hax>0?

Megoldas. x> +6x+p= (x+3)>—9+p. 1 pont
x2—6x+9—p=4y/(x—3)2—p=|x—3|—p. y 1 pont
p = 0 esetén megrajzolhaté az f fiiggvény grafikonja (de
nem elvart):
1 c
of 1 X
ha x < 0, akkor
p-tol fuiggben pL0|0<p<9|p=9|p>9 2 pont
a zérushelyek szdma | 1 2 1 0 P
ha x > 0, akkor
p-tol fliggden p<0|p=0]0<p<3|p>3 7 pont
a zérushelyek szdma | 0 1 2 1 P
Osszesitve:
p-tol fliggden p<0|p=0|0<p<3|3<p<9|p=9|p>9 4 vont
a zérushelyek szdma | 1 2 4 3 2 1 P
Osszesen: 10 pont
2. Egy oroshdzi sziiret sordn az egyik nap 270 kg érett dinnyét szedtek le. A leszedett dinnyék egyi-
kének a tomege sem haladta meg a 7 kg-ot. A gyiimolcsoket 11 személy szdllitja a teherautdra
ugy, hogy egyikiik sem visz egyszerre 30 kg-ndl nagyobb terhet magaval. Bizonyitsuk be, hogy
tetszdleges tomegeloszlas esetén egy 1épésben megoldhat6 a dinnyék elszéllitasa! 10 pont
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Megoldas. Osszuk a leszedett dinnyéket két csoportba. Az elsd csoportba keriiljenek azok, ame-
lyeknek a tomege meghaladja a 6 kg-ot, a masodikba pedig azok, amelyek tomege legfeljebb
6 kg.

Ekkor az els6 csoportba keriil6 dinnyék szama biztosan kevesebb, mint e =45, tehat ebbe a

csoportba legfeljebb 44 elszallitand6 dinnye keriilhet. Ha ezeket egyenletesen elosztjuk a szalli-
tok kozott, akkor egy-egy embernek legfeljebb 4 gyiimolcs juthat az elsd csoportbdl, és ezeknek
Ossztomege személyenként legfeljebb 4 - 7 = 28 kg. Ez a tdmeg nem haladja meg az egy ember
altal egy forduldban elszallithaté mennyiség felsd hatarat.

A feladat allitdsanak tovabbi igazoldsdhoz indirekt bizonyitast alkalmazunk.

Tegyiik fel, hogy az elsd csoportba tartoz6 dinnyéket mar megfeleld médon elosztottuk a szalli-
tok kozott, és kezdjiik el a masodik csoportba tartozé dinnyéket is szétosztani a 11 ember kozott.
Tegyiik fel, hogy a 30 kg-os teherhatart figyelembe véve egy x < 6 kg tomegli dinnyét méar egyik
hordar csomagjahoz sem lehet hozzatenni anélkiil, hogy meghaladnank az elirast.

Ekkor minden személyhez mar tobb mint (30 — x) kg teher van térsitva,
és igy a dinnyék ossztomegére felirhatd, hogy

Misszes > 11(30 —x) +x =330 — 10x > 330 —10-6 = 270.

Ellentmondadsra jutottunk, ami azt jelenti, hogy legaldbb az egyik szillitéhoz legfeljebb (30 — x)
kg teher van térsitva, igy neki még odaadhat6 az x kg tomegl dinnye anélkiil, hogy tillépnénk a
felso szallitasi hatart.

Mivel a fenti gondolatmenet 1épésenként minden 2. csoportbeli dinnyére alkalmazhato, ezért az
Osszes gytimolcs elszallitdsa egy 1épésben megvaldsithato.

Osszesen:

. Adott az ABCD paralelogramma, amelynek szomszédos oldalai kiilonb6z6 hosszisagiak. A BC
egyenesen kijeloliink olyan E és F pontokat, hogy AC felezze el az EAB és DAF szogeket.
Legyen az AE és AF egyenesek CD oldalegyenessel alkotott metszéspontja rendre G és H.

Mutassuk meg, hogy az F'G egyenes dthalad az EH szakasz felezopontjan!

Megoldas.
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2 pont

2 pont
1 pont

3 pont

1 pont

1 pont

10 pont

10 pont



AB || CD, ezért ACG<t = CAB<t = GAC<, igy GAC egyenl§ szari haromszog, és GA = GC.

Hasonléképpen BC || DA, ahonnan FCA<t = DAC< = CAF <, ezért FCA egyenl$ szard harom-
sz0g, és FA = FC.

Igy a GAF és GCF haromszogek egybevagdk, mivel egyik oldaluk kozos, mésik két-két oldaluk
pedig paronként egyenld hosszisagu.

A megéllapitott egybeviagdsag alapjan:

GAF<=GCF<« = HAG<=180°—-GAF<=180°—-GCF<=ECG«
Misrészt AGH<( = CGE< (csticsszogek). Igy a kordbban megllapitott GA = GC egyenl&ség
alapjan HAGA = ECGA, GH = GE és HA = CE.

Tovabbd FH = FA+AH = FC+CE =FE.

Tehdt a G és a H pontok is illeszkednek az EH szakasz felezOmerSlegesére, vagyis az EH
szakasz felezOmerdlegese éppen az F'G egyenes.
Ezzel az allit4st igazoltuk.

Osszesen:
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1 pont

2 pont
2 pont

2 pont

10 pont



Kezdok I1I. kategoria 2. (donto) fordulé

Feladatok

1. Egy tabléra felirtuk 1-t8] n-ig a természetes szdmokat (n legaldbb 2). Egy 1épésben egyszerre két
szamot letorliink, és helyettiik a két szdm (nemnegativ) kiilonbségét irjuk fel. Addig folytatjuk
ezt az eljardst, amig mar csak egy szdm marad a tdbldn. Mi lehet az utolsénak kapott szdm? 10 pont

2. Adjunk elvi eljarast a haromszog megszerkesztésére, ha adott egy oldaldnak és a hozza tartoz6
sulyvonaldnak a hossza, valamint a keriilete! 10 pont

3. Ha n pozitiv egész szdm, akkor jeloljiikk a(n)-nel a legkisebb olyan n-nél nagyobb egész szamot,
amely felirhat6 két négyzetszdm Osszegeként. A két négyzetszdm lehet egyenld, és koziilikk az
egyik lehet O is. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész szamra

a(n) < n+4n'/4, 10 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy tabldra felirtuk 1-tdl n-ig a természetes szamokat (n legalabb 2). Egy 1épésben egyszerre két
szamot letorliink, és helyettiik a két szdm (nemnegativ) kiilonbségét irjuk fel. Addig folytatjuk
ezt az eljardst, amig mar csak egy szdm marad a tdbldn. Mi lehet az utolsénak kapott szdm? 10 pont

Megoldas. Két természetes szam Osszegének és kiillonbségének a paritdsa azonos, ezért paritds
szempontjabol mindegy, hogy a két szam kiillonbségét vagy 0sszegét vizsgaljuk. Igy végiil az
n — 1 kiilonbség helyett n — 1 Osszeget, az 0sszes szam Osszegét vizsgaljuk, 1 pont

ami pontosan akkor paratlan, ha paratlan sok paratlan szam van (4k + 1 vagy 4k + 2 alakd az n). 1 pont
Az eljarés soran semelyik felirt szdm (igy az utolsé) sem lehet sem negativ, sem n-nél nagyobb. 2 pont
A tovéabbiakban a paritdssal nem foglalkozunk, csak tdimaszkodunk a fentiekre.

Azt dllitjuk, hogy minden megfeleld paritdsd, n-nél nem nagyobb nemnegativ egész szdmot
megkaphatunk végeredményként. Erre tobb konstrukciét mutatunk.

1.1. konstrukcié. Legyen 0 < k < n megfelels paritasi (egész) szam.
Irjuk fel a szamokat csokkend sorrendben. Két eset lehet:
non—1,....k+1,kk—1,....2,1 vagy non—1,....k+2,k+1,k,....,2,1 1 pont

- -

paros sok szdm paros sok szdm

Ez akkor is felirhatd, ha k = n vagy k = 0, legfeljebb k-tdl vagy k 4 1-tdl valamelyik irdnyban
nem szerepel szam. 1 pont

Péros sok egymas utdn kovetkezd szambol az egymas utdn kovetkezd szomszédos szamok kii-
lonbségét képezve csupa 1-est kaphatunk. 1 pont

Adott szdmndl kisebb szdamokbdl is kaphatunk csupa 1-est a legnagyobbtdl kezdve a parositast.
Végiil vagy 2 — 1 = 1 az utolso kiilonbség, vagy 3 —2 = 1, és megmarad az 1-es. 1 pont
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Az 1-esekbdl kivondsok sorozataval eldéllithaté a O vagy az 1, de mivel k paritdsa megfeleld,
csak azt kaphatjuk, hogy a k mellett egy 0, kK + 1 mellett egy 1-es szerepel a tdblan, és ezek
kiilonbsége mindkét esetben k.

Ez a konstrukci6 csak akkor nem kivitelezhetd, ha csak egy k-ndl nagyobb szam van, kisebb meg

egy sincs, azazhak =1, k+ 1 =n =2, de akkor 2 — 1 = 1 alapjan allithat6 el6 a k = 1.

1.2. konstrukcio. Legyen 0 < k < n megfeleld paritast szam. Hagyjuk ki az n szam koziil a k-t,

illetve ha k = 0, akkor ne hagyjunk ki szdmot. A cél a tobbi szdmbdl eldéllitani a O-t.

Nagysag szerint csokkend sorba rendezve a szdmokat két eset lehet:
(l,l’l—1,...,](—{-11,](—1,...,2,1 vagy (L,n—1,...,k+%,l<+1,k—1/,k—2,...,2,1

-~ -~

Vv
paros sok szdm paros sok szam 2 a kiilonbség

Péros sok egymds utdn kovetkezd szambdl a megfeleld szomszédos szdmok kiilonbségét képez-
ve csupa 1-est kaphatunk.

Adott szamnal kisebb szamokbdl is kaphatunk csupa 1-est a legnagyobbtdl kezdve a parositast.
Végiil vagy 2 — 1 =1 az utolso kiilonbség, vagy 3 —2 = 1, és megmarad az 1-es.

A maésodik esetben az egyetlen 2-esbdl egy 1-est kivonva (ha van 1-es) csupa 1-es marad. Az igy
megmaradt 1-esek szdma paros, mert k paritdsa megfeleld. Az 1-esekbdl 0-kat, a 0-kbol egyetlen
0-t kaphatunk, igy végiil k — 0 = k marad a tabl4n.

Ez a konstrukcié nem kivitelezhetd, ha k = 2 és n = k+ 1 = 3, mert ekkor kapunk egy 2-es
kiilonbséget, de nem kapunk 1-est, ekkor 3 — (2 — 1) médon éllithaté els a 2; illetve ha k = 1 és
k+1=n =2, mert akkor csak egy szam marad, ekkor 2 — 1 = 1 adja a kivant eredményt.

Megjegyzés. Mindkét konstrukciot szétbonthatjuk esetekre n 4-es osztasi maradéka szerint,
de akkor minden esetben kiilon vizsgalni kell az egyes nem daltaldnosan targyalhaté értékeket
(pl. k=0, k =n, illetve n =3 és k = 2 vagy n =2 és k = 1), ezek nélkiil a megoldds hidnyos.
Az erre kaphat6 6 pont ardnyosan csokkenthetd.

2.1. konstrukcid. Alkalmazzunk teljes indukciot n-r6l n+ 1-re. 2-re nyilvan igaz az éllitas.
Tételezziik fel, hogy n-re igaz az allitds. Ekkor a kaphat6 r végeredményekre: 0 < r < n.

Tekintsiik most n + 1-et. Mivel az n-re el6dllé végeredményeket (n+ 1)-bdl kivonva a kaphat6
kiilonbségekre fenndll, hogy 1 < (n+1) —r <n+ 1, igy a 0-tdl eltekintve minden (megfelels
paritasu) végeredmény megkaphato.

A 0-t, ha n fliggvényében megkaphatd, példaul ugy allithatjuk eld, hogy a legnagyobbtdl a leg-
kisebbig haladva szomszédos szdmok kiilonbségét vessziik (1-esek), amelyekbdl mar el6all a 0.

2.2. konstrukcid. Teljes indukciés gondolat n-r6l n + 4-re. Tetszbleges 4 egymast kovetd szam-
bol (a+1, a+2, a+3, a+4) elGéllithat a 0 (= [(a+4) — (a+3)]—[(a+2)—(a+1)]), a
2(=[(a+4)—(a+1)]—[(a+3)—(a+2)]) ésad (= (a+4)—{(a+1)—[(a+3)—(a+2)]}).
Igy ha az els6 n szambél elall egy k, akkor az els6 n + 4 szambél elGallithat6 k, k42, k + 4.
n=2reazl,n=3raal0ésa2,n=4rea0,2é ad, n=>5-reazl, 3,5 éllithato eld, vagyis
tetszOleges n-re el6dll az 6sszes n-nél nem nagyobb nemnegativ megfeleld paritdsd szam.

Osszesen:

19

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont
2 pont

2 pont

10 pont



2. Adjunk elvi eljarast a haromszog megszerkesztésére, ha adott egy oldaldnak és a hozza tartoz6
sulyvonaldnak a hossza, valamint a keriilete! 10 pont

Megoldas. Legyen c az adott oldal, s a hozza tartozd silyvonal hossza, k pedig a keriilet. Legyen
a két ismeretlen oldal a és b. Definici6 szerint
k=a+b+c,
a Stewart-tétel szerint pedig
) 2a* 4207 P

4
(A Stewart-tétel ezen specidlis esete konnyen levezethetd abbdl, hogy egy paralelogrammaban

az 4tlok hosszdnak négyzetosszege megegyezik az oldalak hosszdnak négyzetosszegével.) Ekkor
(a—b)* = (a+b)> —4ab = (k—c)* — (2(a+b)* —2(a* + b?))
= (k—c)? — (2(k—c)? —4s> —c?) = (25)° +* — (k—c¢)% 2 pont

Egy segédabrin szerkessziink egy derékszogli haromszoget 2s és ¢ befogokkal, a Pitagorasz-tétel

S

értelmében az atfogdja d = 4/ (25)2 + c? lesz. Ezutdn egy maésik segéddbran szerkessziink egy
derékszogli haromszoget, melynek az utoljara kapott d az atfogdja, az egyik befogdja pedig k — ¢
(megengedve azt az elfajulé esetet, amikor d = k — ¢). Ekkor a masik befogd lesz |a — b|, ismét

a Pitagorasz-tétel szerint (az elfajulé esetben |a — b| = 0-t véve). Az |a — b| és a+ b ismeretében

a as b megszerkesztése nyilvanvald: ((a +b) + |a —b|)/2 = max(a,b), ((a+b) —|a—D|)/2 =

= min(a,b). 5 pont
Tehat ha a megszerkesztendé haromszog 1étezik, akkor egyértelmien szerkszthetd, és a 1épések

azt is mutatjak, melyek a létezésének a feltételei. Egyrészt sziikséges, hogy

(a—b)* = (25)* +c*— (k—c)* >0,
azaz
(25)*+¢* > (k—c)?
legyen. Masrészrol kell, hogy k — 2¢ > 0 legyen (a hdromszog-egyenl6tlenség alapjan). Tehat

a szerkeszthetdség (sziikséges és elégséges) feltételét, melynek fenndlldsa esetén a hdromszog
egyértelmiien szerkeszthetd a kovetkezd egyenldtlenség-lanccal foglalhatjuk dssze:

(28)2+c2>k—2c>0. 3 pont

Megjegyzés. Lehetnek mas jo alternativ megolddsok is. 7 pont jar mas jo szerkesztésért, 3 pont
a fentivel ekvivalens diszkusszidért.

Osszesen: 10 pont

3. Ha n pozitiv egész szam, akkor jeloljiikk a(n)-nel a legkisebb olyan n-nél nagyobb egész szamot,
amely felirhaté két négyzetszam Osszegeként. A két négyzetszam lehet egyenld, és koziilikk az

20



egyik lehet O is. Bizonyitsuk be, hogy minden n pozitiv egész szdmra

a(n) < n+4n'/*, 10 pont
Megoldas. Valasszuk meg x-et a lehet6 legnagyobb egésznek gy, hogy x> <n legyen, majd y-t
a lehetd legkisebb pozitiv egésznek tgy, hogy y* > n — x? is fennélljon. 3 pont
Ha x> =n, vagyis n négyzetszdm, akkor y = 1, és a(n) = n+ 1, ami nyilvan teljesiti a feladat
feltételeit. Ezért a a tovabbiakban tegyiik fel, hogy n nem négyzetszam, tehat n — x> 1, vagyis
y>2. 1 pont
Az x,y szamok megvalasztdsa értelmében

x>n'/?—1
(kiilonben x nem lenne maximalis vélasztas), tehét
x2>n—2n1/2+1, n—x2<2n1/2—1,
igy
y< Van'/* 11
(kiilonben y nem lenne minimaélis vélasztas). 3 pont
Ekkor x> + y* olyan n-nél nagyobb szdm, amely felirhaté két négyzetszdm osszegeként, igy
a(n) < x* +y*. Tovibba y megvilasztasa miatt x> + (y — 1)? < n is fenndll. Ezeket 6sszefoglalva
C+y—1?<n<aln) <3+,
tehdt
an)—n<xX*+y —x*—(y—-1>2=2p-1< V20 /4 41 < an'/4,
ahol az utolsé egyenl6tlenség azért 4ll fenn, mert nl/4 >1és4— 2V2 > 1, tehat
(4—2v2)n'/* > 1.

Ezzel a bizonyitas kész. 3 pont
Megjegyzés. A helyesség minden mds j6 bizonyitasa szintén 6 pontot ér. Ha az x,y megvalasz-
tdsabdl vagy a szamolasbol a 4-nél nagyobb konstans adddik az n'/* mellé, akkor, feltéve, hogy
egy€éb megallapitas helyes, 9 pont adhato.
Osszesen: 10 pont
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Haladok 1. kategoéria 1. fordulo

Feladatok

. Keressiik meg mindazokat a p € N primszamokat, amelyekre PP Hpi+1lp+2is prim! 7 pont

. Egy 6t hdzasparbdl 4116 tarsasdg olyan jatékot jatszik, amelyhez két csoportba kell osztani 6ket
ugy, hogy az els6é csoportban hat f6 legyen, koziiliikk legaldbb két hdazaspar. Hanyféle médon
lehet a felosztdst megvaldsitani? 7 pont

. Egy sorozat els6 tagja a; = %, és tetszdleges n > 1 természetes szam esetén a sorozat n-edik
tagjat az
B 1
e a

képlet adja meg Hatdrozzuk meg a sorozat 2020-adik tagjat és a sorozat els6 2020 tagjank az
Osszegét! 7 pont

. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a pozitiv egész szamparok halmazan!

_2036+5 3 7 vont
" ab a b P

1

. A 4 x 4-es méretl négyzetracson felvettiikk az A, B, E, F, P, Q,
R, S pontokat a mellékelt dbra szerint.

(A(0;0), B(1;0), E(1;2), F(2;2), P(1;4), O(2;4), R(3;4), S(4;4))
Mekkora az AEP<( és az AFR< szdgek 0sszege? 7 pont

A B
Megoldasok és javitasi atmutato

. Keressiik meg mindazokat a p € N primszdmokat, amelyekre p3 + p2 + 11p+2is prim! 7 pont
Megoldas. A legkisebb pozitiv primszam a 2, erre az egész kifejezés paros szamot ad, tehat ez

nem jo. 1 pont
p = 3-ra az 6sszeg 71, ez prim, tehat p = 3 jo. 1 pont

A tovabbiakban, ha n egy harommal nem oszthat6 egész szam, akkor felirhat6 3k+ 1 vagy 3/+2
alakban. Ha n = 3k + 1, akkor

(Bk+1)> + Bk +1)> +11(3k+1) +2 = 27k> 4 36k> + 48k + 15, 1 pont
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ami 3-mal oszthat6, és pozitiv n esetén haromndl nagyobb, tehit nem lehet primszam. 1 pont
Ha n = 3[4 2, akkor

(31+2)> + (3142)> + 11 (31 +2) +2 = 27k> + 63k* + 81k + 36, 1 pont
ahol szintén az 6sszeg minden tagja oszthaté 3-mal, igy az egész kifejezés is, ezért ekkor se
kaphatunk primet. 1 pont
Azaz egyetlen, a feladat feltételének eleget tevs pozitiv primszdm van, a p = 3. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Egy 6t hdzasparbdl 4ll6 tarsasdg olyan jatékot jatszik, amelyhez két csoportba kell osztani Sket
ugy, hogy az elsé csoportban hat 6 legyen, koziiliikk legalabb két hazaspar. Hanyféle médon
lehet a felosztast megvaldsitani? 7 pont

Megoldas. Az, hogy a hat személy kozott legalabb két hazaspar legyen, azt jelenti, hogy vagy
a) pontosan két hdzaspar van a csoportban, vagy b) hidrom hazasparbdl éll a csoport. Ennek
megfelelden kiilon-kiilon hatdrozzuk meg a felbontasok szdmat, a végeredmény az igy kapott
két szam Osszege lesz. 2 pont

a) Két hazaspart az 5 koziil T = 10-féle mdédon tudunk kivélasztani. 1 pont

A maradék 6 emberbd] még kettSt kell hozzajuk valasztani, de 6k nem lehetnek hazastarsak. Igy
barmely kivélasztott taghoz csak 4 masik embert vdlaszthatunk, azaz a lehetdségek szdma:

% =12, 1 pont
azaz az a) esetet megvaldsitd Osszes lehetdség 10- 12 = 120. 1 pont
A b) esetben 3 hazaspart valasztunk, ekkor 2 hazaspart kihagyunk az el6z6ekben leirtak szerint;
ezt 10-féle modon tehetjiik meg. 1 pont
Az Osszes lehet6ség tehat 1204 10 = 130. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Egy sorozat els0 tagja a; = 5 és tetszOleges n > 1 természetes szam esetén a sorozat n-edik

tagjat az
B 1
a, = 1o . P
képlet adja meg Hatdrozzuk meg a sorozat 2020-adik tagjat és a sorozat els6 2020 tagjank az
Osszegét! 7 pont

Megoldas. A sorozat elsd néhany elemét kiszamitva
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észrevehetd, hogy a sorozat periodikus. 2 pont

A periddus hossza 3. 1 pont
2020 =3-673 + 1, azaz a 2020 harommal osztva 1 maradékot ad, 1 pont
1
igy a keresett tag: arpp0 = 5 1 pont
1
Egy hdrmas csoport sszege 5 +24+(—-1)=15. 1 pont
1
673 darab harmas csoport €s a maradék 3 osszege 1010. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a pozitiv egész szamparok halmazén!

2036 5 3
_ +I_Z 7 pont

1
ab a b

Megoldas. Az egyenletet ekvivalens atalakitdsokkal a kovetkezd alakra hozhatjuk:
(a—5)(b+3) =2021. 2 pont
A 2021 primtényezds felbontdsa 2021 = 43 - 47. 1 pont
Az (a—5) és (b+3) tényezdkre a lehetséges szampdarok:
(1;2021),(43;47),(47;43),(2021;1),(—1;,—2021),(—43; —47),(—47;—-43),(—2021;—1). 1 pont

A negativ tényezdk, valamint a (2021;1) rendezett szdmpdr nem adnak megoldést a pozitiv

szdmok halmazén. 1 pont
A lehetséges megoldasok: a; = 6; by =2018; ar, =48; by =44; a3 =152; b3 =40. 2 pont
Osszesen: 7 pont

. A 4 x 4-es méretli négyzetracson felvettik az A, B, E, F, P, Q,
R, S pontokat a mellékelt dbra szerint.

(A(0;0), B(1;0), E(1;2), F(2;2), P(1;4), O(2;4), R(3;4), S(4;4))
Mekkora az AEP<( és az AFR< szdgek 0sszege? 7 pont
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Megoldas. A mellékelt dbrat és az dbrdba berajzolt ET FRQ 6t- p Q R S

szoget fogjuk hasznélni.

Jeloljitk az (1;1) pontot T-vel. Ekkor TEQ< = AEP<, mivel

csucsszogek.

Tovdbbd ETF< = 45° a megfeleld ETF derékszogli egyenld E
szari hdromszog miatt, valamint A, 7' és F' pontok egy egyenesre

esnek, és igy AFR< = TFR<. T
Masfeldl EQ és FR parhuzamossaga miatt

EQR< + QRF< = 180°. A B

Mivel az ET FRQ racsotszog belsd szogeinek 6sszege 540°,
rovid szdmoldssal adddik, hogy
AEP<+AFR< = QET<+ TFR< =540° — (180° +45°) = 315°.

Osszesen:

Haladok II. kategoria 1. fordulé

Feladatok

. Bizonyitsuk be, hogy 5a° + 4ab — b? (a és b egész szamok) akkor és csak akkor oszthaté 3-mal,
ha a+ b is oszthat6é 3-mal.

. Egy dobozban 20 goly6 taldlhatd, p db piros, f db fehér és z db zold szind. Ha a dobozban a fehér

1
golyok szamat megdupldznank, akkor egy piros goly6 kihizédsanak az esélye g-del csokkenne.

1
Ha a dobozbdl minden piros golyot kivennénk, akkor egy fehér goly6 huzéasanak esélye E—dal

ndne. Hatarozzuk meg p, f, z értékét.

. Egy falu 2020 lakdjardl tudjuk, hogy barmely harom embert vdlasztva koziiliik, ebbdl a harom-
bol van kettd, akik egymds kozott szoktak telefonon tizenetet valtani. Egy hirt szeretnénk ennek
a 2020 embernek eljuttatni. Igazoljuk, hogy ki lehet jelolni két embert a falubol ugy, hogy nekik
elmondjuk a hirt, és 6k ketten 2018 {izenettel az dsszes tobbi emberhez eljuttatjdk!

. Egy derékszogli hdromszog oldalai egész szamok, és a teriilet mérdszama kétszerese a keriilet
mérészamanak. Mekkorak az oldalak?
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1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont



5. Az ABCD paralelogramma A cstcsnal 1évG szoge 60°. Az AB
és CD oldalak felezGpontjai koré egymadst és egy-egy szom-
szédos oldalt érintd 3 egység sugaru félkoroket rajzoltunk az
abréan lathaté modon. Mekkora az abréan berajzolt, a két kort
€s az oldalt érintd kis kor sugara, illetve mekkorédk a parale-

KTl

logramma oldalai? :

Megoldasok és javitasi atmutato

mx

1. Bizonyitsuk be, hogy 5a*+4ab—b* (aésb egész szdmok) akkor és csak akkor oszthat6 3-mal,

ha a+ b is oszthat6 3-mal.
Megoldas.

542 +4ab —b* = (5a—b)(a+Db).
Ha 3 | a+ b, akkor nyilvan (5a — b)(a + b) is oszthaté 3-mal.

Ha 3 | (5a — b)(a+ D), akkor — mivel a 3 primszdm — 3 | a + b (és ebben az esetben az éllitds

igaz) vagy 3 | Sa —b.

Mivel 5a — b = 6a — (a+ D), ez akkor és csak akkor oszthaté 3-mal, ha a + b is, tehat az éllitds

ebben az esetben is igaz.

Osszesen:

7 pont

7 pont

3 pont
1 pont

1 pont

2 pont

7 pont

2. Egy dobozban 20 golyé taldlhatd, p db piros, f db fehér és z db zold szind. Ha a dobozban a fehér

1
golyok szdmat megdupldzndnk, akkor egy piros goly6 kihidzasdnak az esélye g-del csokkenne.

1
Ha a dobozbdl minden piros goly6t kivennénk, akkor egy fehér goly6 huzéasanak esélye 1—6—da1

ndne. Hatdrozzuk meg p, f, z értékét.

Megoldas. A feladat feltételei alapjan:

p+f+z2=20
pr _pr_ 1
20+f 20 25
f f1

20-p 20 16
A (2)-es egyenlet alapjan:

p p__ 1 . pof _4
20 20+f 25 20+f 5

A (3)-&8 egyenlet ﬁgyelembevételével:
1
f f pf

5
20—p 20 16 20—p 4
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ey

2)

3)

4

®)

7 pont

2 pont

1 pont

1 pont



A (4), (5)-0s egyenldségek megfeleld oldalainak elosztaséaval:

20—p 16 180—25p
= —<=f=— 1 pont
w0rf on 16 pon
f-et az (5)-0s egyenletbe helyettesitve:
180p —25p> 5 )
——————— =—-<=p —8p+16=0 1 t
16(20—p) 4 P ToPT pon
A kapott masodfoku egyenletet megoldva:
180 —25
p=4 f:1—6p:5 és 7=20—p—f=11.
A kapott szdmok teljesitik a feladat feltételeit, tehat a dobozban eredetileg 4 piros, 5 fehér és
11 zo6ld goly6 volt. 1 pont
Osszesen: 7 pont
. Egy falu 2020 lakdjardl tudjuk, hogy barmely harom embert vdlasztva koziiliik, ebbdl a harom-
bdl van kettd, akik egymds kozott szoktak telefonon iizenetet valtani. Egy hirt szeretnénk ennek
a 2020 embernek eljuttatni. Igazoljuk, hogy ki lehet jelolni két embert a falubdl tigy, hogy nekik
elmondjuk a hirt, és 6k ketten 2018 {izenettel az 6sszes tobbi emberhez eljuttatjak! 7 pont
Megoldas. Vegyiink egy tetszdleges lakot, hivjuk Bélanak.
Nézziik Béla 0sszes lizendtarsat. Ha 2019 iizendtarsa van, akkor csak Bélanak kell a hirt elmon-
dani és még egy tetszdleges embernek. Ilyenkor Béla kiild 2018 iizenetet, a masik kivalasztott
nem kiild egyet sem. 2 pont
Ha Béla nem iizen mindenkinek, akkor tekintsiink egy olyan embert, akinek Béla nem iizen.
Legyen 6 Gergd. 1 pont
Gerg6 mar iizen az 6sszes tobbi embernek. Hiszen ha Gergd példdul nem iizenne Katanak, akkor
a Béla, Gergd, Kata hdrmasban nem lenne iizenetvaltas. 3 pont
Tehat Bélanak és Gergdnek kell a hirt elmondani, és 6k ketten 0sszesen2018 iizenettel tovabb-
adjdk a tobbi lakosnak. 1 pont
Osszesen: 7 pont
. Egy derékszogli haromszog oldalai egész szamok, €s a teriilet mérdszdma kétszerese a keriilet
mérdszamanak. Mekkorak az oldalak? 7 pont
Megoldas. Jeloljiik a befogdkat a-val és b-vel, az atfogét c-vel.
A feltétel szerint:
1
zab:2(a+b+c). 1 pont
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Ebbdl c-t kifejezve és négyzetre emelve

1
c= Zab —a—>b,
¢t = iazb2 +a*+ b — lazb — lab2 +2ab 1 pont
16 2 2 '
Pitagorasz tételét felhaszndlva:
a’b* — 8a*b — 8ab® 4 32ab = 0. 1 pont
Mivel ab # 0, ezzel egyszerisitve és mindkét oldalhoz 32-t adva
ab —8a —8b+ 64 = 32. 1 pont
A bal oldalt szorzatta alakitva:
(a—8)(b—8)=32. 1 pont
32-t kell két egész szam szorzataként felirni. Ez a sorrendtdl eltekintve hatféleképpen lehetséges:
(32-1,16-2,8-4,(—8)-(—4), (—=16) - (=2), (=32) - (—1). 1 pont
Az utolsé harom eset nem felel meg a feladat feltételeinek, ezért az oldalakra harom megoldas
adddik: 40, 9 és 41, 24, 10 és 26, 16, 12 és 20. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Ha valaki probalgatassal megtalélja az 6sszes megoldast, de nem bizonyitja, hogy
tobb nincs, legfeljebb 2 pontot kaphat.

5. Az ABCD paralelogramma A csdcsnal 1évG szoge 60°. Az AB D 3 c
és CD oldalak felezpontjai koré egymast és egy-egy szom-
szédos oldalt érintd 3 egység sugaru félkoroket rajzoltunk az
abran lathat6 médon. Mekkora az abran berajzolt, a két kort
€s az oldalt érintd kis kor sugara, illetve mekkorédk a parale-

logramma oldalai? x 7 pont
A E B
Megoldas.
A E B
Mivel a két kor érintkezési pontja rajta van az EF kozépvonalon, 1 pont
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igy a paralelogramma ezzel parhuzamos oldalai, BC = DA = 6 egység hosszuak,
a masik két oldalanak hossza az AT E derékszogli haromszogre felirt Pitagorasz-tételbdl adodik:

AB=CD =43 egység.

A kis kor sugarat x-szel jelolve, kihasznalva, hogy az érintkezd korok érintési pontja rajta van a
centralison,

a Pitagorasz-tételt felirva a HSF derékszogl haromszogre:
(34+x)2 =324+ (3—x)?
3
A keresett kis kor sugara x = T

Osszesen:

Haladok 1. kategoéria 2. fordulo

Feladatok

. Az {1;2;3;4;5;6;7;8;9; 10} halmaznak hany olyan legalabb kételemd részhalmaza van, amely-
ben az elemek szorzata oszthaté 10-zel?

. Legyen egy derékszogili haromszog egyik befogdja egy kockanak éle, a masik befogdja pedig
ugyanannak a kockdnak lapatldja. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog valamelyik két sulyvonala
merdleges egymasra.

. Igazoljuk, hogy a nyolcjegyli 20202021 szdm utidn pontosan egyféleképpen tudunk irni harom
Ujabb szamjegyet gy, hogy a kapott 11-jegyli szdm oszthaté legyen 77-tel, 91-gyel és 143-
mal is.

. Az x, y pozitiv szdmokra teljesiil, hogy Sy =x—y. Bizonyitsuk be, hogy ekkor X4y <.

Megoldasok és javitasi atmutato

. Az {1;2;3;4;5;6;7;8;9; 10} halmaznak hany olyan legalabb kételemd részhalmaza van, amely-
ben az elemek szorzata oszthaté 10-zel?

Megoldas. Az {1;2;3;4;5;6;7;8;9;10} halmaznak 29 — 512 darab olyan részhalma van, ami-
ben benne van a 10, ezek kozott egy van, ami nem kételem, ez a {10}. A tobbi 511 darab
legalabb két elemd, €s oszthat6 10-zel.

Azt szdmoljuk ki, hogy a tobbi 29 1 = 511 sz4md részhalmaz, azaz az {1;2;3;4;5;6;7;8;9}
halmaz nem iires részhalmazai k6zott hany olyan van, amelyekben az elemek szorzata nem oszt-
hat6 10-zel.
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1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont



Van 2°-1 olyan, amelyekben a szamok szorzata nem oszthat6 2-vel, ezek az {1;3;5;7;9} halmaz
nem iires részhalmazai. 1 pont

Van 2% —1 olyan, amelyekben a szdmok szorzata nem oszthat6 5-tel, ezek az {1;2;3;4,6;7;8;9}
halmaz nem iires részhalmazai. 1 pont

Es van 2* — 1 olyan, amelyekben a szdmok szorzata nem oszthaté 2-vel és 5-tel sem, ezek az
{1;3;7,9} halmaz nem iires részhalmazai. 1 pont

Tehdt az {1;2;3;4;5;6;7;8;9} halmaz nem iires részhalmazai kozott
221428 —1-(2*—1)=271

olyan van, amelyek nem oszthaték 2-vel vagy 5-tel, €s 511 — 271 = 240 olyan van, amelyek

oszthatok 2-vel €s 5-tel is, azaz oszthatok 10-zel. 1 pont
Végiil az {1;2;3;4;5,6;7;8;9;10} halmaznak 511 4 240 = 751 olyan legaldbb kételemi rész-

halmaza van, amelyben az elemek szorzata oszthat6 10-zel. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Legyen egy derékszogli hiromszog egyik befogdja egy kockédnak éle, a mésik befogdja pedig
ugyanannak a kockdnak lapatl6ja. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog valamelyik két sulyvonala
merdleges egymasra. 7 pont

Megoldas. Legyen a kocka €lhossza a, a megfelels éle és lapatldja AC és CB az abra szerint.

Al A
a-V3
a a F
S
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, B
A2

9 o\ a

) c 5
C a D a- V2 E

A CB lapatl6 egy a oldali egyenld szard, derékszogli hdromszog atfogdja, ezért a Pitagorasz-
tétel szerint CB = a - V/2.

Tekintsiik most mar csak az ABC derékszogli haromszoget.

A héromszog AB atfogdjara szintén a Pitagorasz-tételt hasznalva AB =a - V3. 1 pont

Legyenek CB és AB oldalak felez&pontjai rendre E €s F', ekkor az ABC haromszogben CF és AE
stlyvonalak. Metszéspontjuk S, a haromszog sulypontja, amelyrdl tudjuk, hogy a stlyvonalakat
a csucstdl szamitott 2 : 1 ardnyban osztja két részre. 1 pont

Irjuk fel az ASF haromszog oldalainak hosszt.

30



Az AE sulyvonal az ACE derékszogli haromszogbdl Pitagorasz-tétellel szdmolhato:

2
M) _ e _a g

AE = \AC? +CE? = , | a?
+ a+< > 1

2
ahonnan AS = §AE = %l\/a

A Thalesz-tétel megforditdsa miatt CF sulyvonal az ABC derékszogli haromszog koré irt korének

AB 3 1
sugara, azaz CF = — = ﬂ—, ahonnan SF = —CF = g\/g.
2 2 3 6
3
AF pedig az AB oldal fele, azaz AF = %.

2 sa N2 .6 53,27 43
Mivel 48>+ SF2 = (5V6) + (£v3) =a?g +a’ . =T =S =AF?,
el As 3V6) +(5V3) =a'grag=ag=a]

igy a Pitagorasz-tétel megforditdsa értelmében az ASF hiaromszognek S-nél derékszoge van,
amivel belattuk az allitast.

Osszesen:

. Igazoljuk, hogy a nyolcjegyl 20202021 szdm utdn pontosan egyféleképpen tudunk irni harom
Ujabb szamjegyet gy, hogy a kapott 11-jegyli szdm oszthat6 legyen 77-tel, 91-gyel és 143-
mal is.

1. megoldas. 77 =7-11, 91 =7-13, 143 =11-13.
[77;91;143] = 1001.

Azt kell bizonyitani, hogy a 2020202 1abc alaki szamok kozott pontosan egy 1001-gyel oszthatd
van.

A 11-es oszthat4ségi szabdly miatt 11 420202020999
Mivel 1001-gyel osztva 1001 osztdsi maradék van, a skatulyaelv alapjan

a kovetkezd ezer szam kozott (amik a nekiink megfelel6 szamok) biztosan van 1001-gyel oszt-
hato,

€s pontosan egy darab van.
Osszesen:

2. megoldas. 77=7-11, 91 =7-13, 143 =11-13.

[77;91;143] = 1001.

20202021000 = 20181839 - 1001 + 161.

1001 — 161 = 840.

Tehét a 20202021840 szam oszthat6 1001-gyel.

A kovetkezd 1001-gyel oszthaté szdm, a 20202022841, mar nem felel meg a feltételnek.
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1 pont
1 pont
1 pont



Tehat pontosan egy ilyen szdm van. 1 pont

Osszesen: 7 pont

. Az x, y pozitiv szdmokra teljesiil, hogy X4y =x—y. Bizonyitsuk be, hogy ekkor ¥ +y*<1. 7pont

Megoldas. Mivel x és y pozitiv szamok, azért X+ y? is pozitiv, igy sziikségképpen x > y. 1 pont

x*+y° > x> —y® mindig teljesiil, a jobb oldalt szorzatt4 alakitva, a bal oldalon pedig a feltételt
alkalmazva:

x—y> (x—y)(x* +xy+y%)

egyenldtlenséghez jutunk. 2 pont
Az x —y pozitiv, ezért az ezzel val6 osztdskor az egyenl6tlenség irdnya nem valtozik. 1 pont
1 >x2—|-)cy—|—y2 1 pont
minthogy x > 0,y > 0, igy xy > 0, tehat
1>+ yz,
ami a bizonyitando allitas. 2 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok II. kategoria 2. fordulé

Feladatok

.AzA=1{1;2;3;4;5;6;7,8;9; 10} halmaznak hany olyan nemiires részhalmaza van, amelyben az
elemek szorzata oszthat6 az A halmaz minden elemével? 7 pont

. Oldjuk meg a valds szamok legb&vebb részhalmazan.

5 5 2
—1 —1= 2— 7 t
\/x+2 +\/3—x \/( > pon

. Legyen minden k pozitiv egész szam esetén H; azoknak a természetes szdmoknak a halmaza,
amelyek (k+ 1)-gyel osztva k maradékot adnak.

1
x__

2

a) Ezek koziil a halmazok koziil hanynak eleme a 20217
b) Van-e olyan természetes szam, ami az adott H; halmazok koziil pontosan 2021 darab hal-
maznak eleme? 7 pont

. Az ABC derékszogli haromszog atfogéja AB = 2, egyik hegyesszoge 30°. Mi azon P pontok
halmaza a haromszogben €s keriiletén, amelyeket a befogdkra tiikrozve az AP PB négyszog
trapéz lesz? Milyen értéket vehet fel e trapézok teriilete? 7 pont
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. AzA ={1,2;3;4;5;6;7,8;9; 10} halmaznak hdny olyan nemiires részhalmaza van, amelyben az
elemek szorzata oszthaté az A halmaz minden elemével?

Megoldas. Az 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10 szamok legkisebb k6z6s tobbszorose 23.32.5.7.
Minden, a feltételnek megfeleld6 H részhalmazban 1év6 szamok szorzata oszthat6 kell legyen a
23.32.5.7 szorzattal, ezért a 7 biztos eleme H-nak.

Minden olyan H részhalmaz megfelel, amelynek eleme a 7, a 8, a 9, valamint az 5 és a 10 koziil
legalabb az egyik. Ezeknek a szama 2°.3= 96, hiszen a tobbi 0t szam (1, 2, 3, 4 és a 6) koziil
barmelyik lehet is eleme H-nak, meg nem is.

Ha egy megfelel6 H halmaznak eleme a 7 és a 8, de nem eleme a 9, akkor — hogy a szorzatban
meglegyen a két 3-as primtényez6 — benne kell legyen a 3 és a 6 is, valamint az 5 és a 10 koziil
legalabb az egyik. Az ilyen részhalmazok szdma 23.3 =24, mivel ekkor az 1, 2 és 4 szdmok
helye bizonytalan, azaz koziiliikk barmelyik lehet is eleme H-nak, meg nem is.

Ha egy megfelel6 H halmaznak eleme a 7 és a 9, de nem eleme a 8, akkor — hogy a szorzatban
meglegyen a hdrom 2-es és az egy 5-0s primtényezd is — a kovetkezd lehetdségek vannak:

a) Ha H-nak nem eleme a 10, akkor az 5 biztosan eleme, a 2-hatvanyok miatt pedig 2 eset
van:

a/l) Mind a harom 8-t6l és 10-t6l kiilonb6z6 paros szam, azaz a 2, 4 és 6 is eleme H-nak.
Ekkor csak az 1 és a 3 helye bizonytalan, ezért ebbdl a fajta részhalmazbodl 22 =4
darab van.

a’2) A 2, 4, és 6 koziil valamelyik kettd eleme H-nak, egy kimarad bel6le. Ekkor a kettd
koziil az egyik a 4 kell legyen, a masik a 2 és a 6 valamelyike. Ilyen részhalmazbol
2.2% = 8 darab van, hiszen mindkét esetben csak az 1 és a 3 helye bizonytalan.

b) Ha H-nak eleme a 10, akkor a 2-hatvanyok miatt 3 eset van:

b/1) Mind a harom 8-t6l és 10-t6l kiilonb6zd pédros szam, azaz a 2, 4 és 6 is eleme H-nak.
Ekkor csak az 1, a 3 és az 5, ami H-nak lehet is eleme, meg nem is, ezért ebbdl a fajta
részhalmazbél 2° = 8 darab van.

b/2) A 2, 4, és 6 koziil valamelyik kettd eleme H-nak, egy kimarad bel6le. Ilyen rész-
halmazbél 3 - 23 = 24 darab van, hiszen mindhdrom esetben az 1, a 3 és az 5 helye
bizonytalan.

b/3) A 2, 4, és 6 koziil pontosan egy eleme a H-nak. Ekkor ez biztosan a 4 — mert a 10
mellé még két darab 2-es faktor kell —, igy ilyen részhalmazbdl 23 = § darab van,
hiszen ismét az 1, a 3 és az 5 helye bizonytalan.

Ha egy megfelel6 H halmaznak eleme a 7, de sem a 8, sem a 9 nem eleme, akkor a 3 és a
6 biztosan eleme, igy a két 3-as primtényezd és egy 2-es primtényezd biztositva van. Ekkor
— hogy a még hidnyz6 két 2-es €s az egy 5-0s primtényezé is benne legyen a H-beli elemek
szorzataban — a kovetkezd lehetdségek vannak:
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a) Ha H-nak nem eleme a 10, akkor az 5 biztosan eleme, valamint a maradék parosak (tehét a
2 és a 4) koziil vagy mindketts, vagy csak a 4 eleme H-nak. Ilyen részhalmazbdl 2 -2 =4
darab van, hiszen mindkét esetben csak az 1 helye bizonytalan.

b) Ha H-nak eleme a 10, akkor a 2 és a 4 koziil legaldbb az egyik eleme H-nak. Ilyen részhal-
mazbél 3 - 2> = 12 darab van, hiszen mindhdrom esetben az 1 és az 5 helye bizonytalan. 1 pont

Tehét az 0sszes megfeleld részhalmazok szama: 96 +24 +4 +8 484244+ 8+4 412 = 188. 1 pont

Osszesen: 7 pont

. Oldjuk meg a valds szamok legb&vebb részhalmazan.

iR m——e

Megoldas. A bal oldalon 1évé kifejezések nevezdje miatt x # —2; 3.

1
x__

2

2
) 7 pont

Alakitsuk at a gyok alatti kifejezéseket:
5 = S5—x—2 3—x

x+2 0 x+2  x+2
5 1_5—3—|—x_x+2 | pont
3—x - 3—x  3—x P
A nevezOket is figyelembe véve ezek a kifejezések akkor lesznek pozitivak, ha —2 < x < 3. 1 pont
Vegyiik észre, hogy a bal oldalon két olyan pozitiv szdm 0sszege 4ll, amelyek egymads reciprokai.
Ezek 0sszegérdl tudjuk, hogy legaldbb kettd, 1 pont
valamint, hogy a széls6értékét (a kettdt) akkor veszi fel, ha a két szam egyenld, 1 pont
amibdl
3—x x+2
x+2 3—x
(3—x) = (x+2)?
(a feltétel miatt pozitiv szamok négyzetei)
3—x=x+2
1
xX==
2
1
kovetkezik. Tehat a bal oldal minimuma 2, €s ezt az x = > esetben veszi fel. 1 pont

A jobb oldali kifejezést dtalakitva:
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1
Tehat a jobb oldal maximum 2, amit az x = 3 helyen vesz fel.

. 1
Igy az egyenletnek akkor van megoldésa, ha mindkét oldal 2, és ez csak az x = 5 esetben teljestil.

Osszesen:

. Legyen minden k pozitiv egész szam esetén H; azoknak a természetes szamoknak a halmaza,
amelyek (k+ 1)-gyel osztva k maradékot adnak.

a) Ezek koziil a halmazok koziil hdnynak eleme a 20217
b) Van-e olyan természetes szdm, ami az adott H; halmazok koziil pontosan 2021 darab hal-
maznak eleme?

Megoldas. a) A kérdés a kovetkez6: Hany k-hoz van olyan x természetes szam, hogy teljesiil a
(k+1)x+k =2021 egyenlet?

Kissé alakitva a (k+ 1)(x+1) =2022 =2-3-337 egyenletet kapjuk.

Tehdat k+ 1 a 2022-nek osztdja, és k+ 1 legalabb 2. A 2022-nek nyolc osztdja van, egyik az 1,
ezért k + 1 értéke 7-féle lehet, tehat hét halmaznak eleme a 2021.

b) Az n szam annyi halmaznak eleme, ahdny (k;x), k > 1, k € N és x € N, szadmpdr igazza teszi
a(k+1)x+k=n,azaz (k+1)(x+ 1) =n+ 1 egyenletet.

A k+1 szdm az (n+ 1)-nek 1-nél nagyobb osztdja.

Tehdt ha (n+ 1)-nek 2021 darab 1-nél nagyobb osztdja van, azaz 2022 osztéja van, akkor az n
szdm 2021 halmaznak eleme.

Tehat olyan szdmot kell keresni, aminek 2022 darab pozitiv osztGja van. Ilyen példaul a 22921,

tehat az n = 2202! — 1 szam a H; halmazok koziil éppen 2021 darab halmaznak eleme.

Osszesen:

. Az ABC derékszogli haromszog atfogéja AB = 2, egyik hegyesszoge 30°. Mi azon P pontok
halmaza a haromszogben és keriiletén, amelyeket a befogdkra tiikrozve az AP P,B négyszog
trapéz lesz? Milyen értéket vehet fel e trapézok teriilete?

Megoldas. 1. eset: ha AB || P P;.

Tiikrozziik a haromszog egy tetszéleges P pontjat a befogdkra.
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1 pont
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7 pont
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1 pont
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Ekkor a tiikrozés tulajdonsdgai miatt A’PB'C téglalap, valamint a C pont illeszkedik a P; P> sza-
kaszdra. PP, || AB akkor all fenn, ha P;PP, kizépvonala (A'B’) is parhuzamos az dtfogéval.

Ebbd] pedig az kovetkezik, hogy ABCA ~ A'B'CA, vagyis x 1y =1:/3.

TetszSleges ilyen aranyt (CB : CA' =x:y(=1: V/3) szakaszokat mérve fel a C csdcstol,

y X
A B/

A// 300 X B//

-

-7 P* \

P \
-

\

igy a tiikrozott P* pont az A”B"C haromszog (A"B” || AB) étfogéjanak felez&pontja lesz. (Pl
a versenyz0 hivatkozik az egybevagd haromszogekre.) Ez azt jelenti, hogy a P pontok mértani
helye a sdlyvonal lesz.

A legnagyobb teriilet(i trapézt akkor kapjuk, ha a P; P, szakasz hossza a legnagyobb (vagyis A'B’
a legnagyobb). Ez a két tulajdonsag egyszerre teljesiil akkor, ha a P az 4tfogé felezdpontja.

Ekkor a trapéz teriilete:
AB+ PP, 242 V3
T = —. = — = 3
7 M= =V3
A legkisebb teriilet viszont akkor keletkezik, amikor a P; P> szakasz hossza nulla, vagyisa P a C
ponttal azonos. Ekkor a hdromszdggé fajuld trapéz teriilete:

_AB+PP 240 V3 V3

T
2 MeT Ty T

3
A teriilet legaldbb % és legfeljebb v/3,

Megjegyzés. Az is elfogadhatd, ha valaki az alsé becslésnél az egyenldséget nem engedi meg.
2. eset: ha AP, || BP;.
Ekkor a PAC<t = CAP; <, valamint a PBC<{ = CBP, < teljesiil. Mivel ¢ < 30° és @ < 60°,

P C P
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igy a parhuzamossig kovetkeztében
30°+ ¢ =180° —60° — @
S

——
<60° 60°<
Az egyenlOség, vagyis a parhuzamossag feltétele, hogy P rajta van az atfogon. 1 pont

Ekkor a keresett trapéz teriilete (a tiikrozott haromszogeket figyelembe véve) éppen az adott
haromszog teriiletének kétszerese.

P

A P B

Tehat ebben az esetben a P pont az atfogé tetszdleges pontja lehet, s teriilete minden esetben V3. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok III. kategoéria 1. fordulé

Feladatok

. Hatarozzuk meg, hogy pontosan mely értékeket veheti fel az aldbbi kifejezés?
[2a+3D] — [a] — [b] — [a + 2b]

Az a és b tetsz0leges valds szamok, [c]| pedig a ¢ egész részét jeloli. 7 pont

. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan n pozitiv egész szamot, melyre egy n X n-es tdbldzat mezoi
kitolthetk az 1, 2, —3 szdmokkal gy, hogy minden sorban és minden oszlopban a szdmok

0sszege 0 legyen. 7 pont
. Egy 45°-0s szoggel rendelkezd ABC haromszoget az A

abra szerint lerajzoltunk egy négyzethalds lapra. Ha- —~—

tdrozzuk meg a hdromszog masik két szogét. (A és B I

rdcspont.) /C 7 pont
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4. Nevezziik az n pozitiv egész szamot ,,primben gazdag” szdmnak, ha a primtényezds felbontdsa-
ban szerepld primek mindegyikének négyzetével is oszthatd. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok
,primben gazdag” szomszédos szampar 1étezik. 7 pont

5. Egy kor érinti az M cstcst derékszog szdrait. A szog csticsabodl induld e félegyenes a kort el6szor
az A, majd a B pontban metszi. A kor rovidebb AB ive a kor keriiletének éppen a negyed része.
Mekkora szoget zér be az e félegyenes a derékszog szaraival? 7 pont

Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Hatdrozzuk meg, hogy pontosan mely értékeket veheti fel az alabbi kifejezés?
[2a+3b] — [a] — [b] — [a+ 2b]

Az a és b tetsz0leges valds szamok, [c] pedig a ¢ egész részét jeloli. 7 pont

Megoldas. Jeloljiik a egészrészét x-szel, tortrészét h-val, b egészrészét y-nal, tortrészét k-val.

Azaz a = x+h, b = y+k, ahol h,k € [0,1]. Ezeket a és b helyére beirva kapjuk, hogy
[2a+3b] = [2x+ 3y +2h+ 3k|, valamint [a + 2b] = [x+ 2y + h + 2k]. 1 pont

Hasznéljuk ki, hogy ha egy r val6s szdmot felirunk r = z+ m alakban, ahol z egész szam, akkor
[r] = z+[m].

Emiatt [2x 4 3y +2h + 3k] = 2x+ 3y + [2h + 3k], ugyanigy [x + 2y + h+2k] = x+ 2y + [h + 2k].

Mindezeket az eredeti kifejezésbe helyettesitve kapjuk, hogy

[2a+3b] — [a] — [b] — [a+2b] = [2h + 3k] — [h + 2k] . 2 pont
h,k € [0; 1] miatt a kisebbitend§ értéke O, 1, 2, 3, 4 lehet, a kivonand6é 0, 1, 2.
Vegyiik figyelembe, hogy [2h + 3k| > [h + 2k|. Ezért a kiilonbség értéke 0, 1, 2, 3, 4 lehet. 1 pont

A 4 nem valdsulhat meg, mert ehhez az kellene, hogy 2h + 3k > 4 és h+ 2k < 1 egyszerre
teljesiiljon, ami lehetetlen, hiszen a masodik egyenl6tlenséget 2-vel szorozva 2h+4k < 2 adédik,
ami ellentmonddsban 4ll az elsdvel. 1 pont

A 3 bekovetkezhetne tgy, hogy 4 — 1, vagy 3 — 0.

Az elsé esetben 2h+ 3k > 4 é€s 2 > h+ 2k > 1 kellene, de a masodikat 2-vel szorozva itt is
kideriil az ellentmondas.

A masodik esethez az kellene, hogy és 4 > 2h+3k >3 és 1 > h+2k > 0, de a masodikat 2-vel
szorozva itt is ellentmonddsra jutunk. 1 pont

A 2 megval6sulhat 3 — 1 alakban, példaul 7 = 0,19, k = 0,9 vdlasztdsasal.

Az 1 megvaldsulhat 1 — 0 alakban példaul & = 0,6, k = 0 vélasztassal.

A 0 is konnyen elérhet6 példaul 7 = 0, k = 0 esetén.

Azaz a kifejezés a 0, 1, 2 értékeket veszi fel. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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2. Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egész szamot, melyre egy n X n-es tdbldzat mezdi
kitolthetk az 1, 2, —3 szdmokkal tgy, hogy minden sorban és minden oszlopban a szdmok
Osszege 0 legyen. 7 pont

Megoldas. n = 1, 2 esetén a megfelel§ kitoltés nem valdsithaté meg, hiszen ha a tdblazat ki-
toltéséhez nem hasznaljuk a —3-at, akkor a sor- és oszlopdsszegek mindegyike pozitiv lesz, ha

viszont valamelyik mezdbe beirjuk a —3-at, akkor ezen cella sordban és oszlopdban negativ
Osszeget kapunk. 1 pont
n>3,n € NT esetén viszont a megfeleld kitoltés mindig megvaldsithaté. A tablazat kitoltése az

aldbbi konstrukci6 szerint valdsithaté meg:

e Eloszor kitoltjik az 1, 2, —3 segitségével az els6 sort ugy, hogy a benne levé szamok
0sszege 0 legyen.

e Ezutdna 2., 3., ..., n. sort a megadott sorrendben ugy toltjiik ki, hogy a felettiik levd sorhoz
képest a szamokat mindig eggyel jobbra toljuk. Tehat
—a(k+1).sor2.eleme ak.sor 1. elemelesz (k=1,2,...,n—1);
—a (k+1). sor 3. eleme a k. sor 2. eleme lesz,

—a (k+1). sor n. eleme a k. sor (n— 1). eleme lesz,
—végiil a (k+1). sor 1. eleme a k. sor n. eleme lesz. 1 pont

n=3m,nc NT esetén az elss sor kitdltéséhez példdul az (1,2, —3) szdmsorozatot hasznalhatjuk
fel m-szer, 1 pont

n=3m+ 1eseténaz (1,1,1,—3) szdmsorozatot az (1,2, —3) szdmhdrmas kovetheti -szor, 1 pont

n=3m+2esetén a (2,2,2,—3,—3) szdmsorozatot az (1,2, —3) szimhdrmas kovetheti n

SZOT. 1 pont
A megfeleld kitoltések szerkezetét az alabbi tabldzatok mutatjdk be n = 6, 7, 8 esetén:
n==6 n="7 n=23
20 2| 2|-3|-3| 1| 2|-3
1] 2]-3] 1] 2]-3 _; 1_1_; ?_g -3 2[ 2] 2[-3[-3] 1] 2
=31 1 =3 1 — 1 31 21-3| 2| 2| 2/-3|-3| 1
=3 1 2|- 1 I 31 =3 1| 2|-3] 2| 2| 2/-3|-3
1—31—3_312_3 11—312—3222—3
—312—3121_312_11—3—312—3222
21-3] 1] 2|-3 1 1230 1 223 1 21-3|-3| 1| 2|-3| 2| 2
20 2|-3|-3] 1| 2|-3| 2
Mivel
—4
m[1+2+(—3)}:0,[1+1+1+(—3)]+”T[1+2+(—3)]:o,
n—>5
[2+2+2+(—3)+(—3)}+T[1+2+(—3)}:0,
ezért minden esetben a tabl4zat els6 sordban a beirt szamok 0sszege 0. 1 pont
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Tovabba, mivel a sorokban a ciklikus jobbra tologatds miatt mindig ugyanaz az n db szdm sze-
repel, ezért a tobbi sorban is a szdmok Osszege csak 0 lehet.

Masrészt mivel az elsd sor szamai a ciklikus jobbra tologatds miatt mindig mésik oszlopba kertil-
nek, ezért mindegyikiik minden oszlopba pontosan egyszer jut el. Igy oszloponként is a szamok
Osszege csak 0 lehet.

Ezzel a megadott konstrukcié helyességét igazoltuk.

Osszesen:

. Egy 45°-0s szoggel rendelkez6 ABC haromszoget az A
abra szerint lerajzoltunk egy négyzethélds lapra. Ha- —~—
tarozzuk meg a hiromszog masik két szogét. (A és B R

racspont.) /C

Megoldas. Alkalmazzuk az dbra szerinti jeloléseket.
Ekkor az OAB egyenl6 szaru derékszogli haromszog,
hegyesszogei 45°-osak. k

CAB< < OAB<=45° és ABC<<>ABO<=45° alapjan
az ABC haromszog 45°-os szoge csak a C csdcsnél

lehet. A O

Mivel OA = OB és BOA<t = 90° =2 - BCA<, ezért az T~

ABC haromszog koriilirt korének koézéppontja O és I
OB = OC.

Maisrészt C rajta van az OB szakasz felezGmerdlege-

sén, igy BC = OC, tehit az OBC hiaromszog szabalyos

és COB< = 60°. B

Az adott ivhez tartozé keriileti és kozépponti szogek viszonyét figyelembe véve:
1
CAB< = 5COB<I =30° és ABC< = 180°—BCA< —CAB< = 180° —45° —30° = 105°.
Tehat az ABC haromszog masik két szoge 30° és 105° nagysagu.

Osszesen:

. Nevezziik az n pozitiv egész szamot ,,primben gazdag” szamnak, ha a primtényezds felbontdsa-
ban szerepld primek mindegyikének négyzetével is oszthatd. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok
,,primben gazdag” szomszédos szampar 1étezik.

Megoldas. A (8;9) szampar megfelel a feladat feltételeinek, mivel 8 = 2% és 27 | 8, illetve 9 = 32
és 32 | 9. Tehat legaldbb egy ,,primben gazdag” szomszédos szampar biztosan 1étezik.

Hasznéljuk fel az aldbbi tulajdonsagokat:
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1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

7 pont

7 pont

1 pont



a) anégyzetszdmok ,,primben gazdag” szdmok,
b) két ,primben gazdag” szdm szorzata is ,,primben gazdag” szam.

Az a) tulajdonsdg abbdl kovetkezik, hogy egy négyzetszdm primtényezds felbontdsdban minden
primszam péros kitevon szerepel, igy minden kitevs 2 vagy anndl nagyobb paros szdm, ezért a
négyzetszam oszthaté barmely felbontasban szerepld prim négyzetével. 1 pont

A b) tulajdonsdg pedig abbdl adddik, hogy a két szdm szorzatdnak primtényezds felbontdsa-
ban csak azok a primek szerepelhetnek, amelyek a szdmok felbontasdban megjelentek, és ha a
szamok valamelyike a primek valamelyikének négyzetével oszthaté volt, akkor ez igaz lesz a
tobbszorosére is. 1 pont

A megallapitott két tulajdonsdg alapjan legyen n és n+ 1 két szomszédos ,,primben gazdag”
szam (n € NT). Ekkor

—azn(n+1) is ,,primben gazdag” szdm, 1 pont
—adn(n+1) is ,,primben gazdag” szdm, 1 pont
—-a(2n+ 1)2 is ,,primben gazdag” szam. 1 pont
Viszont

2n+1)* =4’ +4n+1=4n(n+1)+1,

igy a (4n2 +4n,4n° 4+ 4n + 1) szomszédos egészekbdl all6 szampdr tagjai is ,,primben gazdag”
szamok. Mivel n értékét a pozitiv egészek korében végtelen sokféleképpen megvialaszthatjuk,
ezért az allitast ezzel igazoltuk. 1 pont

Osszesen: 7 pont

. Egy kor érinti az M csticst derékszog szdrait. A szog csticsabdl induld e félegyenes a kort eldszor

az A, majd a B pontban metszi. A kor rovidebb AB five a kor keriiletének éppen a negyed része.
Mekkora szoget zar be az e félegyenes a derékszog szaraival? 7 pont

1. megoldas. A kor kézéppontja K, a rovidebb ABivésa sz0gszar érintési pontja F. Forgassuk
el 90°-kal a K pont koriil a derékszoget a korrel egyiitt.

Ekkor a kor képe 6nmaga, az M csticsu derékszog képe az N csucst derékszog lesz, ennek szdrai
szintén érintik a kort, az A pont B-be, az AB hur a rd merdleges BC hiirba megy ét.

Az M pont rajta van az AB egyenesen, ezért az N pont, ami az M pont képe az elforgatdsndl,
rajta lesz az AB egyenes képén, ami éppen a BC egyenes.

Ezért az NBM <t = CBA<t = 90°.
Thalész tételének megforditdsa miatt FB = FM, ezért = «,

Y=o+ =2a,
mert y kiils6 szoge az MF B haromszognek.
A kozépponti és Keriileti szogek tétele szerint € =2y =4 és § =2 = 2a, 2 pont
igy 90° =6 +€ =20 +4a =60, innen o = 15°. 1 pont

41



Osszesen:

2. megoldas. Vegyiik fel az MPQOR négyzetet gy, R
hogy a megadott kor a beirt kore legyen, P és R pe- D
dig a megadott derékszog szarain legyen. Az M B sza-
kaszt 90°-kal elforgatva a négyzet kozéppontja koriil
kapjuk a PC szakaszt, amely d&tmegy a B ponton, hi-
szen az az MB szakaszon 1év6 A pont elforgatottja.
Hasonléan kapjuk a C és D pontokat.

Az ABCD négyzet teriilete az MPQOR négyzet teriile-
tének fele, hiszen az adott korbe irhaté 6sszes négy-
zet egyforma teriiletd, és az MPQR oldalfelezd pont- C
jai altal alkotott négyzetrdl konny( latni, hogy fele
akkora teriiletd.

Igy az egybevagé MPB, PQC, QRD és RMA hirom- P \e Q
szogeknek egyiitt a teriilete szintén fele a négyzet te-

riiletének, kiilon-kiilon tehat teriiletiik a négyzet terii-

letének nyolcada.

Igy az dtfogbhoz tartozé magassaguk az dtfogé negyedével egyenldk. Az j6l ismert, hogy ha
egy derékszogli haromszog dtfogdhoz tartozé magassiga negyede az atfogonak, akkor a szogei
nagysaga 15° és 75°, azaz a feladat kérdésére is ez a két szog a vélasz.

(A jol ismert tény bizonyitdsa: ha F az M P felez6pontjat jeloli, akkor a Thalész-tétel megfordi-
tdsa miatt BF fele az atfogénak. Ha az MPB haromszdg magassidga a BT szakasz, akkor BT F
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7 pont

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont



haromszog olyan derékszogli haromszog, amelynek egyik befogdja fele az atfogdjanak, azaz
félszabdlyos. Innen a szogek mar konnyen adédnak).

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Az dbra kiegészitése utdn a feladat trigonometriai ismeretekkel is befejezhetd.

Ha az MPQR négyzet oldala 2 egység, a fentiekhez hasonléan adddik, hogy AB = V2. Ha az
MA = PB szakasz hosszat x jeloli, a Pitagorasz-tételt felirva az

(x4+V2)? 4 x> =22
egyenlet adodik. Ez a
2% +2V2x—2=0

6 2
masodfoku egyenlethez vezet, amelynek egyediili pozitiv megoldasa — Innen pedig az
V6—2

PMB< sz0g szinuszara g = 1 adodik, amelyrdl ismert, hogy a hegyesszdgek korében

csak a 15° a megolddsa.

Haladok I. kategoria 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Mekkora lehet az xyz szorzat értéke, ha az x, y, z val6s szamok teljesitik a kovetkez6 egyenleteket:

xX+y+xy=3 (1)
y+z+yz=38 (2)
Z+x+zx =35 (3) 7 pont

2. Mekkordk annak az ABC haromszognek a szogei, amelynél a C csticsbdl indulé magassagvonal
talppontjdnak a C csicsbdl induld bels6 szogfelezdre vonatkozo tiikorképe éppen a C-bdl hizott
stlyvonal felezGpontja? 7 pont

3. Jelolje ay a pozitiv egész k szam négyzetgyokének egészekre valo kerekitését. Mekkora n értéke, ha
1 1

1
—+—+...+—=20217 7 pont
a a a
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mekkora lehet az xyz szorzat értéke, ha az x, y, z valds szdmok teljesitik a kovetkez6 egyenleteket:
xX+y+xy=3
y+z+yz=238
Z+x+zx =35

1. megoldas. Minden egyenlethez 1-et hozzdadva a bal oldalak szorzatta alakithat6ak:

(x+1)(y+1) =22
(+1)(z+1)=3
(z4+1)(x+1) =62

Az egyenleteket 6sszeszorozva: (x+ 1) (y+1)%- (z+1)? = 36°.

Tehat

(x+1)(y+1)(z+1) = £36.
Ha (x+1)(y+1)(z+1) = 36, akkor (mivel x = —1 vagy y = — 1 vagy z = —1 nem ad megolddst)
(1), (2"), (3')-vel rendre osztva az dsszefiiggést kapjuk, hogy:

Ebbdl x =3,y =0, z =8, tehit xyz = 0.

Ha (x+1)(y+1)(z+ 1) = =36, akkor (1"), (2'), (3')-vel rendre osztva azt kapjuk, hogy:

z+1=9
x+1=4
y+1=1

z+1=-9
x+1=-4
y+1=-1

Ebbdl x = -5, y = -2, z= —10, tehat xyz = —100.

Osszesen:

2. megoldas.

x(y+1)=3—y
Mivel y = —1 nem megoldés

3—-y
x=—2
y+1
2(y+1)=8—y
_8-y
STyl
8-y 3-y (B-yB-y) _ .

y+1 y+1 (y+1)?
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(1)
(2)
(3) 7 pont

(1)
2"
(3') 2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont

7 pont
(1

2 pont
2)

1 pont

3)



Ebbdl az alabbi egyenlethez jutunk:

Y +2y=0
Megoldasok: y = —2, x = -5, z = —1, ekkor xyz = —100
vagy y =0, x = 3, z =8, ekkor xyz = 0.

Osszesen:

. Mekkorék annak az ABC hdromszdgnek a szogei, amelynél a C csucsbdl indulé magassdgvonal
talppontjdnak a C csicsbdl indulé belsd szogfelezdre vonatkozoé tikkorképe éppen a C-bdl hizott
sulyvonal felez6pontja?

1. megoldas. ElSszor azt mutatjuk meg, hogy ha M ma-
gassag talppont szogfelezdre vonatkozé M’ tiikkorképe az
s¢ sulyvonalra esik, akkor az ABC haromszdgnek C-nél
derékszoge van. Ehhez hosszabbitsuk meg a CF sulyvo-
nalat az ABC haromszog koré irt koréig, és a kor és a
sulyvonal (C-t6l kiilonboz8) metszéspontjat jeloljik D-
vel. ADC<t = ABC< = J3, hiszen azonos iven nyugvo ke-
riileti szogek.

Viszont mivel a bels6 szogfelezore tiikroztiink
ACD<g=MCB<=90°—-f

is igaz. Innen a DAC haromszdgben DAC<t = 90°.

Azaz ABC koriilirt kore egyuttal CD szakasz Thalész-kore. Ennek kozéppontja egyfeldl rajta van
CD-n (a felezdpontja), masfeldl rajta van az AB szakasz felezémerdlegesén is.

De AB felezOmerdlegesének és CD-nek a metszéspontja pontosan F, azaz AB felezOpontja egy-
tttal ABC koré irt korének kozéppontja, azaz ACB<t = 90°.

(Megjegyzés: AB felezomerdlegese és CD a feladat feltételei alapjan nem eshet egybe.)

Masodjéra vegyiik észre, hogy FMC olyan derékszogli haromszog, amelynek MC befogdja (a
feltételek alapjan) pontosan fele a CF atfogonak, azaz félszabélyos.

Innen FCM < = 60° és igy ACF<t = MCB<t = 15°. Innen azonnal adddik, hogy az ABC harom-
szog szogei: 15°, 75°, 90°.

Osszesen:

2. megoldas. C

A 3X+y F x /PXTVYB
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2 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

7 pont



Legyen a C csticshoz tartozé magassdg m. A tiikrozés miatt CT' = m, igy FT' = m. De ekkor
FTC hiromszog félszabdlyos. Legyen PT = x. A tiikrozés miatt PT' = x, igy FPT’ félszabélyos

haromszogben FP = 2x, valamint m = V3x.
Pitagorasz tételét felirva AT C és T BC derékszogli haromszogekben:
b = (6x+y)% +3x°
a® = y* +3x° 1 pont

2 2 2
rekbol 2y — 302+ 120 4y
a

. A szogtelezo-tétel alapjan:

3X2 _|_y2
b 5
-= Xty 1 pont
a xX+y
Ebbdl
b? B 25x% + 10xy 4 y?
a? X2 42xy+)y?
Tehat
39x% + 12xy+y>  25x% + 10xy +)?
3x2 4?2 X2 42xy+y?
x*-tel egyszerisitiink és vezessiik be a 7 = Y Uj ismeretlent:
X
39+ 12z+7% 25+ 10z+2°
3+722 1+42z+72
39478243977 + 122+ 2422 + 122° + 22 + 223 +2* =754+ 302+ 322 + 252 + 102 + 7
47 4+367% +60z—36 =0
24972 +152-9=0 1 pont

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy a z = —3 megolddsa az egyenletnek, igy a bal oldalon
z+ 3 kiemelhet6: (z+3) (z2 +62—3) =0. Igy az egyenlet megolddsai: z = —3, z = —3 — 2/3,
7=—-3+2V3.

Ezek koziil csak a z = —3 +2+/3 lehet a feladat megoldasa, igy

Y _2\3-3, y:(2\/§—3>x 2 pont*
X

Ekkor AF = FB = 3x+y = 2v/3x és FC = 2m = 2v/3x, tehdt AF = FB = FC, azaz a Thalész-
tétel értelmében BCA=90°, AFC egyenl§ szdru haromszogbdl pedig CAB=15°,igy ABC=75°. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. A *-gal jelolt 2 pontot példaul az alabbi gondolatmenetekért is megkaphatja a
versenyzo:
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Vezessiik be a v 4j ismeretlent, ahol z =v — 3.
(v=3P2+9(v=3)2+15(v-3)-9=0
V=912 427y 274+ 9v* —54v+ 81+ 15v—45-9 =0
v —12v=0
Az egyenlete gydkei: v=0,v=—2v3,v=2V3,igyz=—3,z=—2v3—3,z2=2V3-3.

Y =233

x
y= <2\/§—3>x
vagy

Csoportositsuk at az egyenlet bal oldalat:
24622 +32-32+182-9=0
24622324327 +182-9=0
2(2+6z-3) +3 (2 +6:-3) =0
(z+3) (2 +6z—3) =0
fgyz=-3,2=-2v3-3,2=2v3-3.

Y =2v3-3
X

y= <2\/§—3>x

. Jelolje ay, a pozitiv egész k szam négyzetgyokének egészekre vald kerekitését. Mekkora n értéke, ha

1 1 1
—+—+...+—=20217
aj ar ay

Megoldas. ElSszor belatjuk, hogy két szomszédos négyzetszam kozott pontosan a szamok fele
lesz lefelé, mésik fele folfelé kerekitve. Ha példaul m? <k <(m+ 1)2, akkor ezen 2m + 2 darab
k; szam négyzetgyokei koziil m 4+ 1 darab lesz lefelé és m + 1 darab folfelé kerekitve.

k; négyzetgyoke akkor lesz lefelé, (m-re) kerekitve, ha m* < k; < (m+0,5)2,

azaz m> < m?+m +0,25. Ezm+ 1 darab szdm (mz, m® + 1,..., m? +m), amaradék m+ 1 darab
pedig folfelé lesz kerekitve.

Az eldzbek szerint pontosan m-re kerekitve magan az m? szdm négyzetgyokén kiviil a ndla

nagyobb szdmok koziil m darab, a néla kisebbek koziil m — 1 darab lesz. Ez tehat 2m darab
szam,

ezért

Ly Ly
ap a T a, 11°272'27273°37'3737°3°3" 77 "¢;]

. 1
azaz az m nevezQjl tagok Osszege: — - 2m = 2.
m
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1 pont



2020 = 2- 1010, tehat 2020 akkor lesz a tagok 0sszege, ha az utolsé 2020 tagban a nevez6 1010.

Vagyis az 6sszeadand6 tagok szdma 2 +4+6+...+2020 = 1021110. 1 pont
Ahhoz, hogy az 6sszeg 2021 legyen, ehhez még hozz4 kell venni a kovetkez6 1011 darab 1011

nevezQjl tagot, ezért n = 1021111041011 = 1022121. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

. Az ABCDE korbe irhat6 6tszogben AB = BC = CD. Az AC és BE atlok a K pontban, az AD és
CE atlok pedig az L pontban metszik egymadst. Mutassuk meg, hogy AK = KL. 7 pont

. Melyek azok az x és y természetes szamok, amelyek igazza teszik az alabbi egyenletet:

x-(y—18)+7=x- xTy 7 pont

. 2021 nemnegativ valds szam Osszege 1. Vélasszunk ki koziiliik kett6t az Osszes lehetséges mo-
don, a kétféle sorrend kiilon lehetdségnek szamit. Képezziik a két szam szorzatdnak és 6sszegé-
nek szorzatédt, majd adjuk 0ssze az igy kapott szorzatokat. Mennyi ennek az 6sszegnek a maxi-
muma? 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

. Az ABCDE korbe irhat6 6tszogben AB = BC = CD. Az AC és BE atlok a K pontban, az AD és
CE atlok pedig az L pontban metszik egymadst. Mutassuk meg, hogy AK = KL. 7 pont

Megoldas. Mivel adott korben az azonos hosszu-
sagu ivekhez azonos nagysagu keriileti szogek

tartoznak, ezért AB =BC = @,

innen BEA<{ = CEB<< = DEC< = DAC< = ¢, 2 pont
amibdl kovetkezik, hogy LEK<{ = LAK< = @,
azaz AKLE hirnégyszog. 2 pont
Az AKLE htirnégyszog koriilirt korében az AK
ivhez tartozo keriileti szogek egyenldsége alap-
jan:

KIA< = KEA< = BEA< = ¢. 1 pont
Igy KLA< = LAK< = o, 1 pont
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tehat az AKL haromszog egyenld szard, és AK = KL.
Osszesen:

. Melyek azok az x és y természetes szamok, amelyek igazza teszik az alabbi egyenletet:

x-(y—18)4+7=x- x%

Megoldas. Mivel x = 0 nem megoldds, igy x-szel osztva a két oldalt:

7
yo 184 - = /22
X 3
. e c X+y. DL
Az egyenlet bal oldaldn raciondlis szdm 4ll, ezért 3 is racionalis.
3 2
Azaz U% = B, ahol (p;q) = 1. Innenx+y = iz
q q

A bal oldalon egész szam 4ll, ezért q2 osztdjaa3 pz-nek, ezért (p;q) = 1 miatt q2 osztdja a 3-nak,
ezért g = 1.

X+ X+y

4 négyzetszam, igy = eN.

Tehatx+y =3 pz, ezért

7
Ebbdl kovetkezik, hogy — € N, tehat x = 1 vagy x = 7.
X

A megoldand6 egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy x = 1 esetén y nem egész szam,

x =T esetén y = 20.
Osszesen:

. 2021 nemnegativ valds szam Osszege 1. Vélasszunk ki koziiliik kett6t az Osszes lehetséges mo-
don, a kétféle sorrend kiilon lehetdségnek szamit. Képezziik a két szam szorzatdnak és 6sszegé-
nek szorzatét, majd adjuk 0ssze az igy kapott szorzatokat. Mennyi ennek az 6sszegnek a maxi-
muma?

Megoldas. Egy szorzat igy néz ki: x;x;(x; +x;). Bontsuk fel a zaréjelet: x,—zx j +x§x,~.

Ha tekintjiik az 0sszes szorzatot €s mindeniitt felbontjuk a zar6jelet, akkor megéllapithatjuk,
hogy egy adott xiz mellett az Osszes az Osszes x; szerepelni fog pontosan kétszer, kivéve magat

x;-t, mivel x7x; szerepel x;x;(x1 +x;)-ben, valamint x x; (x; +x;)-ben.

Ezért xl~2—et kiemelve ezekbdl, a zaréjelben a tobbi szdm 6sszegének kérszerese lesz, ami 2 — 2x;.
Tehdt az eredeti 0sszeg felirhat6 Zx,z -2(1 — x;) alakban.
i

Tekintsiik ezt a szorzatot: x7 (1 — x;) = xix;(1 — x;). Mivel x;(1 —x;) <

b

FN.
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1 )
ezért 2x;x;(1 —x;) < i tehdt az S 6sszeg maximum

S S S|
2x1 2x2 2xn—2

lehet.

. ) o 1 . . . 1
Ezt el tudjuk érni, ha két szdmot E—nek, a tobbit 0-nak valasztunk, azaz a maximum 7

Osszesen:

Haladok III. kategoria 2. (dont6) fordulo

Feladatok

. Legyenek x, y és z nullatdl és egymadstdl paronként kiillonbozé valds szamok.

1 1 1
a) Bizonyitsuk be, hogy ha x, y és z pozitivak, tovabba x + —, y+ —, z+ — és xyz mindegyike
y 2 X
raciondlis, akkor x, y és z is raciondlis szadmok.
1 1 1
b) Bizonyitsuk be, hogy ha x4 —, y + —, z+ — és xyz mindegyike raciondlis, de nem feltétleniil
Yy Z X

pozitivak, akkor x, y és z lehetnek irraciondlis szdmok is.

. Az ABCD négyszogben DAB<t = ABC<t = 110°, BCD<t = 35°, ADC< = 105° és az AC itl6
felezi a DAB<t-et. Hatdrozzuk meg az ABD<{ nagysagat!

. A pozitiv egész szamok aj, ay, ... sorozatat ,.,hexadecimdlisnak™ nevezziik, ha barmely nyolc
egymadst kovets tag osszege legfeljebb 16, vagyis barmely i € N™ esetén

ai+aj1+...+ai7 < 16.

Egy m pozitiv egész szdmot ,,vagashossznak™ nevezziik, ha minden hexadecimadlis sorozat né-
hany egymast kovetd tagjanak Osszege m, azaz léteznek olyan k < I (k,I € NT) szdmok, ame-
lyekre

/
Z a; = m.
i=k

Hatarozzuk meg m 6sszes lehetséges értékét, vagy bizonyitsuk be, hogy m egyetlen pozitiv egész
értéket sem vehet fel!

Megoldasok és javitasi Gtmutato

. Legyenek x, y és z nullatél és egymastdl paronként kiilonb6zo valds szamok.
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7 pont



1 1 1
a) Bizonyitsuk be, hogy ha x, y és z pozitivak, tovabbd x + —, y+ —, z+ — és xyz mindegyike
y < X
raciondlis, akkor x, y és z is raciondlis szdmok.
1 1 1
b) Bizonyitsuk be, hogy ha x4+ —, y + —, z+ — és xyz mindegyike raciondlis, de nem feltétleniil
y Z X

pozitivak, akkor x, y és z lehetnek irraciondlis szdmok is. 7 pont
Megoldas.

1 1 1 ) . , oy
a) x+—=p,y+—-=gq,z+— =r, xyz =s, ahol p, g, r és s raciondlis szamok, s6t, mivel x, y
y Z X

és z pozitivak, ezért nyilvan p, g és r is pozitivak.
Az els6 két egyenletet Osszeszorozva:

()2

X 1
xy+-+14+—=pgq 1 pont
< <

Szorozzuk meg z-vel mindkét oldalt
1
xyz+x+z+; = pqz
S+p+z=pqz
s+p=z(pg—1) 1 pont

Két eset van.

1. eset: Tegyiik fel, hogy pg # 1, ekkor s+ p nem lehet 0, hiszen pg — 1 # 0, z pedig a feladat
feltétele szerint nem nulla.

Tehat z = P , ezért z raciondlis (hiszen a raciondlis szdmok halmaza zart a négy alapmii-
pq—
veletre). 1 pont

1
Akkor pedig — is raciondlis.
Z

, 1 1 1
Igy y = g — — is raciondlis, — is raciondlis, és x = p — — is raciondlis. 1 pont
Z y
2. eset: Ha pg = 1, akkor s+ p = 0.
Ez ellentmond annak, hogy p és s pozitiv szdmok, igy ez az eset nem valdsulhat meg. 1 pont
2—4/2

b) Példaul x =2, y=—V2—1ész= 2\/_. 2 pont
Osszesen: 7 pont

2. Az ABCD négyszdgben DAB<t = ABC< = 110°, BCD<t = 35°, ADC< = 105° és az AC 4tl6
felezi a DAB<-et. Hatdrozzuk meg az ABD< nagysagét! 7 pont

Megoldas. Legyen az E a BC oldal azon pontja, amelyre DE || AB. 1 pont
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Mivel DAB<t = ABE< = 110°, ezért az
ABED négyszdg szimmetrikus trapéz,
korbe irhatd, a DE oldalon fekv6 szogei
70°-o0sak, és ABD<t = AED4.

Tovdbba ADC< = 105°, EDA< = 70°,
ezért CDE < = 35°.

Igy a DCE haromszog egyenl§ szérd, és
EC=ED.

. 1 1
Mivel DAC<« = EDAB<I = 5DEC<I,

ezért A rajta van az E Kkozéppontd,
EC = ED sugaru koron, és igy

AED< =2-ACD<.

Az ACD hiromszdgben ACD<( = 180° — DAC<t — ADC< = 180° — 55° — 105° = 20°.

A Kkeriileti és kozépponti szogek tétele alapjan AED<t =2 - ACD<t = 2-20° = 40°, ami korabbi
megdllapitdsunk alapjdn azt jelenti, hogy a ABD<{ is 40°-0s.

Osszesen:

. A pozitiv egész szdmok ayp, ap, ... sorozatdt ,hexadecimdlisnak” nevezziik, ha barmely nyolc
egymdst kovets tag osszege legfeljebb 16, vagyis barmely i € N™ esetén
ai+aj1+...+ai7 < 16.

Egy m pozitiv egész szdmot ,,vdgashossznak™ nevezziik, ha minden hexadecimalis sorozat né-

hany egymdst kovets tagjanak Osszege m, azaz 1éteznek olyan k < [ (k,l € NT) szamok, ame-
lyekre

l
Z a; = m.
i=k

Hatérozzuk meg m Osszes lehetséges értékét, vagy bizonyitsuk be, hogy m egyetlen pozitiv egész
értéket sem vehet fel!

Megoldas. ElGszor azt fogjuk belatni, hogy 16 | m. Meg fogjuk mutatni, hogy 16 { m esetén nem
1étezik megfelels m érték.

a) m nem lehet paratlan szam.

A kettesekbdl allo 2, 2, 2, 2, ... hexadecimdlis sorozatot tekintve lathatd, hogy minden va-
gashossz paros szam.

b) mnem lehet 4-gyel osztva 2 maradékot ad6 pozitiv egész szdm, mert a 3, 1 szdmok periodikus
ismétlésével felépitett 3, 1, 3, 1, 3, 1, ... sorozat paros sok egymast kdvetd tagjanak 6sszege
mindig oszthatd néggyel, mig paratlan sok szomszédos tagjdnak Osszege paratlan szam.
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c) Hasonléképpen m nem lehet 8-cal osztva 4 maradékot ad6 pozitiv egész szdm sem. Ezt iga-
zoljapl. az 5, 1, 1, 1 szamok periodikus ismétlésével felirt 5, 1, 1, 1,5, 1, 1, 1, ... sorozat.
d) Végiil m nem lehet 16-tal osztva 8 maradékot adé pozitiv egész szam sem. Erre megfelel
ellenpéldat szolgaltat pl. a9, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 szamok periodikus ismételgetésével adddo 9,
1,1,1,1,1,1,1,9,1,1,1,1,1, 1, 1, ... sorozat.
Ezutdn igazolni fogjuk, hogy ha 16 | m, akkor tetsz6leges hexadecimdlis sorozat tartalmaz
néhdny olyan egymadst kovetd tagot, melyek 0sszege m.
Legyen m = 16n (n € NT).
Tekintsiik el6szor azokat a hexadecimaélis sorozatokat, amelyeknél barmely 8 egymast kdvetd
tag Osszege 16, vagyis barmely i € N esetén a; +a; 1 +... +aj47 = 16.
Nevezziik az ilyen sorozatokat ,,maximaélisnak”.

Ekkor egy ilyen maximalis sorozat els® 8n tagjanak Osszege a; +az + ... +ag, = 16n = m,
vagyis m el6all egymast kovetd tagok 0sszegeként.

Ezutan vizsgaljuk meg a ,,nem maximalis” sorozatokat. Tetsz6leges i € N™ esetén jeloljiik a
sorozat elsd i tagjanak Osszegét S;-vel. Mivel a sorozat elemei pozitiv egészek, ezért az S;-k
pozitiv egészekbdl 4116 szigortian monoton novekvd sorozatot alkotnak.

Szeretnénk olyan i < j (i,j € N*) indexeket taldlni, amelyekre S i —Si = m, mert ez azt
jelentené, hogy a; 1 +...+a; =m.
Mivel sorozatunk nem maximalis, ezért 1étezik olyan k € N, amelyre Sj_.g < Sj + 16.

Tekintsiik a H = {S¢, Sk + 1,...,S¢+ 15} halmazt. Mivel Sy g < Sk 16, ezért kilenc Sy, Sk 1,
..., Sk részletdsszeg biztosan eleme H-nak.

Ezutdn tekintsiik a 7 = {Sy +m, Sy +m+1,...,S, +m+ 15} halmazt. Megmutatjuk, hogy
ennek a halmaznak legalabb 8 eleme szintén részletdsszege a sorozatnak.

Legyen S}, alegnagyobb S; +m-nél kisebb részletdsszeg. Ez azt jelenti, hogy S, 1 € T. Mivel
Sp+8 —Sp =apr1+apia+...+apig < 16,
ezért
Sprg <Sp+16 < S +m—+16
Tehat Sy 1-tol Sy g-ig a részletosszegek elemei 7T-nek.

Igy tudjuk, hogy H legaldbb 9, T pedig legaldbb 8 részletdsszeget tartalmaz a sorozatbdl.

A skatulyaelv alapjan az alabbi 16 par koziil legaldbb az egyik tartalmazza a sorozat két
részletdsszegét.

{Sk,Sk+m},{Sk+ l,Sk—{—m—l—l},...,{Sk—l—15,Sk—|—m+ 15}.

A két részletdsszeg a keresett S; €s S, kiilonbségiik pedig €ppen m.

Ezzel igazoltuk, hogy a hexadecimadlis sorozat m vagashossza a 16 tetszdleges pozitiv egész
szamu tobbszorose lehet.

Osszesen:

53

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

7 pont



	Kezdők I–II. kategória 1. forduló
	Kezdők I–II. kategória 2. és III. kategória 1. forduló
	Kezdők I. kategória 3. (döntő) forduló
	Kezdők II. kategória 3. (döntő) forduló
	Kezdők III. kategória 2. (döntő) forduló
	Haladók I. kategória 1. forduló
	Haladók II. kategória 1. forduló
	Haladók I. kategória 2. forduló
	Haladók II. kategória 2. forduló
	Haladók III. kategória 1. forduló
	Haladók I. kategória 3. (döntő) forduló
	Haladók II. kategória 3. (döntő) forduló
	Haladók III. kategória 2. (döntő) forduló

