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Kezdok I-1I1. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. A blivos négyzet egy olyan négyzet alaki szamtabldzat, amelynek minden
egyes oszlopdban, sordban €s atlgjaban szerepld harom szam 0sszege ugyan-
annyi. Ezt az 6sszeget szokds bilivos 0sszegnek nevezni. Adjuk meg a mellé-
kelt megkezdett (3 x 3-as) blivos négyzet minden lehetséges kitoltését! 6 pont

2. Az ABC haromszog AB oldala 26 cm. Az A csicsbél indul6 sdlyvonal 18 cm, a C csticsbdl indul6
sulyvonal pedig 15 cm hosszi. Mekkora a haromszog teriilete? 6 pont

3. Hany olyan négyjegyl pozitiv egész szam van, amelynek tizes szdmrendszerbeli alakjdban a
szamjegyek szorzata oszthat6 10-zel? 6 pont

4. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az

3+ 5] -

egyenletet, ahol [x] azt a legnagyobb egész szamot jelenti, amely még nem nagyobb, mint x. 6 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. A biivos négyzet egy olyan négyzet alaki szamtablazat, amelynek minden
egyes oszlopdban, sordban és 4tlgjaban szerepld hdrom szdm Osszege ugyan-
annyi. Ezt az 6sszeget szokds biivos 0sszegnek nevezni. Adjuk meg a mellé-
kelt megkezdett (3 x 3-as) blivos négyzet minden lehetséges kitoltését! 6 pont

Megoldas. Jelolje a blivos 0sszeget b! Ennek segitségével kifejezhetd a ko-

7€ps0, illetve az alatta all6 érték (abra). 1 pont

Ha a bal folsé négyzetben all6 szdmot a-val jeldljiik, akkor az elsd sorban 3 |pb—7| 4
all6 harmadik szdm b —a — 2, az els6 oszlopban 4ll6 harmadik szdm pedig
b —a— 3. Ezek 6sszegéhez hozzdadva a kozEps6 szamot, b-t kapunk: 5

b—a—3+b—T+b—a—-2=b,
ahonnan 2b — 12 = 2a, vagyis a = b — 6.




Vagyis a mellékelt dbraban 14thato értékeket kapjuk. b6l 2 | 4
Ekkor, mivel az utols6 oszlopban (vagy sorban) all6 szdmok 6sszege is b, a
hidnyz6 szam csak b — 8 lehet. 3 |p—7| 4
Ellendrizniink kell, hogy minden b értékre teljesiilnek-e a blivos négyzetre

. . 315
kirétt feltételek.
Mivel a masik atléban allé szamok Osszege is b, igy b—6+b—7+b—8 = b,
vagyis 2b = 21, ahonnan b = 10,5 adédik. 4512 | 4
Egyetlen lehetséges b értéket kaptunk, 3 135 4
amelyre a kitoltott blivos négyzet a mellékelt dbran l1athato.

315125

Osszesen:

. Az ABC haromszog AB oldala 26 cm. Az A csicsbdl indulé silyvonal 18 cm, a C csticsbdl indul6
sulyvonal pedig 15 cm hosszi. Mekkora a haromszog teriilete?

C Megoldas. Készitsiink dbrat! Jelolje F az AB ol-
dal felez&pontjat és S a haromszog sulypontjat!

A sulypont a silyvonal csticstdl tdvolabbi harma-
E dolépontja, ezért AS = 12 cm és SF =5 cm.

Mivel F felezi az AB oldalt, ezért AFF = 13 cm.

Az ASF haromszog oldalaira: 5% 4122 = 132, igy

a Pitagorasz-tétel megforditdsa miatt ASF harom-
A F B sz6g S-nél derékszogd.

Igy az ACF haromszogben AS magassag. Az ACF haromszog teriilete tehat =90 cm?.

A sulyvonal felezi a haromszog teriiletét, igy Tupc = 2 - Tacr = 180 cm?.
Osszesen:

Megjegyzés. Ha a tanul6 az 5, 12, 13 oldali haromszog teriiletét Héron-képlettel szamitja ki,
€s megmutatja, hogy a hdromszog teriilete annak 6-szorosa, akkor is teljes pontszdm jar.

. Hany olyan négyjegyli pozitiv egész szdm van, amelynek tizes szdmrendszerbeli alakjdban a
szamjegyek szorzata oszthat6 10-zel?

1. megoldas. Mivel 10=2-5¢és(2,5) = 1, ezért a szamjegyek szorzata pontosan akkor oszthato
10-zel, ha a szdmjegyek kozott szerepel legaldbb egy 5-tel oszthat6 és legalabb egy paros szam-
jegy. Jelolje H a négyjegyt pozitiv egész szamok halmazat, tovabbd A legyen azon négyjegyd
pozitiv egész szdmok halmaza, amelyek tizes szdmrendszerbeli alakja nem tartalmaz 0-s vagy

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

6 pont

6 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

6 pont

6 pont



5-0s szamjegyet, valamint A, azon négyjegy pozitiv egészek halmaza, amelyek tizes szamrend-
szerbeli alakjdban nem szerepel paros szimjegy. Ekkor a H \ (A] UA;) halmaz elemszamat ke-
ressiik, amelyet a szita formula segitségével a kovetkez6 modon hatdrozhatunk meg:

[H\ (A1 UA2)| = [H| = |A1] = [A2] +|A1 NAg],

ahol az abszolut érték az elemszamot jeloli. 1 pont
A H halmaz elemszdma 9 - 10° = 9000, hiszen az els6 helyre kilencféle szdmjegy keriilhet (a O
nem), a tobbire pedig tizféle. 1 pont
Az A| halmaz elemszdma 8* = 4096, hiszen sem 0, sem 5 nem keriilhet egyik helyre sem. 1 pont
Az A, halmaz elemszdma 5* = 625, hiszen mind a négy szamjegy Otféle paratlan szdm koziil
keriilhet ki. 1 pont
Az A; N A, halmaz elemszdma 4% = 256, hiszen mind a négy szamjegy négyféle paratlan szam
koziil keriilhet ki (5-0s nem lehet). 1 pont
Ekkor a szita formula alapjan a H \ (A; UA,) halmaz elemszdma: 9000 — 4096 — 625 + 256 =
= 4535. 1 pont
Osszesen: 6 pont

2. megoldas. Mivel 10 =2-5 és (2,5) = 1, ezért a szamjegyek szorzata pontosan akkor oszt-
hat6 10-zel, ha a szdmjegyek kozott szerepel legalabb egy 5-tel oszthat6 és legalabb egy 2-vel
oszthatd (paros) szamjegy.

Osszesen 9000 négyjegy(i szdm van. 1 pont

Ezek koziil biztosan nem felelnek meg azok, amelyek egyik szdmjegye sem oszthat6 5-tel, azaz
amelyeknek a szdmjegyei az {1,2,3,4,6,7,8,9} halmazbdl valok. Ezek szdma 8* = 4096. 1 pont

Azok sem felelnek meg, amelyekben ugyan szerepel az 5-0s, de minden tovdbbi szdmjegyiik
paratlan. Ezeket ugy kapjuk meg, hogy az 0sszes csupa paratlan szdmjegyl négyjegyl szdmok

koziil kihagyjuk azokat, amelyekben nem szerepel az 5-0s. 1 pont
A csupa pdratlan szdmjegy( négyjegy(i szimok szdma 5* = 625, 1 pont
az 5-0s szamjegyet nem tartalmazo négyjegyl szamok szdma 4* = 256. 1 pont

Igy az 5-ost tartalmazo csupa paratlan szamjegybdl 116 négyjegyii szamok szama 5% —4* =369.

Tehat osszesen 9000 — 4096 — 369 = 4535 megfeleld négyjegyli szdm marad. 1 pont
Osszesen: 6 pont

. Oldjuk meg a val6s szdmok halmazan az

-2

egyenletet, ahol [x] azt a legnagyobb egész szamot jelenti, amely még nem nagyobb, mint x. 6 pont
Megoldas. Mivel az egyenlet bal oldaldn szerepld kifejezések értéke egész szam, ezért x € Z. 1 pont
Legyenx=6-g+r,aholge Z,ésr=0,1,2,3,4,5. 2 pont

5



a) r=0esetén g =0¢&sx =0, b) r=1eseténg=1¢x=7,
c) r=2eseténg=0¢&s x =2, d) r=3esetén g =0¢&s x =3,
e) r=4esetén g=0¢&s x =4, f) r=>5esetén g =0 és x =5 adodik.*

A kapott x értékeket ellendrizve, azok kielégitik az egyenletet. Tehét az egyenlet megolddsai:
M ={0,2,3,4,57}.

Megjegyzés. *1-2 megtaldlt megoldas 1 pont, 3—4 megoldas 2 pont, 5-6 megoldas 3 pont.

Osszesen:

Kezdok I-II. kategoria 2. és III. kategoria 1. fordulé

Feladatok
. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amely 5-tel osztva 2, 7-tel osztva 3, 11-gyel osztva
pedig 5 maradékot ad?

. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a pozitiv valds szampérok halmazan:

1
—=2b+1-b*—a.
a

. Az ABC szabalyos haromszogben D és E rendre az AC és AB oldalak pontjai, P pedig a BD és
CE szakaszok metszéspontja. Hatdrozzuk meg a BPE sz0g nagyséagat, ha az AEPD négyszog €s
a BCP hiromszog teriilete egyenld.

. Egy 3 x 3-as tdbldzat minden mezGje fehér vagy sziirke szind. Ezt a tdbldzatot Gjraszinezziik a
kovetkezd szabdly szerint:

e azok a mezOk, amelyeknek paros szamu (0, 2 vagy 4) oldalszomszédja sziirke, sziirkék

lesznek;
e azok a mezdk, amelyeknek pdratlan szamu (1 vagy 3) oldalszomszédja sziirke, fehérek
lesznek.
Ha példaul a kiinduldasi tablazat ez: , akkor ezt a tadbl4zatot kapjuk:

a) Adjuk meg az Osszes olyan kiindulési tdblazatot, amelyet a fenti médon djraszinezve olyan
tdblazatot kapunk, amelynek minden mezdje sziirke!

b) Adjuk meg az Osszes olyan kiindulési tdblazatot, amelyet a fenti médon djraszinezve olyan
tablazatot kapunk, amelynek minden mezdje fehér!

¢) Adjuk meg az 6sszes olyan kiinduldsi tdblazatot, amelyen az Gjraszinezést 2020-szor egymas
utan végrehajtva a kapott tabldzat minden mezdje sziirke lesz!

. Egy 30 csapatos bajnoksdgban eddig 14 fordul6t rendeztek. Minden forduléban minden csapat
pontosan egy mérkézést jatszott, mégpedig egy olyan csapattal, amellyel kordbban még nem

6

3 pont

6 pont

6 pont

6 pont

8 pont

4 pont
2 pont

4 pont



jatszott. Igazoljuk, hogy van harom olyan csapat, amelyek kozott még egyetlen mérkdzést sem
jatszottak le.

Megoldasok és javitasi Gtmutato

. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam, amely 5-tel osztva 2, 7-tel osztva 3, 11-gyel osztva
pedig 5 maradékot ad?

Megoldas. A keresett szaimot x-szel jelolve, x = 5k+2, x = 71+ 3, illetve x = 11m + 5 alakban
irhat6, ahol k, [, valamint m nemnegativ egész szamok.

Tekintsiik az y = 2x + 1 kifejezést. Mivel az y = 2x + 1 kifejezés szigorian monoton novo, x
pontosan akkor minimadlis, amikor y.

Az y =2x+1kifejezés 10k+5=5(2k+1), 14/ +7 =7(21+ 1), valamint
2m+11=112m+1)
alaku, tehat oszthat6 5-tel, 7-tel és 11-gyel.

Az y kifejez€s minimuma tehdt az 5, 7 €s 11 legkisebb kozos tobbszordose. Mivel a harom szam
paronként relativ prim, a legkisebb kozos tobbszorosiik a szorzatuk, azaz y minimélis értéke
5-7-11=385.

851 =192,

Igy x minimuma

Osszesen:

Megjegyzés. Ha a versenyz6 megéllapitja, hogy a keresett szam 11m + 5 alakd, majd m = 0,
1, 2, ..., 16-ra teszteli az értékeket, €s minden esetben jelzi, hogy melyik masik feltétel nem
teljesiil, ezt kovetden pedig megallapitja, hogy m = 17 a feltételeknek megfelel, és igy jut helyes
eredményre, maximalis pontot kap (ugyanez érvényes, ha akar az Sk + 2, akdr a 7/ + 3 alakbdl
indul ki).

. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a pozitiv valés szamparok halmazén:

1
—=2b+1-b*—a.
a

1. megoldas.
Az egyenletet dtrendezve, majd a jobb oldalt teljes négyzetté alakitva a kovetkezd egyenletet
1
kapjuk: a+ — = —(b—1)>+2.
a
1
Ha a pozitiv, akkor tudjuk, hogy a + — > 2.
a

Minden b valés szdm esetén (b—1)% > 0, igy —(b—1)> <0, amib6l —(b—1)>+2 < 2.

10 pont

6 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

6 pont

6 pont

2 pont

1 pont

1 pont



1
A kapott feltételek alapjan: 2 < a+— = —(b— 1)> 42 < 2. Ebbél kovetkezden egyenlSség csak
a

1
akkor teljesiilhet, haa+— = —(b—1)> +2 =2. 1 pont
a
Ez pontosan akkor teljesiil, ha @ = b = 1. Mivel mindkét kapott szam pozitiv, igy az egyenletet
igazza tevs egyetlen szdmpar az (1,1). 1 pont
Osszesen: 6 pont

2. megoldas. Az egyenlet mindkét oldalat a-val szorozva, majd (a2 — 2a)-t hozzaadva a ko-
vetkezd egyenlGséget kapjuk: a® —2a+ 1 = 2ab — ab® — a. A jobb oldalon (—a)-t kiemelve és
mindkét oldalon teljes négyzetté alakitva az aldbbi egyenlethez jutunk:

(a—1)?=—a(b—1) 3 pont
(a— 1)2 >06és (b— 1)2 > 0, valamint mivel a pozitiv, ezért —a < 0, és —a(b — 1)2 <0. 1 pont
Igy a kivetkezét kapjuk: 0 < (a—1)> = —a(b—1)? <0.
Ebbdl kovetkezGen egyenlSség csak gy teljesiilhet, ha (a — 1) = —a(b—1)> = 0. 1 pont
Ez pontosan akkor teljesiil, ha a = b = 1. Mivel mindkét kapott érték pozitiv, az egyenletet igazza
tevs egyetlen szampdr az (1,1). 1 pont
Osszesen: 6 pont

1
3. megoldas. Rendezziik O-ra a kifejezést: b*> —2b+a+——1 =0. 1 pont
a
1
Egészitsiik ki a b* — 2b kifejezést teljes négyzetté: (b* —2b+1) + (a +=-— 2) =0. 1 pont
a
. N 1 1)?
Vegyiik észre, hogy a masodik zardjeles kifejezés éppen (a +—-— 2) = <\/_ — 7) . 1 pont
a a
1 2
(Mivel a nemnegativ, \/a létezik.) Eszerint (b — 1)+ (\/_ — 7) =0. 1 pont
a
Két nemnegativ szam 6sszege csak ugy lehet 0, ha mindkettd O. 1 pont
1
Ekkor b = 1, v/a = —, ahonnan a = 1. 1 pont
Vva

Osszesen: 6 pont

. Az ABC szabdlyos haromszogben D és E rendre az AC €s AB oldalak pontjai, P pedig a BD és
CE szakaszok metszéspontja. Hatarozzuk meg a BPE sz0g nagyséagat, ha az AEPD négyszog €s
a BCP hiromszog teriilete egyenld. 8 pont



Megoldas. Készitsiink abrat!

Egészitsiik ki az AEPD négyszoget €s a BCP haromszoget is a PDC haromszoggel. Ekkor
Taepp = Tpcp pontosan akkor teljesiil, ha Tcar = Tpcp.

Mivel a CAE és a BCD hiromszogek CA €s BC oldalai egyenlSk, ezért a teriiletiik egyenl&sége
alapjan az emlitett oldalakhoz tartozé magassagok is egyenld hosszisiguak.

Legyenek ezek a magassagok EF és DG.

Az AEF és CDG félszabalyos haromszogekben EF = DG és az emlitett oldalakon fekvd szogek
90° és 30°. Igy a két haromszog egybevagé és AE = CD.

Ezt felhaszndlva, a CAE és BCD hiromszogek is egybevagok, mivel CA = BC, AE = CD és
CAE< = BCD< = 60°.

Az egybevigésag alapjan ECA<t = DBC<.
Ezt az egyenlGséget és a kiils6szog-tételt felhasznalva:
BPE< = PBC<+ BCP< = DBC<+ BCE< = ECA<<+BCE< = 60°

Osszesen:
Megjegyzések. Ha valaki specidlis helyzetd D és E pontok felvételével hatarozza meg a BPE <
nagysagét, akkor csak 1 pontot kaphat.

Ha a tanulé nem bizonyitja az AE és CD szakaszok hosszdnak egyenl8ségét, akkor legfeljebb
6 pontot szerezhet.

. Egy 3 x 3-as tdbldzat minden mezGje fehér vagy sziirke szind. Ezt a tdbldzatot Gjraszinezziik a
kovetkezd szabdly szerint:

e azok a mez6k, amelyeknek paros szamu (0, 2 vagy 4) oldalszomszédja sziirke, sziirkék
lesznek;

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont
1 pont

1 pont

8 pont



e azok a mezdk, amelyeknek pdratlan szdmu (1 vagy 3) oldalszomszédja sziirke, fehérek
lesznek.

Ha példaul a kiinduldasi tdblazat ez: , akkor ezt a tabl4zatot kapjuk:

a) Adjuk meg az 6sszes olyan kiinduldsi tablazatot, amelyet a fenti moédon ujraszinezve olyan

tdblazatot kapunk, amelynek minden mezdje sziirke! 4 pont
b) Adjuk meg az dsszes olyan kiindulési tdblazatot, amelyet a fenti modon djraszinezve olyan
tdblazatot kapunk, amelynek minden mezdje fehér! 2 pont
¢) Adjuk meg az 6sszes olyan kiinduldsi tdblazatot, amelyen az djraszinezést 2020-szor egymas
utdn végrehajtva a kapott tdbldzat minden mezdje sziirke lesz! 4 pont
Megoldas.
a) Szamozzuk meg a tdbldzat mezdit az dbran lathaté médon! 11213
Ha az 1-es mez0 az djraszinezés utdn sziirke lesz, akkor neki vagy nulla, vagy két 516

szomszédja sziirke. Ha nulla szomszédja sziirke, akkor fehér a 2-es és a 4-es mezd, 71819
de akkor a 6-o0s és a 8-as mezOnek is fehérnek kell lennie ahhoz, hogy ujraszine-

zéskor a 3-as és a 7-es mezd is sziirkére valtson. Ekkor a 9-es mezd is sziirke lesz, mert nulla
szomszédja sziirke. Hasonl6an kaphatjuk meg, hogy ha az 1-esnek két szomszédja sziirke, azaz
sziirke a 2-es és 4-es, akkor a 6-0s és a 8-as mezdnek is sziirkének kell lennie.

Azaz a sziirkére vdlto szinezésekben a 2-es, 4-es, 6-os és 8-as mezok vagy mind fehérek, vagy
mind sziirkék. 1 pont

Mindkét esetben teljesiil, hogy az 5-0s mezd is sziirke lesz az tjraszinezéskor, hiszen vagy nulla,
vagy 4 szomszédja sziirke.

A 2-es mez0 akkor lesz sziirke, ha nulla vagy két szomszédja sziirke. Ha nulla szomszédja sziir-
ke, akkor az 1, 3 és 5 szdmokkal jelolt mezdk fehérek. Ekkor a 7-es és 9-es mez8knek is fe-
héreknek kell lenniiik, hogy a 4-es, 6-0s és 8-as mezdknek is paros szdmu sziirke szomszédja
legyen.

Ha a 2-es mez6nek két szomszédja sziirke, akkor az lehet
e 1-es és 3-as — ekkor a tobbi mez6 miatt a 7-es €s a 9-es is sziirke;
e 1-es és 5-0s — ekkor a tobbi mezd miatt a 9-es is sziirke;
e 3-as és 5-0s — ekkor a tobbi mezd miatt a 7-es is sziirke.
Azaz a 2-es, 4-es, 6-0s és 8-as szomszédai az (1,3,5,7,9)-es mezdk négyféle szinezést kaphatnak. 1 pont

Igy kordbbi megallapitasaink alapjn 2 -4 = 8 kiindulési tdblazat valt sziirkére:

2 pont

Megjegyzés. Ha a versenyz6 mindenféle indoklas nélkiil adja meg a 8 tablazatot, akkor legfel-
jebb 2 pontot kaphat. Ha legaldbb két kiilonb6z6 kiindulasi tdblazatot taldl, akkor mar kaphat
1 pontot erre a feladatrészre a feladat helyes értelmezéséért.
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b) Most is az el6z6 abra szamozasat hasznaljuk.

Az 1-es mez6 akkor lesz fehér, ha pontosan 1 szomszédja sziirke. Legyen ez példaul a 2-es.
Ekkor a 4-es és 6-os mezbknek fehérnek, viszont a 8-as mezdnek sziirkének kell lennie, hogy
a 3-as, 7-es és 9-es mezdknek is pontosan egy sziirke szomszédjuk legyen. Ekkor viszont az
5-0s mezdnek pontosan 2 sziirke szomszédja van, azaz ujraszinezéskor sziirkének kell lennie.

PINS

Ugyanigy ellentmonddsra jutunk, ha a 4-es mez6rdl feltételezziik, hogy sziirke.

Tehat nincs olyan kiindulési tabldzat, amely tjraszinezés utin fehér lesz.

Megjegyzés. Ha a versenyzd mindenféle indoklds nélkiil kozli, hogy nincs megfeleld tablazat,
akkor 1 pontot kapjon.

¢) A tablazatot 5sszesen 2° = 512-féleképpen szinezhetjiik ki.

Igy az els6 512 1épés alatt legaldbb egy szinezésnek ismétlédnie kellett. A két azonos szinezést
azonban ugyanolyan szinezés koveti, igy a szinezések sorozata innen periodikusan ismétlédik.

Ha ebben a peri6dusban nincsen teljesen sziirke tdbl4zat, akkor nem kaphatunk teljesen sziirkét
a 2020. 1épés utan sem.

Ha viszont van benne teljesen sziirke, akkor az azt kovetd 1épésekben igy folytatédik a tabla
szinezése:

Azaz a kovetkez§ 1épésekben mdr végig ugyanaz a tdblazat ismétlédik. Igy ebben az esetben
sem kaphatunk a 2020. 1épés utdn teljesen sziirkét.

Osszesen:

Az a) rész egy masik lehetséges megoldasa.

a) Szamozzuk meg a tdbldzat mezdit az dbran lathaté médon! 11213
Ha az 1-es mez6 az tjraszinezés utan sziirke lesz, akkor annak a kiindulasi helyzet- 516
ben 0 vagy 2 szomszédja sziirke, azaz a két oldalszomszédja egyszindi. 71819
1. eset. Ha a kiinduldsi helyzetben az 1-es mez6 2 szomszédja sziirke, akkor a 2-es 1 3
€s a 4-es mezd eredetileg sziirke. Ebbol kovetkezik, hogy a kiinduldsi helyzetben 5

a 3-as, a 6-0s €s a 9-es mezbnek is minden oldalszomszédja sziirke kellett, hogy |~ 9
legyen hiszen a 2—6, 6—8 és 8—4 mez0k paronként egyszintek.

2. eset. Ha a kiinduldsi helyzetben az 1-es mez0 0 szomszédja sziirke, akkor a 2-es [ 3
€és a 4-es mezd eredetileg fehér. Ebbdl kovetkezik, hogy a kiindulési helyzetben a 5
3-as, a 6-0s és a 9-es mezonek is minden oldalszomszédja fehér kellett, hogy legyen, [ 9

hiszen a 2—6, 6-8 és 8—4 mezdk paronként egyszintiek.

sz 7z

Azaz azokban a kiinduldsi helyzetekben, amelyekbdl egy 1épésben torténd djraszinezéssel min-
den mez6 sziirke szinfi lesz, azokban a 2-es, 4-es, 6-0s €s 8-as mez6k vagy mind sziirkék vagy
mind fehérek.
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(Lathatjuk, hogy az 5-6s mezd kiinduldsi szinétdl fiiggetleniil az djraszinezés utdn minden-
képpen sziirke lesz a szine, hiszen eredetileg 0 vagy 4, azaz paros sok oldalszomszédja sziirke.)

Vizsgaljuk meg a 2-es mezd ujraszinezését az elsd esetben! Ez a mezd akkor lesz sziirke az
Ujraszinezés utdn, ha a kiinduldsi helyzetben nulla vagy két oldalszomszédja sziirke a harom

oldalszomszédja koziil.

1. eset, a) rész. Ha a 2-es mez0 egyik oldalszomszédja sem sziirke, akkor az 1, 3 és 5 szamu

mezdk a kiindulési helyzetben fehérek.

Ebbdl az kovetkezik, hogy a 6-0s mezd harom oldalszomszédja is mind fehér kellett,
hogy legyen eredetileg (hiszen 2 sziirke oldalszomszédja mar nem lehet, ha a 3-as
és az 5-0s mez0 fehér). Ebbdl kovetkezik, hogy 8-as mezd minden oldalszomszédja
is fehér.

Tehat egyetlen kiindulasi helyzet lehetséges:

1. eset, b) rész. Ha a 2-es mez0 két oldalszomszédja sziirke, akkor az 1, 3 és 5 szdmu
mezOk koziil ki kell vélasztanunk kett6t, ami a kiinduldsi helyzetben sziirke. Ezt
haromféleképpen tehetjiikk meg: csicsban k6zos mezdket valasztunk sziirke szind-
nek (1-5 vagy 3-5) vagy cstiicsban nem kozoseket (1-3).

1-5 esete: a 6-0s mezd hdrom oldalszomszédja koziil hidnyzé 9-es mezdnek sziir-
kének, a 4-es harom oldalszomszédja koziil hidnyzé 7-es mezdnek fehérnek kell
lennie:

1-5 esete: a 6-0s mezd hdrom oldalszomszédja koziil hidnyzé 9-es mezének fehér-
nek, a 4-es harom oldalszomszédja koziil hidnyz6 7-es mez6nek sziirkének kell
lennie:

1-3 esete: a 6-0s mezd harom oldalszomszédja koziil hidnyzo6 9-es mezdnek sziirké-
nek, a 4-es mezd harom oldalszomszédja koziil hidnyz6 7-es mezdnek sziirkének
kell lennie:

A 2. esetben az 1. esetben latottakhoz hasonléan tekinthetjiik végig a lehetséges szinezéseket.

Ezzel az alabbi négy kiindulasi tdblazatot kapjuk:

. Egy 30 csapatos bajnoksagban eddig 14 fordulét rendeztek. Minden forduléban minden csapat
pontosan egy mérk6zést jatszott, mégpedig egy olyan csapattal, amellyel kordbban még nem
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jatszott. Igazoljuk, hogy van harom olyan csapat, amelyek kozott még egyetlen mérkdzést sem
jatszottak le. 10 pont

1. megoldas. Tekintsiink két olyan csapatot, amelyek még nem jatszottak egymdssal. Legyenek
ezek A és B. 1 pont
a) Ha azon csapatok kozt, amelyekkel A és B mdr jatszott, van kozos, akkor ez a két csapat
Osszesen legfeljebb 27 masikkal jatszott. Ekkor A, B és ez a csapat teljesiti a feladat feltételeit. 1 pont
b) Vegyiik azt az esetet, amikor nincsen olyan csapat, amelyik A-val és B-vel is jatszott. 1 pont
Legyen Aj és A két olyan csapat, amelyekkel A jatszott. Ha A; és A kozott nem volt még
mérk6zés, akkor rajuk igaz az a) bekezdésben leirt gondolatmenet, miszerint mivel mindket-
ten jatszottak A-val, ezért ketten egyiitt 0sszesen legfeljebb 27 masik csapattal jatszottak, tehat
van olyan csapat, amelyikkel egyikiik sem jétszott. Ez a csapat, valamint A| és A, a feladat
feltételeinek megfeleld harom csapat. 2 pont
c) Tehat az az eset maradt, amikor nincs olyan csapat, amelyik A-val és B-vel is jatszott, és
amelyek jatszottak A-val, azok mind jatszottak egymdssal, €s ugyanigy, amelyek jitszottak B-
vel, azok mind jatszottak egymadssal is. Vagyis van két 15-15 csapatbdl allé csoport, amelyeken
beliil mar mindenki mindenkivel jatszott, de kiilonbozd csoportokba tartozo csapatok kozott nem

volt mérkdzés. 1 pont
Megmutatjuk azonban, hogy ez az eset nem lehetséges, 1 pont
mert 15 csapatot nem lehet fordulénként parokba rendezni (egy mindig kimarad), és igy a 14

fordul6 alatt nem jatszhatott minden csapat 14 mérkdzést. 3 pont
Osszesen: 10 pont

2. megoldas. Vilasszunk ki egy csapatot (A), ez tizennégy mérkdzést jatszott (ellenfelei: Aj,

Ao, ..., A14). Nevezzik ezt a 15-6t elsé csoportnak, mig a tobbieket (B, By, ..., Bis) maso-

diknak. 1 pont
Két eset fordulhat eld.

1. eset: Volt mérkdzés a két csoport kozott is. 1 pont

A nem vehetett részt ilyenben, igy feltehetd, hogy példdul A; és B jatszott egymadssal. By is
14-szer jatszott 0sszesen, ezért nem mérkSzhetett meg mindenkivel a masodik csoportbdl, felte-
hetjiik, hogy B és B, k6zott nem volt mérkézéEs. 1 pont
Ekkor azonban az A, By, B, csapatok egymas kozott még nem jatszottak egyetlen meccset sem:
B nem jatszott B;-vel, hiszen B;-t igy vdlasztottuk, A pedig nem jatszott masodik csoportbeli-
ekkel, azaz sem B{-gyel, sem B,-vel. 2 pont
2. eset: Minden mérk&zés az egyes csoportokon beliil zajlott le. Ez azt jelentené, hogy a csopor-
tokon beliil mindenki jatszott mar mindenkivel, azaz két teljes 15 résztvevos kormérkdzés zajlott
le 14 fordul¢ alatt. 1 pont
Megmutatjuk, hogy ez nem lehetséges. 1 pont
Tekintsiik csak az elsé csoportot. Mivel 15 csapatbdl 4dll, és ennyi résztvevét nem lehet parok-
ba allitani, i{gy minden forduléban valaki kimaradt volna. Ez azonban ellentmond annak, hogy
mindenki jdtszott mindenkivel. A masodik eset tehdt nem fordulhat eld. 3 pont

Osszesen: 10 pont
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Kezdok 1. kategoria 3. (donto) fordulé

Feladatok

1. Az ABCD négyszdgben AB = BC = CD, tovabba az ABC<t = 70°, a BCD< = 170°. Mekkora a
DAB< nagységa? 10 pont

2. Hany hegyesszogl, derékszogi, illetve tompaszogli hdromszoget hatdroznak meg egy szabalyos
hiszszog csicsai? 10 pont

3. Legyen p egy 3-ndl nagyobb primszam ugy, hogy az a és b pozitiv egész szamokra teljesiil a
pP4a® =b? egyenldség. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

a) a oszthat6 12-vel, és
b) 2(p+a+ 1) négyzetszam. 10 pont

Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Az ABCD négyszdgben AB = BC = CD, tovabba az ABC<t = 70°, a BCD< = 170°. Mekkora a

DAB< nagységa? 10 pont
1. megoldas. Készitsiink abrat. 1 pont
Az ABC és BCD bels6 szogek szogfelezdjének metszéspontjat jelol-
je P. 1 pont

Az ABP és BCP haromszogek egybevagdak, ugyanis PB kozos oldaluk,
tovabba AB = BC és ABP<{ = PBC< = 35°. 2 pont

Ebbdl kovetkezGen
BPA<t = CPB< = 180° — 85° —35° = 60°. 1 pont

Az eldbbiekhez hasonlé médon a DPC és BPC haromszogek is egy-
bevigdak, mert a C-nél 1évd szogiik megegyezik és az ezt kozrefogd

oldalak paronként egyenld hosszuiak. 2 pont
Emiatt DPC<t = CPB< = 60°. 1 pont
Ez azt jelenti, hogy BPA<t{ + CPB<+ DPC< = 180°, tehat P val6jaban az AD oldalra esik. 1 pont

Ekkor viszont a DAB sz6g megegyezik a PAB szoggel, igy DAB<t = 180° — 60° — 35° = 85°. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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2. megoldas. Készitsiink dbrét. 1 pont

Vegyiik fel a P pontot a négyszog belsejében ugy, hogy az ABP harom-

sz0g szabdlyos legyen. 1 pont
Ekkor PB = AB = BC miatt a PBC haromszog egyenld szdru. 1 pont
Mivel ABP<t = 60°, ezért PBC<t =70° —60° = 10° és igy BCP<t =85°. 1 pont
A P pont tehdt rajta van a C csicsndl 1évo szog szogfelezdjén. 1 pont
Ekkor a CDP és CBP haromszdgek egybevagoak, mert két-két oldal és

az ezen két oldal éltal bezart sz6g egyenld, igy PD = PB = PA. 1 pont
Kovetkezésképpen a PCD és az APD haromszdg is egyenld szaru. 1 pont

A PCD egyenl§ szard hiromszogben DPC<{ = PCD<( = 85°, ezért
APD< =360° — BPA<<—CPB<—DPC< =

=360° —60° — 85° —85° = 130°. 1 pont
Igy az APD egyenl§ szari hiromszogben DAP<( = 25°. 1 pont
Tehdt DAB<t = DAP<{+ PAB<t = 25° 4+ 60° = 85°. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. Hany hegyesszogl, derékszogi, illetve tompaszogili haromszoget hataroznak meg egy szabalyos
hiszszog cstcsai? 10 pont

Megoldas. A hiszszog csucsai dltal meghatarozott haromszogek koré irt kore a hiszszog koré
irt kor. Ha a haromszog hegyesszogt, akkor a koré irt kor kozéppontja a haromszog belsejében,
ha derékszogl, akkor a hdromszog oldaldn, ha tompaszogi, akkor pedig a hdromszogon kiviil
talalhato. 2 pont

Szdmoljuk meg el6szor a derékszogli haromszogeket! Ezek egyik oldaldn rajta van a koré irt
kor kozéppontja, tehat az a hiszszog egyik szimmetriadtlja. Valasszuk ki el6szor ezt az oldalt:
ezt 10-féleképpen tehetjilk meg. A harmadik csics 18-féle lehet, igy Osszesen 10-18 = 180
derékszogli haromszog van. 2 pont

Most szamoljuk meg a tompaszogli haromszogeket! Mindegyik haromszoget a tompaszogi
csucstdl pozitiv forgdsirdnyban elhelyezkedd csticshoz rendelve szdmoljuk meg. Ezt a csucsot
20-féleképpen valaszthatjuk ki. A haromszog masik két csucsa a kivélasztott csicsbol hizott

. ) . . 9 . )
szimmetriadtlotol ,,jobbra” esik. Ezt a két csticsot (2> = 36-féleképpen vélaszthatjuk ki. Tehat

Osszesen 20 - 36 = 720 tompaszdgii hdromszog van. 3 pont
Végiil szdmoljuk meg a hegyesszogii haromszogeket! Osszesen ( 3 )= 1140 hdromszdoget ha-
tdroznak meg a hiszszog csucsai. Koziiliik hegyesszogt 1140 — 720 — 180 = 240. 3 pont

Tehat a hdszszog csucsai 240 hegyesszogii, 180 derékszogil és 720 tompaszogli haromszoget
hatdroznak meg.
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Megjegyzés. A haromszogek leszamolhatok dgy is, hogy | A 20 felbontdsai | Darabszam

megnézziik, milyen egész hosszisdgu részekre bontjak a 24942 20

haromszog csicsai a 20 egységnyi korivet. Ahhoz, hogy 3+849 40

a haromszog tompaszogi legyen, az ivek kozott kell len- 4+7+49 40

nie 10 egységnél hosszabbnak. Ahhoz, hogy derékszogii le- 4+8+8 20

gyen, kell lennie 10 egység nagysaginak. Hegyesszogli hé- 54649 40

romszog esetén minden v hossza rovidebb 10 egységnél. 5:718 40
6+6+8 20
6+7+7 20

Osszesen:

. Legyen p egy 3-ndl nagyobb primszam ugy, hogy az a és b pozitiv egész szamokra teljesiil a
pP4a® =b? egyenldség. Bizonyitsuk be, hogy ekkor

a) a oszthat6 12-vel, és

b) 2(p+a+ 1) négyzetszam.
Megoldas. a) Az egyenldséget atrendezve, majd nevezetes azonossag segitségével a b —d?
kifejezést szorzattd alakitva kapjuk, hogy

PP =b*—a*=(b—a)(b+a)

A megadott feltétel miatt b > a, igy a két tényezd pozitiv egész €s b+a > b —a, tehat p? szorzattd

bontdsa csak egyféleképpen lehetséges,hab—a=1ésb+a= pz.
Ebbdl
P PR
2 2

2a=p*—1=(p-1)(p+1).

Masodik megoldas (az elso négy pontra). A feltétel miatt p, a és b alap pitagoraszi szamharmas
(p prim volta miatt), tehét a primitiv pitagoraszi szimharmasokra vonatkozé 6sszefiiggés szerint

17:m2—r127 a=2mn, &s b:m2+n2,

ahol m és n olyan pozitiv egészek, amelyekre m > n, (m;n) = 1, illetve m és n kiilonb6z6 paritasd
(mivel p pératlan, igy a = 2mn).

Ebbdl p = (m —n)(m—+n), ami a feltételeket tekintve csak egyféleképpen valdsulhat meg:

m—n=1 és m+n=p
Ebbdl
m_p+1_ n_p—l
2 2
amibdl
D(p—1
a= %, azaz 2a=(p+1)(p—1).
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Azt kell igazolnunk, hogy (p — 1)(p+ 1) oszthaté 24-gyel, hiszen az, hogy 2a oszthaté 24-gyel,
sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy a oszthat6 12-vel.

Tekintve, hogy p pératlan prim, igy p — 1 és p+ 1 is pdros.
p—1és p+ 1 koziil pontosan az egyik 4-gyel is oszthato, tehat a szorzatuk oszthat 8-cal. 1 pont

Mivel p egy 3-ndl nagyobb prim, igy p — 1 és p + 1 koziil pontosan az egyik 3-mal is oszthat6. 1 pont

Tehéat (p—1)(p+ 1) oszthat6 8-cal és 3-mal, azaz 24-gyel. 1 pont
Masodik megoldas (az utébbi harom pontra). Egy 3-nal nagyobb prim 6-tal osztva 1 vagy —1
maradékot ad, azaz a p prim 6k + 1 vagy 6k — 1 alaku (ahol k pozitiv egész). 1 pont
Tehat

(p—1D)(p+1)=6k(6k+2) =12k(3k+ 1) vagy (p—1)(p+1) = (6k—2)6k = 12k(3k—1). 1 pont

Azt kell megmutatnunk, hogy k(3k + 1) vagy k(3k — 1) szorzat péros: ha k pdros, akkor a szor-
zat els6 tényezbje paros, ha k pératlan, akkor szorzat masodik tényezdje paros, tehdt a szorzat
barmilyen k pozitiv egészre paros. 1 pont

Megjegyzés. A bizonyitasbdl tehat azt is megkapjuk, hogy barmilyen p > 3 primszamra ponto-
san egy ilyen p, a, b szamharmas létezik, példaul p = 5-rea =12 és b = 13.

b) 2
—1
20p+a+1)=2 (p+p + 1) =2p+pP—142=p*+2p+1=(p+1)?
tehat a kérdezett kifejezés valéban négyzetszam. 3 pont
Osszesen: 10 pont

Kezdok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

. Az ABCD konvex négyszog atlol az E pontban metszik egymdést. Az ABE haromszdg magas-
sagpontja M, a BCE, CDE és DAE haromszogek koriilirt koreinek kozéppontja rendre O1, O,
és O3. A négyszoget az emlitett pontokkal egyiitt lerajzoljuk egy lapra, majd az dbrat az M, Oy,
0, és O3 pontok kivételével toroljiik. A négy megmaradt pontbdl korzd és vonalzé segitségével
hogyan tudjuk megszerkeszteni az abra hianyzé részleteit? 10 pont

. Az ay, ay, as, aa, as, ag valos szamokra teljesiil, hogy a% + a% + a% + aﬁ + ag + a% = 2. Adott hat
négyzet, amelyek oldalainak hossza ay, as, a3, a4, as, ag. Bizonyitsuk be, hogy ez a hat négyzet
atfedés nélkiil elhelyezhetd egy 2 egység oldalhosszisagu négyzetben! 10 pont

. Lehetséges-e az egész szamok halmazat harom olyan paronként diszjunkt részhalmazra felosz-
tani, hogy barmely n € Z esetén n, n — 50, n+ 2020 harom kiilonboz6 részhalmazba tartozzon? 10 pont
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABCD konvex négyszog atléi az E pontban metszik egymast. Az ABE hiaromszog magas-
sagpontja M, a BCE, CDE és DAE haromszogek koriilirt koreinek kdzéppontja rendre O, O,
€s O3. A négyszoget az emlitett pontokkal egyiitt lerajzoljuk egy lapra, majd az dbrat az M, Oy,
0, és O3 pontok kivételével toroljiik. A négy megmaradt pontbdl korzé és vonalzé segitségével
hogyan tudjuk megszerkeszteni az abra hidnyzo részleteit? 10 pont

Megoldas.

Legyen az ABE hiromszog koriilirt korének ko-
zéppontja O. Ekkor az OO; és 0,03 egyenesek
merdlegesek a BD atlora, az 010, és O30 egye-
nesek pedig az AC éatlora.

Igy az 00,0,0; négyszog szemkozti oldalai par-
huzamosak, tehat a négyszog paralelogramma. 3 pont

A paralelogramma OO, és 0103 atloi felezik egy-
mast, ezért O,-t az 0103 szakasz felezGpontjira
tiikrozve O megszerkeszthetd. 1 pont

Masrészt az ABE haromszog A, illetve B csticsdhoz
tartoz6 my, illetve m; magassiaga rendre parhuza-
mos az 001, illetve 003 egyenesekkel. Ezekre a
magassagokra illeszkedik M, ezért M ponton keresztiill OO1-gyel, illetve OO3-mal parhuzamost
hizva megkaphatjuk az m, és m; egyeneseket. 2 pont

Az A cstics 003, illetve a B csiics OO; egyenesre vonatkozo tiikorképe E, ezért ha az A, il-
letve a B pontokat tartalmazé m, és m;, egyeneseket tiikkrozziik rendre az 003, illetve az OO,

egyenesekre, akkor az m/, és m;, egyenesek metszéspontjaként megkaphatjuk az E pontot. 3 pont
Ezutdn az E pontot tikkrozve az O010,03 paralelogramma oldalegyeneseire mar az eredeti

négyszdg csucsaihoz jutunk. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. Az ay, ay, a3, a4, as, ag valés szdmokra teljesiil, hogy a% + a% + a% + aﬁ + a% + aé = 2. Adott hat
négyzet, amelyek oldalainak hossza ay, as, a3, a4, as, ag. Bizonyitsuk be, hogy ez a hat négyzet
atfedés nélkiil elhelyezhetd egy 2 egység oldalhosszisagu négyzetben! 10 pont
Megoldas. Az éltalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a; > ap > a3 > a4 > as > ag.
A megoldas sordn tobbszor haszndljuk az

(a+b)? <2(a®+b?) (*)

egyenldtlenséget. Ez konnyen igazolhat6 a szdmtani-négyzetes kozepek kozti egyenltlenséggel
vagy egy oldalra rendezve teljes négyzet kialakitasdval.

A megoldas otlete, hogy a négyzet harom, diszjunkt belsej sdvra oszthatd, és mindhdrom sév-
ban elhelyezhetiink két-két négyzetet.
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El6sz6r megmutatjuk, hogy a; +asz +as < 2.

2, 2, 2, 2 2 2 2
as+as+a;+a 2—as—a a
a%—i—agg a3 TaTds 1 L

Ekkor (*) miatt a3 +as < 1/2 —a3. Tehdt

/ 2(*) /5.2 2
ai+az+as <ap+4/2—ay < \/2a; +4—2a7 =2.

Tehat hdrom sav (példdul a;, as és as oldalhosszakkal) atfedés nélkiil elhelyezhet6 a négyzetben.

Az egyenlbtlenség szerint a 2 egység oldalhosszisagu négyzetben atfedés nélkiil elfér egymas
folott egy 2 x ay, 2 x a3 és egy 2 x as-0s téglalap.

A savokban elhelyezhetd a két-két négyzet. Ez példaul az alabbi mdédon igazohato.

Helyezziik el az a; és az a, oldalhosszisagu négyzetet az elsd, az az €s az a4 oldalhosszusa-
gl négyzetet a masodik, az as és az ag oldalhosszisagu négyzetet a harmadik téglalapban! Ez
megvaldsithatd, ha a; +a < 2, hiszen ebbdl kovetkezik az +aq <2 és as+ag < 2 is.

(%)
artay < y/2(a3+a3) <V2-2=2

Megjegyzések. Pontozds: Annak igazolasa, hogy harom sav (példaul a;, as és as oldalhosszak-
kal) atfedés nélkiil elhelyezhetd a négyzetben. Minta:

Ezzel az allitast igazoltuk.

Annak igazoldsa, hogy a sdvokban elhelyezhet6 a két-két négyzet.

A megoldas soran nincs jelentGsége, hogy éppen hat négyzetr6l van sz6, a feladat dltalanosithato.

. Lehetséges-e az egész szamok halmazat harom olyan paronként diszjunkt részhalmazra felosz-

6 pont

4 pont

6 pont
4 pont

tani, hogy barmely n € Z esetén n, n — 50, n+ 2020 harom kiilonboz6 részhalmazba tartozzon? 10 pont

Megoldas. Indirekt médon tegyiik fel, hogy a Z halmaz elemeinek felosztasa a kivant médon
elvégezhetd.

Haszndljuk fel az m <+ k jelolést arra, hogy m és k azonos részhalmazba tartoznak, az m < k
jelolést arra, hogy m és k kiilonbozd részhalmazokhoz tartoznak, a (p;q;r) € K jelolést pedig
arra, hogy a p, g, r egészek 3 kiilonb6z6 részhalmazhoz tartoznak.

A bevezetett jelolések alapjan:

(n;n—50;n+2020) € K, (1)
(n—50;n— 100;n+ 1970) € K, )
(n+2020; 7+ 1970; 1+ 4040) € K, 3)

fgy az (1), (2), (3) figyelembevételével:
n—+ 1970 <» n— 50,
n—+ 1970 «+» n+ 2020,
n—50 « n+ 2020,
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Ebbdl kovetkezik, hogy
(n+1970;n—50;n42020) € K és n < n—+1970. (4) 2 pont

Masrészt (2) és (4) alapjan (n —50;n—100;n) € K.

Az utolso feltételt mas formaban felirva és tobbszor alkalmazva:

(n;n—50;n—100) € K, 3)
(n—350;n—100;n— 150) € K. (6)
Az indirekt feltevés és az (5), (6) megallapitasok figyelembevételével n <+ n — 150. (7) 1 pont

A (4), (7) kapcsolatok tobbszori alkalmazésdval:
01970 2-1970 < ... < 5-1970 =
= 9850 <+ 9850 — 150 <+ 9850 —-2-150 ... <+ 9850 —-65-150 =

=100 < —50. 3 pont
Viszont az n <+~ n — 50 feltétel alapjan 0 +» —50. 1 pont
Igy ellentmondasra jutottunk, ami azt jelenti, hogy az egész szamok megadott felosztdsa nem
végezhetd el. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Kezdok I1I. kategoria 2. (donto) fordulé

Feladatok

. Tekintsiik a valos szamok halmazan értelmezett
fx)=Vx2+a?+4/(x—b)>+c2

fliggvényt, ahol a, b, ¢ pozitiv valés szamok. Hol veszi fel ez a fliggvény a minimdlis értékét? 10 pont

. Az f fiiggvény egy P sik minden K pontjdhoz hozzarendel egy valds szamot, amelyre teljesiil,
hogy f(K) = f(A)+ f(B) + f(C), ha K az ABC haromszog silypontja. Bizonyitsuk be, hogy a
sik minden X pontjéra f(X) = 0! 10 pont

. Ha n pozitiv egész szdm, akkor jeloljikk r(n)-nel azt a szamot, ahanyféleképpen n elall harom
négyzetszam Osszegeként (ezek kozott lehetnek azonosak, és a 0-t is megengedjiik, és két felirast
azonosnak tekintiink, ha csak a tagok sorrendjében térnek el). Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok
Vn

olyan n pozitiv egész szdm létezik, amelyre r(n) > 100°

10 pont
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Tekintsiik a valés szdamok halmazan értelmezett
fx)=Vx2+a2+/(x—b)*+c2
fliggvényt, ahol a, b, c pozitiv valés szamok. Hol veszi fel ez a fliggvény a minimdlis értékét? 10 pont
Megoldas. Vegyiik észre, hogy a feladatbeli fiiggvény nem mds, mint a P(x,0), Q(b,c), R(0,a)
pontokra felirt PR és PQ tavolsagok Osszege. 5 pont
Ez minimdlis, ha a harom pont kollinedris. 2 pont

Felrajzolva az 4bréat, a Q pontot tiikkr6zve az x tengelyre, a derékszogii haromszogek hasonlésa-
gabol kovetkezik, hogy
ab
- a+c
esetén lesz a szakaszok dsszhossza minimaélis. 3 pont

X

Osszesen: 10 pont

2. Az f fiiggvény egy P sik minden K pontjdhoz hozzdrendel egy valds szdmot, amelyre teljesiil,
hogy f(K) = f(A) + f(B) + f(C), ha K az ABC haromszog stlypontja. Bizonyitsuk be, hogy a
stk minden X pontjira f(X) = 0! 10 pont

Megoldas. Valasszunk ki egy tetszdleges S pontot a sikon. Vegyiink fel egy tetszSleges ABC
szabdlyos haromszdget, amelynek a sdlypontja S.

Ezért f(S) = f(A)+ f(B) + f(C). 1 pont
A CA, AB, BC oldalak felez6pontjai legyenek rendre L, M, N.
Ismeretes, hogy az LMN héaromszog stlypontja is S, ezért f(S) = f(L)+ f(M) + f(N). 2 pont

A LAM, MBN, NCL haromszogek sulypontjait jelolje rendre U, V, W. Az UVW hédromszog az

ABC hiaromszogbdl S kozépponti % ardnyd hasonlésiggal kaphatd, igy UVW silypontja is S.

Ezért f(S) = f(U)+ f(V)+ f(W). 3 pont
Mivel

FU) = F(L)+ f(A)+ (M), (V)= F(M)+[(B)+f(N), f(W)=F(N)+F(C)+f(L), 1pont

z

12y

FE&) =fWO)+f(V)+fW)=
— F(L)+ F(A)+ F(M) + F(M)+ F(B) + F(N) + F(N) + F(C) + f(L) =
=f(A)+f(B)+£(C)+2[f(L) + (M) + f(N)] =
=31(5), 1 pont
ahonnan f(S) = 0. 1 pont
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Mivel a sik tetszOleges pontjat megvélaszthatjuk valamely szabdlyos haromszog kozéppontja-
nak, ezért a sik minden pontjdra nulla a fiiggvényérték. 1 pont

Osszesen: 10 pont

. Ha n pozitiv egész szam, akkor jeldljiik r(n)-nel azt a szamot, ahdnyféleképpen n el6éll harom
négyzetszam Osszegeként (ezek kozott lehetnek azonosak, és a 0-t is megengedjiik, és két felirast
azonosnak tekintiink, ha csak a tagok sorrendjében térnek el). Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok

olyan n pozitiv egész szdm létezik, amelyre r(n) > % 10 pont

Megoldas. Valamely nagy X pozitiv egészre tekintsiik a térbeli derékszogl koordinata-rend-

szerben az origd kozépponti X sugari gombot. Legyen a gomb belsejébe es6 egész koordinataju
X3r X3

racspontok szama N(X). Egyrészt N(X) > < > hiszen minden ilyen racspont koré egy

3

4X°r
2 x 2 x 2-es kockét téve lefed;jiik a térfogati gombot. 3 pont

Masrészt ha egy gombon beliili rdcspont koordinatdi (x,y,z), akkor X 4+y 4+ =n valamely
0 <n < X% —1 egészre a Pitagorasz-tétel szerint. A harom koordinatat legfeljebb hatféleképpen
permutdlhatjuk, tovabba mindegyik koordindtdnak legfeljebb kétféle elGjelet adhatunk (pl. az
(x,v,z) és az (y, —x, —z) ugyanazt a hdrom négyzetszdmot adjdk), ennélfogva

48(r(0) 4+ r(1) +...+r(X>—1)) > —. 3 pont

Ekkor, mivel a bal oldali zardjelben a tagok szama X 2, valamely 0 <n < X 2 re

X _n

—_— > 3 pont

"> 156~ 100 pon
Ezzel egy megfelel6 n-et taldltunk, de konnyen modosithatjuk az érvelést gy, hogy ez végtelen
sokat adjon. Nevezetesen adjuk a kovetkezs felsé becslést r(n)-re: r(n) < (v/n+ 1)°, hiszen
mindhdrom négyzetszam a [O, 1,4,...,|vn] 2] intervallumbdl keriil ki. Kovetkezésképpen arra

X
az el6bb kapott n-re, amelyre r(n) > 100°

X X ?
i < 1) V1

amibdl vildgos, hogy végtelen sok kérdezett tulajdonsagu n van, hiszen az utols6 egyenlStlenség
jobb oldala (és igy a ndla nagyobb bal oldal is) tetsz6legesen nagy lehet. 1 pont
Osszesen: 10 pont
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Haladok 1. kategoéria 1. fordulo

166...
1A66 6

T 66...64
darab 6-0s szdmjegyet tartalmaz. Adjuk meg a tort legegyszer(ibb (tovdbb nem egyszertisithetd)
alakjat! 7 pont

tortben a szamlalo €s a nevezd is egy-egy olyan 2019-jegy(i egész szam, amely 2018

. Léteznek-e olyan a, b, c, x pozitiv valds szdmok, amelyekre az
a? + b = ¢?
(a+x)>+ (b+x)* = (c+x)?

egyenldségek egyszerre fenndllnak? 7 pont

. A 101 kiskutya kozott kiosztottunk 2019 csontot. Igazoljuk, hogy biztosan van harom olyan
kiskutya, akik ugyanannyi csontot kaptak. 7 pont

. Igazoljuk, hogy léteznek olyan x és y pozitiv egészek, valamint p és g kiilonbozd, legaldbb
kétjegyl primszamok, hogy

(x+y)—x*=p-q. 7 pont

. Az ABC derékszogli haromszogben valamely sulyvonal merdleges valamely mésik silyvonalra.
Mutassuk meg, hogy ekkor az ABC haromszog silyvonalaibdl szerkesztett haromszog Ujra de-
rékszogl lesz. 7 pont

Megoldasok és javitasi Gtmutato

166...6
664 tortben a szdmlald és a nevezd is egy-egy olyan 2019-jegyli egész szam, amely 2018
darab 6-0s szdmjegyet tartalmaz. Adjuk meg a tort legegyszer(ibb (tovabb nem egyszertisithetd)
alakjat! 7 pont
Megoldas.
A szdmldléban 2018 db 6-o0s szdmjegy van. Végezziik el az alabbi atalakitidsokat:
166...6 =108 +6.11...1= 1 pont
2018 db
6 2
_ 102018 | 9 _ 102018 < (102018 _ 1\ _
= 1077 45-99...9 =107+ 2 (10 1) 1 pont
2018 db

— 102018 4 2 102018 2 _ 5 102018 _ 2

. 1 pont
3 373 3 pon
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Hasonl6an a nevezd, amelyben szintén 2018 db 6-o0s szamjegy van:

66...64=60-11...1+4= 1 pont
—
2018 db
_ 60 _ 20 2018 _
_5-99...9+4_?-(10 —1)+4= 1 pont
2018 db
20 . oo1s 8 S 018 2
= 10" ——=4.[=.10""° =2 ). 1 t
3 3 3 3 pon
, . N |
A tort legegyszer(ibb alakja tehat T 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Léteznek-e olyan a, b, c, x pozitiv valés szdmok, amelyekre az
2+ =2
(a+x)?+(b+x)* = (c+x)°

egyenldségek egyszerre fennallnak? 7 pont

1. megoldas. Induljunk ki az (a+x)%+ (b+x)? = (c+x)? egyenlSségbdl. A miiveleteket elvé-
gezve

a® + b* +2ax +2bx +2x* = * 4+ 2cx + x°.
Figyelembe véve, hogy a®+b*=c?

2ax+ 2bx +x* = 2cx. 1 pont
A kapott egyenldséget az x > 0 kifejezéssel osztva
2a+2b+x =2c,
x=2(c—a—b). 1 pont
Mivel x > 0, ezért c —a—b > 0, vagyis ¢ >a—+b > 0. 1 pont

Mivel az f(x) = X2 figgvény a pozitiv valés szdmok halmazan szigordan monoton novekvo,
ezért

¢* > a® 4 b* +2ab, 1 pont
amibdl az a® + b* = ¢? feltétel ismételt alkalmazasdval a 0 > 2ab feltételhez jutunk. 1 pont
a > 0,b > 0 miatt ez ellentmondas, 1 pont
ami azt jelenti, hogy a feltételeknek megfeleld a, b, c, x szdmok nem léteznek. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Induljunk ki az (a+x)?+ (b4 x)* = (c +x)? egyenl&ségbdl. A miiveleteket elvé-
gezve

a2—|—b2—i—2ax+2bx—|—2x2 = c2+2cx—|—x2.
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Figyelembe véve, hogy a* + b* = 2,
2ax+ 2bx + x* = 2ex.
A kapott egyenldséget az x > 0 kifejezéssel osztva
2a+2b+x="2c,
x=2(c—a—b).
Mivel a, b, ¢ pozitiv valés szdmok és a+b*=c?
haromszog két befogdjanak, amelynek atfogdja c.

, ezért a és b tekinthetd egy olyan derékszogi

A haromszog-egyenl6tlenség alapjan: a+b > c.
Ezértx=2-(c—a—b) <O.
x > 0 miatt ez ellentmondas,

ami azt jelenti, hogy a feltételeknek megfeleld a, b, ¢, x szdmok nem léteznek.

Osszesen:

. A 101 kiskutya kozott kiosztottunk 2019 csontot. Igazoljuk, hogy biztosan van harom olyan
kiskutya, akik ugyanannyi csontot kaptak.
Megoldas.

Indirekt tegyiik fel, hogy nincs hdrom kutya, aki azonos mennyiségli csontot kapott. Ebbdl ko-
vetkezGen minden lehetséges ,,mennyiséget” legfeljebb 2 kutya kaphatott.

Vizsgaljuk az ebben az esetben kiosztott csontok minimaélis szadmat!
Ekkor legfeljebb 2-2 kutya kap 0; 1; 2;. .. ; 49 csontot, és egy kutya 50 csontot.

Ekkor a kiadott csontok szama:
2-:(0+142+...4+49)+50=

49.
:2~¥+SO:2500.

Tehat ebben az esetben minimum 2500 csont kell.

Mivel ez tobb, mint 2019, ezért nem igaz, hogy minden lehetséges mennyiséget legfeljebb két
kutya kapott, tehat van harom olyan kutya, aki ugyanannyi csontot kapott.

Osszesen:

. Igazoljuk, hogy léteznek olyan x és y pozitiv egészek, valamint p és g kiilonbozd, legaldbb
kétjegyl primszamok, hogy

(x+y)*-x*=p-q.

Megoldas. A bal oldalt szorzatta alakitjuk: y- (2x+y) - ((x+ y)? —|—x2) =p-q.
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1 pont
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1 pont
1 pont
1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont

2 pont



Legyen p < g. Mivel a jobb oldalon primszdmok szerepelnek €s a bal oldalon harom kiilénb6z6
pozitiv egész tényezs taldlhat6 nagysag szerinti sorrendben, ezért egy lehetéség van:
y=1L  2&+y=p;  (x+y)’+x1=q.
y = l-et befrva:
2x+1=p,
2% +2x+1= q.
Szorozzuk a médsodik egyenlet mindkét oldalét 2-vel:
4x* +4x+2=12g
(2x+1)2+1=2q,
azaz
p’+1=2q.
Ilyen primek 1éteznek, példaul: p =11, g = 61, ekkor x = 5.
(Ez valéban megoldésa az eredeti egyenletnek.)

Osszesen:
Megjegyzés. Az utolsé harom pont akkor is jar, ha a versenyzd kiprébalja a legkisebb kétjegyi

primet (11), majd megoldja €s ellen6rzi az egyenletet.

. Az ABC derékszogli haromszogben valamely silyvonal merSleges valamely maésik stlyvonalra.
Mutassuk meg, hogy ekkor az ABC hiaromszog sulyvonalaibdl szerkesztett hairomszog tjra de-
rékszogl lesz.

Megoldas. Mivel a két befog6hoz tartozé silyvonal A
nem lehet merSleges egymadsra, az egyik (a mdsik
sulyvonalra merdleges) silyvonal az dtfogdhoz tarto-
zik. 2X

c

y /s b

S S Y
Felhasznélva azt a tételt, miszerint a stlypont a suly- X
vonalak oldalhoz kdzelebbi harmadoldpontja, €s felir- 5 a 3 c

va a megfeleld Pitagorasz-tételeket (4-gyel dtszoroz- >
va) adodik:

a* = 4>+ 16y2; b* = 4x2 +4y2; 2 = 16x2 —|—4y2

Innen (az eredeti haromszogben felirt Pitagorasz-tétel
miatt) adodik:

8x2 420y = 16x° +4y* = 2y* =x* = \/Ey =x.

Innen az oldalak ardnya: a: b:c=Vv24y:V12y:V36y = V2:1:/3. Ujabb Pitagorasz-tételt
felirva s, sulyvonalra

2
Sp= a2+Z:\/27 :
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2 pont
1 pont
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7 pont
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igy a sulyvonalak hosszainak négyzete: sZ = 18y%; s,% = 27y*; sg = 9y?, ami miatt (Pitagorasz
tételének megforditdsa alapjan) a sulyvonalakbdl valéban (az eredetihez hasonld) derékszogi
haromszog szerkeszthetd. 2 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok II. kategoria 1. fordul6

. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a valos szdmok halmazan:

1 2
4P +— —3=dx—= 7 pont
X X

. Dobjunk 5-sz06r egy szabdlyos hatoldali kockdval. Dobésainkat irjuk egymas mellé és alkossunk
igy 5-jegyl szamokat. Tekintsiik az Osszes igy 1étrehozhatod szdmot.

Melyikbdl van tobb és miért: azokbdl a szamokbdl, amelyekben van legaldbb két azonos szam-
jegy, vagy azokbol, amelyekben nincs két szomszédos 6-0s szamjegy? 7 pont

. Mutassuk meg, hogy barmely olyan ABCDEF hatszdgre, amelynek minden szoge egyenld, igaz,
hogy AB—DE =EF —BC=CD—FA.(AB, BC,CD, DE, EF és FA ahatszog oldalainak hosszat
jelolik.) 7 pont

. Legyenek a, és b, a kovetkezd rekurziokkal megadott sorozatok: a; = 1; a,+1 = 10-a, + 1
(n>1)é by =1; by, =10 (b, + 1) (n > 1), tovdbba legyen ¢, = b, — a,. Kiszdmolva az
$2019 = €1 +C2+ 3+ ...+ o019 OSszeget; syp19-ben mennyi a szamjegyek 0sszege? 7 pont

. Adott két halmaz: A = {1;3;5;7;9;11;13;15;17;19} és B = {2;4;6;8;10;12;14;16;18;20}.
Hatérozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, amely mind az A, mind a B halmaz elemei
koziil pontosan 6thoz relativ prim! (Két pozitiv egész szam relativ prim, ha legnagyobb k6zos
osztojuk 1.) 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a valos szamok halmazan:

1 2
4P+ — —3=dx—= 7 pont
X X
Megoldas. Felhasznélva, hogy:
1\* 1
(2x——> =4+ —4 1 pont
X X
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Az egyenlet az aldbbi alakba irhat6:

2
(zx_l) +1:z<zx_l>
X X
1\? 1
x—=) —2(2x==)+1=0
X X

1 2
<2x———l) =0
X

Ebbdl:

1
2x——=1
X
Az egyenletet dtalakitva:
2% —x—1=0
amibdl:
1
x| = —5; xp=1

A kapott gyokok kielégitik az eredeti egyenletet.
Osszesen:

. Dobjunk 5-sz0r egy szabdlyos hatoldalu kockaval. Dobésainkat irjuk egymas mellé és alkossunk
igy 5-jegyt szamokat. Tekintsiik az Osszes igy 1étrehozhaté szdmot.

Melyikbdl van tobb és miért: azokbdl a szdmokbdl, amelyekben van legaldabb két azonos szdm-
jegy, vagy azokbol, amelyekben nincs két szomszédos 6-os szamjegy?
1. megoldas.

Osszesen 6° = 7776 kiilonb6zd szém hozhat6 1étre, ezek kozott 6-5-4 -3 -2 =720 olyan szam
van, melyben nincs ismétlddés. igy 7776 — 720 = 7056 olyan szam van, amelyben van ismétl5dé
szamjegy.

Ha azokat a szdmokat keressiik, amelyekben nincs két szomszédos 6-o0s, akkor aszerint tekint-
stink két esetet, hogy a kozéps6 szdmjegy 6-os vagy sem:

Ha a k6z€ps6 szamjegy 6-0s, akkor a 2. €s a 4. szamjegy 5-5-féle lehet (6-0s nem), mig az 1. és
az 5. szamjegy mind a hatféle szamjegy lehet. Ez6-5-1-5-6 =900 darab szam.

Ha a k6z€ps6 szamjegy nem 6-os, akkor 5-féle lehet. Az els6 két szdmjegy mindegyike 6-0s nem
lehet, ez 67 — 1 = 35 szdm, hasonl6an az utolsé két szamjegy is 35-féle lehet.

Ez 35-5-35 = 6125 darab szdm.
Igy olyan szam, amelyben nincs két szomszédos 6-os: 900 4 6125 = 7025 darab van.

Tehat azokbdl a szamokbdl van tobb, amelyekben van ismétl6dd szamjegy.
Osszesen:
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2. megoldas. Osszesen 6> = 7776 kiilonbdz6 szdm hozhaté 1étre, ezek kozott 6-5-4-3-2 =720
olyan szdm van, amelyben nincs ismétlédés. Igy 7776 — 720 = 7056 olyan szam van, amelyben
van ismétl6do szamjegy. 2 pont
Ha azokat a szdmokat keressiik, amelyekben nincs két szomszédos 6-o0s, akkor aszerint tekint-

siink négy esetet aszerint, hogy hidny darab 6-0s szdmjegy van a szdmban. Ha 4 vagy 5 db 6-o0s
lenne, akkor biztosan lenne 2 szomszédos 6-os, igy 0, 1, 2 vagy 3 darab 6-os lehet a szdmban. 1 pont

Azokbdl a szamokbol, amelyekben 0 darab 6-os szdmjegy van 5% = 3125 darab van. Ha 1 darab
6-0s van a szdmban, az 5 helyre keriilhet, igy ezekbdl a szamokbdl is 5 - 5% = 3125 darab van. 1 pont

Ha 2 darab 6-os van a szdmban, azokat 6-féleképpen helyezhetjiik el, tgy, hogy ne legyenek
szomszédosok. (1.3.,1.4.,1.5.,2.4.,2.5., 3.5.) A fennmaradé 3 helyre 5-5 szamjegy keriilhet, ez

igy 6-5° =750 szam.

Hérom darab 6-os Ugy, hogy ne legyen koztiik szomszédos, csak egyféleképpen helyezhet6 el,

az 1.,a3.ésaz5. helyre. A 2. és a 4. helyre 5-5 féle szamjegy keriilhet. Ez 1 .52 =25 szam. 1 pont

Igy olyan szdm, amelyben nincs két szomszédos 6-o0s: 3125 4 3125 + 750 + 25 = 7025 darab

van. 1 pont
Tehat azokbodl a szamokbdl van tobb, amelyekben van ismétl6dd szdmjegy. 1 pont
Osszesen: 7 pont

3. Mutassuk meg, hogy barmely olyan ABCDEF hatszdgre, amelynek minden szdge egyenld, igaz,
hogy AB—DE =EF —BC=CD—FA.(AB, BC,CD, DE, EF és FA ahatszog oldalainak hosszat
jelolik.) 7 pont
Megoldas. Egy hatszog bels6 szogeinek osszege: 4 - 180° = 720°. Mivel a feladat szerinti hat-

o

sz0g minden szoge egyenld, ezért minden belsd szog = 120°. 1 pont
4
60°

X B

Ezért a hatszog kiils6 szogei mind 60° nagysagdak. 1 pont
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Hosszabbitsuk meg az AF, BC és DE oldalakat, messék ezek egymdst paronként az abra szerint
az X, Y, Z pontokban.

Az XAB, YCD, ZEF hiaromszogek szabalyosak, de igy az XY Z haromszog mindhdrom szdge is
60°, vagyis ez a haromszog is szabdlyos.

Ennek a haromszognek az oldalaira:
XY =XB+BC+CY =AB+BC+CD,
YZ=YD+DE—+EZ=CD+ DE+EF,
ZX =ZF + FA+AX =EF +FA+AB.

Mivel az XYZ hiromszog oldalai egyenld hosszuiak, ezért AB+ BC +CD = CD + DE + EF,
rendezve: AB— DE = EF — BC

ugyanigy az YZ = ZX egyenldségbdl CD — FA = AB— DE
Megjegyzés. Ha valaki csak szabdlyos hatszoget vizsgdl, legfeljebb 2 pontot kaphat.

Osszesen:

. Legyenek a, és b, a kovetkezd rekurzidkkal megadott sorozatok: a; = 1; a,+1 = 10-a, + 1
(n>1)é by =1; b, =10 (b, + 1) (n > 1), tovdbba legyen ¢, = b, — a,. Kiszdmolva az
§2019 = €1 +C2+c3+ ...+ ca019 Osszeget; sop19-ben mennyi a szamjegyek 0sszege?

7 7z

1. megoldas. a; = 1;a; = 11;a3 = 111,... a sorozat képzési szabalyabol kovetkezben az el6z6
elem utdn mindig egy ujabb 1-es szamjegyet irunk, igy a, = 111...11.
ndb l-es

Ekkor 10" — 1
by =1;by=20; b3 =210; b4 =2110; b5 =21110,... a sorozat képzési szabalyabdl kovetkezden
az el6z6 elem 1-es szamjegyei utan mindig egy tjabb 1-es szamjegyet irunk, igy

b,=2]111...110.
—_—

n—2db l-es
Tehat
i 10—
b,=2-10 +T—1
1 1 10 1
. —n. n—1 T s ot S SRR B 0o/ o S — n—1 —
b,—a,=2-10 +9 10 9 1 (9 10 9) 10 1=999...99.
n—1db 9-es
Ekkor

s2019 = (1= 1)+ (10— 1)+ (10° = 1) +...+ (1007 - 1) =

=111...11-2019= 111...1109092.
—_— —_——
2019 db 1-es 2014 db 1-es

Tehat 55019 szamjegyeinek Osszege: 2014-1+9+9+2 =2034.

Osszesen:
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2. megoldas. n, sorozat definici6ja alapjan
Cni1l = bpt1 —any1 = 10(by,+1) —10(a, + 1) = 10(a, —b,) +9, ahol ¢; = 9.
A kapott képzési szabdly szerint
cn1 =10 (ay,—by)+9=10- (10 (ap—1 —by—1)+9)+9=...
=10-(10-(10-(...- (a1 —b1)...))) +9=999...99.
n—1db
Ekkor
$2019 =999...99+999...99+--- 499949949 =
n—1db n—2 db
= (10*" — 1)+ (10*°7 = 1)+ + (102 = 1) + (10— 1) + (1 - 1) =
=111...11-2019=111...1109092.
—— —
2019 db 2014 db

$2019 szamjegyeinek Osszege 2014149 +9+2 =2034.

Osszesen:

. Adott két halmaz: A = {1;3;5;7;9;11;13;15;17;19} és B = {2;4,6;8;10;12;14;16;18;20}.
Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amely mind az A, mind a B halmaz elemei
koziil pontosan 6thoz relativ prim! (Két pozitiv egész szam relativ prim, ha legnagyobb kzos
osztojuk 1.)

Megoldas. A keresett n szam nem lehet paros, mert akkor a B halmaz egyetlen eleméhez sem
lenne relativ prim.

A={1;3;5;7;3%11;13;3-5;17;19} és B={2;2%2.3;2%2.5;2%.3;2.7;2%2.3%,2%.5}

Mivel a keresett n szdm pdératlan, a B halmaz négy eleméhez (2-hoz, 4-hez, 8-hoz és 16-hoz)
biztosan relativ prim. Igy a tobbi hat elem 2-3; 2 5; 22.3;2.7;2-3%;2%. 5 koziil még pontosan
egyhez kell relativ primnek lennie.

Az n szam paratlan, ezért primtényez0s felbontdsdban nem szerepel a 2. Ha a 3 sem szerepelne
benne, akkor az n szdm a 6-hoz, 12-hoz és 18-hoz is relativ prim lenne, igy a B halmaz elemei
koziil mar legalabb héthez lenne relativ prim.

Ha az n primtényezds felbontdsdban nem szerepelne az 5, akkor n relativ prim lenne a 10-hez és
a 20-hoz, igy mér legaldabb hat B-beli elemhez lenne relativ prim.

Tehat n primtényezds felbontasdban van 3 és van 5. Ellenben a 7 nem szerepelhet az n prim-
tényezdbs felbontdsdban, hiszen akkora 6 =2-3; 10=2-5; 12 = 22. 3;14=2-7;18=2- 32;
20 = 225 szdmok koyziil egyhez sem lenne relativ prim, pedig az egyikhez relativ primnek kell
lennie.

Tehdtn=3-5vagyn=3-5-p-q-...,ahol a p,q,... primek mindegyike 7-nél nagyobb.

A 15 =3-5 az A halmaz elemei koziil relativ prim az 1-hez, 7-hez, 11-hez, 13-hoz, 17-hez és
19-hez. Ez igy hat szdm, ezért az egyik relativ prim relaciot meg kell sziintetni, tehat az n prim-
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tényez0s felbontdsdban az iménti felsoroldsban szerepld 6t primszdm koziil pontosan egynek
szerepelni kell.

Korabban lattuk, hogy ez nem lehet a 7. Mivel az n szdm a lehet6 legkisebb kell legyen, ezért n
primtényezds felbontdsaban a 3 és az 5 mellett a 11-nek kell szerepelni. Tehdt n = 165.

Osszesen:

Haladok 1. kategoéria 2. fordulo

. Melyik tort a nagyobb,

2020702 201920%!
20222020 vagy 2021 2019 °

. Az ABC haromszogben BCA<t = 90°. Az AB oldal felez&merGlegese a BC oldalegyenest a K
pontban metszi, az AK szakasz felezOmerdlegese a CA oldalegyenest pedig az L pontban. Hata-
rozzuk meg az ABC haromszog két hegyesszogét, ha tudjuk, hogy BL belsd szogfelezdje az ABC
szognek.

. Bizonyitsuk be, hogy 5401" —2710" — 2036" 4 1364" minden n természetes szam esetén oszt-
hat6 2019-cel.

. Bizonyitsuk be, hogy minden 17-nél nagyobb pozitiv egész szam eldallithaté harom 1-nél na-
gyobb egész szdm Osszegeként, ahol az Osszegben szerepld szamok paronként relativ primek.
Igazoljuk, hogy a 17 nem allithat6 el6 ugyanilyen médon.

Megoldasok és javitasi atmutato

. Melyik tort a nagyobb,
20202022 201 92021
20222020 vagy 20212019 .
1 n+3 nn+2
Megoldas. Vizsgiljuk éltaldnosan az m és az (ns2) torteket. (Ahol n pozitiv egész

szam.)
Kis n-ekre kiprobdlva, az els6 tort mindig nagyobb, igy a sejtés az, hogy az elsé tort nagyobb.

(Megjegyzés: Ez az 1 pont jar abban az esetben, ha indoklés nélkiili helyes vdlaszt ad a fel-
adat kérdésére, illetve akkor is megadhat6 az 1 pont, ha nem prébaélta ki kis n-ekre, de igazolja
altaldnosan a helyes egyenl6tlenséget.)

(n—|—l)”+3 ; nn+2
(n+3) 17 (n42)"
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Mivel mindkét nevezd pozitiv, a beszorzds nem véltoztatja a reldcio irdnyat.
A nevezokkel beszorozva, a bal oldal

(n+ 1" (n+2)" = (n+1)"- (n+2)") - (n+1)* = ("> +3n+2)"- (0’ +3n* +3n+1). 2 pont
A jobb oldal:

(n+3)"TL "2 =" (n4+3)"-n? - (n+3) = (> +3n)"- (n® + 3n?). 1 pont
Mivel n pozitiv egész szam, ezért a bal oldal atalakitdsaval kapott szorzat mindkét tényezdje
202022
nagyobb a jobb oldalon szerepld szorzat tényezdinél, ezért az elsd tort, azaz 20222090 anagyobb. 2 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Amennyiben a versenyzd a konkrét szamokkal szdmolva korrektiil bizonyit, a tel-
jes pontszamot megkaphatja.

2. Az ABC héaromszdgben BCA< = 90°. Az AB oldal felez6mer&legese a BC oldalegyenest a K
pontban metszi, az AK szakasz felezOmer6legese a CA oldalegyenest pedig az L pontban. Hata-
rozzuk meg az ABC haromszog két hegyesszogét, ha tudjuk, hogy BL belso szogfelezbje az ABC
szognek. 7 pont

Megoldas. Harom esetet vizsgalhatunk.

1. eset: CA < CB. Jeloljiikk az ABC haromszog szogeit a-val, B-val és y-val. Mivel L rajta van az
AK szakasz felez6mer0legesén, ezért LA = LK és LAK << = LKA<{ = ¢.

0o

Az AKL haromszogre a kiilsdszog-tételt alkalmazva CLK << = 2¢, és emiatt az LKC haromszog-
ben CKL< =90° —2¢.
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Az ABK egyenld szard hdromszogre alkalmazva a kiilsdszog-tételt:

AKC
= 4502 1 pont
2
Legyen T az AB oldal azon pontja, amelyre LT | AB. Mivel BL belsé szogfelezGje B-nak, ezért

LT = LC és ATLA = KCLA\, hiszen két-két oldal hossza és a hosszabbikkal szemkozti szog

KAB< = KBA< =

nagysaga egyenld, emiatt LAT << = LKC<, 1 pont
azaz @ +45° — g — 90° — 20, amib3l ¢ — 18°.
Ezt felhasznédlva oo = 45° + g =54°és B = 36°. 1 pont

2. eset: CA > CB. Az el6z0 esethez hasonl6 gon-
dolatmenettel:

LAK< = LKA<{ = ¢,
CLK< =20,
amibdl
LKC<=90°—2¢.
L e fg miatt LT = LC és ATLA = KCLA
(LT =LC, LA = LK, ATL< = LCK< = 90°), ezért
LAT< = LKC<1 =90° —2¢,

ahonnan
BAK< = BKA<=90° — ¢,

18y
BA = BK. 1 pont

Masrészt, mivel K rajta van az AB szakasz felez6-
merdlegesén, ezért KA = KB, tehat az ABK ha-
romszog szabdlyos, és igy az A csticsdndl levs szo-
ge 60°, vagyis

©+90°—2¢ =60°,

ezért
¢ =30°,
tehat
o =90°—2¢ =30°,
B = 180° —90° —30° = 60°. 1 pont
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3. eset: CA = CB. Ebben az esetben K =C, L az

c K AC oldal felez6pontja és LC = LA. 1 pont

Masrészt emiatt LT = LC, vagyis LT = LA, ami

\ nyilvanval6an nem lehetséges, mivel az AT L de-

rékszogl haromszogben LA atfogd, LB pedig
& befogd. Igy ez az eset nem valdsulhat meg. 1 pont

. L[5
A T B

Osszesen: 7 pont

. Bizonyitsuk be, hogy 5401" —2710" — 2036" 4+ 1364" minden n természetes szam esetén 0szt-

hat6 2019-cel. 7 pont
Megoldas. 5401" —2710" —2036" 4 1364" = 5401" —2710" — (2036" — 1364") 1 pont
Felhasznélva, hogy a" — b" oszthaté (a — b)-vel, 5401" — 2710" oszthaté 5401 — 2710 = 2691-

gyel, igy oszthat6 3-mal is. 1 pont
Hasonldan: 2036" — 1364" oszthat6 2036 — 1364 = 672-vel, igy oszthat6 3-mal is. 1 pont
Ugyanakkor: 5401" —2710" —2036" 4 1364" = (5401" —2036") — (2710" — 1364"). 1 pont
Az eldbbieknek megfelelGen: 5401" —2036" oszthaté 5401 — 2036 = 3365-tel, igy oszthat6 673-

mal is. 1 pont
Ugyanigy: 2710" — 1364" oszthat6 2710 — 1364 = 1346-tal, igy oszthaté 673-mal is. 1 pont
A kifejezés minden természetes szam esetén oszthaté 673-mal és 3-mal. Mivel a 673 és a 3

relativ primek, ezért a kifejezés mindig oszthat6 3 - 673 = 2019-cel. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Bizonyitsuk be, hogy minden 17-nél nagyobb pozitiv egész szdm eldéllithaté harom 1-nél na-
gyobb egész szam Osszegeként, ahol az 6sszegben szereplé szamok paronként relativ primek.
Igazoljuk, hogy a 17 nem allithat6 el6 ugyanilyen médon. 7 pont

Megoldas. Legyen k >3,k € N*. Ekkor a
18 =2+3+13, 20=3+4+13, 22=2+3+17
felbontdsok alapjan:
6k =243+ (6k—5), 6k+2=3+4+ (6k—5), 6k+4=2+4+3+(6k—1) 2 pont

A 6k+ 1, 6k+ 3, 6k + 5 tipust szdmokat két-két csoportra osztva példaul az alabbi eldallitasok
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lehetségesek:
12I4+1=9+(6l—1)+(61-7), 12m+7=34(6m—1)+ (6m—+5)
1214+3=34(6]l—1)+(6/+1), 12m+9=94(6m—1)+ (6m—+1)
1214+5=94(6]—-5)+ (6/+1), 12m+11=34 (6m+1)+ (6m+17)
(leNt, meN", 1>2 m>1)
Ezutdn azt fogjuk belatni, hogy a 17 nem bonthat6 fel a feladat feltételei szerint hdromtagu
osszegre. Indirekt bizonyitdst alkalmazva tegyiik fel, hogy 17 = a+ b+ ¢, ahol a, b, ¢ paronként

relativ primek, és 1 < a < b < ¢ (a,b,c € N1). Ekkor az a, b, ¢ szdmok mindegyikének paratlan-
nak kell lennie.

a=3eseténald+5+7<a+b+c=17<3+5+11,
a>5Seseténpedigh>7,c>9miattaza+b+c>5+7+9=21>17

egyenldtlenség igazolja, hogy a kivént felbontds nem valdsithaté meg.

Osszesen:

Haladok II. kategoria 2. fordulé

n*+4n? 4+ 3

—————— tOrt nem egyszerisithetd.
n*+6n2+8 £y

. Igazoljuk, hogy tetsz&leges n € N szdm esetén az
. Hatdrozzuk meg a kovetkezo fiiggvény szélsoértékeit az [1;6] intervallumon:

4x% + 100
X

fix—

. Adjuk meg az Osszes olyan legaldbb kételeml halmazt, amelynek elemei egész szdmok, és a
halmaz elemeinek szorzata éppen annyi, mint ahdny részhalmaza van a halmaznak!

. Az ABC haromszogben BCA<t = 90°. A hdromszog befogéira kifelé ACDE és BF GC négyzete-
ket rajzolunk. Bizonyitsuk be, hogy ha a hiromszog atfogéhoz tartozé magassagénak talppont-
ja T, akkor az F DT haromszog derékszogt.

Megoldasok és javitasi Gtmutato

n*+4n® 4+ 3

—————— tOrt nem egyszerdsithetd.
n*+6n2+8 £y

. Igazoljuk, hogy tetsz&leges n € N szdm esetén az

Megoldas.
n*+4n*+3 B (n2—|—1) (n2+3)
nt46n2+8  (n2+2)(n?+4)
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A szdmléléban €s a nevezdben szerepld négy zardjeles kifejezés négy egymast kovetd pozitiv
egész szamot jelol. Mivel két szomszédos pozitiv egész szam legnagyobb kozos osztdja 1, ezért
a tort csak abban az esetben egyszer(sithetd, ha az egyszer(sités az n® + 1 és n® +4 szdmokat

érinti.

d|n*+4ésd|n*+1eseténd | (n2 +4) — (n2 +1) = 3 alapjén a tort pontosan akkor egysze-

rdsithetd, ha d = 3.
A két kifejezés 3-mal val6 osztasi maradékat vizsgaljuk.
Han=3k+1 (k € N), akkor
1 =9k +6k+2=3-(3k>+£2k)+2 & n*+4=3-(3K>£2k+1)+2
alapjan mindkét kifejez€s 3-mal osztva 2 maradékot ad.
Ha n = 3k (k € N), akkor
P+ 1=9K+1=33"+1 é n*+4=9%"+4=3(3k>+1)+1

alapjan mindkét kifejez€s 3-mal osztva 1 maradékot ad.

Igy (n* + 1;n* +4) = 1, tehit a tort 3-mal sem egyszer(isithets. Ezzel az 4llitast beldttuk.

Osszesen:

. Hatdrozzuk meg a kovetkezs fiiggvény széls6értékeit az [1;6] intervallumon:

4x% 4100
fix—> —
X
Megoldas.
100
f(x) = 4X -+ 7

Mivel az 6sszeg mindkét tagja pozitiv az [1;6] intervallumon, ezért alkalmazhatjuk a szamtani—

mértani kozepek kozti egyenlStlenséget:

1 [ 1
4x+ﬁz2- 4x-ﬂz40.
X X

Egyenl6ség pontosan akkor 4ll fenn, ha a két tag egyenld, azaz
~ 100
=

dx

Ami a feltételt figyelembe véve x = 5 esetben teljesiil.

Ez egyszersmind azt is jelenti, hogy a fiiggvény az [1;6] intervallumon az 5-ben veszi fel a

minimumat, amely 40-nel egyenld.

Megmutatjuk, hogy a fiiggvény az [1;5[ intervallumon szigortian monoton csokken, vagyis
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1 <x; <xp<5esetén a

432 +100  4x2+100 1 1 —
Hr0 Mot <:>4(x1—x2)>100~(———):100~x1 2
X] X2 X2 X X1X2
25
—_ > J— - _
(x1 —x2) > (x1 —x2) o

Osszefliggés teljestil.

Mivel ha 1 < x; < xp <5, akkor x1 -x3 > 0 (és x; —xp < 0), igy valéban fenndll ez utébbi
egyenldtlenség.

Most pedig megmutatjuk, hogy a fiiggvény az |5; 6] intervallumon szigordan monoton novekvd,
vagyis 5 < x; <xp < 6esetén a
4x24+100  4x3+100 25
<

S X1—x) < (X1 —x2) ——
- - (x1 —x2) < (x1 —x2) e

Osszefliggés teljesiil.

Mivel ha 5 < x1 < x» < 6, akkor x;xo > 25 (és x| —xp < 0), igy valoban fenndll ez utébbi
egyenlotlenség.

Mivel f az [1;5] intervallumban szigordan monoton novekedd, az |5; 6] intervallumban szigortan
monoton csokkend, a maximumat kizardlag az [1;6] intervallum végpontjaiban veheti fel.

244 2
A két intervallumhatdron felvett, f(1) = 104 és f(6) = < = 40§ értékek koziil f(1) a na-

gyobb, igy ez lesz a fiiggvény maximumértéke is.
Osszesen:

. Adjuk meg az Osszes olyan legaldbb kételeml halmazt, amelynek elemei egész szamok, és a
halmaz elemeinek szorzata éppen annyi, mint ahany részhalmaza van a halmaznak!

Megoldas. A halmaz elemeinek szama legyen n, ekkor részhalmazainak szdma 2". Ha egész
szamok szorzata a 2-nek hatvanya, akkor e szorzat barmely tényezdje 2 valamely hatvdnya vagy
annak ellentettje.

El6szor belatjuk, hogy a halmaz elemeinek szama legfeljebb 6. Tegyiik fel, hogy n > 7, azaz
n =64k, ahol k > 1. A halmaz elemei legyenek x1, x2, X3, x4, X5, Xg, X7, - . ., Xp.

A feltétel szerint xq -xp - X3 Xg X5 - Xg - X7+ ...~ Xy = 2" = 26Tk =262k
Feltehetjiik, hogy |x1| < |x2| < |x3] < x| < Jas| < fxg| < 7] < oo < -

Ekkor |x1| > 1; |x2| > 1; [x3| > 2; |xa| > 2; |x5| > 4; |x¢| > 4; |x7| > 8, és nyilvén |x;| legaldbb 8,
hai> 7, ezért

" =260k — X1 X2 X3 X4 X5 X X7 ... Xy| =
= |x1| - |x2| - |x3] - |xal - x5 |- |xs) - xg] e >1-1-2-2-4-4.8.....8 =20 8K,

Tehat 26 - 2% > 26. Sk, innen k = 0, ami ellentmond a k > 1 feltételnek. Tehat n < 6.
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1 pont

1 pont

1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

2 pont



Ha n = 6 lenne, akkor xxpx3x4x5x¢ = 2%, és ebben az esetben
64 =26 = X1 X2 - x3 X4 - x5 X6| = |x1] - |22 - [x3] - |xa] - x5 [x6| > 1-1-2-2-4-4 = 64.

Az egyenlGség csak ugy teljesiilhet, hogy |xi| = 1; |xa2| = 1; |x3| = 25 [x4] = 2; |x5| =45 |x6| =4,
azazx1 = —1l;xp = 1;x3 = —2; x4 = 2; x5 = —4; x¢ = 4, am ebben az esetben

X1 X2 X3-X4 X5 X = —64
lenne. 1 pont
Tehat 2 <n <S5.
Ha n =5, akkor nyilvédn |xs| < 8. A lehetséges halmazok: {—1;1;—2;2;8} és {—1;1;2;—4;4}.
Ha n = 4, akkor a halmazok:
{-1;1,-2;8},{—1;1;2;-8},{—1;1;,—4;4},{—1;-2;2;4},{1,-2;2;, —4}.
Ha n = 3, akkor a halmazok: {—1;1; -8}, {—1;—-2;4}, {—1;2; -4}, {1;-2; -4}, {1,2,4}.
Ha n = 2, akkor a halmazok: {1;4}, {—1;—4}. 3 pont

Megjegyzés. Az utolsé harom pont akkor jar, ha mind a tizennégy halmazt megadja.

Két pontot kapjon, ha megtaldl legaldbb kilenc halmazt, egy pontot kapjon, ha megtaldl legalabb
otot.

Osszesen: 7 pont

4. Az ABC haromszogben BCA<t = 90°. A haromszog befogdira kifelé ACDE és BF GC négyzete-
ket rajzolunk. Bizonyitsuk be, hogy ha a hiromszog atfogéhoz tartozé magassaganak talppont-

ja T, akkor az FDT haromszog derékszogu. 7 pont
1. megoldas. CAT A\ ~ BCT A\, mivel ATC< = CTB< = 90° és TCA<t = TBC< (merGleges
szarui hegyesszogek). 1 pont
F B A hasonlosédg alapjan:
CA BC CD BF
T — BT’ aza T — BT (1) 1 pont

Ezt felhasznalva:
TCD< =TCA<+90° =TBC<+90° =TBF<. (2) 1 pont

Az (1), (2) egyenlGségek figyelembevételével:
TCDA ~TBFA és CDT< =BFT«. 1 pont

Ez utébbi egyenl6ség alapjan BDT <t = BFT <, igy az

FDTB négyszog hiirnégyszog. 1 pont
D B Ezen hiirnégyszog alapjan: DT F < = DBF < = 90° (azo-
nos iven nyugvo keriileti szogek).
Ezzel az allitast belattuk. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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Megjegyzés. Az utolso két pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a versenyzd:

A hasonlésdg és CTB< = 90° miatt TCB és T BF haromszogek 90°-os elforgatdssal kozéppon-
tosan hasonl6 helyzetbe hozhatdk. 1 pont

Igy viszont FTD<( = 90°, ezzel az illitast bizonyitottuk. 1 pont

2. megoldas. Hasznéljuk az el6z6 megoldas abrajat és jeloléseit.

Az ACB derékszogli hdromszoget a CT magassag két hasonlé hdromszogre bontja. Eszerint

BT : BC =CT :CA,de mivel FB=BC és CD =CA, ezért BT : FB=CT : CD. 2 pont

FBT és DCT merdleges szart tompaszogek (FB L BC, azaz CD, illetve BT | CT), igy FBT és

DCT hasonlé hdromszogek. 2 pont

A hasonl6 haromszogek megfeleld szogei egyenldk, igy BT F <t = CT D<, ebbdl 1 pont
FTD<=FTC<+CTD<x=FTC<a+BTF<=BTC<a=90°. 2 pont

Osszesen: 7 pont

3. megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit!

F a B
a a c=1
L N ™ T
TI//
m I
X |m
G a C b;T’ A
I
I
I
b : b
I
I
b1
D T” E

Mivel a hasonldsdgi transzformdcié szogtartd, ezért legyen a derékszogli haromszog atfogdja
egységnyi, ekkor a®+b*=1.

A teriiletképlet alapjdn ekkor a derékszogli haromszog magassidga: m =a-b 1 pont
/
CATA ~ABCA = '% L
c
/ X a 2
CT'TA~BCAA = —=- = x=a’b 1 pont
m c
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Felirjuk Pitagorasz tételét a TDT’ hiromszdgben:
DT? = (b +ab2)2 + (azb)2 =
= b +2ab’ +a*b* +a*b* =
= b +2ab* + a*b* (a* + b*) =
= b* 4 2ab* + @’ .

n

Ugyanigy felirjuk Pitgorasz tételét a TFT"" haromszogben:

FT? = (a+a2b)2 + (a —ab2)2 =
=d® +2a°b+a*b? + a® = 2a*b* + a*b* =
=2a* +2a°b + d°b? (a2 + b2) —2a%b* =
=2a* +2a’b— a*b*.
Végiil felirjuk Pitagorasz tételét az F'DB haromszdgben:
FD?>=d*>+ (a+b)* =a*+1+2ab.

DT?+FT? = a* +a* + b* +2ab® + 2a°b = a* + 1 +2ab (a* + b*) = a* + 1 + 2ab.

Mivel DT? + FT? = FD?, ezért Pitagorasz tételének megforditdsa miatt F7'D = 90°.

Osszesen:

Haladok III. kategoéria 1. fordulo

. Jelolje [a; b] az a és b pozitiv egész szamok legkisebb kozos tobbszordsét. Legyen n olyan pozitiv

egész szam, amelyre
[msn+1] > [mn+2] > [mn+3] > - > [mn+9].
Bizonyitsuk be, hogy [n;n+9] > [n;n+ 10].

. Egy haromszog mindegyik oldaldn kijeloliink két-két pontot gy, hogy a hat pont egy olyan
hatszog hat csicsa legyen, amelynek minden oldala egyenld, és szemkozti oldalai parhuzamo-
sak. Bizonyitsuk be, hogy a hatszog keriilete nem lehet nagyobb, mint a haromszog keriiletének

a kétharmad része!

. Az a, sorozat a kdvetkezd rekurzidval adott:

a=1, a,= an—1 (n>2).

n—1
Legyen tovabba s, = a +az +a3 + ...+ a,. Igazoljuk, hogy
2020 | s100+ 1.

41

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont



4. Legyen n pozitiv egész szam, jelolje h(n) azt, hogy n hanyféleképpen dll el6 a 3 hatvanyainak
Osszegeként. Mennyi a

h(2020) — (h(673) 4+ h(672) +h(671) +...h(1))
kiillonbség?

(Itt 3 hatvdnydn 3-nak nemnegativ egész kitevdjli hatvanyait értjiik. Ha két el64llitas csak a tagok
sorrendjében kiilonbozik, akkor e két eldallitast nem kiilonboztetjiik meg.) 7 pont

5. Egy ABCD érinténégyszog beirt korének kozéppontja O. Az ACD és ABC haromszogek beirt
koreinek kozéppontja F és E. Az AEF haromszog koréirt korének kozéppontja K. Bizonyitsuk
be, hogy A, O és K egy egyenesen vannak! 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Jelolje [a; b] az a és b pozitiv egész szamok legkisebb kozos tobbszordsét. Legyen n olyan pozitiv
egész szam, amelyre
[msn+1] > [mn+2] > [msn+3] >--- > [m;n+9].
Bizonyitsuk be, hogy [n;n+9] > [n;n+ 10]. 7 pont

Megoldas. Jeldlje (a;b) az a és b pozitiv egész szamok legnagyobb kozos osztdjit. Ekkor

b
(a;b) = ﬁ, ésmivel n(n+1) <n(n+2) <--- <n(n+9), ezért a feladat feltétele alapjan:
a;
(mn+1) < (mn+2)<--- < (m;n+9). (1) 2 pont
Masrészt (n;n+m) | n+m és (n;n+m) | n miatt: (n;n+m) | (n+m) —n = m, innen adédik,
hogy (n;n+m) < m. 1 pont
Az 1 < (n;n+m) < més az (1) figyelembevételével: (n;n+m)=m (m=1,2,...,9). Innen
9 2
[n;n-i—9]:n<n+ ) L (2) 1pont
9 9
Masfel6l (n;n+2) =2 és (m;n+5) =5 miatt 2 | n és 5 | n, és innen 10 | n, illetve emiatt
10 | (n+ 10) adédik. Ebbdl kovetkezik, hogy 10 = (n;n+ 10). 1 pont
Innen kapjuk (a kordbbi (2) figyelembevételével) a kovetkezot:
n(n+10)  n(n+10) n? n?
; 10| = = = — — = |m;n+9|.
mn+10] =2 0) 10 o tr<g tn=lmnto
Es éppen ezt akartuk beldtni. 2 pont

Megjegyzés. Létezik a feltételeknek megfeleld n (mégpedig végtelen sok). n lehet példaul
n =k! alakd, ha k > 7.

Osszesen: 7 pont
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2. Egy hiaromszog mindegyik oldaldn kijeloliink két-két pontot dgy, hogy a hat pont egy olyan
hatszog hat csicsa legyen, amelynek minden oldala egyenld, és szemkozti oldalai parhuzamo-
sak. Bizonyitsuk be, hogy a hatszog keriilete nem lehet nagyobb, mint a hiromszog keriiletének
a kétharmad része! 7 pont

Megoldas. A haromszog oldalai BC = a, CA = b és AB = ¢, a hatszogé pedig x.

A BRS és az BCA hiaromszdg hasonlok, ezért v %, innen u = gx. 1 pont

X

£ . . L L Yooa . a

A PCQ és az BCA haromszog hasonlok, ezért — = —, innen v = —x. 1 pont

x c c

a a ) 1
u+x+v=a,azaz —x+x+—x:a,1nnenx:ﬁ. 2 pont
b c 1,11
a' b’ ¢
) 6 2 » ( o
Ezutdn a ——— < > (a+b+c) egyenl6tlenséget kell beldtni.
atete 3
3 b
1. lehetdség: Ez ekvivalens a +———— < arote egyenl6tlenséggel, ami nyilvan igaz, mert az
athTe
egyenldtlenség bal oldaldn az oldalak hosszédnak a harmonikus kozepe, jobb oldaldn az oldalak
hosszanak szamtani kozepe 4ll. Es a szélsGértéket az a = b = ¢ esetben fel is veszi. 3 pont
I 1 1
2. lehet8ség: A bizonyitandd egyenlStlenség ekvivalens a9 < (a+b-+c) (— + b + —) egyenlot-
a c
) e o o a b b ¢ a c o
lenséggel. A zardjelek felbontdsa és rendezés utdn a 6 < A +—-+-+ A + — 4 — egyenlGtlenség
a c c a
ad6dik, ami igaz, mert egy pozitiv szamnak és a reciprok értékének az osszege legalabb 2. Es a
sz€ls6értéket az a = b = c esetben fel is veszi. 3 pont
Osszesen: 7 pont
3. Az a, sorozat a kovetkezs rekurzidval adott:
n2
a=1;, a,= — “ap—1 (m>2).
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Legyen tovabbd s, = a; +ay + a3z + ... + a,. Igazoljuk, hogy
2020 | s100 + 1. 7 pont

Megoldas. Az els6 néhany a, kiszamolasa utan lathatd, hogy a, = n - n!. Ezt fogjuk el6szor bi-
zonyitani. a,-t ,,végigvezetve” aj-ig, teleszkopos szorzatot kapunk, majd egyszertisitve adodik:
2 2 2 A2
—1 3 2
nn—l'(l;—z) Tl =n (=) =) 2 pont
Kicsit tovabb alakitva: a, =n-n! = (n+1)n! —1-n! = (n+1)! —nl. 1 pont
Innen s,-re Gjabb ,teleszkdp”, egy teleszkopos Osszeg adddik:

sn= (21— 1D+ B2+ (4 =3)+ ...+ —(n—D)+((n+ 1) —n!) = (n+ 1)1 — 1.

a; =

Azaz sjop0o+1=101!—1+1=101!. 2 pont
Masfeldl 2020 primfelbontasa: 2020 = 101 -5 - 22. Mivel 2? | 101!, 5] 101!, 101 | 101!, ezért

2020 | 101! = s100 + 1. Es ezt akartuk bizonyitani. 2 pont
Osszesen: 7 pont

. Legyen n pozitiv egész szam, jelolje h(n) azt, hogy n hanyféleképpen 4ll el a 3 hatvanyainak
Osszegeként. Mennyi a
h(2020) — (h(673) +h(672)+h(671)+... h(l))
kiilonbség? (Itt 3 hatvanyédn 3-nak nemnegativ egész kitevGjli hatvanyait értjiik. Ha két el6éllitas
csak a tagok sorrendjében kiilonbozik, akkor e két elallitast nem kiilonboztetjiik meg.) 7 pont

Megoldas. Irjuk fel 2020-at 3 hatvanyainak 6sszegeként tigy, hogy balrél jobbra haladva a ki-
tevék nem csokkenhetnek. A felirdsban szerepls 3° kifejezések dsszege legyen E, a tobbi tag
Osszege legyen T. 2 pont

Mivel T oszthat6é 3-mal ezért T értéke 0,3,6,...,2019 lehet. 1 pont
Tekintsiik csak azokat a tagokat, amelyek 7'-hez tartoznak.

T = 2019 esetén ezen tagok Osszegébdl a 3 kiemelhetd. Igy csak a 673-at kell el6allitani, ez

h(673) médon lehetséges. Az ilyen elGéllitasokat 3-mal szorozni kell, majd egy darab 1-et az

elejére frni. Igy az dsszes olyan eldallitast megkapjuk pontosan egyszer, amely egy 1-gyel kez-

dédik.

T =2016 esetén ezen tagok 6sszegébdl a 3 kiemelhetd. Igy csak a 672-t kell elGallitani, ez h(672)

moédon lehetséges. Az ilyen el6allitdsokat 3-mal szorozni kell, majd négy darab 1-et az elejére

irni. Igy az 6sszes olyan el&allitist megkapjuk pontosan egyszer, amely négy 1-gyel kezdédik.

Igy 1épiink hdrmasdval visszafelé egészen T = 0-ig. 2 pont
Tehat a h(673) + h(672) + h(671) + ... h(1) Osszegben a 2020 sszes elGéllitasa szerepel egy
kivételével, amikor 2020-at csupa 1-gyel allitjuk el6 (ez tartozik 7" = 0-hoz). Ezért a kérdezett
kiilonbség 1. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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5. Egy ABCD érinténégyszog beirt korének kozéppontja O. Az ACD és ABC haromszogek beirt
koreinek kozéppontja F és E. Az AEF haromszog koréirt korének kozéppontja K. Bizonyitsuk

be, hogy A, O és K egy egyenesen vannak!

Megoldas. Jeloljikk a négyszog oldalait és AC atléjat az dbra szerint. AB = a, BC = b, CD = c,

DA =d,AC =e.

Erintse az ACD haromszog beirt kre AC-t H;-ben, ABC beirt kire pedig Ha-ben.
d+e—c _ate—b

AH, = 7% AH, =
! 2 2 2

Mivel érinténégyszogrol van szo, ezért d —c = a — b, emiatt AH; = AH,, azaz Hi = Hy = H.
Az AHF< =90°, valamint AHE<t =90°, ezért F, H, E egy egyenesen vannak, és AH az AEF /\

magassaga.

Haszndljuk ki, hogy AF felezi a DAC<-et, valamint AE felezi a CAB<-et, ezért az A-ndl levd

sz0g két a-bol és két B-bal all.

AEH/A\-b8l AEH <t = 90° — 3, a kozépponti és keriileti szogek tétele alapjan

AKF< = 180° — 2.

Mivel AKF A\ egyenld szari, ezért KAF <t = f3.

EbbSl DAK< = a + 3, tehdt AK felezi a négyszog A-nal levd szogét, és ezen a félegyenesen van

a beirt kor kozéppontja is.

Osszesen:
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1 pont

7 pont



Haladok I. kategoria 3. (donto) fordulo

1. Hatdrozzuk meg az f(x) = \/ xX—6Vx—2+7- \/ —x+6v6 —x+ 15 fiiggvény értékkészletét! 7 pont

2. Hatdrozzuk meg az
xXy+yz+zx=xyz+2
egyenlet megolddsait a pozitiv egész szamok halmazéan! 7 pont

3. Két kor kiviilrdl érinti egymadst. A két kor kozos kiilsé érintGinek metszéspontja M. Az M pontbdl
indulé félegyenes mindkét kort metszi. A metszéspontok — az M pont feldl indulva a félegyene-
sen — sorban A, B, C és D. Mekkora a korok sugara, ha MA =3, AB=2¢és BC =1? 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hatdrozzuk meg az f(x) = \/x —6vVx—2+7- \/—x +6V6 —x+ 15 fuggvény értékkészletét! 7 pont

Megoldas. Mivel

x—6Vx—24+7=(x—2-3) 1 pont

x4 6V6 x4 15=(V6—x+3), 1 pont
ezért \/x—6Vx—2+7 = |Vx—2-3| és Voxt 66t 15= Vo—x+3| I pont

Az értelmezé€si tartomdny: 2 < x < 6, ezért Vx—2—-3 <0é&s v6—x+3 > 0, vagyis
fx) = ’\/x—2—3‘ : \/6—x+3‘ = (—VA—243)(V6—x+3). 1 pont

A szorzat mindkét tényezdje pozitiv, és mindkét tényezs csokkend a [2;6] intervallumon, 1 pont
ezért a maximum: f(2) = 15, a minimum: f(6) = 3. 1 pont
Mivel a fiiggvények folytonosak, az értékkészlet: [3;15]. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Hatdrozzuk meg az
Xy+yz+zx =xyz+2
egyenlet megolddsait a pozitiv egész szamok halmazéan! 7 pont

Megoldas. Mivel az egyenlet a benne szerepld valtozokra szimmetrikus, ezért eloszor keressiik
meg azokat a megoldasokat, melyeknél x <y < z.
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Az egyenlet mindkét oldalat elosztva az xyz > 0 kifejezéssel:
1 1 1 2
—+-+-=1+—
Xy z xyz

Ezt felhasznalva:

Ebbdl x = 1 vagy x = 2 adddik.

x = 1 esetén az eredeti egyenletbe helyettesitve y 4+ z = 2, amibdl a feltételek alapjan y =z =1
adddik.

x =2 esetén
2y+2z=yz+2
2= (y-2)(z—2)
ahonnan 2 <y < 7 figyelembevételével

y—2=1 é z7-2=2
y=3 z=4
adodik.
Ez alapjan az egyenlet 0sszes megoldasa
M={(1;1;1); (2,3;4); (2;4;3); (3:2:4); (3;4:2); (4;2;3); (4:3;2)}.

Osszesen:

. Két kor kiviilrdl érinti egymadst. A két kor kozos kiils6 érintdinek metszéspontja M. Az M pontbdl
indulé félegyenes mindkét kort metszi. A metszéspontok — az M pont feldl indulva a félegyene-
sen — sorban A, B, C és D. Mekkora a korok sugara, ha MA =3, AB=2¢és BC = 1?

Megoldas. A kisebb kor sugara legyen r, a nagyobb koré R.

A két kor kdozéppontosan hasonld, a hasonldsdg centruma az M pont, aranya MC : MA=6:3=2.
Ezért R =2r,és CD = 2AB = 4.

Legyen az AB hur felez6pontja E, a CD haré F, a kis kor kozéppontja K, a nagy koré L.

Ekkor EK és FL merbleges az M-bol indul6 MA félegyenesre. Hizzunk a K-n keresztiil par-
huzamost a félegyenessel, ez az FL szakaszt N-ben metszi. A KNFE négyszog téglalap, ezért
FN =KE =x.

Tovébba az FL szakasz az EK szakasz képe a kétszeres nagyitdsndl, ezért FL = 2x, igy NL = x.
Az AEK derékszogili haromszogbdl ¥ 4+1=r
a KNL haromszogbdl (3r)% = x* 442
/15 /30 15 30
I g _— = & R = 2 —_— = .
nnen r 3 1 & 2 5
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1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont

2 pont
1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

1 pont



Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Ha a tanulé nem gyokteleniti a nevezét, azért ne veszitsen pontot.

Haladok I1. kategoria 3. (donto) fordulo

. Egy iskoldban a tanuldk 10 f6s csapatokat szerveztek. Egy didk tobb csapatnak is tagja lehet,
vagy akar egyiknek sem. A csapatok szdma 500. Bizonyitsuk be, hogy a didkokat el lehet he-
lyezni két terembe ugy, hogy minden csapatnak mindkét teremben legyen tagja. 7 pont

. Az ABC derékszogli haromszog AB édtfogdjahoz tartozé magassaganak talppontja 7. Az atfogén
kijeloljiikk a P és a Q pontokat ugy, hogy AP = AC és BQ = BC legyen. Az AC befogbén az M,
az BC befogén az N pontot gy jeloljiik ki, hogy CM = CT = CN legyen. Bizonyitsuk be, hogy
a OPNCM otszog teriiletének és az ABC haromszog teriiletének ardnya 2r : R, ahol r az ABC
haromszog beirt korének a sugara, R pedig a koré irt korének a sugara. 7 pont

. Az a, b, c, d pozitiv egész szamokra teljesiil az ad = b? + be + ¢ egyenldség. Bizonyitsuk be,
hogy a® 4 b? + ¢ + d?* bsszetett szam. 7 pont

Megoldasok és javitasi atmutato

. Egy iskoldban a tanuldk 10 fOs csapatokat szerveztek. Egy didk tobb csapatnak is tagja lehet,
vagy akar egyiknek sem. A csapatok szdma 500. Bizonyitsuk be, hogy a didkokat el lehet he-
lyezni két terembe Ugy, hogy minden csapatnak mindkét teremben legyen tagja. 7 pont

Megoldas. A tanul6k szdma legyen n, akkor az n didk a két teremben 2"-féleképpen helyezked-
het el. 1 pont

48



Tegyiik fel, hogy nincs ilyen elhelyezés.

Ez azt jelentené, hogy minden elrendezés esetén van legaldbb 1 csapat, amelynek a tagjai ugyan-
abba a terembe keriilnek.

Mivel a legaldbb az egyik csapatot alkot6 10 didk mar bent van az egyik teremben, akkor a
tobbiek 2"~ '°-féle médon rendezddhetnek.

Viszont az egy terembe szorult csapat 2 terembdl valaszthat, igy szamukra a lehetdségek szdma

2 . 2}1710 — 2}’179.

Mivel barmelyik csapattal el6fordulhat, hogy egy terembe keriilnek, az 6sszes lehetdség a tanu-
16k elhelyezkedésére legfeljebb 500 -2" 7.

Ez viszont kevesebb, mint 512 - =9 — 2", az Osszes elhelyezkedési lehetGség, ellentmondésra
jutottunk, azaz a kiindul4si feltétel volt rossz. (Tehat tuduni olyan elrendezést késziteni, melyben
minden csapatnak mindkét teremben van tagja.)

Osszesen:

. Az ABC derékszogli haromszog AB atfogdjahoz tartoz6 magassagéinak talppontja 7. Az atfogén
kijeloljiik a P és a Q pontokat ugy, hogy AP = AC és BQ = BC legyen. Az AC befogén az M,
az BC befogén az N pontot ugy jeloljiik ki, hogy CM = CT = CN legyen. Bizonyitsuk be, hogy
a OPNCM otszog teriiletének és az ABC haromszog teriiletének ardnya 2r : R, ahol r az ABC
haromszog beirt korének a sugara, R pedig a koré irt korének a sugara.

1. megoldas. Az A csucsnal 1évd szog legyen . Az APC haromszog egyenld szard, ezért

180° — o
ACPq< = ——.
2
AC=Db BC—a
M
o
A c—-aQ T P c—b E A b—r a—r E
o
ACT < =90° — o, ezért TCP<t = ACP< — ACT < = 5

Az A-ndl 1évd o szog és a TCB< szdog merdleges szard szogek, ezért TCB< = «, igy

PCB< = TCB<{— TCP<{ — %

(04
Tehat TCP< = PCB< = X azaz a PC szakasz felezi a TCB< szbget.

Ezért a T pont CP egyenesre vonatkozé tiikorképe a CB befogéra esik, és mivel CN = CT,
ezért T tiikorképe éppen az N pont, igy a T PC haromszog CP-re vonatkoz6 tikkorképe az NPC
haromszog, ezért Typc = Trpc-
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Hasonléan beléthato, hogy TCO< = QCA< = g, ahol B az ABC haromszog B csucsdndl 1évé

szoge, és igy a TCQ hiaromszog CQ egyenesére vonatkozé tiikorképe az MCQ haromszog, ezért
Tyco = Trco-

Tehat a QPNCM 6tszog teriilete megegyezik a POC haromszog teriiletének a kétszeresével.

fgy azt kell belatni, hogy 2Tpoc : Tapc = 2r : R, azaz Tppc : Tapc =1 : R.

A PQC haromszognek és az ABC hiaromszognek a CT szakasz koz0s magassdga, ezért a két
haromszog teriiletének ardnya egyenld a PQ szakasz és az AB = 2R szakasz ardnydval.

Legyen AB =c¢,CA =b¢és CB =a. Ekkor AQ =AB—BQ =c—a,BP =AB—AP =c—b,igy
POQ=c—(c—a)—(c—b)=a+b—c,

ami éppen az ABC hdromszogbe irt kor atmérSje (ez a jobb oldali dbran latszik, nyilvan
b—r+a—r=c)

Tehat TPQC :Tapc=2r:2R=r:R.

Osszesen:

2. megoldas.

M
b—m

A c-a Q T

A haromszog oldalait a szokott médon a, b, c-vel, a magassagot m-mel jelolve:
AM=b—m ¢é AQ=c—a.

A derékszogili haromszog teriiletképletébdl:

b
2T:c~m:a~b:>m:a—.
c

Valamint ismert, hogy a beirt kor, illetve a koré irt kor sugara:

a+b—c c
=1 " & R=-.
r > és 5

Ekkor

)
AM  b—m b- PO

b AC
AQ c¢—a c—a c—a ¢ AB

€s az A csucsnal 1év6 szog az AQM és az ABC haromszogek kozos szoge, tehat AQM A ~ ABCA,
hiszen a két oldal aranya és a kozbezart sz6g megegyezik. A hasonldsag ardnya: A = —

—b
Hasonl6é médon a PBNA ~ ABCA és a hasonlésdg aranya A, = i
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A QPNCM o6tszog teriiletét a haromszog teriiletével kifejezve:

Tornem = T—llz-T—XQz-T = (1 — (c—za)z — (c_2b>2) -T 1 pont
c c
A teriiletek ardnya tehat (felhasznélva a Pitagorasz-tételt):
{— (c—a)? B (c—b)? _ c?—c? —a? 4 2ac — c® — b* +2bc _ 2ac + 2bc — 2c? I pont
c? c? c? c?
Az ismert képleteket felhasznalva:
2ac+2bc—2¢* 2a+2b—2c at+b—c 2r
c? c 5 R
Ezzel az allitast bebizonyitottuk. 1 pont
Osszesen: 7 pont
.Az a, b, c, d pozitiv egész szamokra teljesiil az ad = b? + be + ¢? egyenl6ség. Bizonyitsuk be,
hogy a® + b + ¢* + d? dsszetett szam. 7 pont
Megoldas.
Indirekt bizonyitdst alkalmazva tegyiik fel, hogy a” + b* + ¢ +d* = p, ahol p primszam. Ekkor
p=a*+b*+c*+d* = (a® +2ad +d*) + (b* +* —2ad) =
= (a+d)?+b*+*=2(0* +bc+c?) = (a+d)> — (> +2bc+¢?) =
=(a+d)?—(b+c)*=[(a+d)— (b+c)][(a+d)+ (b+c)] 2 pont
Mivel a p primszdm csak 1- p formdban bonthat6 szorzattd, és a+d —b—c <a+d+b+c,
ezérta+d—b—c=1&éa+d+b+c=p. 1 pont
A kapott két egyenlGségbdl az elsot vizsgélva:
a+d=b+c+1
a*+2ad +d* = b*+c* +1+2bc+2b+2c
a*+2b* +2bc+2c* +d* = b* +¢* + 1+ 2bc +2b +2c
a*+ b+ +d*—2b—2c =1
A+ (b—=1)7+(c—1)+d*>=3 2 pont
A pozitiv egész szamok halmazdn a kapott egyenl6ség csak abban az esetben allhat fenn, ha
a=d=1¢és {b—1;c—1}={0;1}. Ebben az esetben viszont az ad = b*> + bc + ¢ egyenl3ség
nem teljesiil.
Ellentmondasra jutottunk, ami azt jelenti, hogy a® + b* + ¢ 4 d* dsszetett szam. 2 pont
Osszesen: 7 pont
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Haladok III. kategoria 2. (dont6) fordulo

1. Felirtunk a tablara 2" darab pozitiv egész szamot tetsz6leges sorrendben egymads utdn. Ezen sza-
mok 0sszes primosztdja n prim koziil keriil ki. Bizonyitsuk be, hogy kivédlaszthat6 ezen szdmok
egy nem lires részhalmaza, amelynek elemei a felirt sorban egymast utdniak, és a részhalmaz
elemeinek szorzata négyzetszam!

2. Az x, y, z pozitiv valés szamok szorzata 1. Bizonyitsuk be, hogy

y Z
+ +
y+z+3 x+z+3 x+y+3

3
K(X,y,Z) = > g

3. Az ABC haromszog belsejében taldlhaté D pontra CAD<t = DCA<t = 30° és ABD<t = 60°. Le-
gyen E a BC oldal felez&pontja, F pedig a CA oldal C-hez kozelebbi harmadoldpontja. Igazoljuk,
hogy DE LEF.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Felirtunk a tablara 2" darab pozitiv egész szamot tetsz6leges sorrendben egymads utdn. Ezen sza-
mok 0sszes primosztdja n prim koziil keriil ki. Bizonyitsuk be, hogy kivédlaszthat6 ezen szdmok
egy nem lires részhalmaza, amelynek elemei a felirt sorban egymdst utdniak, és a részhalmaz
elemeinek szorzata négyzetszam!

Megoldas. Legyenek ezek a szamok dy, da, ..., d; (k =2"), a szerepld primek py, p2, ..., pu.
Jeloljiik c;-lel az els6 [ darab d; szorzatét, azaz c; =d; -dy - ... - d;.

Mindegyik ¢;-t irjunk fel primhatvanyok szorzataként kanonikus alakban. Mindegyik c¢;-hez tar-
tozik egy n hosszu sorozat. Ebben a sorozatban az i-edik helyre nullat irunk, ha ¢;-ben p; paros
hatvanyon szerepel és 1-et irunk, ha paratlanon.

Igy 2" darab 0-1 sorozatot kapunk, pontosan annyit, ahdnyféle lehetséges.

Ha ezek kozott van csupa 0 sorozat, akkor készen vagyunk, mert valamelyik ¢;-ben minden prim
paros hatvanyon szerepel, ezért ez négyzetszam.

Ha nincs ilyen, akkor a skatulyaelv miatt van két egyforma sorozat. Ha a nagyobb indexhez tar-
tozot elosztjuk a kisebb indexhez tartozdval, akkor az egyszeriisités utdn olyan szamot kapunk,
amely egymadst kovetd szamok szorzata és minden prim paros hatvdnyon szerepel benne, tehat
négyzetszam.

Osszesen:
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. Az x, y, z pozitiv valés szamok szorzata 1. Bizonyitsuk be, hogy

X y Z 3
K(x,y,z) = + + > <
(o2 = 3 T a3 Txiy13 25
Megoldas.
A szadmtani €s mértani kozép kozotti egyenlStlenséget hasznaljuk:
x+y+z

> Jxyz, ezért x+y+z2>3.

A nevezd@beli 3-at ezzel helyettesitve a tortek nem ndnek, ezért foglalkozzunk

X y z
+ +
ytz+x+y+z x+z+x+y+z x+y+txt+y+z

K(x,y,2) > L(x,y,2) =

A nevezdket a-val, b-vel, c-vel jeloljiik.

X+2y+2z=a; 2x+y+2z="b; 2x+2y+z=c.

Megoldjuk az egyenletrendszert x-re, y-ra, z-re, ekkor azt kapjuk, hogy
3 2 2 2 3 2 2 2 3

x=—§a+§b+§c; y=§a—§b+§c; Z=§a+§b—§c.

Ezekkel az 1j ismeretlenekkel a kovetkez6hoz jutunk:

3 2 2 2 3 2
—3a+2b+2¢c 2a—3b+2¢c Z2a+2b-—
L(x,y,z) — 5 5 5 + 5 Sb 5 + 5 SC —
B 9+2 b+c+a b+ +
5 5\¢ b b

Mivel egy pozitiv szdm és reciproka 0sszege legalabb 2, ezért ez nagyobb vagy egyenld, mint

9 2 3
K(x,y,z) > L(x,y,2) = _§+§ 6—="> -

Az egyenl8ség x =y = z esetén all fenn.

Osszesen:

. Az ABC héaromszog belsejében taldlhaté D pontra CAD<t = DCA<t = 30° és ABD<t = 60°. Le-
gyen E a BC oldal felez&pontja, F pedig a CA oldal C-hez kozelebbi harmadolépontja. Igazoljuk,

hogy DE LEF.
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2 pont
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Megoldas.

Készitsiink abrat!

A feladat feltételei szerint az ADC haromszog két szoge egyenld, tehat egyenld szard (szarszogei
30°-osak, a D-nél 1év§ csticsszoge 120°).
Legyen a C pont D-re vonatkozé kozéppontos tiikkorképe P.

Ekkor PD = CD = AD és PDA<t = 60°, mert az ADC< Kiilss szoge. Ezért az APD haromszog
szabdlyos. Ebbdl kovetkezik, hogy a PAC haromszog félszabdlyos, a harmadik szége (PAC<)
derékszog.

Mivel az AD szakaszra irt APD és ABD szog is 60°, azaz ugyanakkora hirhoz tartozé szogek és
egyenl6ek, az APBD négyszog hirnégyszog.

Messe a koré irt kor az AC oldalt G-ben!

Lattuk, hogy PAC< derékszdg, ezért PG a kor atmérdje. Emiatt PDG< és igy CDG< is derék-
sz0g. A CDG (félszabalyos) haromszdgben tehat 2DG = GC.

PDA< = 60°, PDG<t =90° (mert PG atmérd), ezért ADG< = 30°, tehat PG az ADG haromszog
(s6t, AP = DP miatt az APDG hurnégyszog) szimmetriatengelye.

Azaz AG = DG, igy 2AG = 2DG = GC, azaz G harmadolja az AC oldalt, mas széval G az AC
oldal A-hoz kozelebbi harmadolépontja.

Mivel F a C-hez kozelebbi harmadolépont, ezért a C kozéppontd 2-szeres nagyitds F-et G-be,
D-t P-be, E-t B-ve viszi, vagyis az F ED haromszoget a GBP haromszogbe, amelyben az FED<-
nek megfelel6 GBP< derékszog, igy az FED< is az.

Tehat DE valoban merdleges EF -re.

Osszesen:
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