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Kezddk I-I1. kategoéria 1. fordulé

Feladatok

1. Egy trapézrdl tudjuk, hogy az egyik belsd szoge derékszog és két kiils§ szogének aranya 4 : 5.
Mekkora lehet a trapéz legkisebb belsS szoge?

2. Egy medencét harom csapon keresztiil lehet feltdlteni. Az 1. és a 2. csap 6 6ra alatt, a 2. és 3. csap
4 6ra alatt, az 1. és 3. csap 3 Ora alatt tolti fel a medencét. Mennyi id§ alatt toltik fel a medencét
az egyes csapok kiilon-kiilon?

3. Egy didknak 6t egymdst kdvetd tanitdsi napon matematika, angol, bioldgia €s fizika tantargyakbdl
kell dolgozatot irnia ebben a sorrendben ugy, hogy egy napon legfeljebb két dolgozatot irhat.
Hanyféleképpen oszthatjdk el a didk dolgozatait az 6t napon? (A dolgozatok egy-egy napon beliili
konkrét id6pontjai nem szamitanak.)

4. Az dbrdn az ABC, PQR és XY Z haromszdgek lathatdk, amelyek A P
mindegyike 4 kisebb haromszogre van felosztva. A 10 kicsi ha-
romszogbe az 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10 szdmokat kell elhelyezni 1 \X/ 2
(mindegyiket egyszer felhasznélva) ugy, hogy az ABC, POR és
XY Z haromszogekbe keriil§ szamok dsszege egyenls legyen. Az M\
1, 2, 4, 10 szamok elhelyezése elére adott. B o c R
Hany kiilonb6z6 médon tolthets ki az dbra? 4
Adjuk meg a megfelel6 eseteket! Y Z

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Egy trapézrdl tudjuk, hogy az egyik belsd szoge derékszog és két kiils§ szogének ardnya 4 : 5.
Mekkora Iehet a trapéz legkisebb belsd szoge?

Megoldas. Ha a trapéz egyik szoge derékszog, akkor a trapéz szdra mentén mellette 1évG sz0g
is derékszog (mivel a trapéz alapjai parhuzamosak). (A trapéz Osszes bels6 szoge nem Iehet
derékszog.)

Hérom eset van, attdl fliggden, hogy melyik két belsd szoghoz tartozo kiilsé szogek ardnya 4 : 5.
1. eset: egy derékszog és egy nem derékszog melletti kiilsé szogek ardnya 4 : 5.

A(z egyik) derékszog melletti kiils§ szog 90°, tehat a masik kilsg szog (90° : 4) - 5 = 112,5°.
Az ehhez tartoz6 belsd szog 67,5°.

Pyl

Mivel a trapéz egy szaran 1évG belsd szogek Osszege 180°, ezért a trapéz negyedik szoge 112,5°.
(A trapéz szogei: 90°; 90°; 112,5° és 67,5°), tehdt a legkisebb szog ekkor 67,5°.

2. eset: egy derékszog és egy nem derékszog melletti kiilsd szogek ardnya 5 : 4.

6 pont

6 pont

6 pont

6 pont

1 pont

1 pont
1 pont



A(z egyik) derékszog melletti kiils6 szog 90°, tehdt a mdsik kiilsG sz6g (90° : 5) - 4 = 72°. Az
ehhez tartozo belsd szog 108°.

Mivel a trapéz egy szdran 16vG bels6 szogek Osszege 180°, ezért a trapéz negyedik szoge 72°.
(A trapéz szogei: 90°; 90°; 108° és 72°), tehat a legkisebb szog ekkor 72°.

3. eset: a két nem derékszog melletti kiilsé szogek ardnya 5 : 4

(A trapéz két nem derékszog belsé szogének Osszege 180°, ezért) a két nem derékszog melletti
kiils§ szog osszege is 180°.

A 180°-ot kell felosztani 4 : 5 ardnyban: (180 : 9) -4 = 80°, illetve (180 : 9) -5 = 100°. (A trapéz
szogei 90°, 90°, 100° és 80°), tehat a legkisebb szdg ekkor 80°.

Osszesen:

. Egy medencét harom csapon keresztiil lehet feltolteni. Az 1. €s a 2. csap 6 Ora alatt, a 2. és 3. csap
4 6ra alatt, az 1. és 3. csap 3 Ora alatt tolti fel a medencét. Mennyi id§ alatt toltik fel a medencét
az egyes csapok kiilon-kiilon?

1. megoldas. Jeldlje a, b, ¢ azt, hogy az 1., 2., 3. csap a medence hdnyad részét tolti fel egy 6ra
alatt.

1 1 1
Azadatokszerinta+b=6,b+c=zésc+a=§.

Ebbdl kovetkezik, hogy a + b+ ¢ = % ahonnan ¢ = 25—4
1

I diga=-6sb=—.
nnen pedig a g és 7

. . L .24 . vr s
Tehat az elsd csap 8, a masodik csap 24, a harmadik 5 Ora alatt (4 6ra 48 perc) tolti fel a

medencét.

Osszesen:

Megjegyzés: Az a, b, c-re kaphato linedris egyenletrendszer felirdsira 1, barmilyen megoldédsara
3 pont adhat6. Barmilyen ezzel egyenértékd megoldas 4 pontot ér.

2. megoldas. Jeldlje a, b, ¢ azt, hogy mennyi id§ alatt tolti fel az 1., a 2., illetve a 3. csap a
medencét.

1 1 1
Az elsd csap tehdt egy oOra alatt a medence — részét, a masodik az 3 részét, a harmadik az —

a c
részét tolti fel.

6 6 1
Az elsd két csapbdl 6 6ra alatt megtelik a medence, tehat — + 5= 1 vagy — + a3 hasonl6an
a a

4 4 1 1 1
a masodik és harmadik csapra — + — = 1 vagy — + — = —, valamint a harmadik ¢és az els6 csapra
c

b b 4
3 3 1 1 1
—+—=1vagy —+— = -.
c a c a 3

1 pont
1 pont

1 pont

6 pont

6 pont

1 pont
2 pont

1 pont

2 pont

6 pont

1 pont

1 pont



Ekkor a kovetkezd egyenletrendszert kell megoldanunk:

1 . 1 1 1 . 1 1 1 . 1 1 ! .
—_ _ = — —_ _ = - —_ _= = on
a b 6 b ¢ 4 c a 3 P

Az elsd és harmadik egyenlet 6sszegébdl kivonva a masodikat — = T azaz a = 8 6ra adodik. 1 pont

a
2

Hasonl6an — = —, azaz b = 24 6ra, illetve — = —, azaz ¢ = — Ora (4 6ra 48 perc). 1 pont

b 12 c 12 5

24
Tehat az elsd csap 8, a mdsodik csap 24, a harmadik 5 Ora alatt (4 ora 48 perc) tolti fel a

medencét. 1 pont
Osszesen: 6 pont

. Egy didknak 6t egymast kovetd tanitasi napon matematika, angol, bioldgia és fizika tantargyakbol
kell dolgozatot irnia ebben a sorrendben ugy, hogy egy napon legfeljebb két dolgozatot irhat.
Hényféleképpen oszthatjdk el a didk dolgozatait az 6t napon? (A dolgozatok egy-egy napon beliili
konkrét id6pontjai nem szdmitanak.) 6 pont

Megoldas. Harom eset lehetséges: 1. mindegyik dolgozat kiilon napon van; 2. két (egymds utdn
kovetkez8) dolgozat egy napon, a masik két dolgozat kiilon napokon van; 3. két-két dolgozat
egy-egy napon van. 1 pont

Az 1. esetben az 5 napbdl vélasztjuk ki azt a 4-et, amelyiken dolgozat van, vagy ezzel egyenér-
téklen azt az egyet, amelyiken nincs dolgozat: ez 5-féleképpen lehetséges. 1 pont

A 2. esetben 3 napot vélasztunk ki a dolgozatok szaméra, vagy ezzel egyenértéktien 2 napot,

amelyeken nincs dolgozat: ez T = 10-féleképpen Ichetséges. Ezutdn a 4 dolgozatbdl 3-
féleképpen rakhatunk két egymads utdnit egy napra, ami végiil 6sszesen 3 - 10 = 30 lehetdséget
jelent. 2 pont
A 3. esetben az 5 napbdl kivalasztunk 2 napot, ami 10 lehet&ség. 1 pont

Osszesen tehdt 5+30+ 10 = 45 lehetdség van a dolgozatok elosztdsara az adott feltételek mellett. 1 pont

Osszesen: 6 pont
. Az dbran az ABC, PQR és XY Z haromszogek lathatok, amelyek A P

mindegyike 4 kisebb hdromszogre van felosztva. A 10 kicsi ha-

romszogbe az 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10 szdmokat kell elhelyezni 1 \X/ 2

(mindegyiket egyszer felhasznélva) ugy, hogy az ABC, POR és

XY Z haromszogekbe keriil§ szamok 6sszege egyenld legyen. Az M\

1, 2,4, 10 szamok elhelyezése eldre adott. B o c R

Hany kiilonb6z6 médon tolthets ki az dbra? 4

Adjuk meg a megfeleld eseteket! Y Z 6 pont



Megoldas. Jeloljiik az iires mezSkbe keriilé szamokat az abra szerint.

A P Ekkor a betiivel jelolt mezSkbe a 3, 5, 6, 7, 8 és 9 szdmok fognak
keriilni.
1\ 2 Osszegezve az ABC, PQR, XY Z haromszdgekbe keriil§ szamo-
a C kat, a b hdromszor, a tobbi pedig egyszer szerepel az Osszeadds-
10 b d ban.
B Q f C R foy a hdromszogbe kerill§ szamok osszege
€ 4
Y Z (1+2+...+8+9+10)+2b=55+2b 1 pont

Mivel mindhdrom hidromszdgben a szdmok 0sszege ugyanannyi, ezért 3 | 55 + 2b.

Figyelembe véve b lehetséges értékeit, ez a feltétel csak a b = 7 esetben teljestil. 1 pont

55+2-7
Ekkor az egyes haromszogekbe keriil§ szamok Osszege —5 - 23.

Eztés a b = 7 feltételt figyelembe véve az ABC, POR, XY Z haromszogekre felirhat6 egyenletek:

1+10+7+a=23
2+7+c+d=23
4+7+e+ =123
Ebblla =5,c+d =14¢s e + f = 12 kovetkezik.
Mivel {c,d, e, f} ={3,6,8,9}, ezért {c,d} = {6,8} és {e, f} ={3,9}. 2 pont

Mivel ac, d, illetve e, f szampérok kivilasztidsa egymastdl fliggetleniil 2—2-féleképpen térténhet,
ezért a megfelels kitoltések szdama 2 - 2 = 4.

Ezeket az aldbbi abrak mutatjik:

A P A P
M M
5 6 5 6
10\ /7 8 10\ /7 8
B- Qo/\o/\C R B Q/\3/\¢ R
3 4 9 4
Y z Y z )
A P A P pont
1\ 2 1\ 2
5 8 5 8
10\ /7 6 10\ /7 6
B Q 9 C R B Q 3 C R
3 4 9 4
Y z Y z

Megjegyzés: Ha a tanul6 indoklas nélkiil adja meg a helyes dbrdkat, akkor csak 2 pontot kaphat.

6



Kezdok I-11. kategoria 2. és II1. kategoria 1. fordulo

Feladatok

. Egy matematika-szakkoron 8 didk vett részt. 4 padba {liltek le dgy, hogy senki sem ismerte a
padtarsat. Az els6 padban Andris és Bea iiltek. Tudjuk, hogy Andrast kivéve a tobbi 7 didknak
mind kiilonb6zd szamu ismerdse van a jelenlévd didkok kozott. Ki ismer tobb didkot a szakkorrdl,
Andrés vagy Bea? (Az ismeretséget kolcsondsnek tekintjiik: ha X ismeri Y-t, akkor Y is ismeri
X-et.) 6 pont

. Baldzs felirt egy lapra egy olyan hdromjegyd szdmot, amelynek szamjegyei kozott nem szerepelt
a 0. Ezutén leirta ald azokat a hdromjegyd szdmokat, amiket ugy kapott, hogy az eredeti szdm
szamjegyeinek sorrendjét megvaltoztatta. Miutdn az Osszes lehetséges szamot felirta, a lapon
szerepld szdmokat dsszeadta. Igy 1776-ot kapott eredményiil. Mennyi lehet a lapra elsSként felirt
szam szdmjegyeinek Osszege? 8 pont

. Az ABC haromszogben AC = V3 egység, BC = 1 egység, tovabba a C-bdl indulé magassag
talppontja az AB oldal B-hez kozelebbi negyedelSpontjaval egyezik meg. Mekkordk az ABC
haromszog szogei? 8 pont

. Adott a sikon véges sok egyenes €s véges sok pont a kovetkezd feltételekkel: minden egyenesre
legfeljebb 4 pont illeszkedik, és minden ponton 4thalad legaldbb 2 egyenes. Bizonyitsuk be, hogy
a pontok szdma legfeljebb az egyenesek szamanak kétszerese! Mutassunk egy-egy olyan példat,
ahol egyenl&ség all fenn, és az egyenesek szama

a) péros

b) paratlan! 8 pont

. Melyik két szomszédos egész szam koz€ esik a kovetkezd kifejezés értéke:

2—%+§—§+ - +—2016——2018 10 pont
31 33 35 37 0 7772015 2017 P

Megoldasok és javitasi utmutaté

. Egy matematika-szakkoron 8 didk vett részt. 4 padba iiltek le ugy, hogy senki sem ismerte a
padtarsat. Az els6 padban Andras és Bea iiltek. Tudjuk, hogy Andrést kivéve a tobbi 7 didknak
mind kiilonbozd szamu ismerdse van a jelenlévd didkok kozott. Ki ismer tobb didkot a szakkorrdl,
Andrés vagy Bea? (Az ismeretséget kolcsonosnek tekintjiik: ha X ismeri Y-t, akkor Y is ismeri
X-et.) 6 pont

Megoldas. Mivel senki nem ismeri a padtirsét, ezért mindenki legfeljebb 6 didkot ismerhet,
vagyis az ismerGsok szdma 0, 1, 2, 3, 4, 5 vagy 6 lehet, ami 7 lehetGs€ég 7 emberre, vagyis
mindegyik szdm pontosan egyszer fordul eld. 1 pont



A 6 ismerdssel rendelkezé didk a padtarsan kiviil mindenkit ismer, tehat csak mellette iilhet
a 0 ismerdssel rendelkezé didk. (Ebbdl az is kovetkezik, hogy Andrasnak nem lehet O vagy 6
ismerdse.)

Vizsgaljuk a maradék 3 padndl 1€vS 6 didk egymas kozti ismeretségeit. A teljes 1étszamot tekintve
koztiik van 1, 2, 3, 4, 5 ismerdssel rendelkezd didk, de ha ebbe nem szdmoljuk bele a 6 ismerdssel
rendelkezd didkkal val6 kapcsolatot, akkor marad 0, 1, 2, 3, illetve 4 ismerds egymds kozt. Megint
elmondhat6, hogy a (maradék 3 pad 6 didkjat tekintve) 4 ismerdssel rendelkezd didk mindenkit
ismer a padtarsan kiviil, tehat mellette kell, hogy iiljon a (maradék 3 padot tekintve) O ismerdssel
rendelkez6 didk. Vagyis a teljes 1étszdmot tekintve 5, illetve 1 ismerdssel rendelkezd didkok
padtarsak. (Ebbdl az is kovetkezik, hogy Andrdsnak nem lehet 1 vagy 5 ismerdGse.)

0 6 Ez a gondolat folytathat6 a maradék 2 pad 4 didkjara is. Itt lilnek a

< A teljes tarsasagot tekintve 2, 3, illetve 4 ismerGssel rendelkezd didkok,

1= TS5 akik egymds kozott 0, 1, 2 masikat ismernek (mert az el6z6 2 padbdl

az 5-0st, illetve 6-ost ismeri mindenki). Az el6z6ekhez hasonldan a

2-es mellett a 0-s kell, hogy iiljon. Vagyis a teljes tarsasdgban a 2,

214 [ A4 illetve 4 ismerGssel rendelkezd didkok egymés mellett {ilnek. (Ebbdl
/V ‘ az is kovetkezik, hogy Andrdsnak nem lehet 2 vagy 4 ismerGse.)

A fenti gondolatmenetbdl az is kideriil, hogy a megmaradt, 3 ismerdssel
rendelkezd didk padtarsa (Andras) kit ismer €s kit nem: a 6, 5, illetve 4
ismer@ssel rendelkezdket igen, a 0,1,2, illetve 3 ismerdssel rendelkezéket nem, tehat neki szintén
3 ismerdse van.

Tehat Andrdsnak és Bednak egyarant 3-3 ismerdse van.

3 3

Osszesen:

. Baldzs felirt egy lapra egy olyan hdromjegyd szdmot, amelynek szamjegyei kozott nem szerepelt
a 0. Ezutén leirta ald azokat a hdromjegy( szdmokat, amiket ugy kapott, hogy az eredeti szdm
szamjegyeinek sorrendjét megvaltoztatta. Miutdn az Osszes lehetséges szamot felirta, a lapon
szerepl§ szamokat Osszeadta. Igy 1776-ot kapott eredményiil. Mennyi lehet a lapra els6ként felirt
szam szamjegyeinek Osszege?

Megoldas. [. eset: Balazs egy olyan szdmot irt fel, amelynek harom kiilénb6z8 szdmjegye van.

Jellje a szdmot abc. Ennek a szamjegyei 3! = 6-féle sorrendbe irhatdk, igy Baldzs dsszesen 6
szamot irt fel a lapra.

Ezek Osszege: abc + acb + bac + bca + cab + cba =222 - (a + b+ c) = 1776.

Ekkor a szamjegyek Osszege: a + b + ¢ = 8.

2. eset: Balazs egy olyan szdmot irt fel, amelynek két kiilonboz6 szamjegye van. Legyen a szdm
aab. Ennek a szdmjegyei 3-féle sorrendbe irhaték, igy Baldzs sszesen 3 szdmot irt fel a lapra.
Ezek osszege: aab + aba + baa = 111 - (2a + b) = 1776.

Ekkor a szdmjegyek Osszege: 2a + b = 16.

Mindkét eset meg is megvaldsulhat: példdul, ha Baldzs a 125, illetve az 556 szamot irta fel.
Tehat az eredeti szam szamjegyeinek dsszege 8 vagy 16.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

6 pont

8 pont

1 pont
1 pont
1 pont

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont
1 pont



Megjegyzés. Ha a megolddsban csak az egyik eset szerepel, legfeljebb 5 pont adhaté. (3 pont
az eset vizsgalataért, 1 pont annak igazoldsaért, hogy valéban létezik adott tulajdonsagu szam,
1 pont a valaszért.)

Osszesen:

. Az ABC haromszogben AC = V3 egység, BC = 1 egység, tovabba a C-bdl indulé magassag
talppontja az AB oldal B-hez kozelebbi negyedelSpontjaval egyezik meg. Mekkordk az ABC
haromszog szogei?

Megoldas. Készitsiink abrat: jeldlje T a széban forgé magassig talppontjit, m a magassig
hosszét, és legyen x = T B!

C Ekkor a CT B derékszogli haromszogben a Pitago-
rasz-tétel alapjén: m? + x* = 1.
V3 Mivel AB = 4T B, ezért AT = 3x, igy az ATC
m \! derékszogl hdromszogben ugyancsak a Pitagorasz-
tétel alapjdn m* + (3x)* = 3.
/ A két egyenletet egymésboél kivonva 8x2 = 2, ahon-
A 3X T x B nanx=%,ésfgym=?.

Ekkor a CT B hdromszog éppen egy fél szabdlyos haromszog, ezért a B-nél 1évs szoge 60°-0s.

papd .

3
Masrészt m = - miatt ATC is egy fél szabdlyos haromszog, ezért az A-nél 16v§ szoge 30°-0s.

Az ABC hiromszog szogei tehat 30°, 60° és 90°.

Osszesen:

. Adott a sikon véges sok egyenes s véges sok pont a kovetkez§ feltételekkel: minden egyenesre
legfeljebb 4 pont illeszkedik, és minden ponton 4thalad legaldabb 2 egyenes. Bizonyitsuk be, hogy
a pontok szdma legfeljebb az egyenesek szamanak kétszerese! Mutassunk egy-egy olyan példat,
ahol egyenl@ség 4ll fenn, és az egyenesek szdma

a) paros
b) paratlan!

Megoldas. Jelolje a pontok szdmat k és az egyenesek szamat n.

Legyen I az olyan (p, e) pont-egyenes parok halmaza, hogy p € e. Vizsgdljuk meg, hogy mennyi
lehet az I-beli parok darabszama.

Mivel minden egyenesre legfeljebb 4 pont illeszkedik, ezért |I| < 4n.
Mivel minden ponton 4thalad legaldbb 2 egyenes, ezért |I| > 2k.

A kettSt Osszevetve, 2k < 4n, tehat k < 2n, az éllitast igazoltuk.
Lehetséges példdk az egyenlGség esetére:

8 pont

8 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont
1 pont
1 pont
1 pont

8 pont

8 pont

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont



a) 8 egyenes, 16 pont, minden egyenesre pontosan 4 pont illeszkedik,
minden ponton pontosan 2 egyenes halad at. 2 pont

b) 5 egyenes, 10 pont, minden egyenesre pontosan 4 pont illeszkedik,
minden ponton pontosan 2 egyenes halad at. 2 pont

Megjegyzés. Minden olyan példa megfelel, ahol az egyenesek szama a feltételnek megfelelGen
paros/paratlan, minden egyenesre pontosan 4 pont illeszkedik és minden ponton pontosan két
egyenes halad at.

Osszesen: 8 pont

Mas lehetség a feladat elsé részének indoklasara:
Jelolje az egyenesek szdmat n. Minden pont egyenesre illeszkedik. 1 pont

Mivel egy egyenesre legfeljebb 4 pont illeszkedik, igy legfeljebb 4n pont van adva, de mivel
minden ponton legaldbb két egyenes megy at, azaz minden pontot legalabb kétszer szamoltunk,
a felvett pontok szdma val6ban legfeljebb 2n. 3 pont

. Melyik két szomszédos egész szam koz¢ esik a kovetkezd kifejezés értéke:

32 34+36 38+ +2016 2018 10 vont
31 33 35 37 0 7772015 2017 P
Megoldas.
32 34 36 38 2016 2018
K ———=+—-FZ+...—. .+ ——————= =
31 33 35 37 2015 2017
1 1 1 1 1 1
=l——l—tl——1—+...— . tl——1—— =
31 33 35 37 2015 2017
1 1 1 1 1 1
= ——=t+t—=——=+...— .t = ——— = 2 pont
31 33 35 37 2015 2017
1 1 1 1 1 |
=l=—-=|+|l=-=|+. . -t === =
31 33 35 37 2015 2017
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1 1 a+2—a 2

a a+2 ala+?2) =a(a+2)

alapjan

2 2 2
= + fooit /.
31-33 35.37 2015 - 2017

(1) 2 pont

A mésodiktdl kezdve minden tag nagyobb, mint az els§, ezért ezek feliilrdl becsiilhetSk az elsével,

2
@—dal. 3 pont

Az Osszegben szerepld tagok szama kevesebb, mint 1023 fele, hiszen a nevez8kben szerepl6 elsd
tényezSk 4-esével ndvekednek, ezért az 6sszegnek kevesebb, mint 2015 : 4 < 504 tagja van.

(A tagok szama egészen pontosan (2015 —31) : 4 +1 =497.) 1 pont
Mivel tehdt a tagok szdma kevesebb, mint 1023 fele, igy K kisebb 1-nél, 1 pont
valamint K (1) alatti alakjabol nyilvdnvald, hogy K pozitiv, ezért a kifejezés értéke 0 és 1 kozé

esik. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Kezdok 1. kategoria 3. (dontd) fordulé

Feladatok

.Az ABCD paralelogrammaban a D csucsbol merSlegest éllitunk a C cstcsot az AB oldal
E felez6pontjaval 0sszekotd szakaszra. A merdleges talppontja G, amely belsé pontja a CE
szakasznak. Mekkora az AG szakasz hossza, ha AB =10 cm és AD = 6 cm? 10 pont

. Elhelyeztiink 111 érmét egy n X n-es négyzetracs (n > 2) mezGibe ugy, hogy az élszomszédos
(kozos oldallal rendelkez6) mezGkbe tett érmék szamanak kiilonbsége 1, és minden mezGre kertilt
érme. Hatdrozzuk meg n lehetséges értékeit! 10 pont

. Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre a 28.45.26400 kifejezés értéke négyzetszam? 10 pont

Megoldasok és javitasi itmutato

. Az ABCD paralelogrammaban a D cstcsbol merdlegest éllitunk a C csicsot az AB oldal
E felez6pontjaval 0sszekotd szakaszra. A merSleges talppontja G, amely bels6 pontja a CE
szakasznak. Mekkora az AG szakasz hossza, ha AB = 10 cm és AD = 6 cm? 10 pont

1. megoldas. Készitsiink dbrét. 1 pont
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D C Jelolje F a CD oldal felez6pontjat. A G-nél 1¢-
v6 derékszog miatt G rajta van a CD atmérdGji
Thalész-koron, igy CF = FD = FG. 2 pont

Mivel AE és CF egymassal parhuzamos és egyen-
16 hosszisagu szakaszok, ezért az AECF négy-

sz0g paralelogramma. 1 pont
y S G y Emiatt AF és EG egymassal parhuzamosak, tehat
A E B az AEGF négyszog trapéz. 2 pont

S6t, az AEGF trapéz szimmetrikus (més sz6val hurtrapéz), mert AE = FG miatt a szdrai egyenld
hosszuak, és nem paralelogramma, hiszen G belsd pontja C E-nek. 2 pont

Az AEGF trapéz szimmetridjabdl adédéan az atléi egyenlS hossziak, ezért AG = EF = AD. 1 pont
Tehét az AG szakasz 6 cm hosszu. 1 pont

Osszesen: 10 pont
2. megoldas. Készitsiink abrat. (Lasd az 1. megoldas els§ abrajat.) 1 pont
D F C Jeldlje F a CD oldal felezGpontjat. Mivel AE €s

CF egymassal parhuzamos és egyenld hosszu-
sagu szakaszok, ezért az AECF négyszog pa-
ralelogramma. 1 pont

Emiatt AF és EG egymaéssal parhuzamosak. 1 pont

Ebbdl kovetkezben az AF egyenes merGleges a

G GD szakaszra, masrészt az AF egyenes a GCD
A E B haromszdgben a kézépvonal egyenese. 2 pont
Ez azt jelenti, hogy az AGD haromszogben az AF magassagvonal felezi a GD oldalt, vagyis
oldalfelez6 merdleges egyben. 2 pont
Ez csak ugy lehetséges, hogy az AG D haromszog egyenl§ szaru, vagyis AG = AD. 2 pont
Tehédt az AG szakasz 6 cm hosszu. 1 pont
Osszesen: 10 pont
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2. Elhelyeztiink 111 érmét egy n X n-es négyzetracs (n > 2) mezdibe Ugy, hogy az élszomszédos
(kozos oldallal rendelkez8) mezSkbe tett érmék szamanak kiilonbsége 1, és minden mezGre kertilt
érme. Hatdrozzuk meg n lehetséges értékeit! 10 pont

Megoldas. Szinezziik sakktablaszertien fehérre €s feketére a négyzetracs mezdit!

Ha egy fehér mezd6n paros az érmék szdma, akkor a mellette 1évS fekete mez6kon péaratlan szamu

érme van, amelyek mellett a fehéreken ismét paros szdmu stb. Azaz a sakktdbldn az 0sszes fehér

mez0n paros, az Osszes feketén paratlan szamu érme van. (Vagy forditva.) 1 pont
n = 2 és mds péros n esetén nem létezik j6 elrendezés, mivel paros n esetén n? fele is paros, azaz

paros szamu olyan mez§ van, amelyen pdaratlan szdmud érme van, tehat az érmék 6sszegének is
pérosnak kellene lennie. 2 pont
Pératlan n esetén a sarokmezGkon és a veliik egyezd szind mezd&kon van pératlan szdmd, igy

ezeken kell paratlan szamu érmének lennie, hogy pératlan legyen az érmék szamdanak Osszege.

n =3, 5 és 7 esetén 1étezik jo elrendezés.

Példdk: A példdkban a sarokmezdk €s a veliik egyezd szinli mezdk lesznek a fekete mezdk.

n =3 — A 4 fehér mezGre tegylink 12-12 érmét, 4 feketére 13-13-at, egyre pedig 11-et.

n =5 — A 12 fehér mezdre tegyiink 4-4 érmét, 12 feketére 5-5-6t, egyre pedig 3-at.

n =7 — A 24 fehér mezore tegylink 2-2 érmét, 19 feketére 3-3-at, 6-ra pedig 1-1-et. 4 pont*
Mivel n > 9 esetén legaldbb 41 + 2 - 40 = 121 érmét kell elhelyezni, ezért csak n < 7 lehetséges. 2 pont
Tehat n lehetséges értékei: n =3, 5, 7. 1 pont

* A 4 pont bontdsa: Egy helyes konstrukcidért 2 pont, minden tovébbiért 1-1 pont adhato6.

Osszesen: 10 pont

3. Melyek azok az n pozitiv egész szamok, amelyekre a 2% +5- 26.42n kifejezés értéke négyzetszam? 10 pont

Megoldas. Olyan (x;n) szdmpért keresiink (x,n € Z") (*), amelyre a 28 4+5.20 40" = 42

egyenldség fenndll. 1 pont
Az els két tag Osszege négyzetszam: 28 + 5 - 20 =256 +5- 64 = 576 = 24°.

Erre az alabbi atalakits utdn is juthatunk: 28 +5 .26 =2%. (22 4+5) =26.9= (22 . 3)2 2 pont
A kapott egyenletet rendezziik: 2" = x> — 242 (tehét x > 24), 1 pont
majd alakitsuk szorzattd a jobb oldalon kapott kifejezést 2" = (x — 24) - (x +24). 1 pont

A bal oldalon egy ketthatvany 4ll, a jobb oldalon két pozitiv egész szdm szorzata. Igy a jobb
oldalon szerepl6 két tényezének is kettGhatvanynak (megengedve a 2° = 1 tényez6t is) kell lennie. 1 pont

A jobb oldalon 4ll6 két tényezd kiilonbsége 48. Két pozitiv kettShatvany kiilonbsége pontosan

akkor 48, ha ezek a 64 és a 16. 1 pont
Tehat x — 24 = 16 = 2% és x + 24 = 64 = 25, azaz x = 40, és 2" = 2% . 26 = 210 azaz n = 10. 1 pont
Vélasz: a feladat egyetlen megoldésa: n = 10. 1 pont
Ellendrzés: n = 10-re tehdt valéban négyzetszamot kapunk: 28 + 5 - 26 + 210 = 1600 = 407, 1 pont

(*) az 4ltalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy x pozitiv egész.

Osszesen: 10 pont
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Kezddk II. kategoria 3. (dontd) fordulo

Feladatok

. Legyenek x, y olyan valds szamok, amelyekre xy = 3 s x # y. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb
¢ val6s szamot, amelyre minden megfelel§ x, y érték esetén fenndll — de nédla nagyobbakra mar
nem —, hogy

[+ )2 =10] [(x = )% + 8]
(x—y)?
Ezen maximalis ¢ érték mellett adjuk meg az egyenlGséget biztositd (x; y) szdmpdarokat. 10 pont

> C.

. Az ABCD konvex négyszogben CDA< = 135°, BDA< — ABD< = 2DAB< = 4DBC«< és
BC =V2CD. Igazoljuk, hogy AB = AD + BC. 10 pont

. Egy 7 X 7-es tabla 4 sarokmezgjét eltavolitjuk, és a megmaradt kis négyzetek koziil néhanyat
befestiink feketére.

a) Elérhet6-e 7 mez6 feketére szinezésével az, hogy a tdblan ne maradjon teljesen
fehér, kereszt alakd pentomind? (A kereszt alaki pentomind 6t egybevagd kis
négyzetbdl 4ll, és az alakja az dbrdn lathato.)

b) Biztosithatd-e ugyanez, ha csak 6 mezét festiink be feketére?

¢) lgazoljuk, hogy a tdbla mezG@ibe elhelyezhetiink egész szamokat Ggy, hogy barmely kereszt
alakd pentominéban a szamok 0sszege negativ, mig az egész tdblan szerepl$ szamok 0sszege
pozitiv. 10 pont

Megoldasok és javitasi itmutato

. Legyenek x, y olyan valds szamok, amelyekre xy = 3 s x # y. Hatarozzuk meg azt a legnagyobb
¢ val6s szamot, amelyre minden megfelel§ x, y érték esetén fenndll — de nédla nagyobbakra mar
nem —, hogy

[+ )2 =10] [(x = )% + 8] §

> c.
(x—y)?
Ezen maximalis ¢ érték mellett adjuk meg az egyenlGséget biztosité (x; y) szdmpdarokat. 10 pont
Megoldas.
(x+y) =(x—y) +4dxy=(x—y)>+12 1 pont

A helyettesitést végrehajtva és bevezetve a (x — y)? = z > 0 jeldlést

(x+y)*—10{ | (x—y)*+8 2 2410z+1 1 4
[ ] [ ] = (2+2) (z+8) =L +102+16 = z+10+—6 =10+4 (£+—) 3 pont
(x—y)? z Z Z 4 z
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4
Mivel egy pozitiv szam és reciprokdnak 0sszege legaldbb 2, ezért 10 + 4 - (— + 2) > 18, tehat ¢
Z
értéke legaldbb 18. 2 pont
4
Az egyenlGség feltétele 2 = —, amibdl a z > 0 feltétel alapjén z = 0 addodik. 1 pont
Z

z=4esetén (x — y)? =4 és (x + y)? = 16, amib6l x — y értéke +2, x + y értéke pedig +4 lehet. 1 pont

Az 0sszes lehetséges pdrositast figyelembe véve az egyenletrendszerek megolddsakénta c = 18-as
értékhez az alabbi (x; y) szamparok tartozhatnak: (3;1), (=3;-1), (1;3), (—1;-3). 2 pont

Osszesen: 10 pont

. Az ABCD konvex négyszogben CDA< = 135°, BDA< — ABD< = 2DAB< = 4DBC«< és
BC =V2CD. Igazoljuk, hogy AB = AD + BC. 10 pont

Megoldas. Vezessiik be a DBC < = « jelolést.
Ekkor a feladat feltételei alapjan DAB< = 2a, BDA<— ABD< = 4a. 1 pont

Misrészt az ABD hiaromszogb6l BDA< + ABD< = 180° - 2a.

Az utébbi két egyenlGség alapjan BDA< = 90° + @, ABD< = 90° — 3« 2 pont
és DAB<+ ABC < =90°. 1 pont
Legyen P az AD és BC oldalegyenesek metszéspontja. Ekkor az ABP hiromszog P csucsnal

levé szoge 90°-os, 1 pont

és a PDC egyenl0 szaru derékszogli haromszog, amibdl

2 BC
PD = §CD=7. 1 pont
Legyen Q a D pont P-re vonatkozo tiikorképe. Ekkor DQ = 2PD = BC. 1 pont

Mivel a PBD és PBQ haromszogek tiikrosek a PB egyenesre nézve, ezért

CBQ<=CBD<=a, ABQ<=90°-3a+a+a=90°-aq,
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és az ABQ haromszogben AQB< = 180° — 2a — (90° — @) = 90° — a.

Tehat az ABQ haromszog egyenld szaru,
és AB=AQ =AD+DQ =AD + BC.

Ezzel az allitast igazoltuk.

Osszesen:

e 2

2 pont
1 pont

10 pont

. Egy 7 X 7-es tabla 4 sarokmezdgjét eltavolitjuk, és a megmaradt kis négyzetek koziil néhanyat

befestiink feketére.

a) ElérhetS-e 7 mezd feketére szinezésével az, hogy a tdblan ne maradjon teljesen
fehér, kereszt alaka pentomind? (A kereszt alaki pentomind 6t egybevago kis

négyzetbdl all, és az alakja az dbrdn l4thatd.)
b) Biztosithatd-e ugyanez, ha csak 6 mezét festiink be feketére?
c) lgazoljuk, hogy a tdbla mezdibe elhelyezhetiink egész szamokat ugy, hogy barmely kereszt
alakd pentominéban a szdmok 0sszege negativ, mig az egész tdblan szereplS szamok Osszege

pozitiv.

Megoldas. a) Jeldlje az i-edik sor, j-edik oszlop kis négyzetét (i;j) (1 <i,j < 7,i,j € NY).

7 fekete mezdvel teljesithetd a feladat feltétele. Péld4ul egy lehetSség a
(2;5), (3;2), (3;3), (4,6), (5;4), (6;2), (6;5) mezdk feketére festése

(1. abra).

b) Ezutan tegylik fel, hogy 6 kis négyzet kiszinezésével teljesithetSk a

feladat feltételei.

A 2. dbra szerint a tabla (2;2), (2;6), (3;4), (5;2), (5;6), (6;4) centru-
mu keresztjei paronként diszjunktak, ezért ha nem akarjuk, hogy ezek
koziil barmelyik is fehér maradjon, akkor minden keresztben pontosan

1. 4bra

egy mezdt feketére kell szinezni, €s a ponttal jelzett részeknek fehéren

kell maradniuk.

A 2. dbrat az 6ramutaté jarasanak megfelelGen 90°, 180°, 270°-kal elforgatva, és a festés szem-
pontjabal kitiltott mezdket megjeldlve €s Osszesitve a 3. dbrat kapjuk.

2. abra.

3. abra.

Ekkor a késziilt rajz alapjan lathat6, hogy a (4;4) mez6t kotelez6 befestentink feketére, mert
kiilonben a (3;4), (4;3), (4;4), (4;5), (5;4) mezdk fehér keresztet alkotnanak.
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A 4-6. dbrdk szerint kialakitva a kereszteket, a 6 fekete négyzet kialakitdsa és a kozEps6 négyzet
kotelezd befestése mellett mind az 5 diszjunkt keresztbe pontosan egy fekete négyzetnek kell
keriilnie. Igy a (2;4), (2;3) és (2;5) mezbknek fehérnek kell maradnia.

4. dbra. 5. ébra. 6. dbra.
Viszont ekkor az (1;4), (2;3), (2;4), (2;5), (3;4) mezSkbdl allé kereszt fehér maradna, ami
ellentmondas.
Tehét a tabla megfeleld szinezéséhez nem elegendd 6 fekete négyzet. 3 pont

c) Irjunk az a) esetndl felsorolt 7 fekete mezS mindegyikébe (—5)-6t, a tobbi kis négyzetbe
pedig 1-et. Ekkor minden keresztbe 1 vagy 2 fekete mezd jut, igy a szdmok 0sszege -5 +4 = —1
vagy 2 - (=5) +3 = =7 lesz.

A t4blan levS Osszes szdm pedig Osszeadva 7 - (=5) + 38 = 3-at ad eredményiil. Tehat a feladat
feltétele teljesiil. 3 pont

Osszesen: 10 pont

Kezdok III. kategoria 2. (dontd) fordulé

Feladatok

. Hatdrozzuk meg az Osszes olyan b (1-nél nagyobb) természetes szdmot, amelyre teljesiil, hogy
minden nem egész, véges tizedes tort alakban felirhato pozitiv valds szam b alapt szamrendszer-
beli ,,b-edes tort” alakja végtelen szakaszos. 10 pont

.Mely f: Z — Z fiiggvényekre igaz, hogy tetszbleges x, y egész szamokra
fx+f(y)=f(x)+y? 10 pont

. Tekintsiik a stkon az ABC D négyszoget, és egy olyan P pontot, amely nincs rajta ABC D semelyik
oldal- vagy atléegyenesén! Az ABCD négyszoget a P pontra tiikkrozve az A1 B;C; D1 négyszoget
kapjuk. Tudjuk, hogy az A, B, C, D pontok, az A, By, C, D pontok, illetve az A, B, Cy, D
pontok egy-egy koron helyezkednek el. Bizonyitsuk be, hogy az A, B, C, D pontok is egy korre
illeszkednek! 10 pont
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Megoldasok és javitasi utmutato

1. Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan b (1-nél nagyobb) természetes szamot, amelyre teljesiil, hogy
minden nem egész, véges tizedes tort alakban felirhat6 pozitiv valds szdm b alapu szdmrendszer-

beli ,,b-edes tort” alakja végtelen szakaszos. 10 pont
1.. megoldas. Minden véges tizedes tort felirhaté kozonséges tort alakban. Legyen egy tetszdle-
ges véges tizedes tort kozonséges tort alakja 1—7, aholg # 1, (p,q) = 1. 1 pont
q
Mivel a szam tizedes tort alakja véges, van valamilyen k € N, amelyre 1062 en. 1 pont
q
Tekintettel arra, hogy (p, q) = 1, ez csak ugy lehet, ha g | 10%. 1 pont
Eszerint g primtényezds felbontdsdban 2-es €s 5-0s primtényezdn kiviil mds nem szerepelhet. 1 pont

Ha 2t atirjuk ,,b-edes tort” alakba, akkor (mivel nyilvan ott sem lehet egész) vagy véges, vagy

végtelen szakaszos tortet kaphatunk. 1 pont

Véges abban az esetben lehetne, ha valamilyen n-re b" - d egész szam lenne, azaz g | b" lenne.

Mivel azonban a szam ,,b-edes tort” alakja nem véges, igy ¢ 1 b" (barhogyan is vélasztjuk meg
az n-et). 2 pont

Akkor tudjuk garantdlni, hogy b semelyik hatvanya sem tobbszorose semelyik lehetséges g-nak,
ha b primtényezds felbontdsdban nem szerepel sem a 2, sem az 5 primtényezd, vagyis (b, 10) = 1. 2 pont

Minden més b megfelel, mert barhogyan véalasztjuk is meg g-t, a primtényezss felirdsdban csak 2

2L 2

és 5 szerepelhet, igy ha ezek a primtényezdk nem szerepelnek a b felirdsédban, akkor b nem lehet
tobbszorose semelyik g-nak, vagyis a szdm b-edes tort alakja csak végtelen szakaszos lehet. 1 pont

Osszesen: 10 pont

2. megoldas. Egy raciondlis szdm n alapt szamrendszerben vagy véges, vagy végtelen szakaszos
n-edes tort. 2 pont

Akkor €s csak akkor véges a P et (ahol (p,q) =1, g # 1) n-edes alakja, ha g primtényezdi n

primtényezdi koziil kertilnek ki. 2 pont
A feladat feltételei alapjan minden véges tizedes tort végtelen b-edes, és minden véges b-edes
tort végtelen tizedes. 4 pont
Ez azt jelenti, hogy a feladatnak azok és csak azok a b > 1 természetes szamok tesznek eleget,
amelyekre (10,5) = 1. 2 pont
Osszesen: 10 pont

2. Mely f: Z — Z fiiggvényekre igaz, hogy tetszbleges x, y egész szdmokra
fx+fy)=fx)+y? 10 pont
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Megoldas. Bevezetiink egy jelolést az eredeti egyenletre:
Fx+fM)=f(x)+y (%)
TetszGleges x, y,y' € Z-re ha f(y) = f(y"), akkor (x) szerint
f+y=fx+f)=fx+fON)=fx)+y, igyy=y,
tehat f injektiv. 1 pont
Ekkor (x)-ba x = y = O-t irva
F(f0) = £(0),

vagyis mivel f injektiv, f(0) = 0. 1 pont
Ezutan (x)-ba x = O-t irva

FUF») =y (1)
(azaz f involutiv). 1 pont

Most (x)-ban x helyére f(x)-et irva, és (1)-ct kétszer hasznélva
FUG+ D) =f(f()) +y=x+y=f(f(x+y)),

igy az injektivitas miatt

F)+ () =flx+y) (2)
(azaz f additiv). 2 pont
Bebizonyitjuk, hogy a (2) egyenlet megoldasai az f(x) = f(1) - x alaku linedris fliggvények
(azaz f(1) meghatdrozza a fliggvényt). Ez teljes indukciéval vildgos a nemnegativ egészekre:
f(x) = f(1) - x nyilvan fenndll x = O-ra és x = 1-re, valamint (2) az y = 1 helyettesitéssel

Jx+D=f)+f(D)=FfA)-x+fA)-1=F1)  (x+1);

majd negativ szdmokra is megkapjuk, ha (2)-ben az y = —x helyettesitéssel éllink:

fx)+ f(=x) = f(0) =0,
tehdatha f(x) = f(1) - x, akkor f(—x) = f(1) - (—x). 2 pont
Ekkor (1) szerint minden x € Z-re

x = f(f(0) = f(1)* - x.
azaz f(1) = +1. 1 pont
Az f(x) = xx fliggvények jok is, hiszen () f(x) = x esetén az

X+y=x+Yy,

mig f(x) = —x esetén az

y—x=y—-x
alakot olti. 2 pont

Osszesen: 10 pont

. Tekintsiik a stkon az ABC D négyszoget, és egy olyan P pontot, amely nincs rajta ABC D semelyik
oldal- vagy atléegyenesén! Az ABCD négyszoget a P pontra tiikkrozve az A1 B;C; D négyszoget
kapjuk. Tudjuk, hogy az Ay, B, C, D pontok, az A, By, C, D pontok, illetve az A, B, C, D
pontok egy-egy koron helyezkednek el. Bizonyitsuk be, hogy az A, B, C, D pontok is egy korre
illeszkednek! 10 pont
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Megoldas. A megoldés sordn végig irdnyitott szogekkel szimolunk, mod 180°:
BAC<=BAC;< - CAB;< - B|AC<«

A P-re vonatkozé szimmetria miatt BjAC;< = BA;C<, tehat
BAC<=BAC|<—CAB;< - BA|C«.

Mivel —-CAB 1< = BjAC és BAC 1< = —C1AB<«, ezért

BAC< = BjAC< — C;AB< — BA,;C< =

= BjAC<—-CiDB<—BA|C<= (ABC D hurnégyszog)
= BIAC<-C|DB<-BDC<«< = (A1BCD htirnégyszog)
=B DC<—-CDB<-BDC«<= (AB1CD hurnégyszog)
= B1DC;<

A P-re vonatkoz6 szimmetria miatt B1DC;< = BD|C<, tehat BAC< = BD;C<, ami azt jelenti,

hogy az A, B, C, D; pontok egy korre illeszkednek.

Diszkusszi6 (hidnya):

B A
D; C
P
© \/D
A B,

Osszesen:

Pontozas: Kiilonbodzé esetek diszkusszidja: 4 pont. Ehelyett 3 pont jar akkor, ha a megoldédsban
nincs sziikség az esetek szétvalasztdsara, mint példiul irdnyitott szogek vagy komplex szdmok

hasznalatanal.

A maradék 6, illetve 7 pont a megoldds minden 1ényeges 1€pésére egyenként vagy koriilbeliil

egyenletesen jar!
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Haladok 1. kategoéria 1. fordulé

. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet, ha x és y pozitiv egész szamok:

1 1 1
—t—=— (n'=1-2-...-n) 7 pont
x! oyl

. Attila kis6ccse megkapta élete elsd zsebszamologépét. Rogton elkezdte egymads utdn 6sszeadni
a pozitiv egész szamokat, és amikor a kijelz6 mar 1000-et mutatott eredményként, biliszkén
megmutatta Attilinak. ,,Egy szdmot kihagytdl, Ocsi.” — mondta révid gondolkodds utdn a baty.
Melyik volt ez a szdm, ha tudjuk, hogy az 6csi tobb hibit nem kovetett el? 7 pont

. Legyen az ABC egyenld szaru, C-nél derékszogl haromszogben AD sulyvonal. A C-bdl AD-
re allitott merdleges egyenes AB-t az E pontban metszi. Hogyan ardnylik az EB szakasz a
haromszog atfogdjahoz? 7 pont

. A H = {a; b; c; d; e} halmaznak hanyféleképpen adhatjuk meg hdarom olyan kiilonb6z6 harom-
elem( részhalmazat, amelyek uniéja H? 7 pont

. Laja a lajhar hosszd — 1 6rds — vandorttra indul az amazonasi fik tetején. Lajanak kezdetben 100
,.energidja” van, és minden perc sordn két lehetGség koziil vilaszthat:

* vagy egy percre megdll és megeszik egy papaya-gyiimolcsot, igy 1-gyel noveli az energidjat,

* vagy az adott perc sordn teljes er6bedobassal maszik; ekkor pontosan annyi cm-t tesz meg,
amennyi az energidja, de a perc végére 1-gyel csdkken az energidja.

Milyen messzire juthat Laja egy 6ra alatt, és mit kell ehhez tennie? 7 pont

Megoldasok és javitasi dtmutaté

. Oldjuk meg az alabbi egyenletet, ha x és y pozitiv egész szdmok:

1
=— (n'=1-2-...-n) 7 pont
<.

1 1 1 1
Mivel a szerepld tortek pozitivak, ezért =<3 valamint = < Ebbdl kovetkezik, hogy

x! ozl yl ozl
x>z6Eésy>ztehitx >2ésy > 2. 1 pont
Mivel x! =x-(x=1)-...-(z+1)-z!,ezértx! > 2-zl,ugyanigy y! = y-(y—-1)-...-(z+1) -z},
ezérty! > 2.zl 2 pont
1 . 1 1 U S B | ) 1 1
Ebbdl kovetkezik, hogy — < - - —, valamint — < — - —, ezeket Osszeadva — + — < —. 2 pont
x! 2z yl 2z x! oyl oz
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Az egyenl@ség csak ugy valdsulhat meg ha
x-(x=1)-...-(z+1)=2
és
y-(y-1-...-(z+1)=2.

Ez csak ugy kovetkezhet be, ha a szerepld szorzatok egy tényezdbdl allnak, és x = 2, valamint
y=2,z+1=2,azaz z = 1.

Ez a szamhdrmas val6ban megolddsa az egyenletnek.
Osszesen:

. Attila kisoccse megkapta élete els zsebszdmologépét. Rogton elkezdte egymads utdn Osszeadni
a pozitiv egész szdmokat, és amikor a kijelz6 mar 1000-et mutatott eredményként, biiszkén
megmutatta Attilinak. ,,Egy szdmot kihagytél, Ocsi.” — mondta révid gondolkodds utdn a baty.
Melyik volt ez a szdm, ha tudjuk, hogy az ocsi tobb hibat nem kovetett el?

n(n+1)
2

lett volna.

Megoldas. Ha n-ig jol adta volna 0ssze a szdmokat, az dsszeg

D 1000 4+ n

A kihagyott szdm legaldbb 1 és maximum n, igy n-re az 1001 <
egyenldtlenség-rendszernek kell teljestilnie.

A bal oldali egyenlGtlenséget dtalakitva n® + n — 2002 > 0-t kell megoldanunk. A megoldékép-
letben V8009-¢et kell megbecsiilniink, ez biztosan kevesebb, mint 90, szdmoldssal igazolni kell,
hogy t6bb, mint 89.

(Ez a pont akkor is jér, ha a versenyzs fliggvénytdblazat segitségével helyesen kozeliti V8009
értékét.)

Igy az egyenl6tlenség megolddsa n < —45 vagy n > 44

A jobb oldali egyenlétlenség dtrendezve az n> — n — 2000 < 0 egyenlGtlenséget adja. Ennek
megoldasa: —44 < n < 46

(Megjegyzés: Itt nem kell a megoldoképletben szerepld gyok értékére adott becslésre pontot
adni, a két azonos elvli megoldésra 6sszesen 1 pont adhato.)

Mivel n pozitiv egész szam, igy az egyenlStlenség-rendszer egyetlen lehetséges megoldasa
n =45.

Az elsd 45 pozitiv egész szam Osszege 1035, igy a kihagyott szdm a 35 volt.

Osszesen:
44 - 45 46 - 47
Megjegyzés. Amennyiben a versenyzd megdallapitja, hogy kevesebb, mint 1000, a
-(n+1
madr tdl sok, tehét 45 szdmot adott 6ssze, de nem hivatkozik az % — n fliggvény mono-

tonitaséra, akkor legfeljebb 4 pontot kaphat.
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3. Legyen az ABC egyenl§ szard, C-nél derékszogd haromszogben AD silyvonal. A C-bdl AD-
re allitott merdleges egyenes AB-t az E pontban metszi. Hogyan ardnylik az EB szakasz a

haromszog atfogdjahoz? 7 pont

1. megoldas. Tikrozziik a haromszdget az AB dtfogora, legyen C B | Foo c’

cstcs képe C’'. A tiikrozés tulajdonsdgai miatt ACBC’ négyszog J/ :

négyzet. 'IE : 1 pont

A CE egyenes BC’-vel val6 metszéspontja legyen F. Mivel [ I

AD L CF, AC L CB,CD 1 BF és AC = CB, ezért az ACD !

és CBF hiromszogek egybevigok (a négyzet kozéppontja koriili :

90°-os forgatds viszi egyiket a masikba). : 2 pont

Vagyis CD = BF miatt F felez&pontja BC'-nek. C A 1 pont

Mivel a CAE és FBE haromszogek megfelel$ oldalai parhuzamosak (vagy mert szogeik pa-

ronként egyenlSk, egy csucsszogpar és két valtoszogpar lathatd), e két haromszog hasonld, a

hasonlosdag ardnya CA : FB=2: 1. 2 pont

Igy az E pont az AB szakasz B-hez kizelebbi harmadolépontja, azaz a keresett ardny 1 : 3. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. A haromszog befogéinak hossza legyen a, és hasz- B

néljuk az 4bra jeloléseit! Allitsunk merélegest E-b6l a haromszog

befogdira. Legyen CG = x, ekkor AG = a — x. H E 1 pont

GE = a—x,hiszen AEG hdromszdg is egy egyenld szdru derékszogdi. D

haromszog. ; 1 pont

CGE hiromszog hasonlé6 ACD haromszoghoz, mert szogeik merd- a—x

leges szarui nem tompaszdgek, tehat egyenldk. 2 pont

C X G a-—x A
A megfelel6 oldalak ardnyat felirva:
1
x o 74 1
a-x a 2

ebbdl 3x = a. 2 pont

Mivel HE = x és EBH haromszog hasonl6 ABC haromszoghoz (mindkett6 egyenld szaru €s

derékszogii), a keresett ardny 1 : 3. 1 pont

Osszesen: 7 pont
4. A H = {a; b; c; d; e} halmaznak hinyféleképpen adhatjuk meg harom olyan kiilonbdz8 harom-

elemd részhalmazat, amelyek uniéja H? 7 pont

1. megoldas. Legyen x azoknak a betliknek a szdma, amelyek csak egy részhalmaznak elemei, y
azoknak a bettiknek a szdma, amelyek pontosan két részhalmaznak elemei, z azoknak a bettiknek
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a szama, amelyek mindharom részhalmaznak elemei.
X+y+z=35 és xX+2y+3z=9, 1 pont

innen y + 2z = 4, azaz harom lehet§ség van:
a) z=2,y=08x=3 vagy b) z=1,y=2ésx=2 vagy ¢) z=0,y=4¢éx=1. 2pont

Az a) esetben a lehetGségek szdma 10, ennyiféleképpen valaszthatd ki az
a két elem, amelyik mindhdrom halmazban benne van. 1 pont

A b) esetben a lehetGségek szdma 5 - 6 - 2 = 60, mert 6tféleképpen
vélaszthat6 ki a kozépre keriil§ elem, a maradék négybdl hatféleképpen
az a kett§, amelyik csak egy halmaznak eleme, és a maradék kett6t a
végén kéttéleképpen helyezhetjiik el. 1 pont

A c¢) esetben a lehetdségek szama 10 -3 = 30, mert tizféleképpen vdlaszt-
hatjuk ki azt a kettGt, amelyik két halmaznak is eleme, ezutdn a maradék
harombdl haromféleképpen azt az egyet, amelyik csak egy részhalmaznak

e

eleme. 1 pont

Az 0sszes lehetdség szama: 100. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. A H halmaznak 6sszesen 10 darab haromelem( részhalmaza van. 1 pont
9-8

Ezek koziil harom kiilonb6zo6t = 120 féleképpen lehet kivalasztani. 1 pont

3-2-1
A kivélasztott harom részhalmaz uniéja akkor és csak akkor egyenld a H halmazzal, ha az unidjuk
otelemd. Azt szdmoljuk ki, hogy a harom részhalmaz unidja hiny esetben nem lesz otelemd.
Héiromelemd halmazok unidja nyilvan legaldbb hiromelemd, és ha a halmazok kiilonbozdk,

akkor az unidjuk legalabb négyelemd. Tehat a hirom kivélasztott részhalmaz unidja pontosan

akkor nem egyezik meg a H halmazzal, ha ez az uni6 négyelem, azaz ha a harom részhalmazt

a H halmaz valamelyik négyelemi részhalméanak elemeibdl allitjuk eld. 2 pont

A H halmaznak 0sszesen 0t négyelemd részhalmaza van, és ezek mindegyikének négy harom-
elemd részhalmaza van. 1 pont

Barmely négyelemd részhalmaz esetén az adott részhalmaz négy haromelemd részhalmaza koziil
négyféleképpen lehet kivalasztani harmat. 1 pont

Ezért 6sszesen 5 - 4 = 20-féleképpen lehet ugy kivalasztani hdrom haromelem( részhalmazt,
hogy az uni6juk csak négy elemd legyen, azaz ne legyen egyenld H-val, tehat 120 — 20 = 100
esetben lesz egyenld a kivélasztott részhalmazok uni6ja H-val. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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5. Laja a lajhdr hosszi — 1 6rés — vandoritra indul az amazonasi fék tetején. Lajanak kezdetben 100
»energidja” van, és minden perc sordn két lehet8ség koziil valaszthat:

* vagy egy percre megdll és megeszik egy papaya-gyliimolcsot, igy 1-gyel noveli az energidjat,

* vagy az adott perc soran teljes er6bedobdssal maszik; ekkor pontosan annyi cm-t tesz meg,
amennyi az energidja, de a perc végére 1-gyel csokken az energidja.

Milyen messzire juthat Laja egy Ora alatt, és mit kell ehhez tennie?

1. megoldas. Nincs értelme annak, hogy Laja az egyik percben mészik, és a kovetkez8 percben
pihen, mert a két perc sordn felcserélve a cselekvéseket 1 cm-rel messzebb jutna, és a masodik id6-
pontokban ugyanannyi lenne az energidja a két esetnél. Emiatt Laja akkor juthat a legmesszebbre,
ha az elején egy ideig — mondjuk ¢ percig — pihen, majd végig maszik.

(Ez a gondolat valamilyen formdaban.)

Ekkor a #-t61 fligg6 megtett tavolsag:

t db 59—t db

—_——
s@)=0+0+...+0+(100+2) + (100+t—1)+...+ (100+¢— (59 —1))
s@)=060-)(100+t)—(1+2+...+(59-1)) =
60-1)(59-1) N 60-1)(200+ 2t —59+1)

2 - 2
_(60-0(141+31) =312 +39r+8460  —3 (1 —6,5)* + 8586, 75
B 2 B 2 B 2

= (60—-1)(100 +1¢) —

s(1)

(s(t) szorzat alakja/szamtani-mértani kozép is hasznalhato)

s(¢t) maximuma nyilvén ¢ = 6-nél vagy ¢ = 7-nél lehet, mindketts esetén s(6) = s(7) = 4293 cm
a megtett tadvolsag.

Azaz Laja 4293 cm-t tehet meg, és ehhez 6 vagy 7 percet kell az elején pihennie.

2. megoldas. Nincs értelme annak, hogy Laja az egyik percben maszik, és a kdvetkez$ percben
pihen, mert a két perc sordn felcserélve a cselekvéseket 1 cm-rel messzebb jutna, és a masodik id6-
pontokban ugyanannyi lenne az energidja a két esetnél. Emiatt Laja akkor juthat a legmesszebbre,
ha az elején egy ideig — mondjuk ¢ percig — pihen, majd végig maszik.

(Ez a gondolat valamilyen formaban.)

Nézziik meg, hogy mi torténik, ha 7, illetve ha (¢ + 1) percig piheniink!
Az els§ esetben a megtett tdvolsag (0sszegként):

t db

—
s()=0+0+...+0+
60 db

+ (100+7)+(100+t=1)+. . .+ (100+7—=(57-1)) + [(100+t—(58—t))+(100+t—(59—t))]
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A masodik esetben pedig:

¢ db
—_————
s+1)=0+0+...+0+0+ (100 +1+ 1)+

58—t db
+(100+)+ (100+t—1)+...+(100+7— (57 —1))

1 plusz perc pihenés a képlet ,.elején”” hozzdad (100 + ¢ + 1) cm-t, de elvesz a ,,végén”

100+t —-(58—=1))+(100+7 - (59 —1)) = (42 +2t) + (41 + 2¢) = 83 + 4¢ cm-t.

Addig kell ,,varni”, amig s(z) < s(¢ + 1) teljesiil, azaz ¢ akkor ,,j6”, ha erre a kiilonbségre mar:
101+ <83+4t > 18<3t>6<1t

(ést = 6-ra s(6) = s(7) persze).

Ellen6rzés: az s(6) = s(7) esetet végigszamolva:

54 - (106 + 53
5(6)=0+0+0+0+0+0+106+105+...+53 = ( > * )=4293,i11€tV€

_53-(107 +55)
B 2
Azaz Laja 4293 cm-t tehet meg, és ehhez 6 vagy 7 percet kell az elején pihennie.

s(H=0+0+0+0+0+0+0+107+106+...+55 = 4293 adoédik.

Osszesen:

Haladok I. kategéria 2. fordul6

. Oldjuk meg az n + S(n) = 2031 egyenletet, ahol S(n) az n természetes szdm szdmjegyeinek
Osszegét jelenti.

. Egy szamsorozat els6 eleme b) = 5, valamint minden 1-nél nagyobb indexre az n-edik eleme
bn = bn—l + a;-1, ahol a; = 3(i - 1) + 1.

a) Igazoljuk, hogy b,-nek végtelen sok 7-tel oszthat6 eleme van.

b) Mennyi by értéke?

. Az ABCD paralelogrammaban DAB< = 60°, AB = V3+1,BC =2.ADAoldal F felezGpontjat
és a C csucsot 0sszekotd szakaszt a B csicsbdl indulo szogfelezd a K pontban metszi. Hatdrozzuk
meg a CK B< nagysagat.

. Egy kor keriilete mentén felsoroljuk egy hatelemd halmaz 6sszes részhalmazat, majd egy-egy
szakasszal 0sszekotjiik azokat, amelyeknek van k6zos elemiik. Egy halmazt 6nmagéval termé-
szetesen nem kot 0ssze szakasz. Hany 0sszekots szakaszt kapunk?
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Megoldasok és javitasi utmutato

1. Oldjuk meg az n + S(n) = 2031 egyenletet, ahol S(n) az n természetes szdm szdmjegyeinek

Osszegét jelenti. 7 pont
Megoldas. S(n) < 1+9+9+9=28,igyn > 2031 - 28 = 2003. 1 pont
A keresett szdm legaldbb négyjegyd, mert egy hdromjegyd szdmhoz hozzdadva a szdmjegyei

Osszegét legfeljebb 1026-ot kapunk. 1 pont

A 2000-nél kisebb négyjegyl szdmok koziil az 1999-nek a legnagyobb a szdmjegyosszege, a
2000-nél nagyobb vagy egyenl6 de 2031-nél kisebb vagy egyenld szamok koziil pedig a 2029-

nek, tehdt 2003 < n < 2031. 1 pont
Egy egész szam 9-cel osztva ugyanazt a maradékot adja, mint a szdmjegyeinek Osszege. Mivel

2031 9-cel osztva 6-ot ad maradékul, n és S(n) 9-cel osztva csak 3 maradékot adhat. 2 pont
2003 és 2026 kozott harom ilyen szdm van: 2010, 2019 és 2028. 1 pont

Ellenérizve: 2010 + 3 = 2013, 2028 + 12 = 2040, nem ad megoldast, 2019 + 12 = 2031, ami
megfeleld.

Az egyenlet megoldasa n = 2019. 1 pont
Megjegyzés. Amennyiben a versenyzd helyes médszerrel ésszerd hatarok koz€ szoritja a megol-
dést, akkor ezért legfeljebb 3 pontot kaphat. Ha ezen hatérok kozott az 6sszes szdmot kovethetGen

ellendrzi és megtalalja a helyes megoldést, akkor megkaphatja a tovabbi 4 pontot. Amennyiben
nem ellendrzi a szdmokat, akkor a méasodik részre legfeljebb 1 pontot kaphat!

Osszesen: 7 pont
2. Egy szamsorozat els§ eleme b; = 5, valamint minden 1-nél nagyobb indexre az n-edik eleme

bn = bn_1 + a;-1, ahol a; = 3(i - 1) + 1.

a) lIgazoljuk, hogy b,-nek végtelen sok 7-tel oszthat6 eleme van.

b) Mennyi by értéke? 7 pont
Megoldas. a) Képezziik a megadott rekurzi6 szerint a sorozat b, elemét: b, = b,_; + a,—1 =
= (bp—2 + ap-2) +an-1 = (by-3 + ap-3) +ap-2+ ay-1 = (bp-4 + ap-4) +ap3+ap2+ap-1 = ... =
=bi+ar+ar+---+ay. 2p01’1t

Tudjuk, hogy b; = 5, valamint, hogy a; = 1 és a; = 3i — 2. Igy az a sorozat barmely két egymast
kovetd elemének kiilonbsége 3, valamint az elsS eleme 1, utolsé pedig a,_1 = 3n — 5. Osszesen

n — 1 elemiink van. 1 pont
Osszeadva a tagokat W(ﬂ — 1) adodik.

Ebbdl kovetkezik, hogy b, =5 + W(ﬂ -1)= 3r12—7—n+14 2 pont
A képletbdl latszik, hogy n = 7k (k = 1,2,...) szdmokra 7-tel oszthat6 tagot kapunk. 1 pont
b) Az el6z6 képletbe behelyettesitve bjgo = 5 + % - 99 = 14 657 adodik. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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3. Az ABCD paralelogramméaban DAB< = 60°, AB = V3+1,BC =2.ADAoldal F felezGpontjat
és a C csucsot 0sszekotd szakaszt a B csticsbdl indulé szdgfelezd a K pontban metszi. Hatdrozzuk

meg a CK B< nagysagat. 7 pont
Megoldas. Legyen X a CD oldal azon pontja, amelyre DX = 1¢és XC = V3. 2 pont
D 1 X \3 c Mivel a paralelogramma egy oldalon fekvg sz6-

geinek Osszege 180°, ezért FDX < = 120°.
Az FXD egyenl6 szard haromszoget a DT ma-
gassaga két egybevago félszabdlyos haromszdgre
3
bontja, és FT =TX = g 1 pont
fgy FX = V3 és az FCX héromszig egyenls
szaru. 1 pont

Szogei CXF< = 180° — FXD< = 180° — 30° = 150° és

180° = CXF< 180° — 150°
XFC<=FCX<= 2C < . _

Ezt felhaszndlva BCK < = BCD< — FCX < = 60° — 15° =45° és 1 pont

15°. 1 pont

CKB<=180°— KBC<— BCK<=180° — 60° — 45° = 75°,

Tehat a keresett szog 75°-0s. 1 pont
Osszesen: 7 pont

4. Egy kor keriilete mentén felsoroljuk egy hatelemd halmaz 6sszes részhalmazat, majd egy-egy
szakasszal 0sszekotjiik azokat, amelyeknek van k6zos elemiik. Egy halmazt 6nmagéval termé-
szetesen nem kot 0ssze szakasz. Hany 0sszekots szakaszt kapunk? 7 pont

1. megoldas. ElSszor érdemes meghatdrozni, hogy egy adott részhalmaz hany masikkal nem

lesz 0sszekotve. Barmely részhalmaz a komplementerének részhalmazaival nincs 6sszekotve.

Az egyelem( halmaz az 6telemd komplementerének a 32 részhalmazdval nincs Osszekotve, a

tobbi 63 — 32 = 31-gyel igen, igy a hat darab egyelemi halmazbdl 6sszesen 6 - 31 = 186 szakasz

indul ki. 1 pont
A 15 darab kételemd részhalmaz mindegyike a négyelemi komplementerének a 16 darab rész-
halmazdaval nincs 0sszekotve, a tobbi 63 — 16 = 47 részhalmazzal 6ssze van kotve, igy a kétele-
miiekbdl Osszesen 15 - 47 = 705 szakasz indul ki. 1 pont
A 20 darab hiromelem( részhalmaz mindegyike a hiromelem( komplementerének a 8 darab
részhalmazaval nincs 0sszekotve, a tobbi 63 — 8 = 55 részhalmazzal Ossze van kotve, igy a
haromelemtiekbdl 6sszesen 20 - 55 = 1100 szakasz indul ki. 1 pont
A 15 darab négyelemd részhalmaz mindegyike a kételemd komplementerének a 4 darab részhal-

mazdval nincs 0sszekotve, a tobbi 63 — 4 = 59 részhalmazzal 6ssze van kotve, igy a négyelem-

ekbdl Osszesen 15 - 59 = 885 szakasz indul ki. 1 pont
A 6 darab 6telemd részhalmaz mindegyike az egyelemti komplementerének a 2 darab részhalma-

zaval nincs 0sszekotve, a tobbi 63 — 2 = 61 részhalmazzal 6ssze van kotve, igy az 6telemiiekbdl
Osszesen 6 - 61 = 366 szakasz indul ki. 1 pont
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A hatelem( halmazbdl az lireshalmazba nem megy szakasz, a tobbi 63 — 1 = 62-be igen. 1 pont
Igy eddig minden szakaszt kétszer vettiink szamba, ezért a szakaszok szdma:
(186 + 705 + 1100 + 885 + 366 + 62) : 2 = 1652. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. A hatvannégy részhalmaz kozott 6sszesen (64 - 63) : 2 = 2016 darab szakasz
hizhato. 1 pont
Szinezziik kékre azokat, amelyek kdzos elemmel rendelkezd halmazokat kotnek 6ssze, €s pirosra

azokat, amelyek kozos elem nélkiilieket kotnek dssze. A kék szakaszok szdma a kérdés. Ha ki-
szamitjuk a piros szakaszok szamdt, €s ezt levonjuk a 2016-bdl, megkapjuk a feladat megoldéasat.

Az iires halmaz a 63 mésik részhalmaz mindegyikével diszjunkt, ebbdl 63 piros szakasz megy ki.

Az egyelemd halmazok (ebbdl 6 darab van) az otelemd komplementereik 32 részhalmazéval
diszjunktak, igy az egyelemtiekbdl 6sszesen 6 - 32 = 192 piros szakasz indul ki.

A kételemd halmazok (ezekbdl 15 darab van) a négyelemi komplementereik 16 részhalmazaval

diszjunktak, igy ezekbdl dsszesen 15 - 16 = 240 piros szakasz indul ki. 1 pont
Hasonléan: a hdromelemtiekbdl dsszesen 20 - 8 = 160 piros szakasz, 1 pont
a négyelemiiekbdl 15 - 4 = 60 piros szakasz, 1 pont
az otelemiekbdl 6 - 2 = 12 piros szakasz, 1 pont
a hatelemiibdl 1 piros szakasz indul. 1 pont
Ezért a piros szakaszok szdma (63 +6-32+15-16+20-8+15-4+6-2+1) :2 =364, akék

szakaszoké pedig 2016 — 364 = 1652. 1 pont
Osszesen: 7 pont

3. megoldas. A hatvannégy részhalmaz Osszesen (64 - 63) : 2 = 2016 darab halmazpart hatdroz

meg. 2 pont
A diszjunkt halmazparok szdma a kdvetkezd mddon is kiszamithato:

Ha két diszjunkt A és B halmazt akarunk késziteni a hatelemd halmaz elemeibdl, akkor sorban

mind a hat elemrdl eldonthetjiik, hogy az A halmazba vagy a B halmazba vagy egyikbe se

tessziik bele. Ez 3% = 729 lehet6ség. gy az iires halmazt kivéve mindegyik diszjunkt pért
(rendezetlen parokat kell szdmba venni) duplan szamoltuk, mivel A és B szerepe felcserélhetd.

Ezért a diszjunkt parok szdma: (729 — 1) : 2 = 364. 4 pont
A koz0s elemmel rendelkez6 parok szdma: 1652. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok I. kategéria 3. (dontd) fordulo

. Adjuk meg azokat a természetes szamokbdl all6 (x; y) szampdrokat, amelyekre fenndll az
(xy =7 = 2% +?
egyenldség. 7 pont
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2. Egy paralelogramma oldalainak hossza 3 cm és 4 cm. Az atlok Osszege centiméterben mérve
egész szam. Mekkora lehet az atlok kiilonbségének abszolut értéke? 7 pont

3. 20192 darab kovet szeretnénk elszllitani a banyabdl. A kdvek tdmegei szdmtani sorozatot alkot-
nak. Igazoljuk, hogy a kovek elszdllithaték 2019 teherautdval! (Az auték teherbirdsa egyenld,
a teherbirdasok Osszege egyenld a kovek Ossztomegével. Az autokat nem szabad talterhelni, a
koveket nem szabad darabokra torni.) 7 pont

Megoldasok és javitasi itmutato
1. Adjuk meg azokat a természetes szdmokbdl 4ll6 (x; y) szdmpérokat, amelyekre fenndll az
(xy — 7)2 =x+ y2
egyenldség. 7 pont

Megoldas. Az egyenletet 4talakitva:
x2y2 - 14xy +49 = X% +y?

x2y2 —12xy+49 = x% + y2 +2xy 1 pont
(xy —6)*+13 = (x + y)?
(xy—6)2—(x+y)2 =-13 1 pont

Az egyenlet bal oldalat szorzattd alakitva: (xy —6 — (x+y))(xy -6+ (x+y)) = —13.

Mivel a megadott alaphalmazon (x, y természetes szdmok) a bal oldalon szerepl$ tényezGk
értéke egész szdm, a 13 pedig primszdm, ezért két eset valdsulhat meg: —13 = (1) - 13 vagy

-13=(-13) - 1. 1 pont
1. eset:
xy—-6—-(x+y)=-1 - (x+y)=5
y (x+y) Ebbél xy = (x+y)
xy—6+(x+y)=13. xy+(x+y)=19.
. xy =12
A kapott egyenletrendszert xy-ra, illetve x + y-ra megoldva: 7 1 pont
X+y=
adodik, amibdl az x| = 3, y; = 4, illetve x, = 4, y, = 3 megoldisok adédnak. 1 pont
2. eset:
-6-(x+y)=-13 -(x+y)=-7
xy (x+y) Ebbél xy=(x+y)
xy—6+(x+y)=1. xy+(x+y)="7.
. xy=0
A kapott egyenletrendszert xy-ra, illetve x + y-ra megoldva: . . 1 pont
X+y=
adodik, amibdl az x| = 0, y; = 7, illetve x, = 7, y, = 0 megolddsok adddnak. 1 pont

Tehét az egyenletrendszer megoldésai: (3;4), (4;3), (0;7), (7;0)

Osszesen: 7 pont
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2. Egy paralelogramma oldalainak hossza 3 cm és 4 cm. Az 4tlok Osszege centiméterben mérve

egész szam. Mekkora lehet az atlok kiilonbségének abszolut értéke? 7 pont
Megoldas.
D 4 C
!
e f \
3 \
\
\
!
X 4 -X \
— e\ T o _ _ d__
A T 4+ X B T,

Rajzoljunk be két magassagot, és haszndljuk az dbra jeloléseit!
Pitagorasz-tételt felirva AT,C, AT\ D és BT| D haromszogekben kapjuk, hogy:

e —(4-x)?=32-x*

f2—(4+x)? =324 1 pont
Ebbdl: e + f2 = 50. 1 pont
A szamtani s a négyzetes kozép kozti egyenlStlenségbdl:

e+ f _ e2+ f2
2 2

5, igy e+ f <10. 1 pont

Felirjuk a haromszog-egyenlStlenséget ABM haromszogben, ebbdl 8 < e + f. 1 pont
Igy két lehet&ség van:

1. e+ f = 10, ekkor a szamtani és a négyzetes kozép kozott egyenlGség van, ami pontosan akkor
teljesiil, ha e = f =5, tehat a paralelogramma téglalap, a kiilénbség nulla. 1 pont

2. e+ f =9 és tudjuk, hogy e® + f2 = 50, tehdt egy szimmetrikus mésodfoki egyenletrendszert
kell megoldanunk. 1 pont

Ebbdl a 2¢ —18e+31 = 0 masodfoki egyenlethez jutunk, ahol a gyokok kiilonbségének abszolut
értéke:

V19. 1 pont*

18+V76 18-V76 V76
4 4 2

Osszesen: 7 pont

* A *-gal jelolt 1 pont akkor is jér, ha a versenyz§ az ismert (diszkrimindns négyzetgyoke osztva
a féegyiitthatoval) képletet haszndlja.
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3. 20197 darab kovet szeretnénk elszallitani a banyabdl. A kdvek tdmegei szdmtani sorozatot alkot-
nak. Igazoljuk, hogy a kovek elszallithaték 2019 teherautdval! (Az autdk teherbirdsa egyenld,
a teherbirasok Osszege egyenld a kovek Ossztomegével. Az autdkat nem szabad tdlterhelni, a

koveket nem szabad darabokra torni.) 7 pont
Megoldas. A tomegeket jeloljik aj, aa, .. ., aygj92-nel.
A tomegeket rendezziik el egy 2019 x 2019-es tablazatban legkisebbtdl a legnagyobbig, a bal
fels6 sarokbdl indulva a sorokban balrdl jobbra, majd az alatta levs sorban is balrdl jobbra. 1 pont
a 24 a 019
22020 | Q2021 | 2022 4038
Q4039 | Q4040 | Q4041 a6057
e
f T b
c 8 h |30192

2019 darab csoportot kell 1étrehozni. Ha minden csoport minden sorbdl és minden oszlopbdl
pontosan egy kovet tartalmaz, akkor a kovek tomegei szamtani sorozatot alkotnak, vagyis tomegiik
szerint sorba téve Gket, az egymas melletti kdvek tomegének kiilonbsége ugyanakkora. Tehat
minden autéra S +d +2d +3d + . . . + 2018d tomegl rakomdny kertiil, ahol d a szdmtani sorozat

differencidja, S pedig az els6 oszlopban levs elemek Osszege. 3 pont
Az elsd csoport dlljon f64tlébeli elemekbdl, 1 pont

2 2

a masodik csoport a f64tl6 feletti 4tl6 a,-tdl b-ig, valamint c,
a harmadik csoport a f6atl6 felett a masodik atl6 as-tol e-ig, valamint f és g,. ..
az utolso csoport aspi9-bdl és a f64tl6 alatti atlobdl azgop-tol h-ig.

Igy mindegyik csoportban szerepel minden sorbdl és minden oszlopbdl pontosan egy elem,
vagyis a csoportbeli elemek 0sszege minden csoportndl megegyezik. Egy csoport legyen egy
teherauté rakomdnya, igy valéban el lehet széllitani 2019 teherautdval az Osszes kovet. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok II. kategoria 1. fordulo

1. Melyek azok a p primek, amelyekre (p? + 11)-nek pontosan 6 pozitiv osztGja van?

2. Az ABCD trapéz AB alapja 5, CD alapja 3 egység. A BC szar hossza 8 egység. Legyen FFa DA
szdr felezpontja. Bizonyitsuk be, hogy F B? + FC? 4llandé, és adja meg ennek az dllandénak az
értékét!

3. Oldjuk meg a kovetkez$ egyenletrendszert a valés szdmok halmazén:

{x Xy + yyxy =10

X2y =17

4. Adott a sikon egy irdny. Vegyiink fel a sikon 1001 téglalapot Ggy, hogy mindegyik téglalap két
oldala parhuzamos legyen ezzel az irdannyal. Legfeljebb hany diszjunkt tartoményra oszthatjak
ezek a téglalapok a sikot?

5. Az ABC haromszog AB oldaldnak egy belsG pontja P, valamint az AF sulyvonal és a CP szakasz
metszéspontja N. Mekkora lehet az ABC haromszog teriilete, ha az APN héromszog teriilete
1,6, a CF N hiaromszog teriilete pedig 3 teriiletegység?

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Melyek azok a p primek, amelyekre (p? + 11)-nek pontosan 6 pozitiv osztéja van?

1. megoldds. Ha p = 2, akkor p? + 11 = 15, aminek csak 4 osztja van, igy ez nem megoldds.
Ha p = 3 akkor p? + 11 = 3% + 11 = 20, aminek 6 oszt6ja van, igy ez j6 megoldas.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy p > 3 megfelel$ prim nincs.

Egy egésznek pontosan 6 pozitiv osztdja csak két esetben lehet:

(I) ha ¢° alakd, vagy (IT) ha ¢°r alakd, ahol ¢ és r kiilonb6z8 primek.

Mivel p pératlan, ezért felirhatd 2k + 1 alakban, ahol k pozitiv egész.

Ekkor p? + 11 = 4k* + 4k + 1 + 11 = 4(k? + k + 3), tehét oszthat6 4-gyel.

A 4-gyel valo oszthatosag miatt (I) és (I1) esetben is csak g = 2 lehetséges. Ebbdl az (I) esetben
p? + 11 = 2° = 32, ahonnan p-re nem kapunk megoldast.

A (II) esetben, mivel p > 3, ezért p = 3/ £ 1 alakba irhat6 (ahol / pozitiv egész), de ekkor
p2 +11=97+6l+1+11= 3(312 + 2/ + 4), tehat oszthat6é 3-mal is, amib6l r = 3 kovetkezik.
Ekkor p* + 11 = 2% .3 = 12, ahonnan p-re szintén nem kapunk megoldést (hiszen az 1 nem
primszam).

"gehét valéban egyetlen megfelelS prim van, a p = 3.

Osszesen:

2. megoldas. Ha p = 2, akkor p? + 11 = 15, aminek csak 4 osztdja van, igy ez nem megoldas.
Ha p = 3 akkor p* + 11 = 3% + 11 = 20, aminek 6 oszt6ja van, igy ez j6 megoldas.
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A tovabbiakban megmutatjuk, hogy p > 3 megfelel6 prim nincs. Végezziik el a kovetkezd

gtalakitast: p?> + 11 = (p+ D)(p — 1) + 12, 2 pont
Mivel p pératlan, a p + 1 és p — 1 is paros, és p > 3 miatt (pontosan) az egyik oszthaté 3-mal is.
Ezérta (p+ 1)(p — 1) és innen p? + 11 is oszthat6é 12-vel, azaz p* + 11 = 12k (k egész). 2 pont

De p > 3 miatt k > 2 szintén teljesiil, a 12-nek 6 pozitiv osztéja van, igy a p* + 11 = 12k-nak
biztosan 6-ndl tobb osztdja van. 2 pont

Tehat valoban egyetlen megfelel$ prim van, a p = 3. -
Osszesen: 7 pont

. Az ABCD trapéz AB alapja 5, CD alapja 3 egység. A BC szar hossza 8 egység. Legyen FFa DA
szdr felezGpontja. Bizonyitsuk be, hogy FB? + FC? 4llandé, és adja meg ennek az dllandénak az
értékét! 7 pont

5+3
1. megoldas. A trapéz kozépvonaldnak hossza =4degység. p c 1 pont

Ez azt jelenti, hogy a BC szér E felezGpontja 4 egység tdvol van

B-t8l, C-t61 és F-t6l is, azaz F rajta van egy E kozéppontd, BC 4

atmérgjd koron. 2 pont
Thalész tétele miatt a BF C haromszog derékszogd, a derékszog FQ E

az F cstcsndl van. A 2 pont
Ezért Pitagorasz tétele alapjan F B>+ FC? = 82 = 64, ami 4llandé. 2 pont
Osszesen: A B 7 pont

2. megoldas. Rajzoljuk meg a trapéz C cstcson, illetve az F D _Xx H3-x C
ponton 4tmend magassdgat! Mivel az F pont felezGpont, ezért
felezi a magassagot, és az alapok egyenesét A és D csucsoktol

egyenld tavolsagra metszi, jeloljiik ezt a tavolsagot x-szel. 1 pont
Ennek megfelelGen:
HC=3-x i
GB=5+x l
TB=2+2x GXAT  2+2x B 1pont
Fontos megjegyezni, hogy x elgjeles tdvolsag, ahol az eldjel a trapéz szogeitdl fligg. Ez azonban
a megoldast érdemben nem befolyésolja. 1 pont
Pitagorasz tétele alapjin az aldbbi egyenlGségek irhatdk fel:
2 (m)? 2
FB” = (5) +(5+x)
2
FC? = (%) +(3-x)
BC? =64 = m* + (2 +2x)? 1 pont
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Az elsd két egyenlet 0sszegét véve és a harmadik egyenletet atalakitva:

2
B ox?+4x=30

2
és
m2
FBZ+FC2=7+2x2+4x+34 2 pont
Igy FB? + FC? = 30 + 34 = 64, 4llandé. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert a valds szdmok halmazan:

xvxy + yyxy =10
s 7 pont
x“+y =17
1. megoldas.

Vezessiik be az a = x + y és a b = \/xy 1j ismeretleneket. Igy az egyenletrendszeriink:

ab =10 ,
ont
a’-2b* =17 P

Az elsd egyenletbdl b-t kifejezve €s a masodikba beirva az
a*—17a* =200 =0
masodfokira visszavezethet§ egyenlethez jutunk, amelynek megoldésai a® = —8 és a® = 25. 2 pont

Az els6 nem ad valés megolddst, a mdsodik esetben a = 5 és b =2, vagy a = -5és b = -2, de
ez utébbi a négyzetgyok definicidja miatt nem lehetséges.

Igy az eredetinél 1ényegesen egyszertibb

xX+y=5
1-1 pont

xy=4
egyenletrendszerhez jutunk, amelynek megoldasai: (1;4), illetve (4; 1). 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Az els§ egyenletet négyzetre emelve (sziikséges, hogy az egyenlet bal oldala

pozitiv legyen): 1 pont
3y + xy° +2x%y% = 100
(% + %) xy + 2(xy)* = 100 1 pont
A masodik egyenletet felhasznélva xy-ra masodfoku egyenlethez jutunk:
2(xy)? + 17(xy) =100 =0 1 pont
Ennek megoldasai: xy = 4 vagy xy = —12,5, de a masodik megoldas a négyzetgyok definicidja
alapjan nem lehetséges. 1 pont

y-t kifejezve és a masodik egyenletbe beirva az x* —17x% + 16 = 0 masodfokira visszavezethetd
egyenlethez jutunk, amelynek megoldésai: x> = 1, vagy x* = 16. 1 pont
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Ekkor a lehetséges megoldasok: (1;4); (4;1); (—1;-4); (—4;-1), 1 pont
de az utols6 két szampar nem felel meg a négyzetre emelés elétti feltételnek. 1 pont

Osszesen: 7 pont

. Adott a sikon egy irdny. Vegyiink fel a sikon 1001 téglalapot dgy, hogy mindegyik téglalap két
oldala parhuzamos legyen ezzel az irdnnyal. Legfeljebb hany diszjunkt tartoményra oszthatjik
ezek a téglalapok a sikot? 7 pont

A téglalapok helyzetébdl kovetkezik, hogy két ilyen téglalapnak legfeljebb 4 metszéspontja lehet. 1 pont

Vegyiik fel a téglalapokat egyenként. Egy téglalap a kordbbi tartomanyokat legfeljebb 2 részre
osztja. Amikor berajzoljuk a k-adik téglalapot, akkor ennek az 4j téglalapnak a keriiletén legfel-
jebb 4(k — 1) metszéspont alakul ki. Ezek a metszéspontok a téglalap keriiletét 4(k — 1)részre
osztjak. 1 pont
Ezek a részek mar meglévd sikrészeket vagnak ketté, igy a sikrészek szama 4(k — 1)-gyel nd. 1 pont

Ezért 1001 téglalap esetén a sikrészek szdma legfeljebb:
2+4-1+4+4-2+...+4-1000. 1 pont

A szorzatokbdl 4-et kiemelve €s a zardjelben az 6sszegzést Gauss-modszerrel elvégezve kapjuk,
hogy

2+4-1001-500 =2+ 2002 - 1000 =2 002 002. 2 pont

Ez tényleg elérhetd példaul a kdvetkezd mddon: a k-adik téglalap ,,vizszintes” oldala legyen

feleakkora, ,.fligg6leges” oldala legyen kétszer akkora, mint az el6z8 téglalap megfelelS oldala,
valamint az 0sszes téglalap kdzéppontja legyen ugyanaz a pont. 1 pont

(k — 1)-edik téglalap
k-adik téglalap

Osszesen: 7 pont
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5. Az ABC haromszdg AB oldaldnak egy belsS pontja P, valamint az AF sulyvonal és a CP szakasz
metszéspontja N. Mekkora lehet az ABC haromszog teriilete, ha az APN hiromszog teriilete
1,6, a CF N haromszog teriilete pedig 3 teriiletegység? 7 pont

Megoldas. Jelolje az ANC haromszdg teriiletét x. Mivel F
az AC szakasz felezGpontja, ezért N BC haromszogben N F

stlyvonal, tehdt Typra = Tycra = 3. 1 pont
Mivel az ABC haromszogben AF sulyvonal, ezért Tapr, =
=Tacra =3 + x, ahonnan Typgs = x — 1,6. 2 pont
Az N illeszkedik CP szakaszra, ezért ABC és ABN harom-
B
szogek teriiletét C P szakasz azonos A ardnyban osztja két
. Tppca  TPpna  BP
részre, azaz = =—. 2 pont
Tpacn Trann PA
3+43+x-16 x-16
Behelyettesités utan: — = —. A -
ehelyettesités utdn T 16 7 egyen
letet rendezve 5x* — 8x — 48 = 0 adédik, amelynek pozitiv
megolddsa csak az x = 4. 1 pont
Az ABC hiaromszog teriilete tehét 2 - (3 + x) = 14 teriiletegység. 1 pont
Osszesen: 7 pont
Haladok II. kategoria 2. fordulo
1. Hatdrozzuk meg a |36" — 5k| kifejezés legkisebb értékét, ahol n és k pozitiv egész szamok. 7 pont
2. Tekintsiink egy legfeljebb kétjegyd pozitiv egészekbdl 4116 10-elemd halmazt. Bizonyitsuk be,
hogy ennek mindig van két olyan, koz0s elemek nélkiili nemiires részhalmaza, amelyekben az
elemek 6sszege egyenld. (Ha egy halmazba egyetlen elem keriil, az 6sszeg az elem maga.) 7 pont

3. Az ABCD négyszog cslcsai rajta vannak a k koron. A négyszog AC és BD atl6ja merSleges
egymasra. A k kor kozéppontja O, az AB oldal felezGpontja F'. Bizonyitsuk be, hogy CD = 2-OF. 7 pont

4. A [0; 12] intervallumban levé x, y valés szamokra teljesiil, hogy xy = (12 — x)? - (12 — y)%.
Mekkora az xy szorzat legnagyobb értéke? 7 pont
Megoldasok és javitasi itmutato

1. Hatdrozzuk meg a |36" — 5k | kifejezés legkisebb értékét, ahol n és k pozitiv egész szamok. 7 pont

Megoldas. Minden pozitiv egész n és k esetén 36" hatra, 5% btre végzadik.
Igy |36" — 5| utolsé jegye 36" > 5 esetén 1-es, 36" < 5* esetén 9-es. 2 pont
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36" — 5k| értéke nem lehet 1, mert ha 36" — 5 = 1, akkor 36" — 1 = 5%, Mivel " — b" =
= (a-b)( @ ' +a"?b+...+ "), az egyenldség bal oldaldn 4ll6 kifejezés oszthaté 35-tel,
azaz 7-tel is, de a jobb oldalon 4ll6 kifejezés biztosan nem oszthat6 7-tel. Igy az egyenl&ség nem
allhat fenn.

|36" — 5X| értéke nem lehet 9, mert ha 36" — 5% = —9, akkor 36" + 9 = 5%. Az egyenl6ség bal
oldaldn 4ll6 kifejezés oszthatd 9-cel, de a jobb oldalon all6 kifejezés biztosan nem oszthat6 9-cel.
Igy az egyenl&ség nem 4llhat fenn.

A kovetkezd szdm a 11, |36" — 5¥| értéke felveszi ezt a szamot, mégpedig n = 1, k = 2 esetben.
Tehat a feladat megolddsa: 11.

Osszesen:

. Tekintsiink egy legfeljebb kétjegyd pozitiv egészekbdl allé 10-elemd halmazt. Bizonyitsuk be,
hogy ennek mindig van két olyan, koz0s elemek nélkiili nemiires részhalmaza, amelyekben az
elemek Osszege egyenld. (Ha egy halmazba egyetlen elem keriil, az 0sszeg az elem maga.)
Megoldas. Legyen A egy tetszlleges részhalmaz. Az A-beli elemek Osszege legaldbb O €s
legfeljebb 945, igy az elemek 0sszegeként legfeljebb 945 kiilonbozd érték johet ki.

Az elemekbdl képezhetd Gsszes kiilonbozs részhalmaz szdma 2'° = 1024, igy a skatulya-elv
alapjin biztosan van legaldbb két kiilonb6z6 részhalmaz, amelyekben ugyanannyi az elemek
0sszege.

Vegyiink két ilyen részhalmazt! Hagyjuk el ezekbdl a kdzos elemeket (ha vannak), igy mindkét
részhalmazban ugyanannyival csokkentettiik az elemek 6sszegét, de egyik sem lesz iires, mert
az azt jelentené, hogy eredendGen egyenld volt a két halmaz.

Mivel a korabban egyenld 0sszegek ugyanannyival csokkentek, az elemek 0sszege tovabbra is
egyenld, kozos elemek nincsenek, igy éppen a feladat feltételének megfelel két részhalmazt
kaptunk.

Osszesen:

. Az ABCD négyszog csucsai rajta vannak a k koron. A négyszog AC és BD atl6ja merSleges
egymasra. A k kor kézéppontja O, az AB oldal felezGpontja F'. Bizonyitsuk be, hogy CD = 2-OF.

1. megoldas. Legyen a B pont O-ra vonatkozé tiikorképe

B/
B’. Vizsgéljuk meg az AB’DC négysziget.
5 Ebben a négyszogben AB’ = 2 - OF, mert az OF ko-

zépvonal az AB’ B hdaromszogben. Azt kell tehat belatni,

hogy AB" = CD.
A Mivel BB’ a k kor 4tmérdje, ezért a Thalesz-tétel miatt a
BD és B’D mer@leges egymadsra.
‘ Mivel AC is merSleges BD-re, ezért B'D és AC parhu-

zamosak egymdssal, tehét az AB’ DC négyszog trapéz.
Mivel az AB’DC trapéz csticsai rajta vannak a k koron,
igy ez egy hurtrapéz. A hurtrapéz szdrai egyenld hosszi-
B ak, tehat AB" = CD, igy korébbi megjegyzésiink alapjan
1. ébra készen vagyunk.

%
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2 pont

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont



Nem biztos, hogy az A, B, D, C pontok ebben a sorrendben jonnek egymads utdn a koron: az is
lehet, hogy B’ és D forditott sorrendben vannak (2. dbra). Ilyenkor a fentick az AD B'C négyszogre
mondhaték el. Ugyanigy kijon, hogy a négyszog hirtrapéz, &m most azt a tulajdonsdgét hasznéljuk
a hurtrapéznak, hogy az atl6i egyforma hosszuiak. 2 pont

2. abra 3. abra

Végiil az is lehet, hogy B’ és D egybeesnek (3. dbra). Ilyenkor az eredeti négyszog egy deltoid
(BD atmérg a korben), és AB’C egy egyenld szard haromszog, és emiatt vagyunk készen. 1 pont

Megjegyzés. Ha a megoldé nem gondol ra, hogy az dbra tobbféle médon is kinézhet, csak 4
pontot kaphat a gondolatmenetért.

Osszesen: 7 pont
2. megoldas. A keriileti szogek tétele alapjan ACD < =

@)

= DBA<és ADB< = ACB<, mert azonos iven nyugvo
keriileti szogek. 1 pont
A kertileti €s kozépponti szogek tétele alapjan AOB< =

&
a\ X2 C
M =2-ACB< =2 - ADB<, hiszen azonos iven nyugvé
o keriileti és kozépponti szogekrdl van szo. 1 pont
1
De FOB« = > -AOB<, hiszen F az AOB egyenl§ szara
2 haromszog alapjanak felezGpontja, igy FO az alaphoz
tartozé magassag, ami felezi a szarszoget.
Igy FOB< = ADB< = ACB-«. 1 pont
0

>
X
oD\

Ekkor AM D hidromszog hasonlé BFO haromszoghoz,

B mert szogeik egyenldk. 1 pont
F
A megfelel§ oldalak ardnyét felirva: = ﬂ, ebbdl
EAB X1
2.0F = AB- 2L, (1) 1 pont
X1
CDM héaromszog hasonl6 BAM hiromszoghoz, mert szogeik egyenldk. 1 pont
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AB

A megfeleld oldalak ardnyét felirva: — = —, ebbdl
b X1
1
CD = AB - = ()
X1

Ekkor (1) és (2) feltételek alapjan: CD =2 - OF

Megjegyzés. Az atlok merSlegessége miatt a kor kozéppontja mindig a négyszdg belsejében
van.

Osszesen:

. A [0; 12] intervallumban levs x, y valés szdamokra teljesiil, hogy xy = (12 — x)% - (12 — y)2.
Mekkora az xy szorzat legnagyobb értéke?

Megoldas. Az egyenlet két oldaldn nemnegativ szdmok 4llnak, igy gyokot vonhatunk. Mivel x
és y a [0; 12] intervallumban vannak, a jobb oldal négyzetgyoke

(12-x)-(12-y) = 122 - 12(x + y) + xy.

. +
fey azt kapjuk, hogy vy = 122 — 12(x + y) + xy = 122 - 24 . 222
A jobb oldal nem csokken, ha x és y szamtani kdzepe helyére az anndl nem nagyobb mértani
kozepiiket irjuk: v/xy < 144 — 24+/xy + xy.
Ez a \/Xy = z helyettesitéssel a 0 < 144 — 25z + z? egyenl6tlenségnek felel meg.

+
Mivel 0 < z = /xy < al
halmazon a 0 < z2—25x+144 = (z-9) - (z - 16) egyenl6tlenség megolddsa a [0; 9] intervallum.
Ebbdl kovetkezik, hogy a feladat valtozéira 4/xy < 9, azaz xy < 81.

Behelyettesitéssel ellendrizhetS, hogy az egyenlfség az x = y = 9 esetben fenndll, tehét az xy
szorzat legnagyobb értéke 81.

+ xy.

Y < 12, azért a z valtozo is a [0; 12] intervallumba esik. Ezen a

Osszesen:

Haladok II. kategoria 3. (dontd) fordulo

. Keressiik meg azokat a pozitiv egészekbdl all6 rendezett (a; b) szdmparokat, amelyekre az

a’h -1 & ba+1
a+1 b-1

kifejezés értéke is pozitiv egész szam.

. Egy hdromszognek harom kiilonb6z8 nagysdgu hegyesszoge van. Képezziik mindegyik oldalandl
az oldalfelez€si pont és a magassdgvonal talppontja kozti tivolsag és az oldalhoz tartozé magassag
hanyadosat. Bizonyitsuk be, hogy az egyik hanyados a masik két hanyados Osszege.

.Egy 1 egység oldala szabdlyos tizszoget néhdny 1 egység oldald rombuszra osztunk fel. Két
rombuszra azt mondjuk, hogy ugyanolyan fajta, ha egybevagok. Bizonyitsd be, hogy a tizszog
barmely, 1 egység oldald rombuszokra torténd felosztdsaban ugyanannyi rombusz szerepel, s6t
az egyes fajta rombuszokbdl is minden esetben ugyanannyi van!
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7 pont

7 pont

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont

2 pont

1 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont



Megoldasok és javitasi iitmutato
1. Keressiik meg azokat a pozitiv egészekbdl 4ll6 rendezett (a; b) szdmpdrokat, amelyekre az

ab-1 ba+1
es a
a+1 b-1

kifejez€s értéke is pozitiv egész szam. 7 pont

Megoldas. A megadott feltételek mellett az elsd tortet vizsgélva a+1= (a+ 1)(a2 —a+1),
tehat
a+1|a’+1.

Mivela+1 | a’b—1,ezérta+1| (@ + 1)+ (@b-1)=a’(b+1).
Mivel (a;a+1) =1, ezért ebbSl a + 1 | b+ 1 adédik. 2 pont
A masodik tortet vizsgélva €s figyelembe véve, hogy a tort értéke pozitiv egész szam, ezért b > 2
(b € N, illetve b> — 1 = (b — 1)(b* + b + 1), tehat
b-1|b>-1.

Mivel b—1 | ab® + 1,ezértb—1| (B> = 1)+ (ab> + 1) = b’ (a + 1).
Mivel (b—1;b) =1, ezértebbdl b—1 | a + 1 adédik. 2 pont
A kapott két feltételt egyesitve b—1 | a+ 1| b+ 1, tehat

b—1|b+1.
EbbSlb—1|(b+1)—(b—-1)=2,ezért by =2, vagy by = 3. 1 pont
b=2eseténa+1|3.Ezafeltétel a € N* esetén csak az a = 2 esetben teljesiil. 1 pont

b=3eseténa+1|4.Ezafeltétel a € N* esetén csak az a = 1, vagy az a = 3 esetben teljesiil.

Igy a megoldédsként kapott szampérok: (2;2), (1;3), (3;3). 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Egy haromszognek harom kiilonboz6 nagysdgu hegyesszoge van. Képezziik mindegyik oldalanal
az oldalfelez€si pont és a magassdgvonal talppontja kozti tdvolsag és az oldalhoz tartozé magassag
hanyadosét. Bizonyitsuk be, hogy az egyik hanyados a mésik két hanyados Osszege. 7 pont
1. megoldés. A hiaromszog oldalai kiilonbozdek, legyen ¢ > a > b.
Irjuk fel Pitagorasz tételét az ABG és az AGC haromszdgekben az AG befogéra:
AG? = AB* - BG* = AC* - GC*.
Rendezziik at:

AB? — AC? = BG* - GC? = (BG + GC)(BG - GC). (1) 2 pont
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G a BC szakaszon van, igy BG + GC = BC, mésrészt BG — GC = (BD + DG) — (CD — DG) =

= 2DG, hiszen D pont BC felezési pontja, azaz BD = CD. 2 pont
A kapott eredményeket (1)-be beirva,
rendezve:
AB2 —A 2 2 _ b2
DG - C _c ’
2-BC 2a
azaz
DG - - | .
= = . on
AG ~ 2am, 4T P
Hasonloéan felirva a hdnyadosokat:
HE ¢*—-a*> | IF a*>-b? | vont
—_— = es — = on
BH ~ 4T CI~ 4T P
A I F B
. HE IF DG
Igy adddik a bizonyitand6 allitds, hiszen — + — = —. 1 pont
BH ClI AG
Osszesen: 7 pont
2. megoldas.
A haromszog oldalai kiilonbozéek, legyen ¢ > a > b.
BG-GC = (BD+DG)-(CD-DG) =2DG,hiszen D pont BC felezési pontja, azaz BD = CD. 2 pont
Legyen DAG < = ¢, ekkor
DG BG-GC 1(BG GC 1
tgp = = =~ |-—-—=|==(tg(90° — B) —tg(90° — y)). 3 pont
Hasonl6an felirva a hdnyadosokat:
HE 1 1
— = —(tg(90° — @) — tg(90° — s — = =(tg(90° — B) — tg(90° — @)). 1 t
gE = 518007~ ) —1g(90° —v)) & = (190" - ) ~1g(90" — @) pon
. HE IF DG
Igy adédik a bi ftand¢ allitas, hi —+—=—. 1 t
gy ad6dik a bizonyitando 4llités, hiszen —— + I - AG pon
Osszesen: 7 pont
3.Egy 1 egység oldald szabdlyos tizszoget néhdny 1 egység oldali rombuszra osztunk fel. Két
rombuszra azt mondjuk, hogy ugyanolyan fajta, ha egybevagdk. Bizonyitsd be, hogy a tizszog
barmely, 1 egység oldali rombuszokra t6rténd felosztdsdban ugyanannyi rombusz szerepel, s6t
az egyes fajta rombuszokbdl is minden esetben ugyanannyi van! 7 pont

Megoldas. Két, a felosztdsban szereplé rombuszt nevezziink szomszédosnak, ha van kézos olda-
luk, vagy egy-egy oldaluk legaldbb részben egybeesik (azaz a két oldalnak van kozos szakasza).

A szabdlyos tizszog oldalai legyenek ay, az, as, ..
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Legyen ABCD egy, a felosztdsban szerepld R rombusz. Ennek példaul az AB oldala vagy a tizszog
egyik oldaldra esik, vagy az AB oldalt atlépve egy szomszédos R; rombuszra jutunk. Ennek AB-
vel parhuzamos oldala vagy a tizszog oldalara esik, vagy az AB-vel parhuzamos oldalat atlépve
egy R;-gyel szomszédos, R, rombuszra jutunk. Az R, rombusz AB-vel parhuzamos oldala vagy
a tizszog oldaléra esik, vagy ha nem, akkor ezt az oldalt atlépve egy szomszédos, R3 rombuszra
jutunk €s igy tovabb. Az eljarés akkor szakad meg, ha egy olyan rombuszhoz jutunk, amelynek
AB-vel parhuzamos oldala a tizszdg valamelyik a; oldaléra illeszkedik.

Ezt az eljarast az ABCD rombusz CD oldaldra is elvégezve néhany egymashoz csatlakozé
rombuszon végig 1épkedve egy olyan rombuszhoz jutunk, amelynek CD-vel (és ezért AB-vel is)
péarhuzamos oldala a tizszog valamely a; oldalara esik. Mivel a; || AB || CD || a;, azt kapjuk,
hogy a; és a; a tizsz6g két parhuzamos oldala, azaz ezek a szabalyos tizsz0g szemkozti oldalai.

Tehit az ABCD rombusz a tizszog két szemkozti, AB-vel és CD-vel parhuzamos oldalat Ossze-
kots, egymdshoz csatlakoz6 rombuszokbdl 4116 ut egy eleme.

Teljesen hasonloan belathato, hogy az ABC D rombusz a tizszog két szemkozti, BC-vel és AD-vel
parhuzamos oldalét 6sszekotd, egymdashoz csatlakozé rombuszokbdl 4ll6 ttnak is eleme.

Ebbdl az is latszik, hogy a felosztasban szerepld barmely rombusz oldalai pArhuzamosak a tizszog
valamelyik két oldaldval.

A szabdlyos tizszog barmely két oldalegyenese vagy parhuzamos, vagy 36°-0s vagy 72°-os szoget
zar be, igy a felosztasban kétféle rombusz szerepel, az egyiknek 36° és 144°-0s szogei (ez legyen
1. fajta), a masiknak 72°-0s és 108°-o0s szogei vannak (ez a 2. fajta).

Két olyan ut, amelyek a tizszog két-két szemkozti oldalat kitik Ossze, nyilvan keresztezi egymast,
ezért meghatdroz legaldbb egy rombuszt.

1. fajta rombusz az aj—a¢ és ax—ay, ar—a7 és az—ag, az—ag €s as—ag, as—aqg €s as—ayy, illetve
as—ajo €és aj—ag utak metszetében taldlhato, €s az 6t utpar mindegyikének a metszetében van
legalabb egy rombusz, ezért a felosztdsban legaldbb 6t darab 1. fajta rombusz van.

2. fajta rombusz az aj—ag és az—ag, ar—aj és as—ay, az—ag €s as—ayg, as—ag és ag—a;, végil
as—ayo €s aj—ay utak metszetében van, ebbdl is legalabb 6t darab van tetszéleges felosztds esetén.

Az abréan lathat6 egy olyan felosztds, amelyben pontosan 5
darab 1. fajta és pontosan 5 darab 2. fajta, tehat 6sszesen 10
darab rombusz szerepel.

Ha a kétféle rombusz teriilete 7', illetve 7, akkor a tizszog
tertilete 5T + 5¢. Ha egy felosztdsban valamelyik fajta rom-
buszbdl 5-nél tobb lenne, akkor a masikbdl nyilvan 5-nél
kevesebb kellene legyen, hiszen a tizszog teriilete adott. Am
ez lehetetlen, mert mindkét fajtdbol van legalabb 6t. Tehat
egyikbdl sem lehet 6tnél tobb, azaz mindkét fajtdbol ponto-
san Ot darab van, barmely felosztds esetén.

Osszesen:
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1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

7 pont



Megjegyzés. A tizszog 0sszes lehetséges 1 egység oldali rombuszokra torténd olyan felosztésa,
amelyek forgatdssal nem vihet6k egymadsba, az aldbbi dbran lathaté. Az utolsé kettd egymads
tiikkorképe, a tobbi dbra eleve tengelyesen szimmetrikus.

Haladok III. kategoéria 1. fordulé

1. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik olyan konvex nyolcszog, amelynek minden bels§ szoge ugyan-
akkora, €s az oldalai valamilyen sorrendben 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, illetve 8 egység hosszuiak.

2. Mely x, y pozitiv szamokra teljesiil a kdvetkezd egyenlet?

x2+y2+x+y=2\/x3+y3+x2y2+xy

3. Adott egy rogzitett AB szakasz, egy vele nem parhuzamos e egyenes, és egy v vektor, ami az
e-vel parhuzamos és AB-vel egyenl§ hosszd. Az egyenes egy tetszéleges P pontjdhoz jeldljiik
ki azt az R pontot, amelyre PR = v. Az AB vektort a PR vektorba viv elforgatds kozéppontja
legyen O. Milyen ponthalmazt alkotnak az O pontok, ha P végigfut az egyenesen?

4. Vegylink egy tiz darab kiilonboz$ pozitiv egész szdmbdl 4ll6 halmazt. Képezziik minden nem
ires részhalmaza esetén a részhalmazban szerepld szamok osszegét! Egyelemd halmaz esetén
az 0sszeg maga a szam. Igazoljuk, hogy a tiz szdm megvalaszthaté ugy, hogy 959 kiilénb6zd
osszeg fordul eld!

5. A pozitiv egész szamokbdl all6 (p, a, b, ¢) szamnégyest nevezziik kiilonlegesnek, ha teljesiilnek
ré4 az alabbi tulajdonsagok:

a) p péaratlan primszam,
b) a, b, c kiilonb6z6 szamok,
c) ab+1,bc+1ésca+ 1 is oszthat p-vel.

b
Bizonyitsuk be, hogy p+2 < %, és adjunk példat arra, hogy mikor 4ll fenn az egyenl&ség.
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7 pont

7 pont

7 pont

7 pont



Megoldasok és javitasi utmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik olyan konvex nyolcszog, amelynek minden belsé szdge ugyan-
akkora, ¢s az oldalai valamilyen sorrendben 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, illetve 8 egység hosszuiak. 7 pont

Megoldas.

Indirekt tegyiik fel, hogy létezik ilyen nyolcszog! Ekkor annak minden szoge 135°, ezért a
kiilsG szogek 45° nagysaguak. Ezért minden mésodik oldalt meghosszabbitva a nyolcszoget egy
téglalapba lehet foglalni, amelynek csticsaiban egyenld szart derékszdgli haromszogek egészitik

ki a nyolcszoget. 2 pont
Az a; atfogdju haromszog befogdja %, ahol a; 1 és 8 kozotti egész szam. 1 pont

A téglalap oldalai ilyen befogdkbdl, illetve 1 és 8 kodzotti oldalhosszi-
ségu nyolcszog-oldalakbdl dllnak Ossze. 1 pont

I
I
I
I

Mivel a téglalap szemkozti oldalai egyenlS hosszuak, ezért

a o Gk _a - dn

—taj+—=—+an+—,

V2 V2 V2 V2

ahol a;, aj, ay, aj, an, €és a, egész szamok. 1 pont
4 artanp —a; — dag o 214 4 4 ) 4 .

Ebb6l V2 = , azaz V2 kifejezhetd két egész szam hanyadosaként, ami ellent-
mond annak, hogy a V2 irracionalis 1 pont
Ellentmondasra jutottunk, tehat hamis az indirekt feltétel, vagyis nem létezik ilyen nyolcszog. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Mely x, y pozitiv szdmokra teljesiil a kovetkezd egyenlet?

x2+y2+x+y=2\/x3+y3+x2y2+xy 7 pont

Megoldas. Az egyenletet 2-vel osztva és a jobb oldalt szorzattd alakitva:

(x*+ )+ (y* + x)
2

= \/(xz +y)(y2 + x) 2 pont

Mivel a bal oldalon az (x> + y) és az (y* + x) tagok szamtani kozepe 4ll, mig jobb oldalon
ugyanezen tagok mértani kozepe, a bal oldal nagyobb vagy egyenls, mint a jobb oldal, és az
egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha a tagok egyenléek. Jelen esetben:

x2+y=y2+x 2 pont
Innen: x2—y*+y—x = 0, majd nevezetes szorzattal €s kiemeléssel megint csak szorzatta alakitva:

(x=y)x+y-1)=0 1 pont
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Azaz az egyenlet megolddsai az x és y = x, ahol 0 < x,

illetve az x és y = 1 — x, ahol 0 < x < 1 alakd szdmpérok.

Megjegyzés. Mindkét (nemnegativ) oldal négyzetre emelésével, O-ra redukdldssal és szorzatta

alakitdssal azt kapjuk, hogy

(% =2xy +y) (X2 +2xy+y? —2x =2y + ) =0= (x —y)?(x+y - 1)? =0,

ami nyilvan ugyanarra a végeredményre vezet, mint az iménti.

Osszesen:

1 pont
1 pont

7 pont

. Adott egy rogzitett AB szakasz, egy vele nem parhuzamos e egyenes, és egy v vektor, ami az
e-vel parhuzamos és AB-vel egyenl$ hossza. Az egyenes egy tetsz6leges P pontjdhoz jeloljiik

ki azt az R pontot, amelyre PR = v. Az AB vektort a PR vektorba viv§ elforgatds kozéppontja
legyen O. Milyen ponthalmazt alkotnak az O pontok, ha P végigfut az egyenesen?

Megoldas.

A=P

Az ON = OM egyenlGség azt jelenti, hogy O egyenld tavol van az AB egyenestdl és az e egye-
nestdl, tehét O rajta van a két egyenes éltal meghatdrozott szogtartomdnyok egyik szogfelezgjén.
(Ha v-t ellentétesen iranyitjuk, akkor O a masik szogfelez6n van.)

Osszesen:
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Az elforgatés sordn az A pont P-be, a B pont
R-be keriil. A forgatds kozéppontja az AP
szakasz felez§ mer&legesén és a BR szakasz
felezd merdlegesén is rajta kell legyen, igy
ezek metszéspontja az O pont.

Az abrén az ABO és a PRO haromszogek
egybevigok, mivel oldalaik hosszai rendre
megegyeznek.

Igy megfelel6 magassagaik hossza, az AB
oldalhoz tartozé ON, illetve a PR oldalhoz
tartozé OM is megegyeznek.

Legyen O az f szogfelez egy tetszOleges
pontja. Allitsunk merSlegest O-bdl e-re és
AB-re, ezek talppontjai M és N. Tekintsiik
azt az O koriili elforgatdst, amely az N pon-
tot M-be viszi. Ennél az AB egyenes képe

éppen az e egyenes lesz, az AB-n 1évg AB
vektor képe az e egyenesen 1év3 vektor lesz,
ennek a kezdSpontja lesz az a P, végpontja az
az R pont, amelyre teljesiil az, hogy O koriil
— —

elforgatva AB-t, éppen a PR vektort kapjuk.
Tehat az f szogfelez6 Osszes pontja a keresett
ponthalmazhoz tartozik.

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

3 pont

7 pont



Megjegyzés. Az, hogy az O pont a szégfelez6n van, igy is indokolhato:

Az AB vektor képe az elforgatds sordn a PR vektor, ezért az AB egyenest az O pont koriil
elforgatva éppen a PR egyenest kapjuk.

Ezért az O-bol az AB-re éllitott O N merSleges szakasz az elforgatdskor az O-bol a PR egyenesre
allitott OM merdleges szakaszba megy at, amely nyilvdn O N-nel egyenlS hosszusagu.

Igy O egyenls tdvol van az AB és a PR egyenesektdl, tehdt rajta van a két egyenes egyik
szogfelezdjén.

. Vegylink egy tiz darab kiilonb6zd pozitiv egész szdmbdl 4116 halmazt. Képezziik minden nem
tires részhalmaza esetén a részhalmazban szerepld szdmok Osszegét! Egyelem( halmaz esetén
az Osszeg maga a szam. Igazoljuk, hogy a tiz szdm megvalaszthaté dgy, hogy 959 kiilonbozd
Osszeg fordul eld!

Megoldas. Ha ay, ay, . . ., a, egészek esetén x-féle 6sszeg 1ép fel, akkor ha az n + 1-edik szdmot
n

nagyobbnak vélasztjuk, mint az n darab szdm 06sszege, példaul a,+; = > a; + 1, akkor az x-féle
i=1

Osszeghez ezt az n + 1-edik szdmot hozzdadva djabb x darab 0sszeget kapunk, ezek az Osszegek
kiilénboznek egymastol, mert az eredeti x-féle dsszeg is kiilonbozd volt.

Ezek az 4j 0sszegek kiilonboznek az eredeti 0sszegektdl, mert nagyobbak néluk.

Az a1 mint 6sszeg is kiilonbozik az eredetiektdl, mert nagyobb ndluk, valamint az a,4i-et
tartalmazé OsszegektSl, mert kisebb naluk. Igy (2x + 1)-féle dsszegiink van.

Ha azt akarjuk, hogy 959 darab 6sszeg 1épjen fel, akkor ezen a médon visszafelé 1épegetve 9
szam esetén 479, 8 szamnal 239, 7-nél 119, 6-nal 59, 5-nél 29, 4-nél 14-féle Osszeg sziikséges.
Ez pedig megoldhatd, ha a 4 szdm egy szdmtani sorozat 4 egymdst kovet$ tagja, ahol az els6
tag és a differencia relativ primek. Példaul: 1, 3, 5, 7 esetén konnyen ellendrizhetd, hogy itt az
osszegek kozott csak a3 +5 = 1 + 7 egyezés 1ép fel.

Osszesen:

. A pozitiv egész szamokbol all6 (p, a, b, c) szamnégyest nevezziik kiilonlegesnek, ha teljesiilnek
ré az aldbbi tulajdonsagok:
a) p pératlan primszam,
b) a, b, c kiilonb6z6 szamok,
c) ab+1,bc+1ésca+1is oszthat p-vel.

+b+
Bizonyitsuk be, hogy p+2 < %, és adjunk példat arra, hogy mikor 4ll fenn az egyenl8ség.

Megoldas. Mivel a megadott feltételek a, b, c-re szimmetrikusak, ezért feltehetjiik, hogy
a<b<c.pl|lbc+l1éspl|lca+1l=p|cb-a).

Hasonl6képpen: p | ca+ 1,€ésp |ab+1 = p | a(c—b)

pta,éspqc hiszenpl.p|aesetén p | abésp | ab+ 1 feltételekbdl a p | 1 ellentmondédshoz
jutnank. Igy p primtulajdonsagét felhasznélva: p | b—aésp | c—b

Az ut6bbi oszthatosagi feltételeket felhasznalva:

a+p, (3)
b+p>a+2p. (2)

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont

2 pont
1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Masrészt a > 2, hiszena = leseténp | b+1ésp | b—1 = p | 2, ami ellentmond annak, hogy
p paratlan primszam. 1 pont
Az (1), (2), majd késébb az a > 2 feltételek alapjén:

a+b+c a+(a+p)+(a+2p)

> 3 =a+p=2p+2 1 pont
Az egyenlség feltételei: a =2, b=a+pésc=a+2p.
A p|ca+1feltétel alapjanp |4p+5 = p |5S= p=35. 1 pont
Igy az egyetlen kiilonleges szamnégyes az (5, 2, 7, 12). 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok III. kategoria 2. (dontd) fordulé

. Tetsz6leges n pozitiv egész szdmra jelolje f(n) az olyan 2n-jegy( szdmok szdmét, amelyek meg-
egyeznek az utols6 n szdmjegyiikbdl alkotott szdm négyzetével. Hatdrozzuk meg az f fliggvény
értékkészletét. 7 pont

. A kiilonb6z6 sugard k; és kp korok az A és B pontokban metszik egymdst. A k; kor A-beli
érintGje a C pontban metszi a ky kort, mig a k, kor A-beli érintGje a D pontban metszi a ky kort.
Az ACD haromszog A csucsdhoz tartozo belss szogtelezdje a ky kort az E a k, kort az F pontban
metszi. Az ACD haromszog A csucsdhoz tartozo kiils szogfelezdje a k; kort az X a ko kort az
Y pontban metszi. Igazoljuk, hogy az XY szakasz felez6 merdlegese érinti a BEF hiromszog
koriilirt korét. 7 pont

. Kezd6 és Masodik felirjdk az 1;2;3;...;609;610 szamokat egymds utdn egy papirra, majd a
kovetkezd paszidnsz-jatékot jatszak:

* Kezd§ a sajat i-edik 1épése sordn bekarikdzza a legkisebb még be nem karikazott szamot,
majd

» Mésodik a sajat i-edik 1épése sordn bekarikdzza a Kezd§ 4ltal utoljara bekarikézott szamnal
i-vel nagyobb szamot.

A jaték elején a kovetkezd szdmokat karikdzzak be rendre: K — 1; M — 2; K — 3;
M—->5K->4M->T7,K—->6M—>10;K -8 M — 13;...

A jaték akkor ér véget, ha valamelyik jatékos mér nem tud a szabalyok betartdsdval tijabb szamot

bekarik4zni. Amikor a jaték véget ér, hdny szidm lesz bekarikdzva? 7 pont
Megoldasok és javitasi itmutato

. Tetsz6leges n pozitiv egész szdmra jelolje f(n) az olyan 2n-jegy( szdmok szdmét, amelyek meg-

egyeznek az utols6 n szdmjegyiikbdl alkotott szdm négyzetével. Hatdrozzuk meg az f fliggvény
értékkészletét. 7 pont
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1. megoldas. Bebizonyitjuk, hogy az f fiiggvény értékkészlete kétféle szadmot tartalmaz, az 1-et
ésa2-t.n =1 esetén két ilyen szdm van, a 25 és a 36, n = 2 esetén pedig egy ilyen szdm van, az
5776.

Legyen n rogzitett pozitiv egész szam. Jelolje A egy, a feladat feltételeit kielégits szdm utolso
n szamjegyébdl alkotott szamot. Ekkor a feladat feltételei alapjan A% — A = A(A — 1) oszthaté
10"-nel. Mivel A és A — 1 relativ prim egymadshoz, és a 10" primtényezds felbontédsa 2" - 5", ezért
négyféle eset lehetséges:

1. eset: 10" | A Mivel A legfeljebb n jegyd pozitiv egész szam, ezért ez az eset nem lehetséges.

2. eset: 10" | A — 1. Az el6z6ekhez hasonldan itt csak A = 1 jon széba, ez szintén nem ad
megoldast.

3.eset: 2" | A, 5" | A— 1. Megmutatjuk, hogy pontosan egy olyan pozitiv legfeljebb n-jegyd A
szam van, amely teljesiti ezt a feltételt. Vegyiik a2",2-2", ..., 5" - 2" szdmokat. Mivel a 2" és az
5" relativ primek egymdshoz, ezért ezek teljes maradékrendszert alkotnak mod 5”. Ez azt jelenti,
hogy pontosan egy van koztiik, amely 5"-nel osztva 1 maradékot ad. Ez az egyetlen sz6bajovs
érték A-ra, mert A tobbszorose 2"-nek, és 2" - 5" mar n + 1 jegyd. Azt kell még latni, hogy a
felsorolt tobbszorosok kozott az utolso kivételével az Osszes legfeljebb n jegyl pozitiv egész
szam, de az utolsé oszthaté 5"-nel, igy nem az lesz az A. Ezzel az esettel is készen vagyunk.

4. eset: 5" | A, 2" | A — 1. Ez az eset visszavezethet$ az el6zdre. Legyen B = 10" — (A — 1).
Ekkor B-re teljesiil, hogy 2" | B, 5" | B — 1, tovdbbd 2 < B < 10". Az el6z6 eset alapjan kijon,
hogy pontosan egy ilyen B szam létezik. Ez éppen az el6z8 esetben kapott szam, mert kiilonben
A =1 lenne, amire nem teljesiil 5" | A.

Kijott tehat, hogy rogzitett n pozitiv egészre legfeljebb két olyan legfeljebb n-jegyt pozitiv egész
A szdm van, hogy 10" | A% — A. A% akkor fogja kielégiteni a feladat feltételeit, ha 2n-jegyd. Azt
kell még megmutatnunk, hogy a 3. és a 4. esetben kapott két megoldas legaldbb egyikére teljesiil,
hogy A2 2n-jegy(i szam.

A 4. esetben leirtak alapjan a 3. és a 4. esetben kapott két szamra, Aj-re és Aj-re teljesiil, hogy
n

10
> Ennek a négyzete legalabb

Ay + Ay = 10" + 1. Igy a két szdm koziil az egyik tobb, mint

10211
4
szam négyzete (hiszen kisebb, mint 1021, igy a feladat megoldasat befejeztiik. (Az itt leirtakbol
l4tszik, hogy miért csak egy megoldds van n = 2: a két sz6bajovd megoldds a 25 és a 76, de a 25

négyzete csak haromjegyd.)

= 25-10*"72, amely egy 2n-jegy szam. Viszont 2n-nél tobb jegybdl nem allhat egy n-jegyi

Osszesen:

2. megoldas. (vazlat) Azt mutatjuk meg, hogy pontosan két olyan Z ay. - 10 alaki A sz4m van,
k=0

hogy A% = A.

n = 1-re két ilyen szdm van, az 5 és a 6.

Akér az 5, akdr a 6-bdl indulunk ki, ha megvan mér a 10-adikus szdmunk els§ par jegye pl.
(visszafelé €s az 5-bdl indulva) A = 52609 ... (most a = 90625-tel jelolom A kezdGszeletének
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2 pont

2 pont

2 pont

7 pont



tényleges értékét), az azt jelenti, hogy a® = a+c-10° (mod 10° +1) isigaz valamely egyértelmien
meghatdrozott 0 < ¢ < 9 szdmjegyre.

Innen, ha tovdbb akarunk 1épni és megkeresni A ujabb, mondjuk b-vel jelolt szdmjegyét,
(A =52609b...), akkor a
(10° - b+a)* = (10° - b+a) (mod 10°*)

egyenletet kell megoldanunk, ahol b szamjegy.
Adédik:

10°0.5242.10° b-a+a*=2-10°-b-a+a+c-10°) = (10° - b+ a) (mod 105”)

egyenletet jelenti, innen adédik (10°-nel egyszerisitve), hogy b - (2a — 1) + ¢ = 0 (mod 10) a
megoldandé (a ismert és vége 5, ¢ ismert) - ¢ — b = 0 (mod 10) a megoldandé, azaz b = ¢
automatikusan.

Innen minden 4llitdsunk azonnal kovetkezik, és egyszerien generdlhatéak a tovédbbi jegyek: az
5-b6l induld sorozatndl a meglévs szamot négyzetre kell emelni, €s venni a hatulrdl szamitott
n + 1-edik jegyet, a 6-bdl indul6 sorozatndl pedig a kapott jegyet ki kell egésziteni 10-re.

Az 5-tel kezd8dd§ sorozat néhdny jegye: A = 5260982128199526652293 . ..
A 6-tal kezd6d6 sorozat néhany jegye: B = 673901787180047347706.. . .

Osszesen: 7 pont

. A kiilonb6z8 sugard k; és kp korok az A és B pontokban metszik egymast. A k; kor A-beli
érintGje a C pontban metszi a k, kort, mig a k, kor A-beli érintGje a D pontban metszi a ky kort.
Az ACD haromszog A csicsahoz tartozo belsd szogtelezGje a k1 kort az E a kp kort az F pontban
metszi. Az ACD haromszog A csucsdhoz tartozo kiilsS szogfelezdje a k; kort az X a ky kort az
Y pontban metszi. Igazoljuk, hogy az XY szakasz felez6 mer6legese érinti a BEF haromszog
koriilirt korét. 7 pont

Megoldas.




Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetS, hogy a k; kor sugara a kisebb. Jelolje « a CAD
haromszog A-ndl 1évS szdgének felét. Az érintd szari keriileti szogek tétele alapjan

AXE< = CAE< = a és AYF< = DAF< = a. Mivel a kisebb korben ugyanakkora keriileti
sz0ghoz (a) rovidebb hur tartozik, igy a C, E és F pontok sorrendje valoban az dbranak
megfeleld. Jelolje k a BEF haromszog koriilirt korét.

Legyen az Y F szakasz és az XE egyenes E-n tuli meghosszabbitdsidnak metszéspontja P. Az

el6z0 szakaszban leirtak alapjdn a PXY haromszog XY oldaldn fekvé mindkét szog nagysdga «,
igy ez a hdromszog egyenlGszaru, tehat PX = PY.

Most azt mutatjuk meg, hogy a P pont rajta van k-n. Ehhez kiszdmoljuk az EBF < és az EPF <
szogeket. Az utébbi egyszerd: ez az XY P haromszog kiils6 szoge, tehat egyenlS a + @ = 2a-val.

EBF< = ABF<—- ABE< = (180° — @ — a = 108° — 2a), ahol a szdmolds sordn a k, korben
harnégyszogek tételét és a k; korben pedig a keriileti szogek tételét alkalmaztuk.

Léthat6, hogy EBF < + EPF«< = 180°, igy a hirnégyszogek tételének megforditdsa alapjan P,
B, E és F egy koron van.

Mivel a P pont rajta van az XY szakasz felez6merdlegesén, azt kéne még megmutatni, hogy a
felezémerdleges érinti P-ben a k kort. Mivel a felez6merdleges és AF parhuzamos (mindkettd
merdleges XY-ra), ezért azt kell csak megmutatni, hogy P felezi a k koron a megfeleld EF
ivet, azaz PE = PF, vagyis EF P egyenlGszaru haromszog. Ez pedig egyszertd szogszamoldssal
kijon (kihaszndlva, hogy YF A és X E A derékszogli haromszogek): PFE<=YFA<=90° —a és
PEF< = XEA<=90° — a. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Osszesen:

. Kezd6 és Masodik felirjdk az 1;2;3;...;609;610 szamokat egymas utdn egy papirra, majd a
kovetkezd paszidnsz-jatékot jatszak:

* Kezd§ a sajét i-edik 1épése sordn bekarikdzza a legkisebb még be nem karikdzott szdmot,
majd

» Mésodik a sajat i-edik lépése sordn bekarikdzza a Kezdd 4ltal utoljara bekarikdzott szamnal
i-vel nagyobb szamot.

A jaték elején a kovetkez$ szdmokat karikdzzak be rendre: K — 1I; M — 2; K — 3;
M—->5K->4M->T7,K—>6M-—>10;K -8 M — 13;...

A jaték akkor ér véget, ha valamelyik jatékos mér nem tud a szabalyok betartdsdval tijabb szamot
bekarikdzni. Amikor a jaték véget ér, hany szdm lesz bekarikdzva?

Megoldas.

Jeloljik a;-vel a Kezdd, mig b;-vel a Mésodik 4ltal az i-edik 1épésben bekarikédzott szdmot.
A feladat alapjén b; = a; +i. Nyilvin mindkét sorozat szigorian monoton nd. Mivel a; +
+1 < a1 =  biv1 =ai1+i+1 > a;+i+2 = b; +2, azaz Mésodik két Iépése kozott legalabb 2
akiilonbség. Innen addédik, hogy amikor Kezd§ jon, akkor az a;-t kdvets, vele szomszédos szamok
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kozott legfeljebb a legelst jelolhette mar meg Masodik, azaz a;.1 < a; + 2. Osszefoglalva: a; +
+1<ai1<a+2

Ez a gondolat valamilyen formdban. 1 pont

Most irjuk fel Kezdd és Masodik elsG par 1épését, és tegylink megfigyeléseket (ezeket majd
bizonyitjuk is)!

i 1121|345 |6 7,89 /10]11]|12] 13

Kezd§ 1épése 416 9 | 11| 12| 14|16 |17 |19

Masodik 1épése 7110 15|18 | 20 | 23 | 26 | 28 | 31

A kovetkezOk figyelhetGek meg: ayr, , = for €s ap, , = fau, valamint ap, = fore1 — 1 €s
b, = faks2 — 1, ahol fi a k-adik Fibonacci-szdm. (f1 = fo =1; f3=2; f4=3; fs=5...)
A képletek ay,, |, by, -re, illetve ay, , by, -ra. 1+1 pont

A fenti allitdsokat (egyszerre, mivel kiilon-kiilon nehézkesen menne!) teljes indukciéval bizo-
nyitjuk.

I. (Béazis) Mint lathat6 az elsS pér k-ra igaz az allit4s.
II. (Indukcios feltevés) Tegyliik fel, hogy valamely k-ig ay,, | = fox €s ayp, | = fok, valamint
afg, = fau+1 — 1Es by, = forsr — Lis teljesiil.
I (Indukciés 1€pés) Igaz-e, hogy ekkor agp,,, = fas2 €8 by,,, = faks3, valamint
Afyrr = J2k43 — L €8 by, = forea — 1 s teljesiil?

Mivel az indukcids feltevés miatt by, = fory2 — 1, ezért amikor Mdsodik a sajat fo4-adik szdmat
bekarikdzza, akkor az ettdl nem nagyobb szdmok koziil pontosan 2 f,; van bekarikdzva, azaz a
nem bekarikdzott szimok szdma (felhaszndlva f,,.o = fr+1 + fr-b):

forwa =1 =2f2k = (faxe2 = f2) = fax =1 = forr1 — fou — 1 = fax1 — 1

Ezeket a nem bekarikdzott szdmokat pontosan tjabb fr;_1 — 1 1épés sordn rendre Kezdd fogja
bekarikazni.

Masfel6l mivel by — b; > 2, ezért az friso = by, + 1 szamot Masodik nem karikdzhatja be, de
akkor Kezdd tjabb egy 1épés (Osszesen for—; 1€pés) utdn pontosan ezt a szamot karikdzza be,
AZAZ A fy 4oy | = Afy,, = fok+2 €sinnen b, képzési szabdlya szerint by, | = for2+ fore1 = for43
(ahogy a bizonyitando elsd pér éllitja).

Tovabb vizsgédlddva (teljesen hasonldan, mint az el6bb) adddik, hogy amikor Masodik a sajét
f2x+1-edik szdmét bekarikdzza, akkor az ett6l nem nagyobb szdmok koziil pontosan 2 f7x4+1 van
bekarikazva, azaz a nem bekarikazott szamok szama:

foke3 = 2foke1 = (fora3 = for+1) = fore1 = foks2 = foke1 = fok.

Ezeket a nem bekarikdzott szimokat pontosan Ujabb f>x 1épés sordn rendre Kezd6 fogja bekari-
kazni.
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Misfeldl mivel for43 = by, szdmot Masodik mér bekarikdzta, a tSle eggyel kisebb (f2x43 — 1)
szam a legnagyobb még be nem karikazott szdm f;43-ig, azaz Kezd6 az Gjabb fo; 1épése utdn
pontosan ezt a szdmot karikdzza be, azaz ay,,, r,, = afy., = foke3 — 1 és innen b, képzési
szabdlya szerint by, , = fox+3 — 1 + fors2 = for+a — 1 (ahogy a bizonyitandé mésodik par éllitja).

Ezzel a teljes indukcids bizonyitasi séma helyessége miatt az allitdsunkat beléttuk.
A teljes indukcios bizonyitdsért.

Mivel 233 = fi3; 377 = f14; 610 = f15, ezért b3z = 610, azaz (mivel Kezd6nek van még egy
1épése) Kezdd 233 + 1, Masodik 233 szamot, vagyis ketten Osszesen 2f13 + 1 = 467 szamot
karik4dznak be.

A helyes valaszért.

Osszesen:
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