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Kezddk I-I1. kategoéria 1. fordulé

Feladatok

. Szamitsuk ki az alabbi 0sszeget:

. Az {1;2;3;4;5;6;7; 8;9} halmaznak hany olyan hételemi részhalmaza van, amelyben az elemek

0sszege oszthaté 3-mal?

. Egy 3 X 3-as négyzetracs racspontjait kijelolve az alabbi 16 pontbdl all6é abrat kaptuk:

Legteljebb hany pontot lehet kijeldlni a 16 pontbdl ugy, hogy a pontok koziil semelyik harom ne

essen egy egyenesre?

. Egy e egyenesen felvessziik az A, B, C pontokat ugy, hogy AB = 2, BC = 6 és a B pont az
AC szakasz belsG pontja. Az e egyenes azonos partjan az AC és BC szakaszokra olyan ACE
és BCF haromszogeket rajzolunk, melyekre AE = 6 és CE = 7, illetve BF = 8§ és CF = 7.
Legyen D a BF ¢s a CE szakaszok metszéspontja. Hatdrozzuk meg az ABDE négyszog és a

CDF haromszog teriiletének aranyat!

Megoldasok és javitasi itmutato

. Szamitsuk ki az alabbi 0sszeget:

1+1 1+ 1 +2 2+2 2 N 3+
2 3 4 77 2018 3 4 5777 2018 4

6 pont

6 pont

6 pont

6 pont

6 pont



Megoldas: Rendezziik at az 0sszeget a kovetkezSképpen:

1(12)(123)(1234) (1 2 3 4 2017
——+ |4z |- | =+=+= +otot=t= |+ - =

+—+ + + + + +...4+ =
2 \3 3 4 4 4 5555 2018 2018 2018 2018 2018
B 1+1+2 1+2+3+1+2+3+4+ 1+2+3+...+2017
23 4 5 2018
nn+1)

Haszndljuk az els§ n természetes szdm Osszegére az 1 +2 +...+n = Osszefiiggést!

Ekkor a keresett 0sszeg:

1 2 3 4 2017 1 1008 — 2017 1009
+ b - = o (c14+2-344—...-2017) = =——
272 272 2 2

2 2

. Az {1;2;3;4;5;6;7; 8;9} halmaznak hany olyan hételemi részhalmaza van, amelyben az elemek
Osszege oszthat6é 3-mal?

Megoldas: Egy kilencelemi halmazban barmely hételemt részhalmaz és annak kételemd komp-
lementere kolcsondsen egyértelmiien meghatirozzak egymadst, ezért a hételemd részhalmazok
helyett elegendd a kételemi részhalmazokkal foglalkozni.

Mivel az {1;2;3;4; 5; 6;7; 8; 9} halmaz elemeinek 6sszege 45, amely 3-mal oszthatd, igy ha egy
hételemd részhalmazban az elemek Osszege oszthatdé 3-mal, akkor a komplementerhalmaz két
elemének Osszege is oszthat6 3-mal.

Két szam 0sszege pontosan akkor oszthat6 3-mal, ha vagy mindkett6 oszthat6é 3-mal, vagy pedig
az egyiknek 1, a médsiknak 2 a 3-mal val6 osztdsi maradéka. Az els§ esetben a 3, 6,9 szdmok
koziil haromféleképpen készithetlink kételemd halmazt; a masodik esetben az 1 maradékot ad6
és a 2 maradékot ad6 szam kivdlasztdsara is 3 lehetGségiink van, igy 3 - 3 = 9-féle részhalmaz
készithetd.

Osszesen teh4t 12 olyan részhalmaz van, amely megfelel a feladat feltételeinek.
Megjegyzések:
1. Ha a versenyz§ csak felsorolja a 12 megfelel§ részhalmazt, de nem indokolja, hogy miért
nincs tobb, akkor 3 pontot kaphat.

2. Hiédnyos felsorolds esetén a tanulénak nem adhat6 pont!

3. Egy 3 x 3-as négyzetrics racspontjait kijelolve az alabbi 16 pontbdl 4ll6 dbrat kaptuk:

3 pont

1 pont

2 pont

6 pont

2 pont

1 pont

2 pont
1 pont



Legfeljebb hany pontot lehet kijeldlni a 16 pontbdl tigy, hogy a pontok koziil semelyik harom ne
essen egy egyenesre?

Megoldas:

a) Ha4 -2+ 1 =9 pontot jeloliink ki, akkor a skatulyaelv értelmében pl. a 4 vizszintes helyzetd
racsegyenes valamelyikén lesz 3 olyan pont, amelyek egy riacsvonalra esnek. Igy legfeljebb 8
pont jelolhetd ki a kivant feltételeknek megfelelGen.

b) 8 pont kijelolhets a feladat feltételének megfelel6en. Az dbra egy ilyen esetet mutat be.
(Vigyazni kell arra, hogy nemcsak a rdcsegyenesek, hanem az atls egyenesekre is legfeljebb
két-két pont keriilhet!)

X o o X

Megjegyzések:

1. Ha a versenyzs csak azt mutatja meg, hogy az dltala megadott 8 pontbdl 4ll6 konstruk-

ci6 tovdbb nem bdvithetd, akkor az elsé hdrom pontot nem kaphatja meg, azaz Gsszesen
legfeljebb 3 pontot kaphat.

2. Ha a tanul6 konstrukcidja hibds, akkor a b) részre nem kaphat pontot.

. Egy e egyenesen felvessziik az A, B, C pontokat ugy, hogy AB = 2, BC = 6 és a B pont az
AC szakasz bels6 pontja. Az e egyenes azonos partjan az AC és BC szakaszokra olyan ACE
és BCF haromszogeket rajzolunk, melyekre AE = 6 és CE = 7, illetve BF = 8§ és CF =17.
Legyen D a BF ¢&s a CE szakaszok metszéspontja. Hatdrozzuk meg az ABDE négyszog és a
CDF haromszog teriiletének ardnyét!

Megoldas:

I ¢
0o ¢
O

6 pont

3 pont

6 pont



Az AC = BF =8,CE = CF =7 é AE = BC = 6 egyenl6ségek alapjan az ACE és BCF

haromszogek egybevagdk, igy teriiletiik azonos. 3 pont
Mindkét alakzatbdl elvéve a BC D haromszoget, az ABDE négyszoghoz, illetve a C DF harom-

sz0ghoz jutunk. 2 pont
Igy ezek teriilete is azonos, vagyis a keresett teriiletarany t4zpr : tcpr = 1. 1 pont

Kezddk I-I1. kategoéria 2. fordulé
Kezdok II1. kategoria 1. fordulo

Feladatok

. Az ABCD szimmetrikus trapézban AB || CD és AB > CD. E és F a BC, illetve CD oldalak
egy-egy bels6 pontja. Tudjuk, hogy CE = CF. Az EF egyenes az AD egyenest a G pontban
metszi. Mekkorék a trapéz szogei, ha a DF G haromszog egyenld szara? 6 pont

. Mutassuk meg, hogy tetszdleges a, b, ¢ valds szamok esetén a kovetkezd szamok kozott biztosan
van legaldbb egy olyan, amelyik nem negativ: 4a> — 2b+ 1, b*> +2c +4,és ¢*> — 8a + 1. 8 pont

. Egy iskola igazgat6ja 0sszehivta az osztdlyok kiildottjeit (6sszesen 32 tanulét), hogy valaszt
kapjon az aldbbi kérdésekre:

a) Kezdddjon-e fél 6rdval késébb a tanitds?
b) J6 lenne-e, ha a testnevelés 6rdk a tizorai sziinet elStt lennének megtartva?
c) Szeretnék-e a tanuldk, ha a rajzérdk szerdanként lennének?

A szavazasrol a kovetkezSket tudjuk. A korai testnevelés érakat csak 16-an tamogattdk, az elsd
kérdésre 17, mig a harmadikra 25 igen szavazat érkezett. Az els§ kérdésre igennel valaszolok
koziil 8-an nem akartak kordn torndzni, 6-an pedig szerdan rajzolni. Azok, akik a méisodik €s
harmadik kérdésre is igennel vélaszoltak 12-en voltak, de ennek a tdrsasdgnak a fele nem szerette
volna, ha a tanitds késébb kezdddik. Hany kiildott szavazott minden kérdésre igennel? Hanyan
szavaztak minden kérdésre nemmel? 8 pont

. Az osztaly matematika 6ran a faktoridlis fogalmat tanulta: egy n pozitiv egész szam faktoridlisa
az n-nél nem nagyobb pozitiv egészek szorzatit jelenti, jelolése n!. Kiszdmoltdk 1-t6] 20-ig a
pozitiv egész szdmok szorzatdt, majd a kapott 19-jegyd szamot felirtdk a tdblara. Sziinetben
azonban valaki letorolt néhdny szdmjegyet, igy most a tdblin a kovetkezs egyenlGség lathato:

20! = 24329020001766000O00,
ahol a [-ek helyén 4116 szamjegyek mar nem olvashatdak. 8 pont

Hatérozd meg a hidnyz6 szdmjegyeket a szorzat kiszdmol4sa nélkiil!



5. Az elsé siknegyedben a (0; 0) pontbdl kiindulva sorra vessziik 'Y
az egész koordinatdju pontokat az dbra szerint. (Tehat példaul a

(2; 1) pont a 8-as sorszamot kapja.) 17=18=19—20—21

a) Hatarozd meg a (12;2017) pont sorszamat! 16<—15<—14<—13 22
b) Melyik ponthoz rendeljiik a 2018-as sorszdmot? (.
5S—6—7 12 23
! Lot
T
12 9o 25— X 10pont

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Az ABCD szimmetrikus trapézban AB || CD és AB > CD. E és F a BC, illetve CD oldalak
egy-egy bels6 pontja. Tudjuk, hogy CE = CF. Az EF egyenes az AD egyenest a G pontban
metszi. Mekkorék a trapéz szogei, ha a DF G haromszog egyenld szara? 6 pont

1. megoldas:

A B 1 pont
AB || CD miatt az AB és CD oldalak kozos felezGmerdlegese szimmetriatengelye az ABCD
trapéznak.

Hasznaljuk fel, hogy a hdromszog belsd szogeinek Osszege 180°, az egyenld szard haromszog
alapon fekvé szogei egyenldk, tovdbba azt, hogy az egyallasu szogek azonos nagysaguak!

Legyen DFG = a. Ekkor CFE = DFG = «, mivel csiicsszogek. Hirom esetet vizsgdlhatunk
aszerint, hogy a DF G egyenl§ szara haromszognek melyik oldal az alapja.

1. eset: Ha GD a hdromszog alapja:

Ekkor a DFG egyenl§ szard hiaromszogben FGD = FDG = 90° — %. Tehét a trapézban
CDA =90+ 2.

Az FEC egyenl§ szari haromszogben ECF = 180° - 2a.

A szimmetria miatt a trapéz D, illetve C csucsaindl 1év6 bels6 szogek egyenldk tehit:

90° + % — 180° — 24,
amibdl a = 36°.

Tehat a trapéz A, B, C, D csicsaindl 1év§ szogei 72°, 72°, 108°, 108°-osak. 2 pont
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2. eset: Ha FG a haromszog alapja:
Ekkor a DFG egyenl§ szart hiromszogben GDF = 180° — 2q, igy a trapézban CDA = 2a.
Az FEC egyenl§ szart haromszogben a C cstcsndl 180° — 2« nagysdgi szog van.

A szimmetria miatt a trapéz D, illetve C csucsaindl 1évé bels6 szogek egyenldk tehit:
2a = 180° - 2a,
amib6l a = 45°.

Tehat a trapéz szogei 90°-osak, vagyis a négyszog téglalap.

3. eset: Ha DF a hdromszog alapja:

Ekkor a DFG egyenl§ szart haromszégben GDF = a, igy a trapézban CDA = 180° — a.
A CFE egyenl§ szard haromszogben ECF = 180° — 2a.

A szimmetria miatt a trapéz D, illetve C cstcsaindl 1évS belsS szogek egyenlSk tehat:
180° — a = 180° - 2a.
Ebbdl @ = 0° adédik.

Tehat ez az eset nem lehetséges, vagyis nem létezik a feltételeknek megfeleld trapéz.

Osszesen:

2. megoldas: Jeldlje @ az EFC szoget (dbra)! CF = CE miatt EFC< = FEC«, igy az EFC
haromszogben FCE< = 180° — 2a.

Ebbdl — tekintetbe véve a szimmetrikus trapéz szogeire fenndll6 0sszefiiggéseket — a trapéz min-
den szoge meghatarozhat6 a segitségével: ADC< = DCB< = 180°-2a, ABC< = DAB< = 2a.

Mivel ADC<« = 180° - 2a, igy FDG< = 2a.

A DGF hdaromszogben 2a # a, kiilonben a = 0° lenne, ami lehetetlen, ezért csak DGF< =
vagy DGF < = 2a lehetséges.

Az elsS esetben a + a + 2a = 4a =180°, azaz a trapéz szogei 90°-osak (téglalap).

A madsodik esetben a + 2a + 2a = 5a = 180°, azaz a trapéz szogei 72°, 72°, 108°, 108°-osak.
Osszesen:

. Mutassuk meg, hogy tetszéleges a, b, ¢ valds szamok esetén a kdvetkezd szdmok kozott biztosan
van legalabb egy olyan, amelyik nem negativ: 4a® — 2b+ 1, b* +2c¢ + 4, és ¢* —8a + 1.

Megoldas: Vizsgiljuk a harom szdm Osszegét:
S=4a*>-2b+1+b*+2c+4+c*-8a+1
Végezziik el az alabbi csoportositast:
S=(4a* —8a+4)+ (> =2b+ 1)+ (c* +2c + 1)
Teljes négyzeteket kialakitva:
S=Qa-22+bB-1>+(c+1)?
A kapott 0sszeg biztosan nem negativ, mivel a tagok mindegyike legalabb nulla.

2 pont

1 pont

6 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

6 pont

8 pont

1 pont
1 pont

3 pont
1 pont



Ha a hdrom szam Osszege nem negativ, akkor kozottiik van legalabb egy olyan, amelyik nem
negativ, hiszen ha mindhdrom szdm negativ lenne, akkor az 6sszegiik is 0-ndl kisebb lenne. 2 pont

Osszesen: 8 pont

3. Egy iskola igazgat6ja Osszehivta az osztilyok kiildottjeit (6sszesen 32 tanul6t), hogy vélaszt
kapjon az alabbi kérdésekre:

a) Kezdddjon-e fél 6raval kés6bb a tanitas?
b) J6 lenne-e, ha a testnevelés 6rdk a tizdrai sziinet el6tt lennének megtartva?
c¢) Szeretnék-e a tanuldk, ha a rajzordk szerdanként lennének?

A szavazasrol a kovetkezdSket tudjuk. A korai testnevelés orakat csak 16-an tdmogattdk, az els6
kérdésre 17, mig a harmadikra 25 igen szavazat érkezett. Az els§ kérdésre igennel valaszolok
koziil 8-an nem akartak kordn torndzni, 6-an pedig szerdan rajzolni. Azok, akik a méasodik és
harmadik kérdésre is igennel vélaszoltak 12-en voltak, de ennek a tarsasdgnak a fele nem szerette
volna, ha a tanitds késébb kezdddik. Hany kiildott szavazott minden kérdésre igennel? Hanyan
szavaztak minden kérdésre nemmel? 8 pont

1. megoldas: Tekintsiik az aldbbi tabldzatban a lehetséges szavazatfajtakat!

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8
i,1,1 i,i,n |i,n,i |i,n,n |n,i,i | n,i,n | n,n,i | n,n,n

A feltételek alapjén:

X1 +X2+X3+X4 = 17
x1+X3+X5+X7:25
X1+ X2+ X5+ Xg = 16

X3+X4:8
X2+X4:6
X1 +x5=12 4 pont

Az egyenletrendszert megoldva az egyes szavazattipusokra kapjuk, hogy:

x1=6, x=3, x3=5 x4=3, x5=6, x6=1, x7=8 2 pont
Tehat 6 kiildott szavazott mindhdrom kérdésre igennel. 1 pont
A kapott értékeket osszeadva 32-t kapunk, tehit nem volt olyan kiildott, aki minden kérdésre
nemmel szavazott (xg = 0). 1 pont
Osszesen: 8 pont

2. megoldas: A feladat Venn-diagram felrajzoldsdval és kitoltésével is megoldhat6.



Az abrérdl leolvashatd, hogy 6 f6 vdlaszolt mindhdrom kérdésre

igennel és nem volt olyan, személy aki minden kérdésre nemmel A
vélaszolt volna.

Pontozas: Az dbraba minden indoklassal megadott helyesen Ava
beirt szamért 1 pont adhatd, tovdbbi 1 pont jir annak megva-

laszolasaért, hogy nem volt olyan tanuld, aki minden kérdésre

nemmel valaszolt. Az indoklas nélkiil kitoltott Venn-diagramért

z 22

és a feltett kérdések szoveges megvalaszoldsaért 3 + 1 pont adhatd.

Osszesen: 8 pont

4. Az osztaly matematika 6rdn a faktoridlis fogalmat tanulta: egy n pozitiv egész szam faktoridlisa
az n-nél nem nagyobb pozitiv egészek szorzatat jelenti, jelolése n!. Kiszamoltdk 1-t6l 20-ig a
pozitiv egész szamok szorzatit, majd a kapott 19-jegyd szamot felirtdk a tablara. Sziinetben
azonban valaki letorolt néhdny szdmjegyet, igy most a tdblin a kovetkez6 egyenlGség lathato:

20! = 243290200017660000000,

ahol a [-ek helyén 4ll6 szamjegyek mar nem olvashatéak. 8 pont

Hatérozd meg a hidnyz6 szdmjegyeket a szorzat kiszdmoldsa nélkiil!

Megoldas:

A 20! primtényez3s felbontdsdban az 5 kitevGje 4. 1 pont
20 20 20 20

A 2 kitevdje: [7] + [Z] + [?] + [E] = 18 (elég annyi is, hogy legaldbb 7). 1 pont

gy 10* | 20!, de 10° 1 20!, vagyis 20! pontosan 4 db nulldra végzddik. 1 pont

|

20!
0% oszthaté 8-cal, igy az utolsé 3 jegyébdl 4ll6 haromjegyd szam, azaz a 6601 is oszthat6 8-cal.

Az egyetlen ilyen szam a 664. 2 pont

Mivel 20! oszthat6 9-cel, igy a szdmjegyeinek Osszege is oszthat6 9-cel. Ha a hidnyzo szamjegyet
x-szel jeloljiik, akkor ez az 0sszeg: 2 +4+3+2+9+2+x+1+7+6+6+4 =46+ x.

Ez alapjan x egyetlen lehetséges értéke a 8. 2 pont
Tehét a keresett szam: 2 432 902 008 176 640 000. 1 pont
Osszesen: 8 pont

5. Az elsé siknegyedben a (0; 0) pontbdl kiindulva sorra vessziik 'y
az egész koordindtdji pontokat az dbra szerint. (Tehat példdul a

(2;1) pont a 8-as sorszamot kapja.) 17=18=19—20—2I
a) Hatdrozd meg a (12;2017) pont sorszdmat! 16<—15«—14<—13 22
b) Melyik ponthoz rendeljiik a 2018-as sorszamot? P
5—6—7 12 23
! Lot
TR
1—2 9—10 25— %  10pont
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Megoldas:

a) Egy (0;2k — 1) alakd pont sorszdma (2k)?, mivel abba a pontba érve épp egy 2k — 1 él-
hosszusdgu négyzet egész koordinétdju pontjait jarjuk be. Tehat a (0;2017) pont sorszdma:
2018 = 4 072 324. 3 pont

A (12;2017) pont pedig ennél 12-vel kisebb sorszdmot kap, azaz 20182 — 12 = 4 072 312-t. 2 pont
b) A legnagyobb 2018-ndl kisebb négyzetszdm a 44% = 1936. A (2k)? alaki sorszdmok az
y-tengelyen helyezkednek el (14sd a) rész). Igy az 1936-0s sorszdmot a (0;43) pont kapja. 2 pont

Emiatt a (0;44) pont sorszama 1937, a (44;44) ponté pedig 1937 + 44 = 1981. Innen még
2018 — 1981 = 37-et kell 1épni lefelé, igy a 2018-as sorszdmot a (44; 7) ponthoz rendeljiik. 3 pont

Osszesen: 10 pont

Kezdok 1. kategoria 3. (dontd) fordulé

Feladatok

. Az ABC haromszogben az AB és BC oldalakra kifelé ABDE, illetve BCFG négyzeteket szer-
kesztlink, majd megrajzoljuk a DG egyenest. Azt vessziik észre, hogy a DG egyenes parhuzamos
az AC egyenessel.

Mekkora a haromszoég BC oldala, ha tudjuk, hogy AB = 10 cm és a = 50°? 10 pont

. Négy hazaspar tagjait harom csoportba osztjuk be gy, hogy senki se keriiljon a parjaval egy
csoportba. Hanyféleképpen tehetd ez meg? (A személyeket megkiilonboztetjiik, a csoportokat
nem. Csoport nem maradhat iiresen.) 10 pont

. Dévid vélaszt két kiilonbozs a és b pozitiv egész szamot, majd felirja a fiizetébe az a, a + 2, b,
b + 2 szdmokat. Ezutan képezi az Osszes paronkénti szorzatot, és a kapott hat szdmot felirja a
tdblara. Hany négyzetszam keriilhet fel a tablara? 10 pont

Megoldasok és javitasi atmutaté

. Az ABC haromszogben az AB és BC oldalakra kifelé ABDE, illetve BCFG négyzeteket szer-
kesztiink, majd megrajzoljuk a DG egyenest. Azt vessziik észre, hogy a DG egyenes parhuzamos
az AC egyenessel.

Mekkora a haromszog BC oldala, ha tudjuk, hogy AB = 10 cm és a = 50°? 10 pont

i

Megoldas: Készitsiink dbrit, és jeloljiik a hdromszog C-nél 1évs szogét y-val! 1 pont
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F A B cstcsbdl éllitsunk merdlegest az AC oldal-
C egyenesre! Az AC és DG egyenesek parhuza-
mossaga miatt ez az egyenes a DG egyenesre

Y
is merdleges helyzetd. A kapott metszéspon-
P tokat az 4bra szerint jeloljik P-vel és Q-val! 1 pont
-~ 4 Az ABP és BDQ derékszogl haromszogek
0°\ atfogdéi AB = BD miatt egyenl§ hosszuiak.
9o N\ Ezenkiviil
A/« 0 ~o B 9()0 _y G
ol OBD = 180° — ABP — DBA =
=180° - (90° — @) - 90° = @
N ? (itt hivatkozhatunk arra is, hogy OBD< és
N PAB< merdleges szaru hegyesszogek), igy a
S szoban forgd két derékszogl haromszog szo-
gei is megegyeznek, tehdt a két haromszog
E D egybevago. 2 pont
Az egybevagdsag alapjan a 90° — @ nagysagu
sz0ggel szemkozti befogdk egyenls hosszuak, ezért PA = OB. 1 pont
Hasonl6 gondolatmenettel lathatd, hogy a BCP é€s G BQ derékszogd haromszogekben BC = GB
és GBQ < = v, igy ez a két hdromszog is egybevago, ezért PC = OB. 2 pont
Az el6bbiekbdl adédéan PA = PC, tehdt az ABC haromszogben a BP magassagvonal €s egyben
oldalfelez6 mer6leges is, ami azt jelenti, hogy a haromszog egyenld szari és AB = CB. 2 pont
A haromszog BC oldala tehat 10 cm hosszisaga. 1 pont -
Osszesen: 10 pont

2. Négy hazaspar tagjait hirom csoportba osztjuk be gy, hogy senki se keriiljon a péarjaval egy
csoportba. Hanyféleképpen tehetd ez meg? (A személyeket megkiilonboztetjiik, a csoportokat
nem. Csoport nem maradhat liresen.) 10 pont

1. megoldas: Egy csoportot legfeljebb 4 személy alkothat, hiszen ellenkez§ esetben a skatulyaelv
miatt valamely hazaspar két tagja egy csoportba keriilne. 1 pont

A csoportlétszdmok eloszldsdra igy a kovetkez$ lehetGségek vannak: (4,3,1), (4,2,2) vagy
(3,3,2). 1 pont

Az elsé esetben a 4-f6s csoportba mindegyik hdzasparbdl csak az egyik tagot vdlaszthatjuk
be, és ezt 2* = 16-féleképpen tehetjiik meg. A megmaradt személyek kozott mar nincsenek
hazasparok, €s koziiliik az egyfGs csoportba barkit kivadlaszthatunk. Ezért 6sszesen 16 - 4 = 64
lehetGség adodik. 2 pont

A masodik esetben a 4-f8s csoport tagjait ismét 16-féleképpen valaszthatjuk ki, majd a tovabbi 4
személyt (akik k6zott mér nincs hdzaspar) 3-féleképpen oszthatjuk be két 2-f6s csoportba. Tehat
ebben az esetben Osszesen 16 - 3 = 48 lehet8ség adodik. 2 pont

A harmadik esetben az elsd 3 tagu csoportot 4 - 23 = 32-téleképpen allithatjuk Ossze, ugyanis a
négy hazasparbol 4-féleképpen valaszthatunk ki hdrmat, majd a hirom kivalasztott hdzasparbodl
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23-féleképpen képezhetiink egy haromtagu csoportot. A tovdbbi csoportositdshoz még 6ten ma-
radnak, akik koziil ketten hdazasparok. Egyikiiknek kell a 2-f6s csoportba kertilnie, és mellé mar
barki keriilhet. Ez a kétfGs csoport kialakitasara 2 - 3 = 6 -féle lehet8séget biztosit. A megmaradé
személyek kozott mar nincsenek hazasparok, igy 6k fogjak alkotni a masik 3-f6s csoportot.

32-6
Mivel a 3-f6s csoportok sorrendje nem szamit, igy ebben az esetben 0sszesen = 96
lehet6ség adodik. 3 pont
Osszesen tehdt 64 + 48 + 96 = 208-féleképpen oszthatjuk csoportokba a hdzaspdrokat a feladat
kovetelményeinek megfelelden. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Legyenek az egyik hazaspér tagjai A és A™! A feladat feltétele szerint nekik kiilon
csoportba kell keriilniiik. A 8 személy részére kialakitott 3 tirsasagot osztdlyozzuk az aldbbiak
szerint:

* A csoportja,

» A" csoportja,

* A és A*-ot sem tartalmaz6 csoport. 2 pont
A tobbi csalddndl a hdzaspér egyik masik tagjanil még szabadon eldonthetjiik, hogy 6t a hdrom
csoport koziil melyikbe helyezziik el, de ezutdn a hdzaspar masik tagjat mar csak a maradék két
csoportba oszthatjuk be. Igy minden hazaspar esetén 2-3 = 6, dsszesen pedig 6° = 216 lehetGség
adddik az emberek besoroldsara. 4 pont

Az igy kiszdmolt 216 eset kozott viszont vannak olyan esetek is, amikor a 3. csoport lires marad,
mivel ekkor a hdzastarsak felvdltva az elsé két tarsasagban nyernek elhelyezést.

Ezen esetek szdma 2° =8, mivel a hdzaspérok egyik tagjarél még eldonthetjiik, hogy 6 A vagy

A" mellé keriil, de a parja mar csak a masik csoport tagja lehet. 2 pont
Tehét 0sszesen 216 — 8 = 208 megfeleld elosztas lehetséges. 2 pont -
Osszesen: 10 pont

. Dévid vélaszt két kiilonbozs a és b pozitiv egész szdmot, majd felirja a fiizetébe az a, a + 2, b,

b + 2 szdmokat. Ezutan képezi az Osszes paronkénti szorzatot, €s a kapott hat szdmot felirja a

tdblara. Hany négyzetszam keriilhet fel a tablara? 10 pont
Megoldas: A tibléra keriilt négyzetszdmok szdma lehet:

0, példaul: a = 1és b =5Sesetén: a3, 5,7, 15, 21, 35 szorzatok egyike sem négyzetszam. 1 pont
1, példaul: a = 1 és b = 2 esetén: a 2, 3, 4, 6, 8, 12 szorzatok koziil a 4 az egyetlen négyzetszam. 1 pont

2, példaul: @ = 1 és b = 25 esetén: a 3, 25, 27, 75, 81, 675 szorzatok koziil a 25 és a 81
négyzetszam. 1 pont

A kovetkezSkben megmutatjuk, hogy kett6nél tobb négyzetszdm nem keriilhet a téblara:
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Tetsz6leges a # b pozitiv szamok esetén a(a + 2) és b(b + 2) egyike sem lehet négyzetszam,
hiszen

a?<a’+2a=a(a+2)<a®+2a+1=(a+1)>?

B> <b?+2b=bb+2) <b>+2b+1=(b+1)>

1. eset: ab négyzetszam.
Ekkor az a(b + 2) és b(a + 2) szorzatok koziil egyik sem lehet négyzetszam.

Koziiliik barmelyik pontosan akkor lehetne négyzetszam, ha ab-vel vett szorzata is négyzetszam
lenne ().

Viszont az ab - a(b +2) = a’b(b + 2) étalakitds, és a kordbbi gondolatmenet alapjdn a kapott
kifejezés értéke nem lehet négyzetszam.

2. eset: ab nem négyzetszam.
Ekkor az a(b +2), b(a +2), (a +2)(b + 2) szamok koziil legfeljebb kettd lehet négyzetszam.

Ennek igazoldsahoz elég belatni, hogy példaul az a(b+2) és (a+2)(b+2) szorzatparbdl legfeljebb
az egyik lehet négyzetszam. Ha mindkett négyzetszam lenne, akkor a szorzatuk is négyzetszam
lenne. ()

Viszontaz a(b+2) - (a+2)(b+2) =ala+2)(b+ 2)? 4talakités, és a korabbi gondolatmenet
alapjan a kapott kifejezés értéke nem lehet négyzetszam.

A (x)-gal jelolt gondolat megfogalmazdsa, és annak valamelyik részben torténé helyes alkalma-
zasa.

Osszesen:

Kezddok II. kategoria 3. (dontd) fordulo

Feladatok

. Egy osztilyba 33 didk jar. Minden tanul6t megkérdeztiink arrdl, hogy hiny osztilytarsanak
azonos vele a keresztnevének, illetve a vezetéknevének kezddbet(je. Tanulonként a két-két vilaszt
felirva kidertiilt, hogy 0-t6] 10-ig minden szdm elGfordult a véalaszok kozott. Bizonyitsuk be, hogy
biztosan van az osztdlyban legaldbb két olyan didk, akinek ugyanazzal a betdvel kezd6dik a
vezetékneve és a keresztneve is!

. Az (a,) véges sorozatra teljesiil, hogy a; = 20, a; = 5, utolsé eleme a; = 0és2 < n < k esetén

2
ap+1 = Ap—1 — Cl_
n

Hat4rozzuk meg azt a k indexet, amire a; = 0!
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3. Legyen ABCD egység oldali négyzet. Az AB, BC, CD, DA oldalakon jeldljiink ki olyan P, Q,
R, S pontokat, hogy AP + AS + CQ + CR = 2. Bizonyitsuk be, hogy a PR és QS szakaszok
merdlegesek egymadsra! 10 pont

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Egy osztdlyba 33 didk jar. Minden tanulét megkérdeztiink arrél, hogy héany osztdlytarsanak
azonos vele a keresztnevének, illetve a vezetéknevének kezdSbettje. Tanulénként a két-két valaszt
felirva kidertlt, hogy 0-t6l 10-ig minden szam elSfordult a véalaszok kozott. Bizonyitsuk be, hogy
biztosan van az osztdlyban legaldbb két olyan didk, akinek ugyanazzal a betiivel kezd6dik a
vezetékneve €s a keresztneve is! 10 pont

Megoldas: Jeloljiik m-mel (m € N*) az osztély tanul6i kozott elGfordulé vezetéknevek kezdd-
betliinek szdmat, x;-vel pedig azi-edik kezdSbetd el6forduldsdnak gyakorisagat(i € {1;2; .. .; m})!
Hasonléképpen jelljiik n-nel (n € N*) a didkoknal el6fordulé keresztnevek kezddbetdinek

szamat, y;-vel pedig a j-edik kezd@beti elforduldsanak gyakorisagat (j € {1;2;...;n})!

Ekkor a tanuldk szdma alapjan: Z Xi = Z yj =33 ésigy Z Xi+ Z yj = 66. 1 pont

i=1 j=1 i=1 j=1
Hasznéljuk fel, hogy amennyiben egy tanulé k szdmu (k € N) tarsardl nyilatkozik ugy, hogy
egyik nevének megfelel§ kezdGbetlje azonos az 6vével, akkor ezzel a vezeték- vagy keresztnév

kezdettel 6sszesen k + 1 didk rendelkezik. 1 pont
Mivel a didkok vélaszai kozott a 0-t6l 10-ig terjedd szamok mind el&fordultak, ezért az 1, 2, 3,
4,5,6,7,8,9, 10, 11 szdmok biztosan elemei az {x;} U {y;} halmaznak. 1 pont
Viszont 66 = xi+ > yi 2 1+2+...+11 = 66 feltétel csak az egyenlGség fenndlldsa esetén

i=1 j=1
teljesiilhet, ami azt jelenti, hogy az x;, y; szdmok az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 szamok
valamilyen sorrendjét adjdk és m + n = 11. 2 pont

Ekkor m < 8 €s m > 3, hiszen m > 8 esetén x;i>214+2+...+48=36>33,illetve m <3

M=

i=1
m

esetén Z X <9+10+11 =30 < 33, 2 pont
i=1

fgy a lehetséges (m; n) parok: (4;7), (5;6), (6;5), (7;4), amelyek esetén a vezeték- €s keresztnév

kezd@betd parositasok szama: 28, 30, 30, 28. 2 pont

Mivel a didkok szdma (33) ezen esetek mindegyikénél tobb, ezért a skatulyaelv értelmében

garantalt, hogy legalabb két tanulé6 monogramja teljesen azonos. 1 pont -

Osszesen: 10 pont
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2. Az (a,) véges sorozatra teljesiil, hogy a; = 20, a, = 5, utolsé eleme a; = 08s 2 < n < k esetén

2
ap+l = dp—1 — a_
n

Hatéarozzuk meg azt a k indexet, amire a; = 0! 10 pont
Megoldas: A rekurziv egyenletet dtalakitva azt kapjuk, hogy
Ane1Gn = ApQp_] — 2. 2 pont

Felirvaeztn =2,3,...,(k — 1)-re:
azdp = aza) — 2

aqasz = asay — 2

agag-1 = ag-1ax-2 — 2
Adjuk 0ssze a fenti egyenleteket! Ekkor
O=arar_1 =ara; —2-(k-2), 6 pont
amibdl
k = “22“‘ 12=52. 2 pont
Osszesen: 10 pont

3. Legyen ABCD egység oldali négyzet. Az AB, BC, CD, DA oldalakon jeloljiink ki olyan P, Q,
R, S pontokat, hogy AP + AS + CQ + CR = 2. Bizonyitsuk be, hogy a PR és QS szakaszok

merd@legesek egymadsra! 10 pont
Megoldas:
C1 Q 1 D R C
S
D, S A P B

Mozgassuk el az AS és CQ szakaszokat Ggy, hogy azok egy egyenesbe keriiljenck az AP és CR
szakaszokkal! Ennek érdekében alkalmazzunk A kézépponti +90°-os elforgatdst! A megfeleld

képpontokat jeloljiik azonos nagybetiivel és 1-es indexszel elldtva! 3 pont
Ekkor AS; = AS és CQ = C10s.
Igy PS; = AP+ AS; = AP+ AS =2 - (CQ +CR) = CC, — (C1Q1 + CR) = RQ;. 3 pont
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Mivel PS| = RQy, PS; || RQ; alapjan a PORS négyszog paralelogramma, és emiatt PR || S1Q1. 2 pont

Misrészt a +90°-o0s elforgatds miatt az S;Q; és SQ szakaszok merGlegesek egymasra, ezért a PR
és SQ szakaszokra ugyanez teljesiil. Ezzel az éllitast belattuk. 2 pont

Osszesen: 10 pont

Kezddk III. kategoria 2. (dontd) fordulo

Feladatok

. Tegyiik fel, hogy egy valds szdmnak és reciprokdnak négyzetosszege kettdvel kisebb egy négy-
zetszamndl. Bizonyitsuk be, hogy a szam tetszdleges paratlanadik hatvanydhoz hozzdadva recip-
rokdnak ugyanezen hatvinyét, egész szdmot kapunk! 10 pont

. Legyen az ABC hédromszog kortlirt kore k! Jeloljuk a k& kor A-t nem tartalmazé BC ivének
felezGpontjat D-vel, B-t nem tartalmazé CA ivének felezGpontjat E-vel és C-t nem tartalmazo
AB ivének felezGpontjat F-fel! ABC haromszog beirt kore érintse a BC, CA és AB oldalakat
rendre a K, L, M pontokban! Bizonyitsuk be, hogy DK, EL és FM egyenesek egy pontban
metszik egymast! 10 pont

. Bizonyitsuk be, hogy Iétezik N > 1 egész szam a kovetkez§ tulajdonsdggal: minden n > N egész
szam felbonthat6 olyan pozitiv egészek Osszegére, amelyeknek legkisebb kozds tobbszorose

nagyobb, mint 1?18, 10 pont
Megoldasok és javitasi itmutato
. Tegyiik fel, hogy egy val6s szdmnak és reciprokanak négyzetosszege kettdvel kisebb egy négy-
zetszdmndl. Bizonyitsuk be, hogy a szam tetsz6leges paratlanadik hatvdnydhoz hozzdadva recip-
rokdnak ugyanezen hatvinyét, egész szdmot kapunk! 10 pont
Megoldas: A beldtandé 4llitas:
1
Ha x? + - = 1% — 2 valamely nullatél kiilonb6z6 x esetén, akkor x**+! + STaT Cgesz. 1 pont
X x

2

1 1

Vegyiik észre, hogy x* + - = (x + —) — 2, amibdl a feltételt felhaszndlva kovetkezik, hogy
X X

1

X + — egész. 2 pont
X

17



Tovabba tudjuk, hogy

1
et 2
2k+1

1 1
T e 12
w217 2k

A masodik zardjel szimmetrikus 0sszegének tagjait megfelelGen pérositva és két tag 6sszegének
négyzeteként felirva egészek dsszegét kapjuk a masodik zardjelben is.

Igy egészek szorzataként allitottuk eld a kivant dsszeget.

Osszesen:

3 pont

3 pont

1 pont

10 pont

.Legyen az ABC hiromszog koriilirt kore k! Jeloljik a k kor A-t nem tartalmazé BC ivének
felez6pontjat D-vel, B-t nem tartalmazé CA ivének felezGpontjat E-vel és C-t nem tartalmazé
AB ivének felez&pontjat F-fel! ABC haromszog beirt kore érintse a BC, CA és AB oldalakat
rendre a K, L, M pontokban! Bizonyitsuk be, hogy DK, EL és FM egyenesek egy pontban

metszik egymaést!

1. megoldas: Jeldljiik a koriilirt kor kozéppontjat O-val, a beirt kor kozéppontjat pedig 7-vel!

A

VAN

N~

]

D

Az F-ben és E-ben huzott korérint6k metszéspontjat
jelole A’, az F-ben és D-ben hizott korérint6k met-
széspontjat B’, az E-ben és D-ben hizott korérint6k
metszéspontjat C’.

Az A’B’C’ haromszog beirt kore éppen az ABC koriil-
irt kore. Mivel A’B" L FO (a kor érintGje merGleges az
érintési pontba futo sugérra) és AB L FO (szimmetria
miatt a kor keriiletén felvett két pont altal meghataro-
zott koriv felez6pontjat a kor kdozéppontjaval osszeko-
t6 sugdr merdlegesen felezi a két pont kdzott hizott
hiart), A’B’ || AB; hasonléan B’C’ || BC; valamint
C'A’ || CA. Mivel megfelel§ oldalaik parhuzamosak,
igy a szogeik egyenldk, vagyis ABCA ~ A’B'C’A.

A’ A és B’ B metszéspontjét jelolje X. Belatjuk, hogy C’C is dtmegy X -en, amibGl méar kovetkezik,
hogy az X kozépponti, A-t A’-be, B-t B’-be vivd hasonldsdg az ABC haromszoget (€s annak
minden pontjat) az A’B’C” hdromszogbe (a pontot az annak megfelel§ pontba) viszi.

XA és XA’ egy egyenesbe esik, AC || A'C’, igy XAC és XA'C’ parhuzamos szard szogek,
vagyis egyenl&ek. A hasonldsidg szogtart6, X képe X, A képe A’, ezért az A-bdl induld, X A-val
X AC szdget bezéré félegyenes képe az A’-bdl induls, X A'-vel XAC = XA'C’ szbget bezaré

félegyenes. Erre illeszkedik C’.

Hasonl6an, a B-bdl induld, X B-vel X BC szdget bezar6 félegyenes képe a B’-bdl induld, X B'-vel
XBC = XB'C’ szbget bezaré félegyenes, amelyre szintén illeszkedik C’. A hasonldség illesz-
kedéstartd, igy az AC és BC félegyenesek C metszéspontjdnak képe a megfelels félegyenesek

képének metszéspontja, C’.
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Mivel az X kozéppontd hasonlésag ABC-t A’B’C’-be viszi, az ABC haromszdg minden pontjat
a neki megfelel A’ B'C’-beli pontba viszi. 1 pont

Esetiinkben megfeleld pontpdrok példaul a beirt kor oldalakkal vett érintési pontja is. Az ezeket
0sszekotd egyenesek dtmennek a hasonlésag kozéppontjan, vagyis FM, DK és EL egy ponton,
X-en mennek &t. 1 pont

Osszesen: 10 pont

2. megoldas: Jeloljiik a koriilirt kor kozéppontjat O-val, a beirt kor kozéppontjat pedig I-vel!
A kortilirt kor sugarat jelolje o, a beirt korét r.

A FO 1 AB (szimmetria miatt a kor keriiletén felvett két
pont dltal meghatdrozott koriv felez8pontjat a kor ko-
zéppontjaval 0sszekotd sugdr merSlegesen felezi a két
pont kozott huzott hart), M1 L AB (a beirt kor érintési
pontja), azaz FO || MI, hasonléan EO || IL, tovéb-
bd FO = OFE = o, MI = IL = r. FOE< = MIL«,
mert parhuzamos szaru, ugyanolyan allasu (koriiljara-
si) szogek; mind az FOEA, mind az MILA egyenld
szaru, ugyanakkora a szarszogik, tehét a két haromszog
hasonlo (a hasonldsdg egyik alapesete: két oldal ardnya
és a kozbezirt szog), azaz a harmadik oldalparjuk is

parhuzamos. 3 pont

Ugyanigy teljesiil, hogy DOEA ~ KILA és DE || KL,

illetve FODA ~ MIK és FD || MK. 2 pont
Mivel megfelel§ oldalpérjaik parhuzamosak, KLMA ~ DEFA. 1 pont

Legyen DK ¢és FM egyenesének metszéspontja X. Ekkor (parhuzamos oldalpérjaik miatt)
XKM~nA ~ XDF A, és a hasonlésag kozéppontja X. Tekintsiik ezt a hasonlésagot. 1 pont

Megmutatjuk, hogy az L pontot E-be viszi, amibSl mér kovetkezik, hogy X illeszkedik EL-re is.
Ehhez felhasznéljuk, hogy a hasonlésag szogtarto.

XKL< = XDE<, XML« = XFE<, mert parhuzamos szaru azonos allast (koriiljarasa) szog-
pérok. Eszerint ha a hasonl6sdg sordn K képe D, akkor a K kezdGpontt, vele XKL szoget
bezard félegyenes képe a D kezdSpontu, X D-vel ugyanekkora (X DE) szoget bezaro félegye-
nes; illetve az M kezdSpontd, X M-mel X M L szoget bezéaro félegyenes képe az F kezdGpont,
X E-vel ugyanekkora (X FE) szoget bezard félegyenes: K L félegyenes képe DE félegyenes, M L

félegyenes képe pedig FE félegyenes. 2 pont
Mivel pedig (fél)egyenesek metszéspontjanak képe a (fél)egyenesek képének metszéspontja, a

hasonlosag az L-et az E-be viszi. 1 pont
Osszesen: 10 pont
3. megoldas: Jelolje a beirt kort b. Barmely két kor hasonld, igy b és k is. 1 pont
Tekintsiik azt a 4 hasonldsdgot, amely b-t k-ba viszi. Legyen a hasonl6sdg kozéppontja X . 1 pont
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Legyen a K, L, M pontok h szerinti képe rendre K’, L', M’. Mivel b kor pontjainak képe k korre
illeszkedik, K’, L', M’ illeszkedik k-ra.

Szerkessziink érintét k-hoz a kapott pontokban.
Legyen a hdrom érintd dltal kozrezart haromszog A’B'C’ (megfelelSen az A, B, C pontoknak).

Mivel az A’B’C’ és az ABC hdromszog beirt korei érintési pontjai a h hasonldsdg szerint
egymdsnak megfelel§ pontpdrok, ezért az ABC hdromszog h szerinti képe éppen az A’B'C’
haromszog.

A hasonlésdg sordn egyenes képe vele parhuzamos egyenes, ezért AB || A’B’, BC || B'C’,
AC || A'C.

Mivel M'O L A’B’, azaz A’B’ || AB miatt M'O L AB, tovabbd M'O a k egy sugara, ez csak 4gy
lehet, ha M’'O az AB szakaszfelez§ merGlegese (ha egy sugér merGleges egy hiirra, akkor azt a
szimmetria miatt felezi), ami azt jelenti, hogy az M’ pont felezi az AB hurhoz tartozé ive(ke)t is,
vagyis M’ egybeesik F-fel. Ugyanigy, L" egybeesik E-vel, K’ egybeesik D-vel.

Mivel pedig M'M, K'K és L' L egyenesei egy pontban, az X -ben metszik egymadst, igy FM, EK,
DK egyenesei egy ponton mennek at.

Osszesen:

4. megoldas: Jeloljiik a koriilirt kor kozéppontjat O-val, a beirt kor kdzéppontjét pedig I-vel! Az
ABC haromszog A, B és C csucsandl 1évs szogeket jeldlje rendre a, B, v! Az OF E haromszog
egyenld szard, és OF L AB valamint OE L CA miatt EOF < = 180° — a.

Hasonl6an, az /ML hiaromszog is egyenld széru, €s
IM 1 AB,valamint IL 1 CA miatt LIM < = 180° — «.

OF OE
Tehat OEFA ~ IMLA,igy — = — = A

IM IL
Ugyanigy megmutathatd, hogy ODEA ~ IKLA, ezért
OE OD _
IL  IK
Legyen DK N Ol = P,ELNOI =Q,FM N Ol =R!
OD || IK,igy aparhuzamos szelGszakaszok tétele miatt

P
-
PI

RO 0
Hasonl6an l4that6, hogy — és Qo értéke szintén A.
RI 0l

Tehat P = Q = R, és ez a pont rajta van a DK, EL és
FM egyenesek mindegyikén.

Osszesen:
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1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

10 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

2 pont

10 pont



3. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik N > 1 egész szam a kovetkez§ tulajdonsdggal: minden n > N egész
szam felbonthaté olyan pozitiv egészek Osszegére, amelyeknek legkisebb kozos tobbszorose

nagyobb, mint 1298, 10 pont

Megoldas: Az allitast dltaldnosabban, a 2018 helyére tetszleges k pozitiv egész szamot irva
bizonyitjuk be. (Altalanositas: 0 pont, mivel tetszdleges kitevore a bizonyitas hasonlo elveken
alapul.)

Legyen pi(=2) < pa(=3) < p3(=35) < ... < pr+1 az els6 k + 1 primszdm (mivel végtelen sok
primszdm van, ezeket minden k-ra megvalaszthatjuk), és bebizonyitjuk, hogy
N =2"Tp i ph pipks
megfelel. A késSbbiekhez jegyezziik fel, hogy ez maga utdn vonja azt, hogy
N >2p\p>...DpkDk+1-

(Megfelelé korlat megaddsa: 2 pont, mas gondolatmenetek mas korlatokhoz vezethetnek.
A 2 pont akkor is jar, ha a tanulé explicite nem szamol ki Kkorlatot, de a levezetésébdl vilagos,
hogy ilyen korlait 1étezik. Ez befejezé 1€pés is lehet.)

Legyen n > N rogzitett. Az aldabbiakban elGéllitjuk n egy pozitiv egészek Osszegére torténd
felbontdsét, majd megmutatjuk, hogy az el64ll6 legkisebb kizos tobbszoros nagyobb, mint .
Legyen a; az a legnagyobb 2-hatvany, amely nem nagyobb g-nél (ekkor a; nagyobb, mint Z), as

az a legnagyobb 3-hatvany, amely nem nagyobb Z-nél (ekkor a; nagyobb, mint %), ¢s altaldban,
minden k + 1-nél nem nagyobb j pozitiv egészre legyen a; az a legnagyobb hatvinya p;-nek,

amely nem nagyobb +-nél (ekkor a; nagyobb, mint L).
2p1...pj-1 2pi...pj

Allitjuk, hogy az igy kapott ay, . . ., ax+1 szamok Osszege kisebb, mint n. Valéban, kihasznalva,
hogy minden sz6éban forgé prim legalabb 2, az dsszegiik legfeljebb

n n n n (1 1 1 1)
+. ot —————<n|l=+—-+-—+ <n

§+2_p1+2P1p2 2p1...pxk 2 4 8 +W
a mértani sorozat tagjainak 0sszegzésébdol.
Vegyiik tehat n-nek a kdvetkezd felbontdsat:
n=ay+...+ag+1+...+1,
annyi 1-essel kiegészitve, amennyi kell.
(A korlathoz tartozo felbontas kidolgozasa: 5 pont.)

Mivel ay, . . ., ai4 kiilonb6zd primhatvéanyok, a legkisebb k6zos tobbszorosiik a szorzatuk, ami
tehat igy
> (a) () ) = 5>
al...dr4 —— |- = n,
v 2p; 2p1p2 2p1 ... P+t N

ezzel a bizonyitas kész.

(Annak igazolasa, hogy a megadott felbontas elég nagy legkisebb kozos tobbszorost ad:
3 pont.)

Osszesen: 10 pont
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Haladok 1. kategoéria 1. fordulé

Feladatok

1. Egy derékszogli hdromszog alapd egyenes hasdb minden élének hossza egész szdm. A hasdbnak
van 30 és 13 teriiletegységt lapja (alaplap vagy oldallap). Mekkora a haséab felszine €s térfogata?

2. Allitsuk el6 az 1-et 2017 négyzetszam reciprokdnak osszegeként, ahol a négyzetszamok kozott
legalabb 600 kiilonb6z6 szam fordul eld!

3. Egy rombusz alaku jatéktablat felosztunk az alabbi dbra alapjdn 2n* szabdlyos
haromszogre. (A rombusznak 60° és 120°-0s szogei vannak!) A két jatékos,
Anna és Bal4zs, a tdblan a kovetkezd szabdlyok szerint jatszanak:

o Anna kezd a sajat kor alakd babujaval, amely a rombusz megjelolt ,,f61s6

g : ; cstcsdban” van.
%: - % o Egy 1épésével egy élben szomszédos mezdre 1ép.
5 . " o Majd Baldzs Iép hasonl6an a sajat ,,als6 csicsnal” 1év6 x alaki babujaval,
’ ’ ' és ezutdn a jatékosok felvaltva 1épnek a sajat babuikkal.
o A jatékot az nyeri. . .
e ... aki a masik babujat leiiti (vagyis arra a mezdre 1ép a sajat babu-
javal, ahol épp a masiké all),
e ... vagy aki a sajit babujat eljuttatja az ellenfél kezdd pozicidjara.

Okos jaték esetén Anna, vagy Baldzs nyer?

4. Zsuzsi kiilonleges kardcsonyi ajdndékkal lepte meg Petit. Szerencsesiitiket
stitott €s ezeket felfizte hdrom cérnaszalra, minden cérnaszédlon egymas
ald négyet, majd a cérndkat egy hurkapdlcdra kototte, az dbrdn lathaté ‘ ) § ‘ N l
médon. Minden szerencsesiitiben mds-mds jokivansdg taldlhaté. Aza )
szabaly, hogy Peti egy adott cérnaszalrol mindig csak a legalsé siitit eheti ‘ § ‘ \ ‘ \
meg. Ha Peti elfogyaszt egy szerencseslitit, a jokivansdgot kiragasztja =~ = '
a falra, sorban egyméas mellé. Peti gy gondolja, hogy a jokivansigok ‘ | ‘ - ‘
legaldbb 35 000-féle sorrendben kovethetik egymast, Zsuzsi viszont azt % = %~ %
allitja, hogy a jokivansdgok lehetséges sorrendjeinek szdma kevesebb, \ ‘ ‘
mint 35 000. ‘
Kinek van igaza?

5. Egy r sugart kor atmérGjét 45°-os szogben metszi a kor AB hirja a C pontban. Bizonyitsuk be,
hogy AC? + BC? = 21!
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7 pont

7 pont

7 pont

7 pont

7 pont



Megoldasok és javitasi utmutato

1. Egy derékszogli hdromszog alapd egyenes hasdb minden élének hossza egész szdm. A hasdbnak
van 30 és 13 tertiletegységt lapja (alaplap vagy oldallap). Mekkora a hasib felszine €s térfogata? 7 pont

Megoldas: Az alaplap derékszogli haromszog oldalainak pitagoraszi szdmhdarmasoknak kell

lenni. 1 pont
Ha a 13 teriiletd lap alaplap lenne, akkor ab = 26-nak kellene teljesiilni, ahol a és b a derékszogd
haromszog befogéi. 1 pont
26 kétféle modon irhat6 fel két egész szorzataként: 1 - 26 vagy 2 - 13, de sem az 1, sem a 2 nem
lehet pitagoraszi szamharmas tagja. 1 pont
Tehat a 13 oldallap, 13 = 1- 13, ezek koziil csak a 13 Iehet a derékszogli haromszog oldala, ezért
a hasdb magassédga 1 egység. 1 pont
A 30 nem lehet oldallap teriilete, mert akkor az 1 egység magassdg miatt az alapél lenne 30, és
ez a 13-mal nem alkot pitagoraszi szimharmast. 1 pont
Igy az alap derékszogli haromszog teriilete 30. Ez meg is valésul 5 és 12 egység befogékkal és
13 egység hosszu atfogdval. 1 pont
A felszin 90, a térfogat 30 egység. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Allitsuk el6 az 1-et 2017 négyzetszam reciprokanak osszegeként, ahol a négyzetszamok kozott

legalabb 600 kiilonb6z6 szam fordul eld! 7 pont
1
Megoldas: ElGszor elGdllitjuk az 1-et négy darab 1 Osszegeként. 1 pont

1 1 1 1
Az egyik Z-et helyettesitjiik 4 darab E-dal, majd az egyik E_Ot 4 darab a-del ¢és igy tovabb. 2 pont

A tortek szdma minden 1épésnél harommal nd. 1 pont
Mivel a 4 és a 2017 harommal osztva 1 maradékot ad, ezért eljuthatunk ezekkel a 1épésekkel

2017 négyzetszamig. 1 pont
A lépések szdma legyen k. Felirhat6 az aldbbi egyenlet: 4 + 3k = 2017, k = 671. 1 pont
Igy 672 kiilonbozd négyzetszamot kaptunk, azaz megfeleltiink a feltételeknek. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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Egy rombusz alaki jatékt4blat felosztunk az alabbi dbra alapjan 2n? szabdlyos
haromszogre. (A rombusznak 60° és 120°-os szogei vannak!) A két jatékos,
Anna és Balazs, a tdblan a kovetkezd szabdlyok szerint jatszanak:

o Anna kezd a sajat kor alaka bdbujaval, amely a rombusz megjeldlt ,,f61s6

’ : ) csticsaban” van.
%: - % o Egy 1épésével egy élben szomszédos mezdre 16p.
/\ /\ oy

o Majd Baldzs 1ép hasonldan a sajat ,,alsé csucsndl” 1évS X alakd babujaval,
és ezutan a jatékosok felvaltva 1épnek a sajat babuikkal.

o A jatékot az nyeri. . .
e ... aki a masik babujit leiiti (vagyis arra a mezdre 1ép a sajat babu-
javal, ahol épp a masiké all),

s sz

Okos jaték esetén Anna, vagy Bal4zs nyer?

Megoldas: Szinezziik ki a tablat ,,sakktablaszerien”! Vagyis két, élben szomszédos mez§ kapjon
kiilonbozd (fekete vagy fehér) szint. Ekkor a jaték minden 1épése sordn ellentétes szind mezdre
1éphetiink csak.

A két start-pozicio kiilonboz$ szind, igy mindig Anna 1ép olyan szinli mezdre, ahol éppen akkor
Balazs all, mig Baldzs mindig mds szind mezdre 1€p, mint akkor éppen Anna szine, igy csak
Anna tudja leiitni Baldzs babujat.

(Ha ez a fenti gondolat — Baldzs, ha osszejatszandnak sem tudna letitni Anna babujat, igy Balazs

nem tudja akaddalyozni Annat semmilyen lépésében — nincs bizonyitva, 0sszesen legfeljebb 3 pont
adhato.)

Bar Baldzs el tud menekiilni azel6l, hogy Anna lelisse a babujat, ekkor viszont Anna belép Baldzs

a sajat céljat.

Vagyis okos jaték esetén Anna nyer.
Osszesen:

. Zsuzsi kiilonleges kardcsonyi ajdndékkal lepte meg Petit. Szerencsesiitiket
stitott és ezeket felfizte hdrom cérnaszalra, minden cérnaszédlon egymas

ald négyet, majd a cérndkat egy hurkapdlcdra kototte, az dbrdn lathaté l ’ ‘ ¥ l
médon. Minden szerencsesiitiben mas-mas jokivansdg taldlhaté. Az a
szabdly, hogy Peti egy adott cérnaszalr6l mindig csak a legalso siitit eheti ‘ - ‘  § [ \

meg. Ha Peti elfogyaszt egy szerencsesiitit, a jokivansdgot kiragasztja
a falra, sorban egyméas mellé. Peti gy gondolja, hogy a jokivansdgok ‘ ‘ _ ‘ \

legaldbb 35 000-féle sorrendben kovethetik egymdst, Zsuzsi viszont azt ~ © ¥ ¥
allitja, hogy a jokivansdgok lehetséges sorrendjeinek szdma kevesebb, | ‘ ‘
mint 35 000. TV¢ Y9 TV

Kinek van igaza?
Megoldas: A 12 jokivansdgot 12!-féle sorrendben lehetne felragasztani, ha nem lenne a szabdly.
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7 pont

4 pont

2 pont
1 pont

7 pont

7 pont

1 pont



A szabdly miatt az egymads felett 1évS jokivansagok csak egyféle sorrendben kdvethetik egymast,
igy minden esetet annyiszor szdmoltunk, ahdnyszor az egymas felett 1év6 4-4 jokivansagot sorba
rakhatjuk.

12!
414141
A szadmolas alapjan a lehetGségek szama: 34 650.

Igy a lehetSségek szdma:

Tehat Zsuzsinak van igaza.
Osszesen:

5. Egy r sugaru kor atmérGjét 45°-os szogben metszi a kor AB hirja a C pontban. Bizonyitsuk be,
hogy AC? + BC? = 2r?!

Megoldas: Legyen F' az AB hur felezGpontja.
B Mivel FO mer6leges AB-re, ezért a COF haromszog egyenld
széru és derékszogd, tehat CF = OF'.
F AC? + BC* = (AF = CF)* + (BF + CF)* =
C = (AF — OF)* + (BF + OF)* =
= AF? + OF* - 2- AF - OF + BF* + OF* +2 - BF - OF

Mivel AF = BF, ezért AC> + BC*> = AF* + OF* + BF? + OF*.

Felhasznélva Pitagorasz tételét az AOF €s BOF haromszogekben:
AC? + BC? = 2r?

Osszesen:

Haladok 1. kategoéria 2. fordulé

Feladatok

1.2 018 000 Ft-ot szeretnénk 1000, 2000, és 5000 Ft-os papirpénzek felhaszndldsaval kifizetni.
Hanyféleképpen tehetjlik ezt meg, ha mindegyik pénzbdl elegendden sok van a pénztarcdnkban?

2. Adott egy egyenld szaru haromszog, tovabba egy olyan kor, amelynek kdzéppontja rajta van a
haromszog egyik szardn, €s €rinti a hdromszog alapjat. A korre illeszkedik a hdromszog alappal
szemkozti csucsa és a suilypontja is. Hatdrozzuk meg a hiromszog szogeit!

3. Oldjuk meg a valds szdmok halmazén a kovetkez$ egyenlStlenséget!

x2 < {x +2018} - 2[x] + {x})
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2 pont

2 pont

1 pont
1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

1 pont

2 pont

7 pont

7 pont

7 pont



(Az [a] kifejezés az a szam egészrészét adja meg, amely definicié szerint az a szdmndl nem
nagyobb legnagyobb egész szdmot jelenti. Az {a} szdm az a szam tortrészét hatdrozza meg,
amelyet ugy kaphatunk meg, hogy az a valds szdmbdl kivonjuk ez egészrészét.)

. Tekintsiik azt a legb&vebb halmazt, amelynek az elemei olyan pozitiv egész szamok, amelyek
primtényezds felbontdsaban csak az els§ 2018 darab primszdm koziil fordulhatnak el§ prim-
szamok, és mindegyik el6fordulé prim az els§ hatvanyon szerepel. Igazoljuk, hogy ennek a
halmaznak megadhat6 2%2°!7 elemd részhalmaza gy, hogy a részhalmazbél barmely két elemnek
1-nél nagyobb a legnagyobb kozos osztdja, de (22017 + 1)-elem1’i ilyen tulajdonsagu részhalmaza
mar nincs!

Megoldasok és javitasi itmutato

.2 018 000 Ft-ot szeretnénk 1000, 2000, és 5000 Ft-os papirpénzek felhasznaldsaval kifizetni.
Hanyféleképpen tehetjlik ezt meg, ha mindegyik pénzbdl elegendden sok van a pénztarcdnkban?

Megoldas: A feladat a 2018 = a + 2b + 5c¢ diofantoszi egyenlet nemnegativ megoldasainak
szamat kéri. A c értékei szerint vizsgdljuk meg a lehetséges eseteket.

a 3 1] 8 6 4 2 0| 13 11 9 1

b o 1| o 1 2 3 4, 0 1 2 6

¢ 403 403 | 402 402 402 402 402 | 401 401 401 401

esetek o) 5 7

szama

a 18 0] 23 ... 1 2013 12018 0
b 0 9 0 ... 11 0 1006 0 1009
¢ 400 400 | 399 399 1 1 0 0
esetek 10 12 1007 1010
Szama

Megfigyelhetd, hogy az egymast kovetd esetek (¢ paritasatol fliggéen) 2-vel, illetve 3-mal novelik
a lehet&ségek szamat.

Igy
24+45+7+10+12+...+ 1007 +1010 =
24+1007) -202 (5 + 1010) - 202
I Chs 2) MGk 2) = 101 - (1009 + 1015) = 204 424
lehetGség adodik.
Osszesen:
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7 pont

7 pont

7 pont

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

7 pont



2. Adott egy egyenld szaru haromszog, tovabba egy olyan kor, amelynek kdzéppontja rajta van a
haromszog egyik szaran, ¢s érinti a haromszog alapjat. A korre illeszkedik a haromszog alappal
szemkozti csucsa és a suilypontja is. Hatdrozzuk meg a haromszog szogeit! 7 pont

Megoldas: A haromszog csucsai legyenek A, B, C (AB az alap), a stlypont S, a kor kozéppontja
K, a kor C-vel atellenes pontja P, az alap felezGpontja F', a kor és az alap érintési pontja E, a KE
és az SP szakaszok metszéspontja M.

A Az FC sulyvonal egyben magassag
is, igy F'C merdleges AB-re. Legyen
SF = x, ekkor SC = 2x. 1 pont
Thalész tétele szerint CSP< = 90°,
= igy SP parhuzamos F B-vel. 1 pont
KE merSleges AB-re, ezért a KM
E szakasz merdleges SP-re. 1 pont

Az MK P haromszog és az SCP ha-

M romsz0g hasonldk, a hasonldsag ara-
KP:CP=1:21Igy KM =
C K P B &y

= ES C=nx. 1 pont

Az SFEM négyszog téglalap, igy

ME = SF = x, igy a kor sugara
KP=KE=KM+ ME =2x. 1 pont
Tehat az M K P hiaromszog K P 4tfogéja kétszerese az MK befogdnak, ezért M PK <« = 30°, 1 pont

mivel a CBA< egyélldst az M PK <-gel, ezért ez utébbi is 30°.

Tehat az ABC haromszog alapon fekvd szogei 30°-osak, a szérak szoge pedig 120°. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Maisik megoldas: Mivel CS a kor hirja, igy a kor kozéppontja (K) illeszkedik CS szakaszfelezd
merdlegesére. 1 pont
Ez a merdleges egyrészt felezi CS-t, azaz dtmegy a silyvonal C-hez kozelebbi harmadolépontjan, 1 pont
masrészt parhuzamos a C F-re ugyancsak meréleges alappal. 1 pont
Emiatt K harmadolja a CB oldalt. 1 pont
Eszerint KB = 2CK = 2r = 2KE. 1 pont
Azaz KBE< = 30°, ezért az ABC hiromszog B csticsdndl 1évs szoge 30°. 1 pont
A hdaromszog szogei 30°, 30°, 120°. 1 pont
Osszesen: 7 pont

3. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkez6 egyenlGtlenséget!

x% < {x+2018} - (2[x] + {x})
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(Az [a] kifejezés az a szam egészrészét adja meg, amely definicié szerint az a szdmndl nem
nagyobb legnagyobb egész szdmot jelenti. Az {a} szdm az a szam tortrészét hatdrozza meg,
amelyet ugy kaphatunk meg, hogy az a valds szdmbdl kivonjuk ez egészrészét.) 7 pont

Megoldas: A definici6 alapjan észrevehetjiik, hogy {x + 2018} = {x}. 1 pont

Az egyenl6tlenség mindkét oldaldhoz [x]°-et adva és a jobb oldali zargjelet felbontva az
[x1% + x% < {x}? + 2[x]{x} + [x]?

egyenlétlenséghez jutunk. 2 pont

Az azonossagot €szrevéve

[x1? + x% < ({x} + [x])>. 1 pont
A zaréjelben 1€v6 kifejezés Eppen az x valds szdmot jelenti, 1 pont
igy az [x]> < 0 egyenlGtlenséghez jutunk, 1 pont
ami x € [0; 1] esetén teljesiil. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Tekintsiik azt a legb6vebb halmazt, amelynek az elemei olyan pozitiv egész szdmok, amelyek
primtényezds felbontdsaban csak az elsd 2018 darab primszdm koziil fordulhatnak el§ prim-
szamok, és mindegyik el6fordulé prim az els§ hatvanyon szerepel. Igazoljuk, hogy ennek a
halmaznak megadhat6 2%°!7 elemd részhalmaza Ggy, hogy a részhalmazbél barmely két elemnek
1-nél nagyobb a legnagyobb kozos osztdja, de (22017 + 1)-elem1’i ilyen tulajdonsagu részhalmaza
mér nincs! 7 pont

Megoldas: Minden primszam esetén kétféleképpen donthetiink, vagy szerepeltetjiik egy szam
felbontasédban, vagy nem, ezért a legb6vebb halmaznak 22018 eleme van. 1 pont

Vegyiik az Osszes szamot, amelynek a felbontdsdban szerepel a 2. A tobbi prim esetén kétfé-
leképpen donthetiink, ezért 2%°!7 ilyen szdm van. Ezek koziil barmely kettének legalabb 2 a
legnagyobb kozos osztdja. 2 pont

Rendezziik a halmaz elemeit parokba. Egy szdm pérja az a szdm legyen, amelynek primté-
nyez3s felbontdsdban pont azok a primszamok szerepelnek, amelyek az eredeti szamban nem

szerepelnek. 2 pont
Tgy 22°!7 (rendezett) par keletkezik. Ha 22°'7 + 1 szdmot vesziink az alaphalmazbél, akkor biztos

lesz egy pér, amelynek mindkét tagja szerepel, de ezek legnagyobb kozos osztdja 1. 2 pont
Osszesen: 7 pont
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Haladok 1. kategoéria 3. (donto) fordulé

Feladatok

1. Egy minden irdnyban végtelen négyzethdlds papirlap mindegyik mez@jébe egy-egy pozitiv egész
szamot kell irnunk a kovetkezs feltételekkel:

* Az n szadm éppen n-szer forduljon el§ (azaz 1 darab 1-es, 2 darab 2-es stb. szerepeljen a
lapon).

» Két tetszSleges, kozos oldalu mezdbe keriild szdmok kiilonbsége kisebb legyen egy elre
megadott k szdmnal.

Mi az a legkisebb egész k, amelyre a kitoltést el lehet végezni? 7 pont

2. Tekintsiik az ABCD konvex négyszoget. Legyenek A" a BCD, B’ az ACD, C’ az ABD és D’ az
ABC héaromszog sulypontjai, mig F az AB, G a BC, H aCD és I a DA oldal felezGpontja.

Igazoljuk, hogy a C'FD'GA’HB’I nyolcszog teriilete az ABCD négyszog teriiletének és az
A’B’'C’ D’ négyszog teriiletének mértani kozepe! 7 pont

3. Bizonyitsuk be, hogy a 2018 elemd H = {1!;2!;3!;...;2017!;2018!} halmazbdl elhagyhatunk
két elemet igy, hogy a megmarado6 2016 darab elem szorzata négyzetszam legyen! 7 pont

Megoldasok és javitasi itmutato
1. Egy minden irdnyban végtelen négyzethdl6s papirlap mindegyik mezgjébe egy-egy pozitiv egész
szamot kell irnunk a kovetkezs feltételekkel:

* Az n szdm éppen n-szer forduljon el§ (azaz 1 darab 1-es, 2 darab 2-es stb. szerepeljen a
lapon).

» Két tetszSleges, kozos oldalu mezdbe keriild szdmok kiilonbsége kisebb legyen egy eldre
megadott k szdmnal.

Mi az a legkisebb egész k, amelyre a kitoltést el lehet végezni? 7 pont

Megoldas: Az 1-est tartalmazé mezének négy masik mezével van kozos oldala, de csak 2 darab

2-esiink van. Igy az 1-es mellé 2-nél nagyobb szam is keriil majd, tehat kiilonbségiik legaldbb 2

lesz, igy k legaldbb 3 lesz. 1 pont
k = 3 esetén a kitoltés elvégezhets: A négyzethdls egyik egye-
nesével a papirlapot két félsikra osztjuk. Az egyik félsik mezGibe
csak pdratlan, a masik félsik mezdibe csak paros szamokat {runk.
Az 1-est és a 2-eseket a hatdregyenes mentén helyezziik el agy, 7
hogy az egyik 2-esnek legyen szomszédos oldala az 1-essel és a 6
masik 2-essel is. Az 1-es f61€ és mellé 3-asokat irunk, ezek folé
és mellé 5-0soket és igy tovabb. Hasonldan helyezziik el a paros
szdmokat a masik félsikban. 4 pont

A= ||
(X ESN | \SJIFSTILIEN
A\ R |W|n|

NP DI = (o |n |
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Az egyez$ szamokat tartalmazé €k alakid rétegben mindig kett6vel nagyobb szdmok vannak,
mint az el6z8 rétegekben, az egyes rétegekben taldlhaté szimok szama is mindig 2-vel né. Igy
ha 1 db 1-esbdl és 2 db 2-esbdl indulunk ki, akkor tetszSleges pozitiv egész n is éppen n-szer fog

el6fordulni. 1 pont

ayd

A kitoltés modjabol kovetkezik, hogy egy félsikon beliil k6zos oldallal rendelkezé mezSkben 1€vE
szamok kiilonbsége 2 vagy 0. A kiilonbozd félsikokbdl vald, kozos oldallal rendelkezd mezSkben

1évs szamok pedig szomszédosak. A leirt kitoltés alapjan k = 3 a legkisebb szam, melyre el lehet
végezni a kitoltést. 1 pont

Osszesen: 7 pont
. Tekintsiik az ABC D konvex négyszoget. Legyenek A" a BCD, B" az ACD, C' az ABD és D' az

ABC haromszog sulypontjai, mig F az AB, G a BC, H aCD és I a DA oldal felez&pontja.
Igazoljuk, hogy a C'FD'GA’HB’I nyolcszog teriilete az ABCD négyszog teriiletének és az

A’B’'C’' D' négyszog teriiletének mértani kbzepe! 7 pont
Megoldas: Jelolje a, b, ¢, d rendre az A, B, C, D pontok, mig a’,b’, ¢/, d’ rendre az A", B’,C’, D’
. . . [ . , b+c+d ..., a+tb+c
pontok helyvektorait! A stlypontokra ismert tétel miatt: ' = ————, valamintd’ = 3
—
— +b+ b+c+d -d AD
Ekkorzﬁ):d—a,ml’gA’D’:d’—a’:a 3 g ; :a3 ==

— — —
Hasonl6 igaz az 6sszes tobbi vesszds és eredeti AB, BC, CD oldalvektorokra. Azaz az ABCD és

A’B’C’D’ négyszdgek egymdshoz hasonldak, és a hasonlésdg ardnya: A = 3

T

9

(Ez a rész parhuzamos szelSk tételével is konnyedén
elintézhetd: 14sd dbra!

Legyen Tupcp =T, ekkor Ty prcrpy =

Az ABC hiromszoégben D’, mig a BC D haromszogben
A’ stlypontok, ezért rendre az AG, illetve a DG suly-
vonalak G-hez kozelebbi harmadoldpontjai. De akkor
D’ A’ a parhuzamos szelSk tételének megforditédsa alap-
jan parhuzamos AD-vel, és harmadolyan hosszu.) 3 pont

A nyolcszog teriiletének meghatarozasdhoz tekintsiik
az ABC hdromszoget és ennek D’ sdlypontjit. Legyen

Tapc = t, ekkor Tapp = Tpepr = Tcap = 3 mivel
D' sulypont. Mivel F, G felez8pontok az AB-n, illetve a

1 t
BC-n, ezért Trpp: = TeGp = g, vagyis Trop = g

Ugyanezt végigjatszva a B csiccsal szemben 1évS (T —t)
teriiletd C D A haromszoggel és B’ sulypontjaval kapjuk,
T

hogy Thpis = ——, vagyis Trsopr + Tnpis = 3
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T
Hasonléan Tiarc + TgecaA = g

Mivel éppen azon négy négyszog teriiletét szamoltuk, amelyeket az eredeti négyszogbdl elhagyva
a keresett nyolcszoget kapjuk, ezért

T T
Terpgampr =T -2 7 = 3. 3 pont
3 3
T T ‘o . .
Azaz TerprGa'HB'T = § =4/T- 5 = \/TABCD - Tapcrpr €s éppen ezt akartuk igazolni. 1 pont
Osszesen: 7 pont
3. Bizonyitsuk be, hogy a 2018 elemd H = {1!;2!;3!;...;2017!;2018!} halmazbdl elhagyhatunk

két elemet ugy, hogy a megmarado6 2016 darab elem szorzata négyzetszam legyen! 7 pont

Megoldas: A péros szdmok faktoridlisait alakitsuk 4t igy:
20=11-2; 41=31-4; 6!=5!-6; ...; 2018!=2017!-2018 2 pont

Szorozzuk 6ssze a H halmaz elemeit:
1-2r-30....-2017!-2018! = 1!-1!-2-3!1-31-4.5!.51-.6-...2017!-2017! - 2018 =
=1!-1!1-31-31.50.50....2017!-2017!-2-4-6-...-2018 = 1 pont
=(1!-31-50-...-20171)%-2-1-2-2-2-3-...-2-1009 = 1 pont
= (1!-31-50-...-2017)2 - 21999 . 1009! = 1 pont
=(1!-3!-5!-...-2017)% - 2'9% . 1009! - 2 =

2
= (11-31-51-...-20171-2°%)7. 1009! - 2! 1 pont
Tehat az 1009! és a 2! elhagydsa utdn a H tobbi elemének szorzata négyzetszam. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok II. kategoria 1. fordulo
Feladatok

1. Bizonyitsa be, hogy 7 egymast kovetd szdm négyzetének az 0sszege nem lehet négyzetszam! 7 pont
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Az egységnyi oldali szabdlyos hatszog koré kort irunk,
majd ezt a kort kiviilrél érint6 6 egybevago, egymast pa-
ronként érint§ kort, mint ahogy az dbran lathat6. Ezt ko-
vetden e hat kort kiviilr6] érint§ nagyobb kort rajzolunk,
majd ismét kifelé ezt érintd hat, egymdst is paronként érinté
kort rajzolunk. Az eljarast addig folytatjuk, mig nem kelet-
kezik 2018-ndl nagyobb sugari kor. Hany kort rajzoltunk
0sszesen?

3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:

X+24/y=2
2Vx+y=2

4. Oldja meg a valés szdmok halmazéan az aldbbi egyenletet.

V2 o3x 434 ——  —2x
Vx2 —3x +3

5. Egy paralelogramma oldalai a €és b (a # b). Mekkordk annak a négyszognek az 4tloi, amelyet a
paralelogramma szogfelezdi alkotnak?

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Bizonyitsa be, hogy 7 egymadst kovetd szdm négyzetének az 6sszege nem lehet négyzetszam!
Megoldas: A kozéps6 szamot n-nel jelolve n —3,n -2, n—1,n,n+ 1, n+ 2 és n + 3 négyzetre
emelését és az Osszeaddst elvégezve az S = 7(n? + 4) kifejezést kapjuk.

(Ez apont akkoris jar,han,n+1,n+2, ..., n+6 négyzetre emelését végzi el helyesen, 6sszevon
¢és kiemeli a 7-et.)

Mivel a 7 prim, igy ahhoz, hogy négyzetszdmot kapjunk, (n® +4)-nek is oszthaténak kell lennie 7-tel.
Ehhez az kellene, hogy n? maradéka 3 legyen 7-tel osztva.

A lehetséges maradékok O, 1, 2 €s 4 (ennek megallapitdsa és igazoldsa 2 pont), igy az Osszeg
soha nem lesz 7-tel oszthato.

Osszesen:

Az egységnyi oldalid szabdlyos hatszog koré kort irunk,
majd ezt a kort kiviilrél érint6 6 egybevago, egymast pa-
ronként érint6 kort, mint ahogy az dbran lathat6. Ezt ko-
vetden e hat kort kiviilr6l érint§ nagyobb kort rajzolunk,
majd ismét kifelé ezt érintd hat, egymdst is paronként érinté
kort rajzolunk. Az eljarast addig folytatjuk, mig nem kelet-
kezik 2018-ndl nagyobb sugari kor. Hany kort rajzoltunk
0sszesen?
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Megoldas: A szabdlyos hatszog koré irt kore r; = 1 sugari, az ezt érint§ 6 darab koris r| = 1

sugaru kor. 1 pont
Ennek a hat kérnek a ,,burkolé” kore r, = 3 sugard ugyanigy, mint az ezt érint§ korok:
rh=ri+dy =r1+2r; =3r. 1p01’1t
Ezt folytatva észrevehetd, hogy r,, = 3r,_1. 1 pont
. ri |1]3]9]27]81[243 7292487 | ...
Felirogatva a korok sugarait tdbldzatban i ‘ 5 ‘ 7 ‘ 7 ‘ 7 ‘ 5 ‘ 5 ‘ 5 ‘ 5 ‘ — 1 pont
megéllapithatd, hogy rg > 2018. 1 pont
Minden kor hétszer szerepel, tehat 7 - 7 = 49 kort rajzoltunk eddig. 1 pont
Az elsd 2018-ndl nagyobb kor rajzoldsakor éppen 50 koriink van. 1 pont
Osszesen: 7 pont
. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenletrendszert:
X+24/y=2
7 pont
2Vx+y=2
Megoldas: Vonjuk ki egymdsbdl a két egyenletet, majd alakitsunk szorzatta:
vy 22 (V) = (- 5) - (V0 5 -2) =0
2 pont

L eset: Vx — 4y =0, ekkor x = y, x + 2/x =2 = 0.
2
Mivel Vx > 0, egyetlen megoldds adédik: vx; = —1 + V3, azaz x| = (—1 + \/§) =4-2V3 2 pont

IL eset: Vx =2 —+fy
22-y)+y=2
(\/i)2 — 24/y + 2 = 0 mdsodfoku egyenlet diszkrimindnsa negativ, igy nincs megoldésa. 2 pont

Ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, az egyenletrendszer egyetlen megolddsa: x =y = 4 — 2V3. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Oldja meg a val6s szdmok halmazdn az aldbbi egyenletet.

Vx2—3x+3+;:2\/§ 7 pont

Va2 —3x+3
Megoldas: A négyzetgyok miatt x € Ryj. (A nevezdben 1év6 mésodfoku kifejezés értéke minden
x-re pozitiv.) Mivel az x = 0 nem felel meg az egyenletnek, oszthatunk x-szel. 1 pont

[x2
X 3x+3+ X _5 2 pont
X Vx2-3x+3
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A szamtani és mértani kozepek kozotti 0sszefliggésbdl adéddan egy pozitiv szadm és reciprokdnak
Osszege legalébb 2, s 2-vel éppen akkor egyenld, amikor a két szdm megegyezik.

x2-3x+3 X x2-3x+3 X
+ >2- . =2 2 pont
X x2-3x+3 X x2-3x+3

A sz8ls6értékét akkor veszi fel, ha a két szdm egyenld:

/x2—3x+3_ X
X ¥V x2-3x+3

x=x*-3x+3

amibdl

kovetkezik. Ez szorzatta alakitva

O0=x-1Dx-3) 1 pont
lesz, ami pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezGje nulla. Igy x = 1, illetve x = 3 a két
lehetséges megoldas, melyek ki is elégitik a fenti egyenletet. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Egy paralelogramma oldalai a és b (a # b). Mekkordk annak a négyszognek az atloi, amelyet a
paralelogramma szogfelezdi alkotnak? 7 pont

Megoldas: A paralelogramma kozéppontosan szimmetrikus, a megfeleld bels§ szogfelez8k

egymis tiikorképei, teh4t parhuzamosak. Igy az EF G H négyszog paralelogramma. 2 pont
\D S C Az A és D cstcsokndl 1évS szdgek Osszege
180°,igy ADH<+HAD< = 90°,ezéltal AHD < =
90°, azaz EFGH téglalap. 1 pont

A téglalap atléi egyenlS hosszasagiak, ezért
elegendd pl. a HF atl6é hosszat meghatéroz-
nunk. A H pont illeszkedik az A és a D csu-
csokhoz tartoz6 belsé szogftelezdre is, igy egyen-

A B\ 16 tdvolsdgravanaz AB és AD, valamintaz AD
és DC oldalaktdl is, igy rajta van az ABCD
paralelogramma AB-vel parhuzamos kozép-
vonaldn. Ugyanez elmondhaté az F pontrol
is, igy HF péarhuzamos CD-vel. 2 pont

Mivel HS parhuzamos FC-vel, ezért HF CS paralelogramma. ADS haromszog egyenld széru,
igy HF = SC = |DC — DS| = |DC — DA| = |a — b|. Az EFGH négyszog atléinak hossza
megegyezik az ABC D paralelogramma két szomszédos oldaldnak kiilonbségével. 2 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok II. kategoria 2. fordulo

Feladatok

1. Egy tandr kijavitotta egy 12 f6s csoport dolgozatait. A kijavitott dolgozatok egymads felett he-
lyezkednek el. A tandr késziil felirni a jegyeket egy papirlapra, amelyen a tanulécsoport tagjainak
neve van dbécé rendben felsorolva. A lap egyik oldaldn tiz név szerepel, a masik oldalon pedig
kettS. A lapnak kezdetben az az oldala van feliil, amelyiken tiz név szerepel. A tanér el§szor a
legfeliil 1évS dolgozat jegyét irja a megfeleld didk neve mellé, majd az alatta levGét €s igy tovabb.
(Természetesen az utolsé jegy beirdsa utdn mar nem forditja meg a lapot.)

Dontsiik el, hogy minek nagyobb az esélye: annak, hogy a tandr a lapot legalabb négyszer
megforditja a jegyek beirdsa sordn, vagy annak, hogy legfeljebb hdromszor? 7 pont

2. Egy osztély tirdzds kozben azt jatszotta, hogy egyikiik Osszeadta a természetes szdmokat egy
altala kivélasztott n természetes szamig, és megmondta az eredményt a tobbieknek. Az mondhatta
a kovetkez6 Osszeget, aki elGszor eltaldlta n értékét.

Levente a 2273-at adta fel.

Péter kozbeszolt: ,,Biztosan hibaztdl Osszeadds kozben, mert a természetes szamok Osszege
sohasem végzbdhet 73-ra!”

Bizonyitsuk be Péter allitasat, azaz: Az elsd n természetes szam Osszege nem végzddhet 73-ra! 7 pont

3. Egy kor metszi egy adott O csicst (@ < 180°) szog szarait, egyiket az A és B, masikat a C és D
pontban. (Az A pont O és B kozott, a C pont O és D kozott van.) Az adott szog felezGje a kort
az M és az N pontban metszi. (O-hoz az M van kozelebb.)

Bizonyitsuk be, hogy az AM iv és az ND iv 0sszege egyenld az MC ivésa BN iv 0sszegével
(a szébanforgd négy iv az « szdrai kozott van)! 7 pont
4. Adottak az aldbbi egyenletek:
X%+ px+q=0 (1)

1 P . q
+==0 2
x+2+x+1 X 2)

Bizonyitsuk be, hogy ha mindkét egyenletnek két valds gydke van és az (3) egyenletnek pontosan
egy gyoke van a ]0; 1[ intervallumban, akkor a (4) egyenletnek pontosan egy gyoke pozitiv. 7 pont

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Egy tandr kijavitotta egy 12 f6s csoport dolgozatait. A kijavitott dolgozatok egymads felett he-
lyezkednek el. A tanar késziil felirni a jegyeket egy papirlapra, amelyen a tanuldcsoport tagjainak
neve van dbécé rendben felsorolva. A lap egyik oldaldn tiz név szerepel, a masik oldalon pedig
kettS. A lapnak kezdetben az az oldala van feliil, amelyiken tiz név szerepel. A tanér el§szor a
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legfeliil 1évS dolgozat jegyét irja a megfeleld didk neve mellé, majd az alatta levGét €s igy tovabb.
(Természetesen az utolsé jegy beirdsa utdn mar nem forditja meg a lapot.)

Dontsiik el, hogy minek nagyobb az esélye: annak, hogy a tanédr a lapot legaldbb négyszer
megforditja a jegyek beirdsa sordn, vagy annak, hogy legfeljebb haromszor?

Megoldas: Nevezziik a lap hatoldaldnak azt az oldaldt, amelyen két név szerepel. A lapot
legfeljebb négyszer kell a tandrnak megforditania, s pontosan akkor fogja négyszer megforditani,
ha a hétoldalon szerepld két didk neve nincs kozvetleniil egymds alatt a névsorban, tovibba az
egyik ilyen név nem legalul szerepel.

A 12 didk dolgozata 12!-féle sorrendben johet egymaés utén.

Most szdmoljuk meg azokat az eseteket, ahol a hdtoldalon 1év§ két didk neve kozvetleniil egymads
alatt van, vagy a két név koziil az egyik legalul van. Ha az egyik név alul van, az 2 - 11! darab
eset, mert 2-féle mdédon véalaszthatjuk ki az alul 1év§ nevet, és a maradék 11 nevet 11!-féle médon
rakhatjuk sorba.

Azokat az eseteket kell még megszamolni, amikor a két név egyike sincs legalul, de kdzvetleniil
egymads alatt vannak. A lejjebb 1év6 név lehet a 2., 3., ..., 11. helyen: ez 10 lehet&ség. Ez igy
tehat osszesen 10 - 2 - 10! = 20 - 10! lehetdség.

Az olyan esetek szdma tehdt, ahol legfeljebb haromszor kell megforditania a tandrnak a lapot,
2-11-101+2-10-10! = 42-10!. Mivel az 0sszes eset szama 12! = 132- 10!, igy annak nagyobb
az esélye, hogy a tanarnak meg kell négyszer forditani a lapot (hiszen ez 90 - 10! darab eset).

Osszesen:

Masik megoldas: Gondolatban irjuk fel sorban a tanuldk nevét abban a sorrendben, amelyben
a dolgozataik szerepelnek, majd irjunk egy 1-est a tanulé neve helyére, ha a névsort tartalmazé
lapon az elol 1évS oldalon, illetve egy 2-est, ha a hitul 1évS oldalon szerepel.

Vizsgdljuk a nevek helyére irt, tiz darab 1-es és két darab 2-es szambdl 4ll6 sorozatot.
Legfeljebb négyszer kell megforditani a lapot: a két 2-es eldtt és utén.

Pontosan négyszer pedig akkor kell megforditani a lapot, ha mindkét 2-es utdn 1-es jon (ekkor
ugyanis mindkét 2-es el6tt is €s utdn is forditunk).

Vonjuk 0ssze a 2-eseket az utdnuk kovetkez6 1-essel, €s tekintsiik 21-esnek. Eszerint négy forditas
abbdl a sorrendbdl alakulhat ki, amikor nyolc darab 1-es €s két darab 21-es szerepel a sorban,
vagyis tiz pozicion szerepel nyolc 1-es és két 21-es.

10
Ez ( ) ) = 45-féleképpen fordulhat el6.

12
Az 6sszes lehetséges szamsorozat esetében 12 helyen szerepel tiz 1-es és két 2-es, ami ( 5 ) =66

lehetGséget jelent.
A megmaradé 66 — 45 = 21 esetben elég legfeljebb haromszor forditani.

Ezért annak nagyobb az esélye, hogy négyszer kell megforditani a lapot.

Osszesen:

Megjegyzés: Tobbféle j6 szamolds elképzelhetd, ahol mas és mds az 6sszes eset szama. Ezekért
természetesen jar a teljes pontszdm, ha kihozza a két eset szdmainak helyes ardnyét (7 : 15).
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2. Egy osztély tirdzas kdzben azt jatszotta, hogy egyikiik Osszeadta a természetes szdmokat egy
altala kivalasztott n természetes szamig, és megmondta az eredményt a tobbieknek. Az mondhatta
a kovetkez6 Osszeget, aki elGszor eltaldlta n értékét.

Levente a 2273-at adta fel.

Péter kozbeszolt: ,,Biztosan hibaztdl Osszeadds kozben, mert a természetes szamok Osszege
sohasem végz6&dhet 73-ra!”

Bizonyitsuk be Péter allitasat, azaz: Az els6 n természetes szam Osszege nem végzddhet 73-ra!

nn+1)

1. megoldas: Haszndljuk fel, hogy a természetes szdmok dsszege: S, = >

Ezt atalakitva:

28, =n*+n
8S, = 4n> +4n
8S,+1=02n+1)>

Indirekt tegyiik fel, hogy S, = 100k + 73, ahol k természetes szam.
Ekkor 85, + 1 = 800k + 584 + 1 = 100(8k + 5) + 85 alaku, tehdt 85-re végzddik.
Az 5-re végz6dG négyzetszamok (101 + 5)? alakban irhat6k fel, ahol [ természetes szam.

De (107 +5)% = 1001% + 100! + 25 = 100(1* + [) + 25, tehit egy 5-re végz8d6 négyzetszam csak
25-re végzddhet.

Ellentmondasra jutottunk, tehat hamis volt a felvetésiink, azaz S, nem végz6dhet 73-ra.

Osszesen:

2. megoldas: Irjuk fel az elsG tiz végzdést!

n (123456 ]7]8]|9]10
S, | 11316101521 |28|36|45]|55

Képezziik az S,-bdl az S,.10-et! Mivel a hozzdadott tiz tag végén minden szdmjegy pontosan
egyszer fordul el§ és ezek Osszege 45, ezért S,4+10 utolsé szdmjegye 5-tel nagyobb vagy 5-tel
kisebb S, utols6 szamjegyénél.

Ezek alapjan Sxo-ig S» és az elGbbiek alapjan S17 = 153 végzddik haromra, de egyik sem végzddik
73-ra.

Az el6bbiekbdl kovetkezik, hogy S,+20 utolsé szamjegye megegyezik S, utolsé szdmjegyével,
tehat csak Srox+2 €s Srox+17 vEgzddhet haromra.

Az S,-hez adott 20 szam Osszege: (n+ 1) + (n+2) + ...+ (n +20) = 20n + 210.
Ez n = 20k + 2 esetén 400k + 250, n = 20k + 17 esetén 400k + 550 alaka.

Viszont igy a 03 ¢és 53 végzddések valtogatjdk egymast, tehat nem lehet a végzddés 73.

Osszesen:
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3. Egy kor metszi egy adott O csicst (@ < 180°) szog szdrait, egyiket az A és B, mdsikat a C és D
pontban. (Az A pont O és B kozott, a C pont O és D kozott van.) Az adott szog felezbje a kort
az M és az N pontban metszi. (O-hoz az M van kozelebb.)

Bizonyitsuk be, hogy az AM v és az ND iv Osszege egyenld az MC iv és a BN iv Osszegével

(a szobanforgd négy iv az « szdrai kozott van)! 7 pont
Megoldas:

Az M ponton at huzzunk parhuzamos félegyeneseket az adott O csucsu « szog szaraival, az igy

kapott szog szérai a kor BN ivét a P, ND ivét az R pontban metszik. 2 pont

Az AM {iv és a BP iv a kornek két parhuzamos egyenes kozé esé ivei, ezért egyenldk, e két iv
hossza legyen i. Hasonléan az M C iv és az RD 1iv is egyenldk, ezek hossza legyen j. 2 pont

A PN ésaz RN ivek pedig a kornek ugyanakkora keriileti szogekhez tartozo ivei, ezért egyenldk,
ezek hossza legyen k. 2 pont

m+1/\ﬁ):i+k+j:m+ﬁv 1 pont

Osszesen: 7 pont
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4. Adottak az aldbbi egyenletek:

x2+px+q:0 3)

1 p q
==0 4
x+2+x+1+x “)

Bizonyitsuk be, hogy ha mindkét egyenletnek két valds gydke van és az (3) egyenletnek pontosan
egy gyoke van a ]0; 1[ intervallumban, akkor a (4) egyenletnek pontosan egy gyoke pozitiv.

Megoldas: Mivel az (3) egyenletnek pontosan egy gyoke van a ]0; 1[ intervallumban, ezért az
f(x) = x* + px + ¢ = 0 masodfoku fliggvény helyettesitési ért€kei a 0 és az 1 helyen kiilonbozd
elGjeldek.

JO) =qgés f(l)=1+p+q.

A (4) egyenletet atalakitva az (1 + p + q)x2 + (1 +2p+3g)x +2g = 0 misodfoku egyenlethez
jutunk.

Ennek gyokei pontosan akkor kiilonbozd elGjeltek, ha x; - xo < 0.

2
A gyokok és egyiitthatok Osszefiiggései alapjan: x; - xo = 9 o,
l+p+g
2
Mivel g és 1 + p + g kiilonbozs elGjeldek, ezért q < 0.
l+p+g

Osszesen:
Megjegyzés: Az els§ egyenletbSl kapott g(1 + p + g) < 0 Osszefliggés az aldbbi mddon is
megkaphat6:
A gyokok elhelyezkedésére két lehetdség van.

—P-VP*-4q . —p—~NP*-4q -p++pP* —4q
1.0< és <lésl<

2 2 2

Mivel két valés gyok van, ezért p> — 4q > 0. Az elsG egyenltlenség pontosan akkor teljesiil, ha
p<0égq>0.

A miésodik egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha =2 < p, vagyha(p < -2ésp+qg+1 < 0).

A harmadik egyenlGtlenség pontosan akkor teljesiil, ha p < -2, vagyha (p > -2ésp+g+1 <0).

, PP 4 PP’ —4q P+ PP —4q
' 2 2 2

Az elsS egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha p > 0, vagy ha (p < 0és g < 0).

<1

<0és0<

A masodik egyenl6tlenség pontosan akkor teljesiil, ha p < 0, vagy ha (p > 0és g < 0)
A harmadik egyenlGtlenség pontosan akkor teljesiil, hap > -2és0<p+¢g+ 1.

Az els6 egyenlStlenség-rendszer tehdt pontosan akkor teljesiil, ha ¢ > 0, és p < -2 esetén
p+q+1<0;valamint -2 < p < O esetén p + g + 1 < 0. Osszefoglalva: g(1 + p + ¢q) < 0.

A miasodik egyenl6tlenség-rendszer pontosan akkor teljesiil, hap > =2 és0 < p+¢+ 1, valamint
p > Oesetén g < 0 vagy p < O esetén g < 0. Osszefoglalva: g(1 + p + q) < 0.
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Haladok III. kategoria 2. (dontd) fordulo

Feladatok

1. Legyen adott az 1 < n € N¥, és definidljuk k € {2;...;n} esetén az ay, by € N* szdmokat a
kovetkezSképpen:

ay legyen az a legnagyobb pozitiv egész, hogy k% < n, mig
by legyen az a legnagyobb pozitiv egész, hogy b* < n.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor n-re teljesiil:

a+az+...+au_1+a,=br+b3+...+b,_1 +b, 7 pont

2. Adott n > 3 darab pont a sikon. Nincs kozoéttiik harom, amely egy egyenesre illeszkedne.
Vélasszunk ki az 0sszes lehetséges médon harom pontot az adott pontok koziil. Az igy kapott
haromszogek koziil a legnagyobb tertiletd tertiletét jeloljiik 7-vel, a legkisebb teriiletd teriiletét

T
t-vel. Tudjuk, hogy m < 2! Mely n értékekre valsulhat ez meg? 7 pont

3. Melyek azok a b > 1 pozitiv egész szamok, amelyekre barmely k pozitiv egész szdm esetén
van olyan n pozitiv egész, hogy az n* négyzetszam b-alapt szdmrendszerben felirt jegyeinek az
Osszege éppen k? 7 pont

Megoldasok és javitasi itmutato
1. Legyen adott az 1 < n € N¥, és definidljuk k € {2;...;n} esetén az ay, by € N* szdmokat a
kovetkezSképpen:
ay legyen az a legnagyobb pozitiv egész, hogy k“ < n, mig
by legyen az a legnagyobb pozitiv egész, hogy bi < n.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor n-re teljesiil:

aw+az+...+au_1+a,=br+by+...+b,_1 +b, 7 pont

Megoldas: Prébalkozzunk kicsi n-ekkel! n = 2,3, ..., 7-re teljesiil az 4llitas, ezen n-ek esetén
ay = by minden k-ra.

Az els6 nemtrividlis eset (n = 8) a kdvetkezd ay, by-kat adja: a; = 3 (mert 2% <8,de2* > 8);
a3:a4:a5:a6:a7:ag:1(32>8),

mig by = 2 (mert 2 < 8,de3? > 8); b3 = 2 (mert2® < 8,de3> > 8);by = bs = bg = by = by = 1
(24 > 8), innen

a+...+ag=3+1+1+1+1+1+1=2+2+1+1+1+1+1=by+...+bg

val6ban teljestil. 1 pont
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Innen teljes indukciét fogunk alkalmazni.
e (Bazis): Mint lattuk az allitas n < 8 esetén teljestil.

ee (Indukcids feltevés): Tegylik fel, hogy n-ig minden ndla nem nagyobb pozitiv (1-nél nagyobb)
egészre igaz az 4llitds (a késdbbi haszndlat miatt jeloljik ezen n esetén ay, bi-t a,x = ai;
bpx = by-val), azaz

Ana+ap3+ ...+ app-1+ann =bp2+byz+...+byp_1+byp.

e o o (Lényegi vizsgdlat): Vajon igaz marad-e az dllitds (n + 1)-re is, azaz (Gjra csak ,,dupla
indexelést” haszndlva) teljesiil-e

Ani12+Ane1 3+ .o+ Anil =1 + Aniln + At pel = D12+ D13+ .o+ byt a1 + byt + b1 pn?

Nyilvan ans1,p41 = bpsrper = 1, valamint ani1,n = dnm €8 bpsim = bym-

Maisfeldl vizsgédljuk meg, mikor teljesil api1m > anm, illetve mikor teljesiil b1 > byy!
Qnelm > anm akkor és csak akkor, ha n + 1 = m* valamely x € N* esetén, mig b1y > by
akkor és csak akkor, ha n + 1 = y valamely y € N* esetén. Azaz, ha (n + 1) nem teljes (1-nél
nagyobb kitev3s) hatvany, akkor az n-r6l (n+ 1)-re 1€pés soran a vizsgélt egyenlet mindkét oldalét
(an+1.n+1 = bys10+1 = 1 miatt) pontosan 1-gyel noveltiik, azaz az egyenldség megmarad.

36\ =
I
8
7
6 i
I
5 a2=55r
I
[\S)
4 o
I
\)
=4
3 SR o
I
) w614:2 as=2 ag=2
3
I
c'\87:1 a3(,=1
1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 36
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Masfeldl viszont, ha (n+1) teljes hatvany, példaul n+1 = m', akkor Anelm—Cnm = bpe11=bn1 =1,
azaz a bal oldalon minden olyan m indexhez, ahol noveliink a,, ,,-hez képest (pontosan 1-gyel)
egyértelmden hozzarendelhet§ a jobb oldalon egyetlen olyan / index, ahol szintén (pontosan
I-gyel) noveliink b, ;-hez képest (és természetesen, ha n + 1 tobbféleképpen is felirhato teljes
hatvanyként, akkor ez a parositds minden ilyen hatvdny-alakra kiilonb6z6 péarokat jelent).

Ezzel megvagyunk, hiszen ezek szerint ha (n+1) teljes hatvany, akkor is igaz, hogy ugyanannyival
noveltiik a bal oldalt, €s a jobb oldalt az indukcids feltevésben szerepld egyenls oldalakhoz képest.

Ezzel a teljes indukciés bizonyitdsi séma értelmében készen vagyunk, a bizonyitandd allitds
val6ban igaz.

Osszesen:

. Adott n > 3 darab pont a sikon. Nincs kozottiik hdrom, amely egy egyenesre illeszkedne.
Valasszunk ki az 0sszes lehetséges médon harom pontot az adott pontok koziil. Az igy kapott
haromszogek koziil a legnagyobb teriiletd teriiletét jeloljiik 7-vel, a legkisebb teriiletd teriiletét

T
t-vel. Tudjuk, hogy 7 < 2! Mely n értékekre valosulhat ez meg?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy n < 6. Ehhez indirekt tegyiik fel, hogy van 6 olyan pont, amelyre
teljestil a feltétel. Tekintsiink egy maximalis teriiletd haromszoget, csucsai legyenek A, B, C.

Az ABC haromszog belsejében nem lehet pont, mert akkor ezt a pontot A-val, B-vel, C-vel
0sszekotve harom olyan haromszoget kapunk, amelyek koziil valamelyiknek a teriilete legfeljebb
ABC teriiletének harmada.

Hiuzzunk parhuzamosokat mindhdrom csicson keresztiil a szemkozti oldallal, igy egy, az erede-
tihez hasonl6 haromszdget kapunk. Nem lehet pont, amely e haromszdgon kiviil van, mert ekkor
T-nél nagyobb teriiletet kapnéank.

E C p Huzzunk pdrhuzamosokat mind-
? DN egyik oldallal az oldalhoz tartoz6
N magassag felével a haromszoghoz
/ képest kifelé. Pontunk csak eze-
ken a parhuzamosokon tul lehet!
A B Az eddigieket 0sszefoglalva tijabb
pontok csak a sziirke haromszo-
gekben lehetnek.

Ha egy sziirke hdromszogben két
pontunk van, akkor ezeket a koze-
lebbi két csuccsal Osszekdtve egy olyan nem hurkolt négyszoget kapunk (pirossal), amelynek
tertilete kisebb, mint ABC teriilete. Ezt egy 4tloval két hdromszogre bontva, az egyik haromszog
teriilete legfeljebb a négyszog teriiletének fele, igy kisebb mint ABC teriiletének fele, ami nem
lehet.

Ha minden sziirke hdromszogbe egy pontunk esik, akkor azok egy z6ld szinnel jelolt haromszdget
alkotnak. Huzzuk be ennek egyik legnagyobb szogének csticsdbol indulé magassagat, ami biztos,
hogy a z6ld haromszogon beliil halad. Ezen magassdg hossza legalabb az ABC héaromszog

=
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megfeleld magassdga, az dbran m., hiszen ez a magassig athalad egy olyan sdvon, amelynek
sz€lessége m.

A z06ld magassdghoz tartozé oldal hossza legaldbb akkora, mint az ABC haromszog c oldala.
Egyszerre nem érhet§ el, hogy a z6ld magassag egyenld legyen m-vel és a zold oldal egyenld
legyen c-vel, ezért a zold haromszog teriilete nagyobb ABC teriileténél, ami ellentmondas.

C Ot pont esetén példdul egy szabélyos hdromszdg csticsai és
a két oldalra rajzolt két szabélyos haromszog oldalfelezé
pontjai megfeleldk, azaz n < 5.

A B
OSSZCSQH:

. Melyek azok a b > 1 pozitiv egész szamok, amelyekre barmely k pozitiv egész szam esetén
van olyan n pozitiv egész, hogy az n* négyzetszam b-alapt szdmrendszerben felirt jegyeinek az
Osszege éppen k?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy b = 2 jo, és csak ez a j6 (alapszam).
Kicsit kisérletezve bindris szimrendszerben a kovetkez§ latszodik:
en=2l-1=1=n=1=1, a jegyosszeg: 1.
en=22-1=3=n’
en=2%-1=7=n*=49 = 110001, a jegyosszeg: 3.
en=2%-1=15= n? =225 = 11100001, a jegyosszeg: 4.

=9 = 1001, a jegyOsszeg: 2.

Innen természetes a sejtés, hogy n=2%—1 szam négyzete bindrisan k jegydsszeget ad. Lassuk be!

=2k —1)2=2% 0.2k =% okl =
— (22](—1 +22k—2+.‘-+2k+2+2k+1 +2k+1) _2k+1 +1:22k—1 +22k—2+.‘.+2k+2+2k+1 +1 —

=11...100...001,
—_— —
k-1 k

ezzel megvagyunk, b = 2 j6 vélasztés.

Legyen most b > 3! (b = 3 a végén lesz elintézve.) Ismert, hogy b alapid szdmrendszerben a
(b — 1)-gyel oszthatésag pontosan akkor teljesiil, ha a szdm jegyeinek 0sszege oszthatd (b — 1)-
gyel (és ugyanez igaz arra, hogy mikor ad (b—1)-gyel osztvaegy szam 1, 2, . . ., b—2 maradékot.)
Vizsgiljuk a b-alapu szdmrendszerben a szdmokat, €s nézziik meg, hogy (mod b — 1) milyen
maradékot ad egy négyzetszam!

b
Egy n egész (mod b — 1) vizsgélva 0, +1,+2,..., + [5] maradékot adhat = n? igy kevesebb,

mint (b— 1) féle maradékot vehet fel, azaz n’

alapii szamrendszerben.

szamjegyeinek 0sszege nem lehet barmennyi b(> 3)
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(Ha példaul b = 4, akkor (mod 3) 0,1, -1 a lehetséges maradékok, és igy 0, 1,1 a négyzetes
maradékok, azaz nincs négyzetszam, ami 3k + 2-alaki < nincs négyzetszdm, ami 4-es szam-
rendszerben 2,5, 8, . . . jegyOsszegu.) 2 pont

Mir csak b = 3 van hétra. Azt mutatjuk meg, hogy b = 3 esetén nincs négyzetszam pontosan 3
jegyosszeggel.

Tegyiik fel, hogy van olyan négyzetszdm, aminek pontosan 3 a jegyOsszege 3-as szamrend-
szerben. Ekkor ez a szdm a kovetkezd haromféle alaku lehet: 2...1... vagy 1...2... vagy
1...1...1...,ahol a...-ok helyén néhany (esetleg O db) 0-s szdmjegy lehet.

Mindegyik esetet hasonléan intézziik el. Vegyiik a legkisebb olyan négyzetszamot, ami a hdrom
lehetséges alak koziil el6fordulhat. Egy ilyen négyzetszdm végén nem allhat két darab 0, mert
kiilonben 9-cel osztva djra csak ilyen alaki négyzetszdmot kapunk (szemben azzal, hogy a
szamunk a lehet§ legkisebb). Vagyis a lehetséges alakok:

2...1, 2...10, 1...2, 1...20, 1...1...1, 1...1...10.

Egy 3-mal oszthat6 négyzetszam 9-cel is oszthatd, azaz nem végz&dhet 1 darab O-ra, illetve egy
négyzetszam 3-mal osztva nem adhat 2 maradékot sem, a 6 potenciédlis alak koziil marad kettd:
2...1és1...1...1.

Haazalakn®=2...1=2-3"+1,akkor2-3" = n?> =1 = (n — 1)(n + 1). Ez nem lehet, mert
vagy4d | (n—1)(n+1),vagy2 ¢ (n—1)(n+1).

Hapedigazalakn®> =1...1...1=3""43" 41, akkor 3" 3 + ) =n’ =1 = (n— D)(n+ 1).
A bal oldal paros, tehat a jobb oldal is,azaz2 | (n—1) =8| (n—-1)(n+1) = 8 | 3h+1.

Ez viszont nem lehet, mert a 3’ hatvany 1 vagy 3 maradékot ad 8-cal osztva, 3l 41 pedig 2 vagy
4 maradékot ad 8-cal osztva. Azaz b 3 sem lehet!

Ezzel megvagyunk, a kérdéses szdmrendszer alapszdm valéban csak b = 2 lehet! 2 pont

Osszesen: 7 pont

Feladatok

. Anna matematika hazi feladatdra rafolyt a tinta. A lapon egy masodfoku egyenlet volt
x*+bx+c=0
alakban, de sajnos most csak a kdvetkezd latszodik:
X2+ x+...=0

az elséfoku és a konstans b, ¢ egyiitthatok ,,0sszetintdzodtak”. Az egyenletrdl a kovetkezdket
tudjuk:

* a két hidnyz6 b, c egyiitthatd egy-egy olyan egész szam, amelyek 0sszege 2018,
* az egyenlet megolddsai egész szamok.

Milyen szdmok lehettek a tintds b, c egyiitthatok? 7 pont
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2. Az ABCD derékszogl érintStrapéz alapjai AB és CD (AB > CD), az alapokra mer6leges
szar AD. A trapézba irt kor az AB alapot P-ben, a CD alapot R-ben érinti. A szdrakon 1évG
érintési pontokat 6sszekots szakasz a PR szakaszt M-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy A, M és
C egy egyenesbe esik!

3. Oldjuk meg a kovetkez$ egyenletet! (p; g pozitiv primek, mig a természetes szdm)

Pprd+ gt = d

4. Rajzoljunk a koordindta-rendszer origdja mint kozéppont koré 1, illetve 4 egység sugard koroket.

P

Tekintstik a két kor kozotti zart korgylrd tartomany pontjait. Mely pontokra lesz a kovetkezd
kifejezés értéke a legkisebb, illetve a legnagyobb?

fOsy) =x2+y* +xy

5. Egy 2018 %2018 egységnégyzetbdl dll6 négyzet alaku tdblazat néhdny (egységnégyzetnyi) mezs-
jének kdzéppontjat pirosra szinezziik. Legfeljebb hany kozéppont szinezhet§ ki, ha azt szeretnénk,
hogy ne legyen olyan derékszdgli haromszog a tdblazatunkban, amelynek csucsait a kozéppontok
kozil vélasztjuk és minden csucsa piros.

Haladok III. kategoria 1. fordul6

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Anna matematika hézi feladatdra rafolyt a tinta. A lapon egy masodfokud egyenlet volt
x> +bx+c=0
alakban, de sajnos most csak a kdvetkezd latszodik:
X2+, x+...=0

az elséfoka és a konstans b, ¢ egyiitthatok ,,0sszetintdzédtak”. Az egyenletrdl a kovetkezdket
tudjuk:

* a két hidnyzo b, c egyiitthatd egy-egy olyan egész szdm, amelyek 0sszege 2018,

* az egyenlet megolddsai egész szamok.

Milyen szdmok lehettek a tintds b, ¢ egyiitthatok?

Megoldas: Legyen az egyenlet két egész megoldédsa: x;, x;. A Viete-formuldk alapjan
b c

X1+x2=——=-b és X1 X2 =—=cC.
a a

Vonjuk ki a masodik formuldbdl az elsét:
X1 X2o—=—X1—x2=c+b=2018 = x1 - x2—x1 —x2+1=2019.
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Innen szorzatta alakitva:
(x1 = D(xp—-1)=2019 =3-673 (673 prim!)

Innen a lehetséges x| — 1, xo — 1 egész szdmparok (x; — 1 értékét valasztva a nagyobbnak):
(x1 = L;xo—1) — (2019;1); (673;3); (-2019;-1); (-673;-3),

igy innen: (x1; x2) — (2020;2); (674;4); (-2018;0); (-672; -2),

és végiil Gjra csak a Viete-formuldk alapjéan:

(b;c) = (—(x1 4+ x2); x1 - x2) — (=2022;4040); (—678;2696); (2018;0); (674;1344)

Vagyis ez a négy szampér lehetett a tintds szdmok helyén.

Osszesen:

Megjegyzés: Fogadjuk el j6 megolddsnak azt is, ha a versenyzd kizdrja a (2018;0) esetet arra
hivatkozva, hogy 0 elé nem frunk elgjelet.

. Az ABCD derékszogl érintStrapéz alapjai AB és CD (AB > CD), az alapokra merdleges
szar AD. A trapézba irt kor az AB alapot P-ben, a CD alapot R-ben érinti. A szdrakon 1év6
érintési pontokat 6sszekotd szakasz a PR szakaszt M-ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy A, M és
C egy egyenesbe esik!

Megoldas: A beirt koraz AD szdrat az E, a CB szdrat az F pontban érinti, a kor sugara legyen r.
Ekkor DR = DE = AE = AP =r,legyen CR = CF = x.

A trapéz szérai a beirt kor EF hurjanak két végpont-
jahoz huzott érintdk, igy e hurral egyenls szogeket
zarnak be. Legyen DEF < = CFE< = a.

Az A csucson dtmend, BC szarral parhuzamos egye-
nes és az EF egyenes metszéspontja legyen G.

Az AEG haromszog E-nél1évE szoge a DEF < cstcs-
szoge, ezért a-val egyenld.

Az AEG haromszog G-nél 1éve szoge és a CFE<
A r P g valtészogek, igy az AGE < is éppen a. Ezértaz AGE
haromszog egyenld szard, tehat AG = AE =r.

Nyilvan a PGA haromszog is egyenl$ szari, AG = AP = r. Az RFC hiromszog C-nél 1évs
szoge és a PG A haromszog A-nal 1év0 szoge valtoszogek, igy e két egyenld széru haromszog
hasonlé.

S6t, mivel a megfelel$ oldalaik parhuzamosak, ezért kozéppontosan hasonldk. E hasonlésagnal
R és P, illetve a G és F megfeleld pontok, igy az RP ¢és a GF egyenesek M metszéspontja
megadja a hasonldsdg centrumét.

Mivel A és C szintén megfelel§ pontok, az Sket 0sszekdtd AC egyenes is atmegy M-en, ezt
kellett belatni.

Osszesen:
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2 pont

1 pont
1 pont

2 pont
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7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
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3. Oldjuk meg a kovetkez§ egyenletet! (p; g pozitiv primek, mig a természetes szam)
P prt+ gt = d
Megoldas: Vizsgilédjunk (mod 4) szerint!

Ha p, g pératlan szamok, akkor p? = ¢* = 1 (mod 4) miatt a*> = 3 (mod 4) lenne, ami
lehetetlen. Vagyis valamelyik prim péros.

Legyen g = 2. Ekkor p? + p*¢* +¢* = a* — 5p* +4 = a* — 5p* = (a - 2)(a +2).

Mivel p pozitiv prim, a nemnegativ egész (a —2 < a + 2 miatt), a kdvetkezd lehetGségek vannak:
a-2=1,a+2=5p(=1+4=5)=p= 1 nem megoldas.

a-2=5a+2=p*(=9) = p =3 megolds.
a-2=p,a+2=5p=>4=(a+2)-(a—-2)=5p—-p=4p = p =1 nem megoldas.
a-2=p’a+2=5>a-2=5-4=1=p?= p=1nem megoldss.

Vagyis az egyenlet megoldésai: p =2; g =3ésp =3;q = 2.
Osszesen:

4. Rajzoljunk a koordindta-rendszer origdja mint kozéppont koré 1, illetve 4 egység sugard koroket.

P

Tekintstik a két kor kozotti zart korgylrd tartomany pontjait. Mely pontokra lesz a kovetkezd
kifejezés értéke a legkisebb, illetve a legnagyobb?

fOsy) =x2+y* +xy

Megoldas: A koordindta-rendszer P(x;y) pontjaira a feltétel szerint teljesiil, hogy
1 <x*+y?<16.

Ezenkiviil a geometriai és kvadratikus kdzepek 6sszehasonlitdsabdl tudjuk, hogy

X2 2

ty
<
eyl < —
. . X +y? o
Ha az els6 vagy harmadik negyedben vagyunk, akkor xy < , ha pedig a mésodik vagy
242
negyedik negyedben, akkor xy > Ly
Az egyenlGség x =y, illetve x = —y esetén all fenn.
Igy a maximilis értéket kapjuk, ha
2 + 2 3
flx;y) =x*+y* +xy £x2+y2+x 2y = §(x2+y2) = 24,
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7 pont

2 pont
2 pont

2 pont
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7 pont

7 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont



és a minimalis értéket, ha

xX“+y

2142 _

fOay) =x*+y? +xy > x (¥ +3) =3, I pont

ami x = vy, illetve x = —y esetén all fenn.

A legnagyobb értéket a legnagyobb sugari kor és az x = y egyenes metszeteként kapjuk:

M, (2\/5; 2\/5), illetve M> (—2\5; —2\/5).

Alegkisebb értéket pedig a legkisebb sugari kor és az x = —y egyenes metszeteként hatdrozhatjuk

1 | 1 1
meg: M; (—;——),illetve M, (——;—). 1 pont
V2. V2 V2 V2

Osszesen: 7 pont
. Egy 2018 %2018 egységnégyzetbdl 4116 négyzet alaku tablazat néhany (egységnégyzetnyi) mezo-

jének kdozéppontjat pirosra szinezziik. Legfeljebb hany kozéppont szinezhetd ki, ha azt szeretnénk,

hogy ne legyen olyan deré¢kszogl haromszog a tdbldzatunkban, amelynek csucsait a kozéppontok

koziil vélasztjuk és minden csicsa piros. 7 pont

Megoldas: Az elsd sor €s az elsS oszlop Osszes mezGjének (kivéve a metszet bal-fels6 mezdnek)
a kozéppontjdt pirosra szinezve nyilvdn nincs az dbrdban tiltott piros derékszogl haromszog.

Vagyis 2-2018 —2 = 4034 mez6 kivalaszthaté. (Altaldban n x n méret esetén 21 —2 a maximum.)
Egy helyes konstrukciéra: 2 pont

Megmutatjuk, hogy 4ltaldban 2n — 1 (vagyis most 4035) szinezett pont esetén mar van piros
derékszogli haromszog.

Csak olyan derékszogll haromszogeket fogunk vizsgalni, amelyek befogdi vizszintesek és flig-
gblegesek (még ilyenbdl is lesz piros)! Ezeket hivjuk standard haromszégeknek! 1 pont

Ennek igazoldséhoz teljes indukci6t hasznalunk.

I) A bazis-allitas: 2 x 2-es méretd tdblazatban kivalasztva (a 4 lehetséges pont koziil) 3 pontot
nyilvan van a tdblazatban piros derékszdgli haromszog.

IT) Indukcios feltevés: Tegyiik fel, hogy k X k méret tdblazat és 2k — 1 kivalasztott pont estén
mindig van piros standard derékszogl haromszog.

III): Ezek utdn legyen (k + 1) X (k + 1) méretd a tdblazat €s 2k + 1 kivalasztott piros pont!

Ha két sort megcseréliink vagy két oszlopot megcseréliink, az a piros standard haromszogek
szamat nem véltoztatja. 2 pont

Mivel a kivalasztott pontok szdma kevesebb, mint 2(k + 1) (azaz a sorok/oszlopok szdmanak
dupléja), ezért van olyan sor, és van olyan oszlop is, amelyben legfeljebb 1 pontot szineztiink be. 1 pont

Sor és oszlopcserékkel vigylink a legfelsd sorba €s a bal sz€lsG oszlopba egy-egy ilyen ,.kevés
pontos” (Osszesen legfeljebb 1+1 = 2 beszinezett pontos) sort/oszlopot. Ekkor a tdbldzat maradék
k X k-as részében tdl sok, legaldbb 2k — 1 szinezett pont van, ami az indukcids feltevés miatt azt
jelenti, hogy van tiltott (standard) haromszog.
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Ezzel az 4llitas bizonyitottuk, n X n méretd tablazatban 2n — 1 (vagyis most 4035) piros pont
esetén mar van piros derékszogd haromszog.

Vdlasz: vagyis legfeljebb 4034 piros pontot lehet kivalasztani.

Osszesen:

Megjegyzés: Indukci6 nélkiil is bebizonyithatd, hogy ha nincsen csupa piros csicspontd derék-
sz0gl haromszog (igy standard sincs) az n X n-es tablan, akkor legfeljebb 2n — 2 kézéppont lehet
pirosra szinezve.

Ha csak n piros kdzéppont van, akkor nyilvanvaldan igaz az allités.

Ha n-nél tobb piros kdzéppont van, akkor van olyan sor is €s oszlop is, amelyben két piros pont
is van, példdul az i-edik sor €s a j-edik oszlop.

Nem megy az 4ltalanossag rovasdra, ha a i-edik sort az elss (folsG) sornak €s a j-edik oszlopot
az utolso (jobb sz€ls6) oszlopnak vessziik.

Megallapithatjuk, hogy:

1. Az elsé sor utols6 oszlopédban 1évS kdzéppont nem lehet piros, ellenkezd esetben lenne piros
(standard) haromszog.

2. Az elsd sorban 1év6 piros négyzet-kozéppontok oszlopdban sem lehet tobb piros négyzet-
kozéppont, ellenkezs esetben lenne piros (standard) hdromszog.

3. Ugyanigy, az utolsé oszlopban 1évS piros négyzet-kozéppontok sordban sem lehet tovabbi
piros négyzet-kdzéppont.

Ezek utdn minden olyan sort, amelyben legalabb két piros kdzéppont van, ,,vetitslink™ az elsd
sorra, illetve minden olyan oszlopot, amelyben legaldbb két piros kdozéppont van, ,,vetitsiink™ az
utolso6 oszlopra.

A 2. megallapitds alapjan vilagos, hogy az elsé sor minden négyzet-kdzéppontjaba legfeljebb
egy piros pont eshet. illetve a 3. megéllapitds alapjan az utols6 oszlopban hasonldéan, minden
négyzet-kozéppontba legteljebb egy piros pont eshetett.

A tovabbi piros négyzet-kozéppontok egyediili pontok a sorukban/olszopukban, igy akér az els6
sorra, akar az utolsé oszlopra vetitjiik, ott olyan négyzet-kozéppontba esnek, amely még nem
piros.

Ebbdl kovetkezik, hogy a piros négyzet-kdzéppontok szama legfeljebb annyi, mint az elsé sorban
és az utols6 oszlopban (de nem mindkett6ben) taldlhaté négyzet-kézéppontok szdma, 2(n — 1).

Tehat legfeljebb 2n — 2 négyzet-kdzéppont lehetett piros.

A piros négyzet-kozéppontok szdma akkor nem éri el a (2n — 2)-t, azaz az els§ sor és utolsé
oszlop — kozos elem nélkiili — teljes kitoltését, ha van olyan oszlop/sor, amelyet mindkettdre
vetithettlink volna, azaz van olyan sor/olszop, amelyben csak egy kézéppont piros; tovdbba ha
tobb sort is vetitiink az els6 sorra (ekkor az utolsé oszlopban a soroknak megfeleld helyre nem
vetitlink pontot), vagy forditva, ha tobb oszlopot is vetitiink az utols6 oszlopra. Vagyis a 2n — 2
piros kézéppont csak a megoldasban ldtott konstrukcidhoz hasonlé elrendezéssel érhetd el.
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Haladok II. kategoria 3. (dontd) fordulo

Feladatok

1. Adjuk meg az Osszes a, b, ¢ pozitiv egész szamot, amelyekre teljesiil, hogy [a, b,c] = a+ b + c.
([a, b, c] az a, b, ¢ szamok legkisebb kdzos tobbszorosét jeloli.)

2. Az ABC hegyesszogli haromszog egy belsS pontja M, a magassagok a szokdsos jeloléssel my,,
my, m.. Bizonyitsd be, hogy

MA MB MC
+ + >

my mp me

2!

3. Legyen n tetszGleges pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy végtelen sok négyzetszam van, amely
el6all n darab paronként kiilonb6z6 kettShatvany Osszegeként (kettGhatvanyon kettdnek termé-
szetes szam kitevgjl hatvanyat értve)!

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Adjuk meg az 0sszes a, b, ¢ pozitiv egész szdmot, amelyekre teljesiil, hogy [a, b,c] = a + b+ c.
(La, b, c] az a, b, c szdmok legkisebb kdzos tobbszorosét jeloli.)

Megoldas: FeltehetS, hogy a < b < c. Ekkor a + b + ¢ < 3c, ezért mivel c tobbszorose, [a, b, c],

értéke 2c¢ vagy 3c lehet (c nem lehet, merta + b + ¢ > ¢).
a b 1

2c+2—c = E,azaz

1
eld kell éllitani az E-et két torzstort (1 szamlaléja tort) Osszegeként. Egyik torzstort nevezGje se

1. eset: |a, b,c] = 2c. Ekkor a|2¢, b|2c¢, a+ b = c. Az utébbit 2¢-vel osztva

1
lehet 2, mert akkor az 6sszegiik tobb, mint 5 Ha mindkét torzstort nevezdje legaldbb 4, akkor

1 1
Osszegiik legfeljebb 1 + 1- 7 egyenlGség csak akkor 4ll fenn, ha mindkettd T Ha viszont
a b

— = — = —, akkora = b = E, viszont ekkor [a, b, c] = ¢, azaz igy nem kapunk megoldast.
2c 2¢c 4 2 b 1 1

1
Ha pedig mondjuk (a €s b szimmetridja miatt) 4 o akkor = = ~ — = = —, tehat a mdsodik
2c 3 2c 2 3 6

lehet6ség ebben az esetben az, hogy a = =« és b = E. Mivel 2¢ oszthaté 3-mal is, ezért ¢
oszthat 6-tal. Legyen ¢ = 6k, igy a = 4k és b = 2k. Ez konnyen lathatéan jé megoldés, ha k
pozitiv egész.

2. eset: [a, b, c] = 3c. Ekkor tehat a | 3¢, b | 3¢, a + b = 2¢. Az el6z6 esethez hasonldan kapjuk,

b 2 2
hogy 3i + E it tehat most a g—ot kell torzstortek Osszegeként eldallitani. A tOrzstortek
c c
1 1 2
nevezdje legaldbb 3, mert a < ¢ és b < c¢. Ekkor viszont az dsszeglik legfeljebb 3 + 3= tehat
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1 b
csak az lehet, hogy mindkettd 3 Ekkor — = 2 = —, vagyis a = b = ¢, de ez nem j6 megoldas,
c

1

3¢ 3

mert ekkor a legkisebb kozos tobbszorosiik ¢, nem pedig 3c.

Osszefoglalva, az 6sszes megoldast gy kapjuk, hogy valasztunk egy k pozitiv egész szamot, és

vessziik a 2k, 4k, 6k szamokat valamilyen sorrendben.

Osszesen:

. Az ABC hegyesszogli haromszog egy belsd pontja M, a magassagok a szokdsos jeloléssel my,,

myp, m.. Bizonyitsd be, hogy

Megoldas:

MA MB MC
+ + >

Mg mp me

Igy

A Mc B
Ezért
MA > m, — xg, MB > my — xp, MC > m. — x.,
ahonnan
MA X MB X MC X
>1-24 Zs1-2 1- =<
mgy mgy mp mp me me
Osszeadva ezeket:
MA MB MC Xq Xp X
+ + >3- —+—+—
mg mpy me mg mp me
Itt
Xa Xp  Xe ax, bxp cx, ax, bxyp cXe ax, + bxp + cx,
—_— t— + — = + + = + + =
mg my me amg bmy cme  2Tapc  2Tapc  2Tapc 2T sBc

2!

Bocsassunk mer6legeseket M-bdl az a, b, ¢
oldalakra, és a keletkez8 merSleges szaka-
szokat jelolje rendre x,, xp, X.

Mivel ABC hegyesszogl, az A, B, C csi-
csokbdl a szemkozti oldalakhoz hizhatd me-
r6leges legfeljebb olyan hosszd, mint bar-
mely, a cstcsot az oldal valamely pontjdval
0sszekotd torottvonal hossza.

MA+x, > m,, MB+xp, > mp, MC+x,. > m,.
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Masrészt viszont ax, + bxp + cx. = 2Tepm + 2T acy + 2Tapy = 2T apc. 1 pont

Eszerint

MA MB MC 2T
L MB 23_(x_a+ﬁ+ﬁ):3_ﬂ:2, 1 pont
Mg mp me Ng np ne 2TABC

Osszesen: 7 pont

. Legyen n tetszlleges pozitiv egész szam. Igazoljuk, hogy végtelen sok négyzetszam van, amely
el6all n darab paronként kiilonb6zs kettShatvany Osszegeként (kettGhatvanyon kettdnek termé-

szetes szam kitevgjl hatvanyat értve)! 7 pont
Megoldis: Tekintsiik a kovetkezd osszeget: 20 + 21+ .. +2" =21 2 pont
Hatdrozzuk meg ennek négyzetét! (2’“rl — 1)2 =222 _om2 1 =22 (" — 1) + 1. 1 pont
Mivel 20 + 21 4+ 42771 = 2" — |, mindkét oldalt 2"*?-nel szorozva kideriil, hogy 2"*2(2" — 1)

n darab kiilonboz§ kettShatvany Gsszege. 1 pont
Ehhez 1-et hozzdadva kapjuk, hogy (2'“r1 - 1)2 (n + 1) darab kettShatvany 0sszege. 1 pont

Egy ilyen négyzetszdmot 2 paros kitevGjd hatvanydval szorozva djra négyzetszdmot kapunk,
amely elddll n + 1 kett6hatvany Osszegeként, azaz végtelen sok négyzetszam van, amely elGall

adott, de legaldbb két darab kettGhatvany Osszegeként. 1 pont
Kettének paros kitevGjl hatvanyait nézve kideriil, hogy végtelen sok kettShatvany van, amely

négyzetszam. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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