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Kezdok I-II. kategoéria, 1. fordulé

Feladatok

1. Melyik az a legkisebb természetes szdm, amelynek barmely két szomszédos jegye kiilon-
bodz6 és a szdmjegyek Osszege 20137

2. Egy 34 f6s osztdlyban ugyanannyi fid van, mint lany. Igaz-e, hogy ha leiilnek egy kerek
asztal koré, akkor minden esetben lesz olyan didk, akinek mindkét szomszédja lany?
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3. Az a, b pozitiv valdés szdmokra az a + b, a — b, ab és 3 kifejezések ért€ke novekvd sor-

rendben Melyik ez a két szdm?

42434

4. Az ABC héaromszdgben a B csticsndl 16v3 szog 60°-0s. Az A csiicshoz tartozé belsd
szogfelez6t a C' csucshoz tartozd belsd, illetve kiils6 szogfelezd rendre az E, illetve F' pont-
ban metszi. Mekkora az EC' és az F'E szakaszok hosszdnak aranya?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Melyik az a legkisebb természetes szdm, amelynek barmely két szomszédos jegye kiilon-
boz6 és a szamjegyek Osszege 20137

Megoldas. Barmely két szomszédos szdmjegy Osszegének a lehetd legnagyobbnak kell len-
nie, hogy a szdm a lehetd legkevesebb szdmjegybdl alljon.
Ez az 6sszeg — mivel két szomszédos szdmjegy kiilonbozé — 9 4+ 8 = 17.

2013 = 17 - 118 + 7, ezért a kérdezett legkisebb szdm legaldbb 2 - 118 + 1 = 237 jegyd, és
akkor a legkisebb, ha az els6 jegye a 7.

Ezért a kérdezett legkisebb szam: 78989 ...89, ami egy 237 jegyl szdm, az els6 szdmje-
gye 7, ezutan 118-szor 89 kovetkezik.

2. Egy 34 f6s osztidlyban ugyanannyi fid van, mint lany. Igaz-e, hogy ha leiilnek egy kerek
asztal koré, akkor minden esetben lesz olyan didk, akinek mindkét szomszédja lany?

Megoldas. Az osztilyban 17 fia és 17 lany van. Tegyiik fel, hogy létezik az osztdlynak
olyan leiiltetése, mely esetén nincs olyan didk, aki két lany kozott iil. Emiatt minden didknak

(6 pont)

(6 pont)

(6 pont)

(6 pont)

(6 pont)

(3 pont)

(3 pont)

(6 pont)



legalabb az egyik szomszédja fid. Tehat kozvetleniil egymas mellett legfeljebb két lany iilhet,
mig minden fid mellett legaldbb még egy fitnak iilnie kell.

Mivel 17 = 8-2+1, ezért a lanyok a kor alaku asztalt legaldbb 9 olyan ivre osztjdk, amelyek
mindegyikén legaldbb két fitinak kell iilnie. Ekkor viszont a fidk szdma legaldbb 18 kell,
hogy legyen, ami ellentmondds. Tehdt mindig lesz olyan didk, akinek mindkét szomszédja
l4ny.
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3. Az a, b pozitiv valés szdmokra az a + b, a — b, ab és 3 kifejezések értéke novekvd sor-

1 3 4
rendben —, —, — é

1713 S R Melyik ez a két szdm?

e . z 7 7 . .. I3 pd 7 7z z z a/ e
Megoldas. Mivel a négy érték kozott nincs negativ szam, ezért a > b, és igy, 3 > 1, tehat
a 4 a 7
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Ha a_ i, akkor Ll = 7. A marad6 harom tort koziil csak z : 1 =7, tehit a + b = z
b 3 g —b 4 4 4

Ezért, a =1, b = 7

Ha % = % akkor th = %, ami nem szerepel a maradé harom tort ardnyai kozott.

3
Ezért az egyetlen megoldds a =1, b = 1 és ezek kielégitik a feladat feltételeit.

4. Az ABC héaromszdgben a B csticsndl 16v8 szog 60°-0s. Az A csticshoz tartozé belsd
szogfelez6t a C' csucshoz tartozd belsd, illetve kiils6 szogfelezd rendre az E, illetve F' pont-
ban metszi. Mekkora az EC' és az F'E szakaszok hosszdnak aranya?

Megoldas. Készitsiink dbrdt!

(¢S

Mivel AFE belsé és CF kilsé szogfelez6, CAE< =

FCB« = aT—FB‘ Igy:

S
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AFCa=180°— = — =2 _ 4 =

Tudjuk, hogy 8 = 60°, ezért EFC< = 30°.
Az ugyanazon csuicshoz tartozé belsé és kiilsé szogfelezék

merdlegesek egymadsra, igy az EC'F haromszog félszabdlyos,
amibdl kovetkezik, hogy FC : FE =1:2.

(3 pont)

(3 pont)

(6 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(2 pont)

(6 pont)

(3 pont)

(3 pont)



Kezdok I-II. kategoria, I1. fordulé
Kezdok III. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. Oldja meg az aldbbi egyenletet a raciondlis szamok halmazan!

(x=1)-(z=2)-(z=3)-(x—4)=Q2zx—1)- 2z —2)- 2z —3) - 2z —4) (6 pont)

2. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelynek szomszédjai primszamok, €s a szim nem
oszthat6 6-tal? (6 pont)

3. Egy 3 hazasparbdl all6 6 f6s tarsasdg elhatarozza, hogy ugy tinneplik meg a karacsonyt,
hogy mindegyikiik megajdndékozza a tirsasdg egy masik tagjat. Ehhez mindenki felirja a ne-
vét egy céduldra, a céduldkat beleteszik egy kalapba majd mindenki hiz egy cédulat a ka-
lapbdl. A kihdzoénak azt a személyt kell megajandékoznia, akinek a neve a kihtzott céduldn
szerepel. A lehetséges esetek hdnyad részében fordul el8, hogy a 6 hizds sordan nem lesz
olyan személy, aki 6nmagdt vagy a hazastarsat hizza ki? (8 pont)

4. Az AD egységnyi hosszi szakasz mint 4tmérd f6lé rajzolt félkoriv egy pontja B, a BD {v
egy tovabbi pontja C, és jelolje F a BD és AC szakaszok metszéspontjat. Hatdrozza meg
az AE - AC + DB - DE Xkifejezés pontos értékét! (10 pont)

22013)

5. Melyik a legnagyobb n természetes szam, amelyre 5( — 1 oszthaté 2"-nel? (10 pont)

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldja meg az aldbbi egyenletet a raciondlis szimok halmazan!
(x—=1)-(z=2)-(z=3)-(z—4)=QR2x—1)-2x—2)- 2z —3) - (2z — 4) (6 pont)

Megoldas. (z—1)-(z—2)-(x—=3)-(z—4)=Q2z—-1)-2-(z—1)-2z—-3)-2-(x—2),
amib6l adédik, hogy z; = 1, illetve z, = 2 megoldasok. (2 pont)

Ha x # 1 és x # 2, akkor
(x=3)-(z—4)=QR2x—-1)-2-22x—-3) -2,

azaz
22— Tz + 12 = 162> — 322 + 12,



ezt az egyenletet rendezve:

0= 152> — 25z, azaz 0= z(3z —5),

5
amibdl x3 =0 és az x4 = 3 gyokoket kapjuk,

amik szintén megolddsok a megadott alaphalmazon.

Megjegyzés: Ha elvégzi a beszorzdsokat és rendez, akkor a
0 = 152" — 702° + 1052* — 50z

egyenletet kapja, amib8l 0 = z(32° — 14z” + 212 — 10), tehét az egyik gydk z; = 0.
A 0 =3z — 142 + 21z — 10 egyenlet megolddsa:

1) raciondlis gyoOkteszt alkalmazasdval vagy probdlgatiassal konnyen addédik példaul az
zp = 1 megoldas,

2) majd a masodfoki egyenlet megolddsaval vagy tovdbbi gyokteszttel a tobbi gyok iigyes
csoportositdssal példaul:

0=32" -3z — 11z? + 11z + 10z — 10 = 32*(x — 1) — llz(z — 1) + 10(z — 1) =
= (z—1)- (327 — 11z + 10),

és innen befejezhetd a megoldas.

2. Héany olyan pozitiv egész szam van, amelynek szomszédjai primszdmok, és a szdm nem
oszthat6 6-tal?

Megoldas. Mivel csak egyetlen paros primszdm van (a 2), ezért, ha egy szam mindkét
szomszédja primszam, akkor biztosan pdratlan primszdmokrél van sz, igy maga a szam
biztosan oszthaté 2-vel.

Harom egymadst kovetd szdm kozott mindig van 3-mal oszthatd.

1. eset: Az egyik primszdm oszthaté 3-mal, azaz az egyik primszdm a 3. Ekkor a hdrom
szdm csak a 3, 4 és 5 lehet. (Hiszen az 1 nem prim!)

2. eset: A kozéps6 szdm oszthaté 3-mal, ekkor azonban — mivel pdros — biztosan oszthatd
6-tal is.

Tehat egyetlen olyan pozitiv egész szdm van, amelynek szomszédjai primszamok, és § maga
nem oszthat6 6-tal: a 4.

3. Egy 3 hazasparbdl 4ll6 6 f6s tarsasag elhatdrozza, hogy tigy iinneplik meg a kardcsonyt,
hogy mindegyikiik megajdndékozza a tarsasdg egy mdsik tagjit. Ehhez mindenki felirja a ne-
vét egy céduldra, a céduldkat beleteszik egy kalapba majd mindenki hiz egy cédulat a ka-
lapbdl. A kihdzénak azt a személyt kell megajandékoznia, akinek a neve a kihizott céduldn
szerepel. A lehetséges esetek hanyad részében fordul eld, hogy a 6 hiizds sordn nem lesz
olyan személy, aki onmagat vagy a hazastarsat hizza ki?

(3 pont)
(1 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(3 pont)

(6 pont)

(1 pont)
(2 pont)

(1 pont)

(2 pont)

(8 pont)



Megoldas. Jeloljiik a személyeket 1-t6l 6-ig, a hdzasparok: 1-2, 3—4 és 5-6.
Ekkor az 6sszes lehetséges hiizdsok szdama: 6! = 720. (1 pont)

Ezek koziil a kedvezd hizdsok szdmédnak meghatdrozdsdhoz soroljuk fel az 6sszes lehetdsé-
get!

Az l-es személy nem hizhatja 6nmagat, illetve a 2-es személyt (hdzastdrsa), de hizhatja
a 3-as személyt. Az Osszes lehetséges hizds, amelyben a 3-as személyt hizza az aldbbi
tablazatbdl olvashaté ki (a tdblazat egy sora egy érvényes hizasnak felel meg):

Ki huz? 1 2 3 4 5 6

1. 3 4 5 6 1 2

2. 3 4 5 6 2 1

3. 3 4 6 5 1 2

4. 3 4 6 5 2 1

S. 3 5 1 6 2 4

6. 3 5 1 6 4 2

7. 3 5 2 6 1 4

8. 3 5 2 6 4 1

9. 3 5 6 1 2 4

10. 3 5 6 1 4 2

11. 3 5 6 2 1 4

12. 3 5 6 2 4 1

13. 3 6 1 5 2 4

14. 3 6 1 5 4 2

15. 3 6 2 5 1 4

16. 3 6 2 5 4 1

17. 3 6 5 1 2 4

18. 3 6 5 1 4 2

19. 3 6 5 2 1 4

20. 3 6 5 2 4 1
(5 pont)

Pont ugyanennyi lehetség adddik akkor is, ha az 1-es személy a 4-es, 5-0s vagy 6-os sze-
mélyt hizza, azaz a kedvezd hiuzasok szdma: 4 - 20 = 80. (1 pont)
Igy a lehetséges esetek é részében fordul eld, hogy a 6 hizds sordn nem lesz olyan személy,

aki 6nmagat vagy a hdzastarsat hizza ki? (1 pont)

A 20 ,alapesetre” adott 5 pont szétbonthatd. Aki 13-mat felir 1 pontot, aki 14-et vagy
15-6t felir 2 pontot, aki 16-ot vagy 17-et felir 3 pontot, aki 18-at vagy 19-et felir 4 pontot
kaphat.



4. Az AD egységnyi hosszu szakasz mint 4tmérG folé rajzolt félkoriv egy pontja B, a BD iv
egy tovabbi pontja C, és jelolje E a BD és AC szakaszok metszéspontjat. Hatirozza meg

az AE - AC + DB - DFE kifejezés pontos értékét!

Megoldas.
o Thalész tétele miatt ABD derékszogli haromszog,
B a Pitagorasz-tételt felirva
E AD? = AB + (EB + DE)?,
ahonnan
A D

AD? = AB>+ EB*+ DE*+2-EB - DE.

Mivel AEB is derékszogli hdromszog, ezért AB*> + EB* = AE?, ezenkiviil
EB = DB - DE,

igy
AD?* = AE* - DE* +2-DB - DE.
Hasonl6an kapjuk az AC'D és ECD derékszogli hairomszogekbdl, hogy

AD? = DE?> — AE* +2- AE - AC

Osszegezve az elébbi két egyenlséget adédik AD? = AE - AC + DB - DE, tehit

AE-AC+ DB -DE = 1.

(22013)

5. Melyik a legnagyobb n természetes szam, amelyre 5 — 1 oszthaté 2™-nel?

22013)

Megoldas. Alakitsuk szorzattd a 5( — 1 szamot!

Haszndljuk a két tag négyzetének kiilonbségére vonatkoz6 azonossiagot!
5CY 1 =50 1= (50T 1= (50T ) (54D 1),
Ennek ismételt alkalmazasaval:

5(22013) 1= (5(22012) + 1)(5(22011) + 1)(5(22010) + 1) o (52 + 1)(5 + 1)(5 — 1).

Mivel az 5 négyes maradéka 1, ezért barmely hatvdnydnak a négyes maradéka 1. Ezért
az 5™ + 1 (m € N) négyes maradéka 2, azaz néggyel nem oszthat6 paros szdm. Igy az els6
2013 darab tényezé mindegyike oszthaté 2-vel, de 4-gyel nem. Az utolsé tényezd pedig

4 =22, igy n lehetséges legnagyobb értéke 2015.

(10 pont)

(2 pont)

(3 pont)

(3 pont)

(2 pont)

(10 pont)

(2 pont)

(4 pont)

(4 pont)



Kezdok 1. kategoria, 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Hatarozza meg azokat az x, y, z valés szamokat, amelyek megolddsai az alabbi egyen-
letrendszernek!

v+ [y +{z} =34

[z] +{y} +2=45

{z}+y+[2] =53

([a] az a valdés szdm egészrészét jeloli, azaz azt a legnagyobb egész szdmot, amely nem
nagyobb, mint a. {a} az a valés szam tortrészét jeloli, azaz az a szamnak és a egészrészének
a kiilonbségét: {a} = a — [a].)

2. a) Adjon meg egy olyan kiilonb6z6 pozitiv egész szamokbdl all6 10 elemd halmazt,
amelyre teljesiil, hogy barmely 6 elemének Osszege nem oszthaté 6-tal!

b) Bizonyitsa be, hogy nem létezik olyan kiilonb6z6 pozitiv egész szamokbdl 4116 11 elemd
halmaz, amelyre teljesiil, hogy barmely 6 elemének 0sszege nem oszthatd 6-tal!

3. Adott az a oldalhosszisagi ABCDEFGHIJK sza-
balyos 11-sz6g. Legyen az AFE atlénak és a C'F’ atlonak
a metszéspontja M'!

Bizonyitsa be, hogy fenndll az AF = AM + a 6sszefiig-
gés!

Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Hatarozza meg azokat az x, y, z valés szamokat, amelyek megoldasai az alabbi egyen-
letrendszernek!

4yl +{z} =34

[z] +{y} +2=45

{z}+y+[2] =53
([a] az a valdés szdm egészrészét jeloli, azaz azt a legnagyobb egész szamot, amely nem

nagyobb, mint a. {a} az a valés szam tortrészét jeloli, azaz az a szamnak és a egészrészének
a kiilonbségét: {a} = a — [a].)



Megoldas. Osszeadva a 3 egyenletet: 2z + 2y + 22 = 13,2.
Amibdl: z +y + z = 6,6.

A kapott egyenletbdl rendre kivonva az eredeti egyenleteket:

{y} + 2] =32
{z} + [y] = 2,1 és
[z] + {2z} =13.

Figyelembe véve, hogy egy szdm egészrésze egész szdm, tortrésze pedig a [0; 1] interval-
lumba esd érték,
a kapott egyenletekbdl rendre

[z] =3 és {y} =02

[y] =2 és {x} = 0,1 és

[z] =1 és {z} =0,3.

Vagyis x = 1,1, y = 2,2 és z = 3,3 adddik.

A kapott értékeket ellendrizve azok megfelelnek a feladat feltételeinek.

2. a) Adjon meg egy olyan kiilonb6z6 pozitiv egész szamokbdl all6 10 elemd halmazt,
amelyre teljesiil, hogy barmely 6 elemének Osszege nem oszthaté 6-tal!

b) Bizonyitsa be, hogy nem létezik olyan kiilonb6z6 pozitiv egész szamokbdl all6 11 elemi
halmaz, amelyre teljesiil, hogy barmely 6 elemének 0sszege nem oszthatd 6-tal!

Megoldas. a) Legyen a halmaz elemeinek 6-tal valé osztdsi maradéka rendre 0, 0, 0, 0,
0,1, 1, 1, 1, 1! Ekkor, ha a kivalasztott 6 szam kozé k db (k =1,2,...,5) 6-tal osztva
1 maradékot ad6 szam keriil, akkor az 0sszeg is 6-tal osztva k maradékot fog adni.

Példaul a H = {6;12;18;24;30; 1;7;13;19;25} halmaz megfeleld.
b) A skatulyaelv értelmében harom kiilonb6zd pozitiv egész szam koziil mindig kivélaszthat6

kettd, amelynek paritdsa megegyezik, igy Osszegiik paros. Ezért 11 kiilonbozd pozitiv egész
szam koziil mindig kivélaszthaté 5 szampdr, amelyek tagjainak 6sszege paros.
Az igy kapott 5 (kételemii) Osszeg kozott vagy van hdrom, amelyek 3-mal osztva kiilonb6z6

maradékot adnak, vagy van harom, amelyek 3-mal osztva azonos maradékot adnak (skatu-
lyaelv). Ennek a hdrom 0sszegnek az 6sszege oszthaté 3-mal.

Mivel mindharom Osszeg paros, igy az 0sszegiik oszthat6 2-vel is, igy 2 - 3 = 6-tal is. Ezzel
a modszerrel taldltunk 6 szamot, amelyek 0sszege oszthatd 6-tal.

2 pont
1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont
1 pont

2 pont
1 pont

3 pont

3 pont

1 pont



3. Adott az a oldalhosszisagi ABCDEFGHIJK sza-
balyos 11-sz6g. Legyen az AFE atlénak és a C'F' atlénak
a metszéspontja M'!

Bizonyitsa be, hogy fenndll az AF = AM + a Osszefiig-
gés!

Be fogjuk bizonyitani, hogy KF = AM + a. Mivel
KF = AF (hiszen az F-en athalad6 szimmetriatengelyre
tikrozve AF-et K F'-et kapjuk), ezzel igazoltuk a feladat-
ban szerepld allitast.

KF || AE, hiszen mindkét 4tl6 merSleges a C-n dthalad6
szimmetriatengelyre.

Vegyiik fel az M P szakaszt gy, hogy parhuzamos le-
gyen az AK oldallal és P a K F' atléra illeszkedjen.

Az igy kapott M PK A négyszog paralelogramma, mi-
vel szemkozti oldalai parhuzamosak. Innen K P = AM
és MP = AK =a.

Igy ahhoz, hogy igazoljuk, hogy KF = KP + PF = AM + a, elég megmutatnunk, hogy
PF = a, azaz az M PF héaromszodg egyenlészard (M P = PF = a).

Ehhez rajzoljuk be a CT 4tlét. Az ICF< = KFC<, mivel a J-n athaladé szimmetriaten-
gelyre tiikkrozve az IC'F szoget, a K F'C' szoget kapjuk.

CI|| AK || MP, mivel mindegyik merGleges az F-en dthaladé szimmetriatengelyre.
PMF< = ICF<«, mivel egyallasu szogek.

Mindezek alapjan PM F< = KFC< = PFM<, azaz az M PF haromszog egyenl8szaru,
igy MP = PF = a. Ezzel éallitdsunkat igazoltuk.

Részpontok:

1 pont, ha bdrmilyen forméban jelzi, hogy a szabdlyos 11-szdgnek szimmetriatengelyei
az egyik cstcson €s a szemkozti oldal felezGpontjan 4thaladé egyenesek.

1 pont, ha észreveszi, hogy bizonyos atlék hosszisiga megegyezik.

1 pont, ha észreveszi, hogy bizonyos atlék parhuzamosak.

10

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont



Kezdok II. kategéria, 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Hany olyan tizjegy(i természetes szdm van, amelyben az 1, 2 és 3 szamjegyek mindegyike
legalabb kétszer szerepel és ezeken a szdmjegyeken kiviil mds szdmjegy nincs a szdmban?

2. Legyen A, B és C ebben a sorrendben egy egyenes harom pontja. Szerkessziikk meg az
egyenes azonos oldaldra az ABD és BC'E szabalyos haromszogeket. Bizonyitsuk be, hogy
ha az AFE egyenest tiikrozziik DC egyenesre, akkor a tiikkorkép dtmegy a B ponton!

3. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan p primszdmot, melyekre az
o+ 4 = pyt

egyenlet megoldhat6 az egész szdmok korében.

Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Hany olyan tizjegy( természetes szdm van, amelyben az 1, 2 és 3 szamjegyek mindegyike
legalabb kétszer szerepel €s ezeken a szdmjegyeken kiviil mas szdmjegy nincs a szdmban?

1. megoldas. Tekintsiik azokat a tizjegy( természetes szimokat, amelyek az 1, 2 és 3 szam-
jegyeken kiviil mas szdmjegyet nem tartalmaznak.
Ezek szdma: 3'0 =59049.

Jelolje ezek koziil S; azok szamat, amelyekben az ¢ legfeljebb egyszer szerepel (i = 1,2, 3)
és S;.; azok szamadt, amelyekben az 7 és a j is legfeljebb egyszer szerepel (7;j = 1,2,3 és
P 7 J).

A szémjegyek hasonl6 szerepe miatt: S} = 5> = S3 és Sio = 51,3 = Sa3.

S; =10-2° 4+ 2'9 = 6144, mert ekkor az 1-es egyszer vagy egyszer sem fordul el6 a szdm-
ban.

Si2=14+10+10+90 = 111, mert ekkor sem az 1-es, sem a 2-es nem fordul el6 vagy
az 1l-es egyszer és a 2-es nem fordul el6 vagy a 2-es egyszer és az 1-es nem fordul el
vagy az l-es és a 2-es is egyszer fordul el a szamban.

fgy a logikai szita-formula alapjdn a kérdezett szdmok szdma:

59049 —3-6144 +3 - 111 = 40 950.

2. megoldas(vazlat). Az el6forduld 1, 2 és 3 szamjegyek gyakorisdga szerint négy eset lehet:
6-2-2,5-3-2,4-4-26s4-3-3.
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Ha az egyik szdmjegy hatszor, a masik ketté kétszer fordul eld, akkor a hatszor el6forduld
szdmjegy harom-féle lehet, és ha ez pl. az 1-es, akkor azon tizjegy( szdmok szdma, amelyek-
ben 6 db 1-es, 2 db 2-es és 2-db 3-as szerepel pl. az ismétléses permuticié képlete szerint:

10! ,
a2l 1260. Igy 3 - 1260 = 3780 szdmot kapunk. 2 pont
A tobbi esetben rendre 15120, 9450 és 12 600 szamot kapunk. 2-2-2 pont
Tehat a kérdezett szdmok szdma: 3780 + 15 120 4 9450 + 12 600 = 40 950. 1 pont
2. Legyen A, B és C ebben a sorrendben egy egyenes harom pontja. Szerkesszilk meg az
egyenes azonos oldaldra az ABD és BC'E szabdlyos haromszogeket. Bizonyitsuk be, hogy
ha az AFE egyenest tiikrozziik DC egyenesre, akkor a tiikkorkép dtmegy a B ponton!
Megoldas. Készitsiink dbrat!
Mivel az ABD és BCFE haromszog szabdlyos, ezért a D pontot, illetve a C' pontot egy
B kozépponti 60°-os forgatés viszi az A, illetve E pontba. 2 pont
Tehét ezzel a forgatdssal a DC' egyenes dtvihet az AE egyenesbe. Igy a két egyenes 60°-os
szoget z4r be egymadssal. 2 pont
Emiatt elég azt belatni, hogy BF, ahol F' a két egyenes metszéspontja, felezi a C'FA
szdget. 1 pont
Mivel F' pont rajta van a DC' egyenesen, igy a B kozéppontd 60°-os forgatassal keletkezd
képe, ami F’, rajta van AE-n. 2 pont
Igy az F'BF hiromszog szabilyos, amibdl kivetkezik, hogy BFF'< = 60°. 2 pont
Tehat BF felezi a CF A szoget, igy a BE egyenes lesz az AE egyenes C'D egyenesre
vonatkoz¢ tiikorképe. 1 pont

3. Hatdrozzuk meg az 0sszes olyan p primszdmot, melyekre az
o+ 4 = pyt
egyenlet megoldhaté az egész szdmok korében.

Megoldas. p =2 esetén py* pdros szam, igy sziikségképpen x is az. Ekkor az egyenlet
baloldala 4-gyel oszthatd, ezért y-nak is parosnak kell lennie. Ha = €s y is paros szam, akkor
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16 | z* és 16 | y*, ami azt jelentené, hogy az egyenlet baloldala 16-tal osztva 4 maradékot
adna, mig a jobboldal 16-tal oszthaté lenne, vagyis az egyenl6ség nem allhatna fenn.

Ha p pératlan primszam, akkor x és y kiilonbozd paritdsa esetén az egyenlet két oldaldn
is kiillonbozé paritdsi szam éllna, vagyis ez az eset nem valdsulhat meg. Ha « és y is pa-
ros lenne, akkor a kordbbiak szerint a 16-tal valé osztdsi maradékok nem egyeznének meg
az egyenlet két oldaldn szerepld kifejezéseknél. Igy a megoldhatésdg sziikséges feltétele,
hogy p, x és y egyardnt pdratlan szdm legyen.

Irjuk fel az egyenletet az alabbi formédban:
ot 4+ 4a? + 4 — 4a” = pyt,
(a +2)" = (22) = py’",

(x2 —2x+2) (x2 +2:1:+2) = py’.

A tovédbbiakban meg fogjuk mutatni, hogy az egyenldség bal oldaldn szerepl6 szorzéténye-
z0k legnagyobb pozitiv kozos osztéja 1.

Had |z’ +2x+2ésd|2*—2z+2 (d € N), akkor d | (2* +2z+2) — (2° — 2z +2) = 4z.

Mivel a vizsgalt tényez0k paratlan = esetén paratlan szamok, ezért d is az, ami azt jelenti,
hogy d | x. Bzt kihaszndlva d | 2* +2z és d | (2> +22+2) — (2* +2z) = 2. Mivel d pératlan
szam, ezért d valoban csak 1 lehet.

Felhasznilva, hogy 2° — 2x + 2 és x> + 2z + 2 legnagyobb kozos osztdja 1, két esetet vizs-
galhatunk:

1. eset: Léteznek olyan a, b természetes szamok, melyekre (a;b) = 1 és
2} =2 +2=a" és ax*+2x+2=pb*

Ekkor
(@—12+1=(a®? 6 (x+1)>+1=pb".

Mivel az (a2)2 és (z — 1)* négyzetszamok kiilonbsége 1, ezért a* = 1 és (z — 1)* = 0, ami-
bdl a =1 és x = 1. Ezen értékeket a masik egyenletbe helyettesitve b = 1 és p = 5.

2. eset: Léteznek olyan ¢, d természetes szamok, melyekre (c;d) = 1 és
2 —2x+2=pct é 2*+20+2=d"

Ekkor
(z—17+1=pc é (z+1)7+1= (dZ)z.

Mivel a (dz)2 és (z + 1)* négyzetszdmok kiilonbsége 1, ezért d* = 1 és (z + 1)* = 0, ami-
b8l d =1 és x = —1. Ezen értékeket a masik egyenletbe helyettesitve ¢ =1 és p = 5.
Eredményeinket 6sszefoglalva megallapithatjuk, hogy az egyenlet a feltételeknek megfele-

16en csak p = 5 esetén oldhaté meg. Ekkor az egyenlet x, y-ra ad6dé megolddsai az (1;1),
(I;—1), (=1;1) és (—1;—1) szampdrok.
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Kezdok III. kategoria, 2. (donto6) fordulé

Feladatok

1. Legyen P az ABC szabdlyos haromszog
egy belsd pontja, D, E, F' pontok pedig a P-bdl
a BC, CA és AB oldalakra allitott merSlegesek
talppontjai.

Bizonyitsuk be, hogy a PAF, PBD, PCE, illetve
PAE, PBF, PCD haromszogek beirt koreinek
sugarait 0sszegezve ugyanazt az értéket kapjuk.

2. Mely n = 3 egész szamok esetén 1étezik n darab paronként kiilonbozd pozitiv egész szdm
ugy, hogy mindegyik osztéja a tobbi 6sszegének?

3. Az 1,2,...,2015 szamok koziil legfeljebb hanyat lehet tigy kivélasztani, hogy a kiva-
lasztottak koziil semelyik két kiilonbozonek az dsszege nincs a kivalasztottak kozott? Adjuk
meg az 0sszes olyan kivdlasztast, amellyel a lehet6 legtobb szdmot kivalaszthatjuk.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Legyen P az ABC szabdlyos hiaromszog
egy bels6 pontja, D, E, I’ pontok pedig a P-bdl
a BC, CA és AB oldalakra allitott merSlegesek
talppontjai.

Bizonyitsuk be, hogy a PAF, PBD, PCE, illetve
PAE, PBF, PCD haromszogek beirt koreinek
sugarait 0sszegezve ugyanazt az értéket kapjuk.

14



Megoldas. Haszndljuk fel az alabbi lemmat:
Az XY Z derékszogii hdromszogben, ha a ZXY << =90° akkor a beirt kir sugara

1
r= E(y + 2z —x), ahol z, y, z jeloli a hdromszog megfeleld oldalainak hosszdt.

A lemma igazoldsa:

Ha X', Y’', Z' jeloli az érintési pontokat, akkor felhaszndlva, hogy egy kiilsd pontbdl a kor-
hoz hizott érintdszakaszok egyenld hossziak

YZ=YX'+X'Z=YZ'+2Y'=XY -XZ'+7ZX - XY'.

7 y—r Tehat
y—r X r=z—-r+ty-—r,
vl O amibdl X
. ST,
o D 2
X r Z e Y

A lemma alapjan a feladat éllitdsdnak igazoldsdhoz elegendd beldtni, hogy

! [((AF + FP— PA)+ (BD + DP — PB) + (CE + EP — PC)] =

[((BF + FP - PB)+ (CD+ DP — PC) + (AE + EP — PA)|,

= N

ami ekvivalens az AF + BD + CE = AE + BF + CD egyenlséggel.

Huizzunk parhuzamosokat a P ponton keresztiil az ABC' haromszog oldalaival. A BC, C'A,
AB oldalakon keletkez6 metszéspontokat jeloljiikk az abra szerint Dy, D,, Fy, E», Fy, ;-
vel. A keletkez6 DD, P, F\E, P, F| F, P haromszogek szabalyosak lesznek, mivel szogeik
egyallasiak az ABC' hiromszog szogeivel.

Az AF1D,C, BDE,A, CE,F,B szimmetrikus trapézok szarainak egyenlOségét felhasz-
nalva:

(1) AF, = CD,,
() BD, = AFE,,
3) CE, = BF,.

Mivel a szabdlyos haromszog magassaga felezi
a hozza tartozé oldalt, ezért

4) FF = FF,
%) DD = D,D,
A F F ) B (6) E]E = EzE
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A 6 szamozott 0sszefiiggés megfeleld oldalait 6sszeadva:

AF\+ FIF+BD +D/D+CFE\+ E\E=AFE, + EbE+ BF, + FobF +CDy + D)2D,
AF+BD+CE=AF+ BF +CD

Ezzel az allitast igazoltuk.

2. Mely n = 3 egész szamok esetén 1étezik n darab paronként kiilonbozd pozitiv egész szam
ugy, hogy mindegyik osztéja a tobbi Osszegének?

Megoldas. Legyenek ezek a szdmok aq,as, . .., a,. Az oszthatdsagi feltétel pontosan akkor
teljesiil, ha mindegyikiik osztéja S = a; + a; + ... + a,-nek, vagyis ha minden 1 <7 < n
esetén létezik olyan k; pozitiv egész szdm, hogy S = k;a;, azaz a; = S/k;.

Mivel S éppen az a; szamok Osszege, ezért > 1/k; =1, 1 £ i < n. Ezért el6szor olyan k;
paronként kiilonbozd pozitiv egész szamokat keresiink, melyek reciprokdsszege 1.

Beldtjuk, hogy ilyenek minden n = 3 esetén léteznek. Ha n = 3, akkor k; =2, ky = 3,
k3 = 6 megfelel6 valasztas.

Ha pedig valamely n = 3-ra mar sikeriilt megadni n darab paronként kiilonb6z6 pozitiv
egész szdmot, melyek reciprokosszege 1, akkor koziiliik a legnagyobbat (ezt jeloljiikk y-nal)
elhagyva, és y + 1-et, valamint y(y + 1)-et bevéve n + 1 pdaronként kiilonbozd pozitiv egész
szdmot kapunk, amelyek reciprokdsszege szintén 1, hiszen 1/y = 1/(y+1)+1/[y(y + 1)].
Innen indukcidval kovetkezik az 4llitas.

Tegyiik fel tehdt, hogy taldltunk mar olyan ki, k;, . .., k, paronként kiilonb6z6 pozitiv egész
szamokat, melyek reciprokosszege 1. Legyen K a ki, ks,..., Lk, szdmok legkisebb kdzos
tobbszorose. Ekkor a; = K /k; szamok (1 < i < K) olyan péronként kiilonb6z6 pozitiv egé-
szek, amelyek Osszege K, és minden i-re teljesiil, hogy a; | K. Beldttuk, hogy minden
n 2 3-ra léteznek ilyen szdmok.

Megjegyzés: A k; szamokra egy maésik lehetséges konstrukcié: k; =2, k, =22, ...,
kpo =2""2 kp_1 =3-2"3 k, =3-2""2 Ezzel a vilasztissal K =3-2"72, és igy az
ar=3-2"3a,=3-2""% ..., anr =3, an_1 =2, a, = 1 megoldds adddik.

(Aki barmilyen médon minden n = 3-ra megad egy helyes konstrukcidt, az 3 pontot kap,

z 22z

a fennmaradé 7 pont a konstrukcié helyességének igazoldsdért jar.)

3. Az 1,2,...,2015 szamok koziil legfeljebb hanyat lehet tgy kivélasztani, hogy a kiva-
lasztottak koziil semelyik két kiilonbozének az 6sszege nincs a kivalasztottak kozott? Adjuk
meg az 0sszes olyan kivélasztast, amellyel a lehetd legtobb szdmot kivalaszthatjuk.

Megoldas. ElGszor bebizonyitjuk, hogy 1009 darab szdmot nem lehet kivalasztani. Legyen
ugyanis a legnagyobb kivalasztott szam x. Ha = pdratlan, akkor az x-nél kisebb szamokat
parokba rendezzik: (1,z — 1), (2,2 —2), ..., (/2 —1/2,2/2+ 1/2). Vildgos, hogy min-
den parbodl legfeljebb egy szdm vélaszthat6 ki, hiszen az egy parban levdk kiilonboznek, és
az Osszegilk x. Mivel sszesen x/2-nél kevesebb pdr van, az x-szel egyiitt a kivélaszthat6
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szamok szdma kisebb, mint z/2 + 1 < 1009 (hiszen x legfeljebb 2015). Ha pedig x pdros,
akkor legyenek a parok (1,z—1), (2,2 —2), ..., (z/2—1,2/2+1). Ismét egy parbodl legfel-
jebb egy szam vdlaszthatd, a parok szdma legfeljebb x/2 — 1, az x/2-vel és az x-szel egyiitt
is a kivalaszthat6 szdamok szdma legfeljebb /2 + 1 < 1009 (hiszen = legfeljebb 2014).

(Pontozds: 1 pont annak bizonyitdsara, hogy 1009 szdmot nem lehet kivélasztani.)

Masodik 1épésként példakkal megmutatjuk, hogy 1008 szam viszont kivalaszthatd. Négy pél-
dank:

1.az 6sszes pdratlan szdm: 1, 3, 5, ..., 2015: ez jo, hiszen két pdratlan szdm Osszege
paros;

2.a lehet8 legnagyobbak: 1008, 1009, 1010, ..., 2015: ez jo, hiszen a két legkisebb 6sz-
szege is nagyobb, mint a legnagyobb;

3. az el6z6 moédositdsa (az 1008-at 1007-re cseréljikk): 1007, 1009, 1010, 1011, ..., 2015:
ez jO, hiszen a két legkisebb Gsszege is nagyobb, mint a legnagyobb;

4.a 2. eltoltja: 1007, 1008, 1009, ..., 2014: ez j6, mert a két legkisebb Osszege is nagyobb,
mint a legnagyobb.

(Pontozds: 1 pont, ha valamelyik példat megadja, és megindokolja, az miért jo.)

Ezzel a feladat els6 részét megoldottuk: 1008 szdm kivélaszthaté a megadott feltétellel, tobb
nem.

A feladat méasodik részét igy oldjuk meg, hogy bebizonyitjuk, pontosan csak a négy meg-
adott konstrukci6 1étezik 1008 szdm kivélasztdsara.

(Pontozds: 1 pont, ha megsejti, hogy csak ez a négy a j6.)

Tegyiik fel, hogy kivalasztottunk 1008 szamot a feltételnek megfeleléen. Eloszor belatjuk,
hogy a legnagyobb szam legaldbb 2014. Legyen ugyanis indirekten a legnagyobb szdm
x < 2014. Ha x pdratlan, akkor az (1,z — 1), (2,2 —2), ..., (/2 —1/2,2/2+ 1/2) pé-
rok mindegyikébdl legfeljebb egy lehet a kivalasztottak kozott. Az x-szel egyiitt ez kevesebb,
mint z/2 + 1, ami kevesebb, mint 1008, ha = < 2014. Ha pedig « paros, akkor az (1,2 — 1),
(2,x—2), ..., (x/2—1,2/2 + 1) parok mindegyikébsl legfeljebb egy lehet a kivalasztot-
tak kozott. Az x/2-vel és az x-szel egyiitt ez legfeljebb /2 + 1, ami kevesebb, mint 1008,
ha x < 2014. Ezzel ellentmond4sra jutottunk, belattuk tehat, hogy a legnagyobb kivalasztott
szam legaldbb 2014.

(Pontozds: 1 pont annak bizonyitasara, hogy a legnagyobb kivalasztott szam legaldbb 2014.)

Ha a legnagyobb kivélasztott szdm a 2014, akkor a néla kisebb szdmokat rendezziik parokba:
(1,2013), (2,2012), ..., (1006, 1008), és kimaradt az 1007. Mivel egy parbdl csak egy szdm
védlaszthat6 (egy pdrban az Osszeg 2014), és 1006 darab parunk van, a kivélasztott szdmok
kozott van az 1007, valamint minden parbdl pontosan egy szam. Most belatjuk, hogy minden
parbdl a nagyobb szamot kellett kivdlasztani. Legyen ugyanis indirekten y < 1007 egy kiva-
lasztott szdm. Ekkor y + 1007 nincs kivdlasztva (hiszen két kiilénb6z6 kivélasztott szam, y és
1007 osszege). Ekkor annak parja, 2014 — (1007 4+ y) = 1007 — y ki van vdlasztva. Ez azon-
ban ellentmond4s, hiszen y és 1007 — y 6sszege 1007, és ez mindhdrom kivalasztott szdm,
tovabbd y és 1007 — y kiilonboznek, hiszen y egész. Az ellentmondas tehat azt adja, hogy
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minden parbdl a nagyobb szdmot valasztottuk, igy a kivalasztott szamok éppen a 4. konst-
rukciét adjak.

(Pontozds: 2 pont annak bizonyitdsdra, hogy ha a legnagyobb szdm a 2014, akkor egyediil
a 4. konstrukci6 j6.)

Mostantdl feltessziik, hogy a legnagyobb kivalasztott szdm a 2015. A néla kisebb szdmokat
osszuk parokba: (1,2014), (2,2013), ..., (1007, 1008). Vilagos, hogy minden parbél pon-
tosan egy szdmot vdlasztottunk ki.

El6szor nézziik azt az esetet, amikor kivalasztottuk az 1-et. Ebben az esetben a 2014-et nem
valasztottuk ki. Beldtjuk, hogy a 2-t nem valaszthattuk ki. Ha ugyanis kivalasztottuk volna,
akkor a 2-nél nagyobb szdmokat osszuk harmasokba: (3,4,5), (6,7,8), ...,
(2013,2014,2015). Vilagos, hogy semelyik harmasb6l nem vélaszthattunk ki egynél tobb
szdmot: ha mar kett6t vélasztandnk, akkor azok kiillonbsége 1 vagy 2 lenne, ahonnan &t-
rendezve kapnank két kiilonboz6 kivalasztott szamot, melyek Osszege szintén kivalasztott.
A harmasok szdma 2013/3 = 671, még az 1-gyel és a 2-vel is joval 1008 alatt maradunk.
Tehat a 2-t nem valaszthattuk ki. Ekkor a parjat, a 2013-at kivalasztottuk. Ekkor a 2012-t
nem (1+2012 = 2013). Ekkor annak parjat, a 3-at igen. Ekkor a 4-et nem (1+ 3 = 4). Ekkor
annak parjat, a 2011-et igen. Es igy tovabb, végiil minden paratlan szdmot kivalasztottunk,
ez éppen az 1. konstrukciot adja. (Ez teljesen rendben van, de ha valaki formalisan akarja
az indukcidt, akkor: ha egy 1-nél nagyobb, 2013-ndl kisebb z paratlan szdmot kivalasztot-
tunk, akkor a ndla eggyel nagyobb parosat (z 4+ 1) nem, ekkor annak parjat (2015 — z — 1)
igen, az annal eggyel kisebbet (2015 — z — 2) nem, ekkor annak parjit (z +2) igen. Es az in-
dukcié a 3-rdl indithatd.)

(Pontozds: 2 pont annak bizonyitidsdra, hogy ha az 1-et kivélasztottuk, akkor az egyediili
helyes konstrukcié az 1. konstrukcid.)

A tovédbbiakban tehat feltehetd, hogy a 2015 mellett a 2014-et is kivélasztottuk, az 1-et pe-
dig nem. Tekintsiik a kovetkezd sorozatot: 2013, 2, 2012, 3, 2011, 4, 2010, 5, 2009, 6, ...,
1010, 1005, 1009, 1006, 1008, 1007. Ez a sorozat 2012 tagd, és 1006 kivalasztott szdm van
benne. Vilagos, hogy nem lehet két szomszédos tagja kivalasztva, hiszen azok osszege 2015
vagy 2014. Osszuk a sorozatot a kovetkezd médon parokba: (2013,2), (2012,3), (2011,4),
(2010,5), (2009,6), ..., (1010, 1005), (1009, 1006), (1008, 1007). Minden parbél ponto-
san egy tag van kivdlasztva. Ha egy parbdl az els6 tagot vélasztottuk, akkor az 6t megel6z6
parb6l nem lehetett a masodik tagot (az Osszegiik 2014 lenne), tehdt a megel6z8 parbodl is
az elsd tagot valasztottuk. Ugyanigy, ha egy parbdl a mésodik tagot vélasztottuk, akkor a ko-
vetkezd parbdl nem valaszthattuk az elsé tagot, tehdt a masodikat kellett. Osszességében:
(balrdl jobbra haladva a parokon) valameddig az elsd tagot vélasztottuk, utdna pedig a ma-
sodik tagot. Az els6 parbdl biztosan az elsd tagot valasztottuk, hiszen ha nem, akkor min-
denhonnan a masodik tagot kellett, de ez nem lehet, példaul 2 + 3 = 5 miatt. Ekkor azon-
ban mar az utolsé két parbdl sem vdlaszthattuk a mdsodik tagot, hiszen 2013 = 1006 + 1007.
Tehat kétféleképpen valaszthattunk: vagy mindenhonnan az elsé tagot (2. konstrukcid), vagy
az utolsé kivételével mindenhonnan az elsé tagot, az utolsébdl a masodik tagot (3. konst-
rukcio).

(Pontozds: 2 pont annak bizonyitdsdra, hogy ha a 2014 és a 2015 is kivalasztasra keriilt,
akkor csak a 2. és a 3. konstrukcié 1étezik.)
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Pontozds 0Osszefoglalva: A feladat masodik része lényegesen nehezebb, ezért a pontozis
2 (1. rész) + 8 (2. rész). Az els6 részben 1-1 pontot ér a kérdezett mennyiségre adott felsd
becslés (akarmilyen helyes bizonyitdssal) és az alsé becslés (akdrmelyik helyes konstruk-
ciéval). A feladat 2. részében 1 pont jir a végeredmény megsejtésére (6nmagidban a négy
konstrukciéra nem, csak ha valahol kideriil, hogy ezeket véli az 0sszes lehetségesnek). Jar
1 pont arra, ha a belatja, hogy az els6 2013 szam ko6zo6tt nincs 1008 megfelels. Innen a fel-
adat hdrom kiilonboz6 szdlra vezet, mindegyiknek az elvarrdsdért 2—2 pont jar. Természete-
sen mindenhol jar a pont egyenértékli részeredményekre.

Haladok - I. kategoria, elso (iskolai) fordulé

Feladatok

1.Ha A=1111111111és B = 111111, akkor mennyi A és B legnagyobb kozos osztdja?

2. Mennyi az f(x) = ‘xz — :):| + ‘:pz + 3z + 2‘ fiiggvény legnagyobb és legkisebb értéke
31
a [—2; 2} zart intervallumon? Mely helyeken veszi fel ezeket az értékeket?

3. Mekkora a szinezett részek teriileteinek Osszege, ha a kis kordk sugara r?

4. Legyen A = 2_1\/§’ B = (\@— \/2\/5)(\/ 2\54—\@), C=+7-4V3. Bizonyitsuk

be, hogy a K = \/ (A+ B —C) - n+ 2 kifejezés értéke minden n természetes szdm esetén
irraciondlis!

5. Egy kocka csicsait megeimkézziik az 1,2, ..., 8 szdmokkal (minden cimkét pontosan egy
csdcsra frunk fel). A kocka egy lapjdnak értéke: a lapot hatdrold csiicsokon 1évé szamok
Osszege.

Legfeljebb mekkora lehet egy kocka legkisebb értékii lapjanak értéke?
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Megoldasok és javitasi atmutato

1.Ha A=1111111111és B = 111111, akkor mennyi A és B legnagyobb k6z6s osztdja?

Megoldas. Felhasznaljuk, hogy két szam legnagyobb kozos osztdja a két szam kiilonbségét
is osztja: d = (A; B) = d | A— B = 1111000000.

Mivel A és B paratlan, tovabba egyik sem oszthat 5-tel, ezért a legnagyobb kozds osztd

P

sem 2-vel sem Gttel nem oszthat6. Igy az el6z6 feltételbdl d | 1111 kovetkezik.

Most azt tudjuk, hogy a keresett d B-nek és 1111-nek is osztdja, tehat ezek kiilonbségét is
osztja: d | 111111 — 1111 = 110000. Elismételve a fenti okoskoddst, innen d | 11 kovetke-
zik.

Az eddigiek alapjan d = 1 vagy d = 11. Konny{i ellendrizni (vagy a 11-es oszthat6sagi sza-
balyt ismerve is kovetkezik), hogy 11 | A és 11 | B.

Tehat a keresett érték, A és B legnagyobb kozods osztdja a 11.

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

Osszesen:

2. Mennyi az f(x) = ‘xz — a:| + ‘xz + 3z + 2‘ fliggvény legnagyobb és legkisebb értéke

31
a [—2; 2} zart intervallumon? Mely helyeken veszi fel ezeket az értékeket?

Megoldas. A masodfoku kifejezések elGjelének vizsgdlata, az abszolt érték felbontdsa:

|x2—x‘ =2*—2, ha x€]—00;0]U|[l;00[,

|x2—x‘:x—a}2, ha z €]0; 1],

|a? + 3z + 2| =a2® + 3z +2 ha z € |—o0;—-2]U[—1;00[,
|:c2+31:+2‘:—932—3:c—2, ha z € ]-2;—1].

A megadott intervallumon a fiiggvényt a kovetkezd hozzarendelési szabdlyok adjak meg:

f(z) = -4z -2, ha z € [—;;—1[,
5 1y 3
flz)=22"+2x+2=2 z+o )+ ha z € [-1;0],
1
f(x) =4z + 2, ha 336]0;2].

Az f(z) fuggvény folytonos az adott intervallumon. Grafikonja szimmetrikus az intervallum
felezési pontjara, az x € [—%; —%] intervallumon szigord monoton csokkend, az x € ]—%; %]
intervallumon szigord monoton noévekedd, mivel az intervallum zart, igy a maximumat a
végpontokban veszi fel. (Grafikon felrajzoldsa vagy rovid indoklas.)
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1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



A minimumat az x = —% helyen veszi fel, fiin = %, a maximumat az =
helyeken veszi fel, és fi.x = 4.

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Mekkora a szinezett részek teriileteinek Osszege, ha a kis korok sugara r?

Megoldas.

Az O kozéppontu négyes forgasszimmetria miatt az ABCD
négyszog négyzet.

L)
A nagyobb kor sugara a négyzet atléjanak fele, azaz
0) R =+/2r.
Az A és O végponti, két negyedkorrel hatdrolt teriiletet két
negyedkor teriiletének Osszegébdl az AEOH négyzet terii-
wc letét levonva kapjuk meg:

2

T
Tao =2—— — 1%
AO 4 r

sz

1. megoldas. A nagyobb, R sugart korben, az ABC D-n kiviil 1év§ teriiletek 0sszegét meg-
kapjuk, ha az R sugard kor teriiletébdl levonjuk a négyzet teriiletét:

Tiiiss = R*m — (271)2.

Vonjuk le az AEFOH négyzet teriiletébdl a T4 teriiletet! Az ABC D négyzetben 1évo szi-
nezett részek teriiletek 6sszege ennek négyszerese lesz:

oo =42 Ta) 8- (7~ (2T - 2)) = (275 -

= 8r? — 21’1 = 8r* — R’r.
fgy a keresett szinezett részek 0sszege Tkiiiss + Thelss = 472,

2. megoldas. A szinezett részek Osszegét megkaphatjuk, ha az R sugari kor teriiletébdl
kivonjuk a T4 teriilet négyszeresét:

T=R71—4-Tyo.
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D Ha r a kis kor sugara, akkor az ABCD négyzet oldala 2r.

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Behelyettesitve R-et és Tyo értékét, majd atalakitva:

2
T=(vV2r)’r—4. (27"4” = r2> — 271 — 2 4+ 4P = A, 1 pont
Igy a keresett szinezett részek osszege T = 4r2. 1 pont

Osszesen: 7 pont

1\@, B=(V5-v2V3)(V2V3++5).C = /7 —4/3. Bizonyitsuk

be, hogy a K = \/ (A+ B —C) - n+ 2 kifejezés értéke minden n természetes szam esetén
irraciondlis!

4. Legyen A = 5

Megoldas. Az A, B és C kifejezéseket hozzuk egyszertibb alakra.

Az A kifejezés a nevezd gyoktelenitésével

I '2+\/§:2+ﬁ:2+\/§
2-v3 2-V3 243 4-3

alakra hozhat6. 1 pont

A B kifejezés egy nevezetes azonossag felismerésével (vagy zardjelfelbontds ttjan) a

B= (V- V23)(V2VB+V5) = (Vi- V23 ) (V3 + V2V3) =5 - 2V3

alakot olti. 1 pont

A C kifejezés négyzetgyok alatti része egy kéttagi kiilonbség négyzete, ezért

C:\/7—4\/§:\/22—4\/§+(\/§)2:\/(2—\/§)2:}2—\/§\:2—\/§. 2 pont

Ezen értékeket behelyettesitve A+ B —C =2+V3+5—-2V3— (2 —V3 ) =5 adddik, tehét

a vizsgédlando6 kifejezés a K = v5n + 2. 1 pont
Indirekt tegyiik fel, hogy K valamilyen n esetén raciondlis. Mivel n természetes szam, ezért
5n + 2 is az, tehat ha v/5n + 2 raciondlis, akkor egész is, vagyis Sn + 2 négyzetszam. 1 pont

Viszgédljuk meg, hogy egy természetes szdm négyzete milyen maradékot adhat 5-tel osztva.
— ha a szam 5k alaki, akkor a négyzete 25k” alakd, tehat a maradék 0.

— ha a szdm 5k + 1 alakd, akkor a négyzete 25k & 10k + 1 alaku, tehat a maradék 1.

— ha a szdm 5k + 2 alakd, akkor a négyzete 25k> & 20k + 4 alakd, tehat a maradék 4.

Mas lehetéség nincs, tehat egy négyzetszam 5-tel osztva nem adhat 2 maradékot, igy 5n + 2
nem lehet négyzetszdm. Ellentmonddsra jutottunk, vagyis K valéban minden természetes
n értékre irracionalis. 1 pont

Osszesen: 7 pont

22



5. Egy kocka csucsait megcimkézziik az 1,2, ...,8 szdmokkal (minden cimkét pontosan egy
csdcsra {runk fel). A kocka egy lapjanak értéke: a lapot hatdrold csticsokon 1év6 szamok
Osszege.

Legfeljebb mekkora lehet egy kocka legkisebb értékii lapjanak értéke?

Megoldas. Mivel minden cimkét haromszor szdmolunk (hiszen minden csics 3 laphoz tar-
tozik), igy a hat lap osszértéke: 3- (1 +2+3+4+5+6+7+8) = 108.

Igy a legkisebb értékii lap értéke legfeljebb 108 /6 = 18.

(Megjegyzés: Ha a didk azzal érvel, hogy egy étlagos lap értéke 18, és mivel nem lehet
minden lap értéke nagyobb, mint az dtlag — igy legfeljebb 18 a legkisebb értékii lap értéke
kapja meg az 1 4 2 pontot.)

Ahhoz, hogy a legkisebb 0sszeg 18 legyen az kell, hogy az Osszes tobbi lapdsszeg is 18
legyen.

(Megjegyzés: Emiatt a kocka parhuzamos 4 élén felvaltva a, 18 — a, a, 18 — a 0sszegeknek
kell szerepelni, ami miatt konnyd taldlni j6 megoldést.)

Es ez meg is val6sithat6, példaul az alabbi médon:

1 8

1 pont

2 pont

1 pont

3 pont

Osszesen:

Haladok I. kategoria, 2. fordulé

Feladatok

1. Legyen f(z) = ax + b egy els6foki polinom. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet az

szdmok mindegyike 1-nél kisebb.

2. Hatdrozzuk meg azokat a négyjegyil szamokat, ahol az elsé két szdmjegybdl all6 szdm és
az utolsé két szamjegybdl all6 szam Osszegének négyzete egyenld az eredeti szammal!
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3. Az O kozéppontid korvonal két pontja A és B, tovabbd AOB< = 60°. A rovidebb AB iv
tetsz6leges belsd pontja M. Bizonyitsuk be, hogy az OBM A négyszog kozépvonalai egy-
masra merdlegesek. (A négyszog kozépvonalainak a szemkozti oldalak felez6pontjat ossze-
koté szakaszokat nevezziik.)

4. Soma az 6todik sziiletésnapi bulijara 5 baratjat hivhatta meg. El is késziilt az 5 névre sz616
meghivd, és késziilt hozzd 5 felcimzett boriték is. Soma azonban még nem tud olvasni, és
ugy rakta be a boritékokba a meghivokat, hogy végiil senki sem a sajatjat kapta kézhez.
Hényféleképpen lehet igy elrendezni a meghivokat?

Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Legyen f(z) = ax + b egy els6foki polinom. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet az

szdmok mindegyike 1-nél kisebb.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitds nem teljesiil, azaz mégis 1étezik olyan polinom, hogy
a harom szam mindegyike kisebb 1-nél.

Az els6bdl |b— 1| < 1, azaz 0 < b < 2,
a mdsodikbol |[a +b—3| < 1,azaz 2 <a+b< 4,
a harmadikbdl [2a + b —9| < 1, azaz 8 < 2a + b < 10 adddik.

Az els6 és a harmadik 6sszegét 2-vel osztva 4 < a + b < 6 kovetkezik.

Ezt 6sszevetve a mdsodikkal ellentmondésra jutunk, ezzel igazoltuk az allitst.

1 pont

3 pont
2 pont
1 pont

Osszesen:

2. Hatarozzuk meg azokat a négyjegy(i szimokat, ahol az els6 két szamjegybdl all6 szam és
az utolsé két szdmjegybdl all6 szdm Osszegének négyzete egyenld az eredeti szammal!

Megoldas. Legyen a keresett szdm abed. Ekkor abed = (% + @)2.
Legyen x = ab, y = cd. [gy az egyenlet az alabbi alakot olti: (x + y)* = 100z + y.

Atrendezve:

(z+y)’—(z+y) =992 = (z+y)(z+y—1) =99z

Mivel x +y és x + y — 1 relativ primek, ezért csak kiilonb6zd primosztdik lehetnek.

a) 11 is és 9 is osztdja az = + y szamnak. Ekkor a 20 és 198 kozotti egész szamok koziil az

egyetlen lehetséges megoldds: = + y = 99, ebbdl x =98 és y = 1. A keresett szam a 9801.
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1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



b) 11 osztdja az = +y, 9 osztdja az = +y — 1 szdmnak. Ekkor a 20 és 198 kozotti egész sza-
mok koziil az egyetlen lehetséges megoldds: x 4y = 55, ebbdl z = 30 és y = 25. A keresett
szdm a 3025.

c¢) 9 osztéja az x +y, 11 osztdja az = +y — 1 szdmnak. Ekkor a 20 és 198 kozotti egész sza-
mok koziil az egyetlen lehetséges megoldds: x +y = 45, ebbdl z = 20 és y = 25. A keresett
szam a 2025.

d) A 11 és 9 oszt6ja az x +y — 1 szamnak nem fordulhat el§, mert ekkor = 99-nél nagyobb
lenne.

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha az a)—c) részben csak a helyes megolddsokat taldlja meg, de nem utal arra,
hogy mds megoldas nincs, erre a részre 1 pontot kaphat.

3. Az O koézéppontid korvonal két pontja A és B, tovabbd AOB< = 60°. A rovidebb AB iv
tetsz6leges belsd pontja M. Bizonyitsuk be, hogy az OBM A négyszog kozépvonalai egy-
masra merSlegesek. (A négyszog kozépvonalainak a szemkozti oldalak felezGpontjat Ossze-
kot6 szakaszokat nevezziik.)

Megoldas.

Készitsiink abrat a feladat szovege alapjan.

A feladat éllitdsdban szerepld kozépvonalak a PR és
QS szakaszok.

P, 0 El6szor megmutatjuk, hogy PQ RS paralelogramma.
Az ABO hdromszogben PQ kozépvonal, ezért par-
huzamos AB-vel, és fele akkora. Hasonléan az
AM B haromszogben SR kozépvonal, ezért szintén
A\YX i B parhuzamos A B-vel, és ugyancsak fele akkora. A két
M észrevételt Osszegezve P() és RS parhuzamos egy-
massal, és hosszuk megegyezik, vagyis PQR.S val6-

ban paralelogramma.

A fentiekhez hasonléan az is megkaphatd, hogy a PS és QR szakaszok az OM szakasszal
parhuzamosak és egymassal egyenld hossziak.

Azt akarjuk beldtni, hogy a PQRS paralelogramma atléi egymasra merSlegesek. Ez ponto-
san akkor teljesiil, ha a paralelogramma rombusz is egyben.

1 1
Ez a fentiek alapjan akkor lesz igaz, ha AB = OM, hiszen PQ = EAB és QR = EOM'

Ez pedig igaz, hiszen AOB szabdlyos haromszog, vagyis AB egyenld a kor sugardval, igy
OM -mel is.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont
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4. Soma az 6todik sziiletésnapi bulijara 5 baratjat hivhatta meg. El is késziilt az 5 névre sz616
meghivo, és késziilt hozza 5 felcimzett boriték is. Soma azonban még nem tud olvasni, és
ugy rakta be a boritékokba a meghivokat, hogy végiil senki sem a sajatjat kapta kézhez.
Hényféleképpen lehet igy elrendezni a meghivokat?

I. megoldas. Jeloljik a meghivott gyerekeket A, B, C, D, E-vel, a nekik megcimzett
boritékokat a, b, ¢, d, e-vel.

Az A meghivéja a b, ¢, d és e boritékjdba keriilhetett. Ha A meghivéja a b-nek cimzett
boritékba keriilt, akkor a B meghivdja az a, c, d és e koriil keriilhetett ki. A tovabbi lehe-
t6ségeket dbrazoljuk az aldbbi fagriffal:

8
)

Y
SH

\

. o d
. . a
. . d
c -
a -
C -
C . d
a . C
c . a

A fuggdleges oszlopokban rendre A, B, C, D és E lehetséges boritékjai szerepelnek.

Mivel az az eset, amikor A a ¢, d vagy e boritékban kapja a meghivéjat, teljesen szimmet-
rikus a fentivel, ezért négyszer ennyi a megoldas.

Azaz Osszesen 44-féle lehet6ség van, amikor senki sem kapja a sajat meghivojat.

5 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Amennyiben (akdr rendszer nélkiil, de) az 6sszes lehetséget felsorolja, azért is
jar a 7 pont. Amennyiben a felsoroldsbdl akdr egy is hidnyzik, vagy hibdsan szerepel, akkor
Osszesen maximélisan mar csak 4 pont adhatd.

II. megoldas. Jeloljiik T;-vel azon elrendezések szdmat, ahol ¢ darab meghivé esetén egyik
sincs a helyén. Ekkor T, = 1.

1 darab meghivé esetén szdmoljuk ki dgy a jé esetek szdmdt, hogy az Osszes lehetséges
elrendezésbdl levonjuk azokat az eseteket, amikor 1,2,...,7 —2 a helyén van. Ha ¢ — 1
meghivé a helyén van, akkor kovetkezésképpen mind a helyén van.

3 meghivo esetén az elsd meghivét 3, a masodikat 2, a harmadikat 1 embernek boritékol-
hatjuk. Az Osszes lehetGség szdma 3-2-1 = 3! =6.
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Ebbodl lehet egy meghivé a helyén. Harom hely van, ha egy a helyén van, akkor 75 = 1-
féleképpen oszthatjuk ki a meghivékat, hogy egyik se legyen a helyén. Es egy olyan eset
van, amikor mind a hdrom a helyén van. igy

T3:3!—<?>T2—1:6—3-1—1:2,
T; =2.

Ha négy meghivét vizsgdlunk, akkor az 6sszes lehetGségek szama 4!, mivel az els6t 4, a ma-
sodik meghivét 3, a harmadik meghivét 2 és a negyedik meghivét 1-féle helyre lehet rakni.
Ha egy meghivoé a helyén van, azt négy hely koziil vdlaszthatjuk ki. A maradék harom helyre
kell dgy elhelyezni a meghivokat, hogy mar ne legyen egy se a helyén. Az elébb latottak sze-
rint ezt T3 = 2-féleképpen tehetjiik meg. Lehet tovabba az, hogy kettd van a helyén. A négy
elembdl kettt 6-féleképpen vélaszthatunk ki. A maradék kettét pedig egyféleképpen tudjuk
elrendezni gy, hogy egyik se legyen a helyén. Es végiil egy olyan eset van, amikor mind
a négy a helyén van:

4 4
T4:4!—<1>T3—<2>T2—1:24—4-2—6-1—1:9,

T, =9.

Teljesen hasonldan adédik az 6t meghivd esete: Az Osszes meghivét 5!-féleképpen helyez-
hetem el. Ha egy van a helyén, akkor azt 6tféleképpen valaszthatom ki, és a maradék négyet
az el6bb kiszamolt T = 9-féleképpen lehet elhelyezni.

10-féleképpen lehet az 6tbdl kettd a helyén, és ugyanennyi az, amikor harom van a helyén.
Amikor kettd van a helyén, akkor a harom meghivét 2-féleképpen, amikor hdrom van a he-
lyén, akkor a ketté meghivét 1-féleképpen rendezhetem el.

Végiil itt is marad az az eset, amikor mindegyik a helyén van. Es igy az dtmeghivés eset:

5 5 5
T5:5!—<1>T4—<2>T3—(3>T2—1:120—5.9—10-2—10.1—1:44,

Azaz 44 olyan elrendezés van, amikor nincs egyik meghivé sem a sajat boritékjdban.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

27



Haladok I. kategoria, 3. (dont6) fordulé

Feladatok

1. Az S8Q-bolygdn n kiilonbozd orszdg osztozik (50 < n < 80).

Béarmely két kiilonbozd orszdg kozott vagy bardti, vagy ellenséges a kapcsolat (harmadik
eset nincs, és a kapcsolat kdlcsonos) a kovetkezd két szabaly mellett:

Ha A, B, C harom kiilonb6z6 orszag, és ...

(1) A baratsdgos B-vel, valamint B baritsagos C-vel, akkor A is baratsigos C-vel.
(... bardtom bardtja a bardtom ...)

(2) A ellenséges B-vel, és B is ellenséges C-vel, akkor A baratsagos C'-vel.
(... ellenségem ellensége a bardtom ...)

Valamint tudjuk, hogy az n orszdg kozott 1év6 Osszes lehetséges viszonynak éppen a fele
bariti, a masik fele ellenséges.

Hény orszdg van az S8Q-bolygén?

2. Egy haromszog oldalainak mérdszamai egész szdmok. A haromszogbe irt kor r, és a hoz-
zairt korok ry, rp, r3 sugarainak mérészdmai paros egész szdmok. Tudjuk még, hogy,

rer T2+ Ty T3+ T3 T F Ty Ty T3 =171 T3,

Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog derékszogi!

3. Egy n pozitiv egész szam 17-ediziglen izgalmas, ha a kovetkezd feltételek teljesiilnek ra:
(1) nincs (az 1-en kiviil) négyzetszdm osztdja;
(2) pontosan 16 pozitiv osztdja van;

(3) ha nagysag szerint sorba rendezem a 16 darab pozitiv osztét, akkor a 10-dik, és a 7-dik
oszt6 kiilonbsége éppen 17.

Kérdés: Héany 17-ediziglen izgalmas szdm van?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az S8Q-bolygdn n kiilonbozé orszag osztozik (50 < n < 80).

Barmely két kiilonbozd orszag kozott vagy bardti, vagy ellenséges a kapcsolat (harmadik
eset nincs, és a kapcsolat kolcsonos) a kovetkezd két szabdly mellett:

Ha A, B, C hdrom kiilonb6z$ orszag, és ...

(1) A baratsagos B-vel, valamint B baratsdgos C-vel, akkor A is bardtsagos C-vel.
(... bardtom bardtja a bardtom ...)
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(2) A ellenséges B-vel, és B is ellenséges C-vel, akkor A baritsdgos C'-vel.
(... ellenségem ellensége a bardtom ...)

Valamint tudjuk, hogy az n orszdg kozott 1év6 Osszes lehetséges viszonynak éppen a fele
bariti, a mésik fele ellenséges.

Hény orszdg van az S8Q-bolygén?
Megoldas. Hasznéljunk grafot! Az orszagok a csucsok, két bardti orszag kozott piros, két
ellenséges orszdg kozott kék él vezessen.

Az (1) feltételbdl kovetkezik, hogy a baratsag tranzitiv, vagyis pl. A, és az A-val baratsagos
orszdgok egy piros klikket alkotnak (a klikken beliill mindenki-mindenkivel barét).

Ha a kék éleket elhagynank, a megmaradt graf néhany ilyen piros klikk unidja.
Es persze két kiilonboz6 piros klikkhez tartozé pont kozott kék él vezet.

A (2) feltételbdl kovetkezik, hogy legfeljebb két piros klikk van a grafunkban (kiillonben
lenne benne kék haromszog, vagyis hdrom paronként ellenséges orszag).

Valamint mivel van kék €l (ellenséges viszony, hiszen az élek fele kék!) pontosan két piros
klikkbdl, és a két piros klikk kozotti kék élekbdl 4ll a grafom.

Legyen az orszdgok szdma n, a két szovetségi rendszerben pedig p, és ¢ db orszag (p = q).

p(p—1) +61(q—1)_

A pi élek szdma:
piros élek szdma > >

A kék élek szama: pq.

Mivel azonos a piros, és a kék élek szdma:

plp—1)  qlg—1)
2 T2

= DPq,

P’ —p+q —q=2pqg,

PP —2pg+¢ =p+q.

Vagyis n = p+ q = (p — q)* négyzetszam.
De akkor az orszdgok szama, vagyis n (50 < n < 80 miatt) csak 64 lehet.

(Ekkor p+ g = 64, és p — ¢ = 8 miatt p = 36; g = 28, és a kapott két szdvetségi rendszer
ki is elégiti a feladat feltételeit.)

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

(Megjegyzés: Konnyen altalanosithaté a feladat. Ha n-re nem adjuk meg az 50 < n < 80
feltételt, akkor a feladatnak minden n négyzetszdm megolddsa (és csak ezek), mig a két
szovetségi rendszerben 1€v6 orszagok szdma két egymast kovetd haromszogszam.)
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2. Egy haromszog oldalainak mérészamai egész szdmok. A haromszogbe irt kor r, és a hoz-
zairt korok ry, rp, r3 sugarainak mérészdmai paros egész szdmok. Tudjuk még, hogy,

reTpTFr Ty T3+ T3 T Ty Ty T3 =171 T3,

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog derékszogii!

1 1 1 1
Megoldas. A feltétel alapjan: — + — + — + — =1, valamint
T 1 () 3
t t t t
r=-, rr = ) Ty = ) r3 = ’
S s—a s—0 s—c
ahonnan: 4s — (a + b+ c) =2s =t, igy r =2, és t is egész szdm, tehat 1 pont
11 1 o
(nH — 4+ — 4+ — = —, masrészt 1 pont
T1 ) 3 2
t )
2 . . . — = t . 1 t
@ rorrets s(s—a)(s—b)(s—c) pon
. .3 1
Tegyiik fel, hogy ry < rp < 13, igy — 2 5 AZAZ Ty <6, 2 pont
Tl

de a geometriai jelentésiik és parossaguk alapjan 2 = r < r, igy r; 4 vagy 6. Utébbi esetén
(1) miatt vy = r, = r3 = 6, és ezekkel (2) bal oldala 2 - 6°, ami nem négyzetszam. fgy ry =4.

Hasonléan végigvezethetd, hogy r, = 6 és r3 = 12. 1 pont
(2)-b6l t =24, igy s=12, s—a=6, s—b=4, s—c=2, azaz a =6, b=38, c=10.
A Pitagorasz-tétel megforditdsa miatt a hdromszog derékszogd. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy n pozitiv egész szam 17-ediziglen izgalmas, ha a kovetkezd feltételek teljesiilnek ra:

(1) nincs (az 1-en kiviil) négyzetszdm osztdja;
(2) pontosan 16 pozitiv osztdja van;

(3) ha nagysag szerint sorba rendezem a 16 darab pozitiv osztét, akkor a 10-dik, és a 7-dik
oszt6 kiilonbsége éppen 17.

Kérdés: Héany 17-ediziglen izgalmas szdm van?

Megoldas. A szdmom n primtényezds felbontdsdban minden primtényezd 1-es kitevvel
szerepel, kiillonben lenne az 1-en kiviil n-nek mas négyzetszam osztéja.

Vagyis n =p; -pa - ... - pr n primtényezds felbontdsa.

Ekkor az oszték szdmdra vonatkozé ismert képlet szerint n osztéinak a szdma: d(n) = 2k,
vagyis n-nek 4 kiillonb6z6 primosztéja van.

Az egyszerliség kedvéért n primfelbontdsa legyen: n =p-q-r-s (ahol p < g <r < s). 1 pont
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Az n 16 darab osztéjat a kovetkez6 mddon fogom jelolni (nagysdg szerint sorba allitva
Oket):
l=di<dr <...<di5<dig=n.

Mivel djg — dy = 17, ezért n-nek van pdaros, és pdratlan osztdja is; vagyis a 2 ott van n
primosztéi kozott. — n=2-q-r-s.
Masfel6l n osztéi a szokdsos mdédon osztéparokba rendezhetdk.

— Egy osztépéaron beliil a két oszté szorzata éppen n, és
— d;; dy7—; éppen egy osztéparba tartoznak.

Vagyis d7; djp éppen egymds osztépdrjai, és igy szorzatuk n.

A d7; dyp par kozott ott van a dg; dg osztépdr is ugy, hogy dg - do = n, és d7 < dg < dg <
< djp.

Ha lenne n-nek 17, vagy anndl nagyobb primosztdja, pl. ¢ > 16, akkor
a dy; dio par egyik tagja oszthatd ezzel a g-val, és
a dg; dg par egyike is oszthaté ezzel a g-val.

Ekkor a négy szdm (d7; dg; do; dyo) koziil a két ¢g-val oszthat6 kozott legaldbb ¢ a kiilonbség,
vagyis legaldbb 17.

De akkor djg — d7 > 17.

Vagyis n-nek (a 2-n kiviil) a maradék harom kiilonbdzd primosztdja a 3; 5; 7; 11; 13 primek
koziil keriilnek ki.

Az n szdm 7 legkisebb osztéja (han =2-q-r-salakd, és2 <g<r<s)1,2,q,71,s, 2q,
2r (valamilyen sorrendben), hiszen mindegyikt8l nagyobb 2s, és pq is.

(Csak pg > s lehetne kérdéses, de mivel pg legalabb 15, s legfeljebb 13, ez is igaz.)

Vagyis d; vagy s, vagy 2r (mert ez a két szam lehet a hét legkisebb oszté koziil a legna-
gyobb).

a)Had; =s — djg=2-r-q=s+17, s lehetséges értékeit (7, 11, 13) végigprobalva:
— 7+ 17 = 24 nem j6 alaku;

— 11417 = 28 nem j6 alakuy;

— 13417=30=2-3-5j6alaki — n=2-3-5-13 =390 megoldas.

(Valéban a 390 legkisebb 10 osztdja: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 13, 15, 26, 30,...)

b)Had; =2r — dijp=q-s=2r+17.

r lehetséges értékeit (5, 7, 11) végigprobalva:

— 25417 =27 nem j6 alaku;

— 27417 =31 nem j6 alaku;

— 2-114+17=39=3-13j6alaki — n=2-3-11-13 = 858 megoldas.
(Valéban a 858 legkisebb 10 osztéja: 1, 2, 3, 6, 11, 13, 22, 26, 33, 39, ...)

Vagyis két megoldas van, és ezek a 390, és a 858.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok - II. kategoria, elso (iskolai) fordulo

Feladatok

1. Melyik az a legkisebb 28-cal oszthat6 pozitiv szam, amelynek a 10-es szdmrendszerbeli
alakja 28-ra végzddik, és szamjegyeinek Osszege 287

2. Oldjuk meg a valdés szdmok halmazin az aldbbi egyenletet:

(x =5)(x—6)(z —7)(x —8) = 120.

3. Az ABC hdaromszog AB oldalanak A-n tili meghosszabbitasan felvettik a P pontot,
a BC oldal B-n tili meghosszabbitdsan az R pontot, végiill az AC' oldal A-n tili meg-
hosszabbitasan a () pontot tgy, hogy AP = AB, CB = BR és CA = AQ. Mennyi a PQR
haromszog teriilete, ha az ABC' hiromszogé 100 cm??

4. Oszthaté-e 81-gyel a 81 darab egyesbdl allé szam?

7 o2

5. Egy 2013 x 2013 méret( tablazat minden mezdjébe az 1-t61 2013-ig terjedd egész szamok
valamelyikét irtuk be tgy, hogy semelyik sorba nem keriiltek egyenld szamok, és a tabla-
zat szimmetrikus lett az egyik 4tl6jdra. Bizonyitsuk be, hogy ekkor ebben az atléban sem
fordulnak el egyenlé szamok.

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Melyik az a legkisebb 28-cal oszthaté pozitiv szam, amelynek a 10-es szdmrendszerbeli
alakja 28-ra végzddik, és szamjegyeinek Osszege 28?7

Megoldas. A keresett szdm 100A + 28 alaku. A feltételek miatt 100A is oszthaté 28-cal,
ezért A oszthat6 7-tel.

Az A szam jegyeinek Osszege 28 — (2 + 8) = 18, igy az A szdm oszthaté 9-cel.

Ezért az A szam oszthat6 63-mal.

63 tobbszorosei: 63, 126, 189 stb. Koziiliikk a legkisebb, amelyben a szdmjegyek 0sszege 18,
a 189. gy a keresett szam: 18928, és ez megfelel a feltételeknek.

2 pont
2 pont
1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Oldjuk meg a valdés szdmok halmazin az aldbbi egyenletet:

(x —5)(x —6)(x —7)(x — 8) = 120.
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Megoldas. A tényezOk sorrendjét felcserélve alakitsuk at a kifejezést:
(z—=5)(x—8) - (x—6)(x—7) =120.

Szorozzuk Ossze az elsd kettd tényez6t, majd a masodik kettSt:

(2 — 132 + 40) (2* — 13z + 42) = 120. 1 pont
Vezessiik be az A = 22 — 13z 4 40 (j ismeretlent. 1 pont

Igy az egyenletiink az aldbbi masodfoki egyenletté alakul:

A-(A+2) =120,

A% 424 —120 =0, 1 pont

melynek megoldésai:

A =10,

Ay = —12. 1 pont
Az A; = 10 = 2% — 13z 4 40 masodfoki egyenlet megolddsai az 2, = 10 és az x, = 3. 1 pont
Az Ay = —12 = 2* — 132 + 40 mésodfoki egyenletnek nincsenek valés megolddsai, mivel
a diszkrimindnsa negativ. 1 pont
Azaz az eredeti egyenletiinknek csak két megolddsa van: xy = 10, x, = 3. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha észreveszi, hogy 120 =5!'=5-4-3.2 és igy kapja meg az z; = 10 meg-
oldast, akkor az 2 pont. Ha észreveszi tovabbd, hogy 120 = (—=5) - (—4) - (=3) - (—2) és igy
az rp, = 3 megoldast is megkapja, de nem bizonyitja, hogy tobb megoldas nincs, akkor azért
legfeljebb még tovabbi 2 pont adhatd.

3. Az ABC haromszog AB oldalanak A-n tdli meghosszabbitdsan felvettik a P pontot,
a BC oldal B-n tili meghosszabbitasdan az R pontot, végiil az AC' oldal A-n tdli meg-
hosszabbitasan a () pontot dgy, hogy AP = AB, CB = BR és CA = AQ). Mennyi a PQR
haromszog teriilete, ha az ABC haromszogé 100 cm??

Megoldas.

R Készitsiink 4brat a feladat szovege alapjan! 1 pont
A feltételek miatt AB a QC R haromszog kozépvonala, ezért

B QR || AB és QR =2AB. 2 pont
Szintén a feltételek miatt QP a C'B szakasz A-ra vonatkozd
tilkkorképe, tehat a QP és CB szakaszok parhuzamosak és

¢ egyenld a hosszuk. 1 pont

Azt kaptuk, hogy PBR() paralelogramma és ezek szerint
a PQR haromszog teriilete fele a paralelogramma teriileté-
P nek. 1 pont
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Végiil a kozépvonalra vonatkozé kordbbi észrevételiink alapjan QR = 2AB és a paralelog-
ramma () R-hez tartozé magassaga egyenld az ABC hiromszog A-hoz tartozé magassaga-
val, vagyis Tpprg = 4 - Tapc. EbbOl Tpgr =2 - Tapc = 200 cm? kovetkezik. 2 pont

Osszesen: 7 pont

4. Oszthaté-e 81-gyel a 81 darab egyesbdl allé szam?

1. megoldas. A szdmjegyek Osszege oszthatd 9-cel, igy az eredeti szam is oszthaté 9-cel. 1 pont

Osszuk el a szamot 9-cel:

IT11111111 ... 11 : 9 = 012345679012345679 ... 012345679. 2 pont

A hanyados biztosan oszthat6 9-cel, 1 pont
mivel egy kilenc szdmjegybdl all6 szam ismétlédik, amelyben minden szamjegy kilencszer

fordul eld.

Vagy: 9- (0+14+2+3+44+5+6+7+9) =333, ami oszthaté kilenccel. 2 pont

Az eredeti szdmot egy olyan szorzatként frtuk fel, amelynek mindkét tényezgje oszthatd
9-cel, igy az eredeti szdm oszthaté 9 - 9 = 81-gyel. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. A szamjegyek Osszege oszthatd 9-cel, igy az eredeti szam is oszthat6 9-cel. 1 pont

Az eredeti szamot felirhatjuk a kovetkezd alakban:

111111111000...0+111111111000...0+ ...+ 111111111000000000 + 111111111. 1 pont
—— ——
72 db 63 db
Ebbdl a szambdl kiemelhetjiikk a 111111111 szdmot: 1 pont
IIIIII11L - (107 + 108 4 ...+ 10° + 1) = 1 pont
= 111111111 - 1000000001000000001 . . .1, 1 pont

a masodik szorzétényezében 9 db 1-es van, szdmjegyeinek Osszege 9, igy oszthatd kilenccel. 1 pont

Mivel mind a két szorzétényezd oszthaté 9-cel, igy az eredeti szdm oszthaté 9 -9 = 81-gyel. 1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Egy 2013 x 2013 méretii tablazat minden mez§jébe az 1-t8l 2013-ig terjedd egész szamok
valamelyikét {rtuk be dgy, hogy semelyik sorba nem keriiltek egyenld szdmok, és a tdbla-
zat szimmetrikus lett az egyik atl6jara. Bizonyitsuk be, hogy ekkor ebben az atléban sem
fordulnak el6 egyenld szdmok.

34



Megoldas. A feltételekbdl kovetkezik, hogy minden szamot minden sorban pontosan egy-
szer, igy Osszesen 2013-szor irtunk le.

A tébldzat szimmetridjabol kovetkezik, hogy a széban forgd atlon kiviil es6 mezékben
egylittvéve minden szdm paros sokszor fordul eld.

Igy ebben az 4tléban a 2013 szdm mindegyike pératlan sokszor, tehat legaldbb egyszer sze-
repel.

Mivel 2013 mez6 van az atléban, egyikiik sem fordulhat el egynél tobbszor. Ezzel az allitast
bizonyitottuk.

1 pont

3 pont

2 pont

1 pont

Osszesen:

Haladok II. kategoria, 2. fordulé

Feladatok

1. Legyen f(z) = ax + b egy els6foki polinom. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet az
[F0) 1], [f(1) =3 [£(2) -9

szdmok mindegyike 1-nél kisebb.

2. Mutassuk meg, hogy egy tetszGleges haromszogben a® + 4m2 < (b+ ¢)%, ahol a, b és ¢

a haromszog oldalainak hosszat, m, az a oldalhoz tartozé magassagot jelenti!
3. Oldjuk meg az egész szamok halmazin a 22°y* + y* = 62> + 12 egyenletet!

4. Legyen H = {1;2;3;4;5;6;7;8;9}.

H egy nemiires részhalmazat dtlagosnak hivjuk, ha a benne szereplé szdmok atlaga meg-
egyezik 5-tel (pl. az L = {3;4;8} ilyen).

Hény é&tlagos részhalmaza van H-nak?

Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Legyen f(z) = ax + b egy els6foki polinom. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet az
[f0)—1f, [f(1) =3[ [f(2)-9

szamok mindegyike 1-nél kisebb.
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Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitds nem teljesiil, azaz mégis 1étezik olyan polinom, hogy
a harom szdm mindegyike kisebb 1-nél. 1 pont

Az els6bdl |b— 1| < 1, azaz 0 < b < 2,
a masodikbol |a +b—3| < 1, azaz 2 < a+b < 4,

a harmadikbdl |[2a + b — 9| < 1, azaz 8 < 2a + b < 10 adddik. 3 pont
Az els6 és a harmadik 6sszegét 2-vel osztva 4 < a + b < 6 kovetkezik. 2 pont
Ezt 0sszevetve a masodikkal, ellentmonddasra jutunk, ezzel igazoltuk az allitast. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Mutassuk meg, hogy egy tetszdleges hdromszogben a” + 4m§ <+ 0)2, ahol a, b és ¢
a hdromszdg oldalainak hosszét, m, az a oldalhoz tartoz6 magassigot jelenti!

Megoldas.
D Allitsunk a B csdcsban merSlegest a BC oldalra, és mér-
juk 14 az A csticsot is tartalmazé félsikban a 2m,, tdvol-
N sagot. fgy kapjuk a D pontot. 2 pont
o A A DBC' derékszogli haromszogre felirva Pitagorasz téte-
¢ 1ét
. DC? = BC? + BD?,
Mg
azaz
DC? = 2 2
B : =a”+ (2mg)". 1 pont
a C
Viszont az ABD hidromszdg egyenldszard, AD = AB = ¢, 2 pont
ezért az AC'D haromszog DC' oldalara felirva a haromszog-egyenlStlenséget
DC S AC+ AD, azaz DC <b+ec. 1 pont
Ezt az (1) Osszefiiggésbe helyettesitve a bizonyitandé allitast kapjuk. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Oldjuk meg az egész szamok halmazin a 22°y* + y* = 62> 4 12 egyenletet!

Megoldas. Rendezziik it az egyenletet a kdvetkezGképpen:
Yy —12=22% (3—)
Mivel y egész szam, ezért y* # 3, vagyis az egyenlet az
212
=Y 0 1 pont
2-(3-4?)

alakba irhaté.
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A egyenlet bal oldala nem vehet fel negativ értéket, ezért a jobb oldala sem, ahonnan a

2 _
o< Yy 12
“2-(3-97)
feltételt kapjuk.
Ez akkor teljesiil, ha azonos el6jeld a szamlalo és a nevezd, vagy a szamlalé értéke O.

A szamldlé y* > 12 esetben, mig a nevezd (0 <) y* < 3 esetben vesz fel pozitiv értéket,
innen nem kapunk megoldast.

A szamlalé y? < 12 esetben negativ vagy 0, a nevezd pedig y?> > 3 esetben negativ, tehat
a feltétel ekvivalens a 3 < y> < 12 egyenl6tlenséggel.

1
Mivel y egész szam, ezért csak y*> = 4 vagy y> = 9 lehet. Az 3* =9 esetben z° = T tehat
r nem egész, innen nem kapunk megoldast.

Az 3> = 4 esetben x> = 4, ebbdl négy (x;y) szampar adédik: (2;2), (2;—2), (—2;2) és
(—2;—2), melyek valéban megolddsai az egyenletnek.

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Legyen H = {1;2;3;4;5;6;7;8;9}.

H egy nemiires részhalmazat drlagosnak hivjuk, ha a benne szerepld szamok atlaga meg-
egyezik 5-tel (pl. az L = {3;4;8} ilyen).

Hany atlagos részhalmaza van H-nak?

Megoldas. Attériink a K halmazra, ahol K = {—4; —3; —2; —1;0;1;2;3;4}, és a 0 6sszegii
részhalmazokat vizsgéljuk (ezekbdl trividlisan adédnak ,,visszatoldssal”, vagyis a j6 K-beli
részhalmaz elemeinek 5-tel val6 novelésével a j6 H részhalmazok).

Egy K-beli ,,j6” Osszegben az 1; 2; 3; 4 szdmokbdl szdmolt dsszeg ugyanannyi, mint a —1;
—2; —3; —4 szamokbdl szdmolt 6sszeg ellentettje.

A j6 Osszegben szerepld pozitiv szdmok Osszege szerint fogunk esetet bontani, azt pedig
a végén nézziik meg, hogy hova tehet6 a nulla.

a) Ha az osszegben szerepl$ pozitiv szamok 6sszege: 0 (vagyis nem szerepel pozitiv szdm
a jo osszegben), akkor csak az lehet, hogy a K-beli j6 részhalmazban csak a 0 szerepel.
— A j6 H-beli részhalmaz: {S}.

b) Ha az 6sszegben szerepl$ pozitiv szdamok osszege: 1. Egyféleképpen lehet a pozitiv sza-
mok koziil: csak az 1-et veszem bele a részhalmazba (— {—1;1} — {4;6}). 1 eset

c) Ha az 6sszegben szerepl$ pozitiv szamok osszege: 2. Egyféleképpen lehet a pozitiv sza-
mok koziil: csak a 2-t veszem bele a részhalmazba (— {—2;2} — {3;7}). 1 eset

d) Ha az §sszegben szerepl$ pozitiv szdmok osszege: 3. Kétféleképpen lehet; 3/2+ 1. (A ne-
gativ —3-as Osszegre is két eset —3/ — 2+ (—1)). Itt a két ,,pozitiv esetet”, és a két ,,negativ
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esetet” tetszblegesen pdrosithatjuk — 4 megoldas: (—
{=3; 3 /{=3+L+2} /{2 L+ 1, +2} /{-2; -1, +3}

a megfeleld K-beli j6 halmazok). 4 eset
(Ha ez a gondolat szerepel a dolgozatban, akkor jar az ezért a részért adhatd 2 pont!)

e) Ha az 6sszegben szerepls pozitiv szamok osszege: 4. Kétféleképpen lehet;
4/34+1 — 4 eset

f) Ha az dsszegben szerepl$ pozitiv szamok osszege: 5. Kétféleképpen lehet;
441/342 — 4 eset

g) Ha az 6sszegben szerepl$ pozitiv szdmok osszege: 6. Ez éppen a ,komplentere” annak,
amikor az 6sszeg 4 (e eset, 1 +2 + 3 + 4 = 10 miatt!). Vagyis minden olyan esetet, ahol
az Osszeg 6, parosithatunk egy olyan esettel, ahol az 6sszeg 4, igy a két alesetben szerepld
atlagos halmazok szdma azonos. — 4 eset

h—i-j—k) (7-8-9-10-es 9sszeg) a megfelels d, ¢, b, a esetek komplementerei az imén-
tiek szerint. Rendre 4/1/1/1 esettel.

(Ha ez a gondolat szerepel a dolgozatban, akkor jdr az ezért a részért adhaté 2 pont!)

Amikor az 0sszegben szerepld pozitiv szamok Osszege nem 0 (b—k-ig), akkor a 0-t beleve-
hetjiik a halmazunkba, és ki is hagyhatjuk (ezek az esetszamok dupldzédnak), amikor a po-
zitiv szdmok 0sszege O (a eset), akkor a 0-t muszdj belevenni (1 eset).

Vagyis az esetek szdma: 2- (1 +1+4+4+4+44+4+1+14+1)+1=>51I

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok I1. kategoéria, 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Adjunk meg a sikban 7 pontot tigy, hogy koziilik barmely 4 k6zo6tt mindig legyen 3 olyan,
hogy azok, mint csicsok derékszogii haromszoget hatdrozzanak meg.

2. Legyen n pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy az A,, = 2*" + 22" + 1 szdmnak legalabb
n kiilonbdz6 primosztdja van.

3. Mennyi az f(x) = 22" + 2221 + 322912 1 || 4201327 + 20142 + 2015 fiiggvény leg-
kisebb értéke?
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Adjunk meg a sikban 7 pontot gy, hogy koziiliikk bArmely 4 k6zo6tt mindig legyen 3 olyan,
hogy azok, mint csicsok derékszogii haromszoget hatdrozzanak meg.

Megoldas. Vailasszuk egy négyzet csucsait, kozéppontjat, valamint a négyzet koré irt kor,
a négyzet atlo6itdl kiilonbozd dtmérdjének két végpontjat (j6 konstrukcid).

Indoklés: Ha a 4 pont kozott valamely atmér6 két végpontja is szerepel, akkor a kérvonalrél
van még legaldbb egy pont (Thalész).

Ha egyik atmérének sincs két végpontja a 4 pont kozott, akkor az atmérdkrdl legfeljebb
3 pont valaszthat, melyek koziil az egyik a négyzet oldala, igy ez a negyedik pontként
vélasztott kdzépponttal derékszdgli haromszoget alkot.

3 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Legyen n pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy az A, = 2" + 22" 41 szdmnak legalabb
n kiilonbdz6 primosztéja van.

Megoldas. A, =22 +2'+1=76s Ay =2*+22+1=21=3-7. Tehitn=16és n=2
esetén igaz az allitas.

Legyen most n > 1, és tegylik fel, hogy n-ig igaz a feladat 4llitdsa. Bevezetve az z = 22!
jelolést, Appy = a* + 2% + 1.

Az ismert algebrai 4talakitdssal

:E4—|—x2+1:(1:2+1)2—m2:($ —:E+1)'(a:2+$—|—1).

Visszairva az z-nek megfelel6 kettGhatvanyt:

A= (22 =227 1) (2 27 1) = (22 =27 1) 4,

A két zardjelben 4ll6 tényezd pdratlan, és kiilonbségiik 2 - 2 kett6hatvany, tehat relativ
primek, hiszen a legnagyobb kozos osztd a kiillonbségnek is osztdja.

Az els6 tényezd 1-nél nagyobb, és relativ prim a mdsodikhoz, amirdl tudjuk, hogy van leg-
alabb n kiilonbozd primosztdja. Az elsé tényezd ad még legaldbb egy ,,4j” primtényezdt,
ezzel belattuk, hogy A,;-nek legaldbb n + 1 kiilonbozd primosztdja van.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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3. Mennyi az f(x) = 22 22213 4 322912 1 | 4201327 + 20142 + 2015 fiiggvény leg-
kisebb értéke?

Megoldas. A paratlan egyiitthat6ja tagokat bontsuk két részre az alabbi médon:

2n + Da* = na® + (n + 1)z

Ezzel a fliggvény az
f(.%’) — x2014 +2x2013 4 ($2012 +2$2012) +4l’20“ 4 (2x20]0 4 3x20]0) T
...+ (10062* + 100727) + 2014z + (1007 + 1008)

alakra hozhato.

Alakitsuk at a kifejezést: az egymadst kovet6 tagokat csoportositsuk harmasdval, majd az
egyes csoportokbdl emeljiink ki.

f(fE) — (I‘2Ol4 + 2I‘2013 + 1,2012) + 2(332012 + 2I‘20“ + 1,2010) 4.

... 41007 (2% + 22 + 1) + 1008.

A zaréjelekben levé kifejezések mind egyenlok egy-egy kéttagi Osszeg négyzetével, vagyis

F(a) = (2197 4 21906)% L 21000 4 10052 11007 (2 4 1) + 1008.

Mivel egy valés szdm négyzete nemnegativ, a zardjeles tagok legkisebb értéke 0.

Az zF 4+ 271 = 0, k > 2 egyenletbSl = = 0, vagy (az egyenlet 2%~ '-nel val6 osztdsa utdn)
x = —1, kovetkezik, de az utolsé négyzetes tag ezek koziil csak z = —1 esetén lesz 0.

Ezeken a tagokon kiviil véltoz6 nem szerepel a kifejezésben, ami mddositand a minimum-
helyet, igy a fiiggvény legkisebb értéke f(—1) = 1008.

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok III. kategoria, 1. fordulo

Feladatok

1. Legyenek a, b, ¢ és d olyan valés szamok, amelyekre ab = 1 és ac+ bd = 2. Bizonyitsuk
be, hogy cd < 1.

40



2. Egy bizottsag 40-szer iilésezett. Mindegyik iilésen 10 f6 volt jelen. A bizottsag barmelyik
2 tagja legfeljebb egy iilésen volt egyiitt. Bizonyitsuk be, hogy a bizottsdg legalabb 64 tagbdl
all!

3. Melyek azok a p pozitiv primszdmok, amelyekre a
(D p+1=2a7%
2 P =2y

egyenletrendszernek van egész megolddsa?

4. Legyen a P pont az ABC egyenl§ szard derékszogli haromszog AB étfogdjanak tetszs-
leges pontja. A P pont merSleges vetiilete AC-n az R, BC-n a () pont. Bizonyitsuk be,

hogy

a) Az RQ szakaszok felezOmerGlegesei egy ponton mennek &t;

b) P-bdl az R(Q) szakaszra bocsdtott merSlegesek is egy ponton mennek &t!

5. Egy n x n-es tdbla egyik mez6jén all egy babu. Egy Iépésben mozoghatunk egyet fel,
vagy egyet jobbra, vagy 4tlésan balra lefele egyet. Lehetséges-e, hogy a tablét dgy jarjuk be,
hogy minden mez&t pontosan egyszer érintiink, és végiil a kiinduldsi mez6t6l eggyel jobbra
érkeziink meg?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Legyenek a, b, ¢ és d olyan valds szamok, amelyekre ab = 1 és ac+ bd = 2. Bizonyitsuk
be, hogy cd < 1.

1
I. megoldas. b = ——t helyettesitve, (a # 0) ¢ - a*> + d = 2a adddik, 2 pont
a
tehdt a ¢ - 2° — 22 + d = 0 egyenletnek ,,a” megoldésa, 2 pont
azaz D =4 — 4ed 2 0, 2 pont
amibdl kovetkezik a bizonyitandé éllitds: ed < 1. 1 pont

Osszesen: 7 pont

I1. megoldas. Mivel ab = 1, a és b eljele megegyezik.

Ha c és d elGjele kiilonbozik, vagy valamelyik 0, akkor cd < 0 < 1, tehdt ¢ és d elGjele is
megegyezik.

Ha a 4 szam elGjele nem egyezne meg, akkor az elGbbiek alapjan ac és bd is negativ, tehat
nem lehetne Osszegiik 2. 2 pont
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Tehat a, b, ¢, d el6jele megegyezik, igy az ac, bd, cd szorzatok pozitivak. 1 pont

Ekkor ac és bd szamtani és mértani kozepe:

bd
Vabed < ac—; =1, 3 pont
amibdl kovetkezik a bizonyitand6 allitds: cd < 1. 1 pont

Osszesen: 7 pont

II1. megoldas. A feltétel szerint: ac — ab = ab — bd, szorzatta alakitva:

a(c—0b) =bla —d). 2 pont

Két egyenld szam szorzata nemnegativ:
0= ablc—b)la—d)=ac+bd—ab—cd=1—cd, 4 pont

amit dtrendezve adddik a bizonyitandé éllitds: cd < 1. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Egy bizottsdg 40-szer iilésezett. Mindegyik iilésen 10 f6 volt jelen. A bizottsag barmelyik
2 tagja legfeljebb egy iilésen volt egyiitt. Bizonyitsuk be, hogy a bizottsag legalabb 64 tagbdl
all!

Megoldas. Ha taldlhat6 olyan tag, aki legalabb 7 iilésen jelen volt, akkor az ezeken részt-
vevé tobbi 9 ember a feladat feltétele szerint minden iilésen kiilonbozd, azaz legaldbb
7-9=63+1 tag van. 3 pont

Ha pedig mindenki legfeljebb 6 iilésen vett részt, akkor az iilések Osszlétszdma csak ugy
lehetett 400, ha legaldbb 400/6, azaz 66-ndl is tobb tagja van a bizottsdgnak. 4 pont

Osszesen: 7 pont

3. Melyek azok a p pozitiv primszdmok, amelyekre a
(D p+1=2z%
() PP 41 =27
egyenletrendszernek van egész megolddsa?

Megoldas. (Ha (z;y) egész megolddsa az egyenletrendszernek, a megfeleld ellentettek is
azok, igy p megtaldldsdhoz feltehetjiik, hogy x > 0 és y > 0.)
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A két egyenletet kivonva egymdasbdl és szorzattd alakitva:

-1

p- P = ta)ly o).

Mivel p = 2-re nincs egész megolddsa az egyenletrendszernek, ezért b egész és p osz-

tdja a jobb oldali szorzat egyik tényez§jének.
A (2) egyenlet alapjan p > y, igy p y — x-nek nem, csak y + z-nek lehet osztdja.
p—1

Viszont mivel az egyenletek alapjan y > z, igy 2p > y+=x,csakz+y=pésy—z = —

teljesiilhet.

A két egyenletet 0sszeadva y = , ezt az eredeti egyenletrendszer (2) egyenletébe he-

lyettesitve a
(3p—1)°
16

egyenlethez jutunk, amelynek a feltételeknek megfeleld megolddsa csak a p = 7.

pPP+1=2

A feladat feltételeinek ellendrzése:

1 pont

1 pont
1 pont

2 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Legyen a P pont az ABC egyenl§ szard derékszogli haromszog AB étfogdjanak tetszs-
leges pontja. A P pont merSleges vetiilete AC-n az R, BC-n a () pont. Bizonyitsuk be,

hogy

a) Az RQ) szakaszok felezOmerGlegesei egy ponton mennek &t;

b) P-bdl az R(Q) szakaszra bocsdtott merSlegesek is egy ponton mennek &t!

Megoldas. a) Jeloljik az AP tavolsdgot x-szel, az AB tavolsagot c-vel, Legyen F az AB
atfogé felezGpontja, D és E pedig R és (Q pontok merGleges vetiiletei AB-n.

C D és E APR és PB() egyenls szaru de-
rékszogli haromszogek oldalfelezd pontjai,
Q tehat:
C cC—X X
FE=—-— =—-=RD,
R 2 2 2
c—r ¢ =x
EQ = =—-——-=DF.
_ @ 2 2 2
A D /P F\ E B

DFR é EQF haromszogek egybevagdk, mivel két oldal és a kozbezart sz6g megegyezik,
tehat ') = F'R, vagyis az F pont P pont barmely helyzetében rajta van R() szakasz felez-
merblegesén.
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b) Hasznéljuk az abra jeloléseit!

C/

PG egyenes parhuzamos az elébbi F'H egyenessel, igy GPR< = RQP< (merdleges szard
szogek), és PRG'<1 = QQ PR< (derékszogek), tehit PRG és QPR haromszogek hasonldak.

RG RP V2 a?
— = — bb6l RG = — - . 1 t
RP ~ PQ> 2 (c—a) pon
Ekkor:
V2 V2 AP V2 cox
AG = AR+ RG = — — =—"
+ 27 (c—x) 2 (c—uz)
2 2 : 2 -2
CG:£-0—£~ - :i_ic e 1 pont
2 2 (c—x) 2 (e—x)
A parhuzamos szel8k tétele alapjan:
c
H 5,77 —2 2 ¢ 2 *-2
CH _37°% . eu=t2% Y2 cz V2 &-da_ 0G | pont
AG x 2x 2 (c—u) 4  (c—x) 2
Az eldbbiek alapjan G'P egyenest a H P egyenesbdl egy C kozéppontd, 2 ardnyd centrélis
hasonlésaggal kapjuk, tehét az a) dllitast felhaszndlva ezek az egyenesek dtmennek a C' pont
F pontra vonatkozé C’ tiikorképén. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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5. Egy n x n-es tabla egyik mez6jén all egy babu. Egy Iépésben mozoghatunk egyet fel,
vagy egyet jobbra, vagy atlésan balra lefele egyet. Lehetséges-e, hogy a tablét dgy jarjuk be,
hogy minden mez&t pontosan egyszer érintiink, és végiil a kiinduldsi mez6t6l eggyel jobbra
érkeziink meg?

Megoldas. Szamozzuk meg a tdbla mezdit ,,szokdsos” mddon tgy, mint egy sikbeli koor-
dindta-rendszer racspontjait. Ekkor az (a;b) koordinatdju mezé feletti az (a;b+ 1), a téle
jobbra 1évé az (a + 1;b) és az étlésan balra lefelé 1év6 az (a — 1;0 — 1).

Azt fogjuk vizsgdlni, hogyan valtozik az a + b Osszeg a tabla bejdrdsa sordn.

Két esetben 1-gyel né az Osszeg, a harmadik tipusu 1€pésnél pedig 2-vel csokken. Ez azt

jelenti, hogy ha az (a;b) mez&rdl az (a’;b’) mezdre 1éptiink, akkor

(@ +V)—(a+b)=1(mod 3).

Mivel a tabldnak n® mezdje van, ezért osszesen n® — 1 1épés utdn kell megérkezniink az
(a + 1;b) mezbre. Mivel minden 1épésben ,.eggyel n§” a koordindtdk osszegének harmas
maradéka, azt kaptuk, hogy sziikségszertien n*> — 1 harommal osztva 1 maradékot ad.

Ez viszont lehetetlen, mert ebbdl az kovetkezne, hogy n? = 3k -+ 2, valamilyen k egészre, de
egy négyzetszdm nem adhat 2 maradékot 3-mal osztva. A tdbla nem jarhaté be a megadott
feltételek szerint.

1 pont
1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

Osszesen:

Haladok III. kategoria, 2. (donto) fordulé

Feladatok

1 1 1

1. Az z, y, z pozitiv egész szamokrdl tudjuk, hogy relativ primek, és —+ — = —. Bizonyitsuk
x Yy z

be, hogy ekkor z - y - 2 négyzetszdm!

2. Az O kozépponti k; és az O, kozépponti k, korok A-ban és B-ben metszik egymast.
Az A-n atmend kozos szelGjik a koroket még C és D pontokban is metszi. (C' k;-en,
D kyn van.) A CO; és DO, egyenesek metszéspontja M. Igazoljuk, hogy O;, O,, M
és B egy koron vannak.
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3. Egy A ={aj;az;...;ax} halmaz silydn a benne 1év6 szdmok szorzatat értjiik.
(Vagyis pl. az A = {2;3;5} halmaz sidlya: 2-3 -5 = 30.)

1 . 1 . 1 . . 1
2737477772014
alabb két elemet tartalmazd) részhalmazai silyainak az 0sszege?

(Ez pl. az A = {2;3;5} halmaznal 2-3 +2-543-5 =31 lenne.)

Tekintsik a H = { } halmazt! Mennyi H Osszes paros elemszamu (leg-

Megoldasok és javitasi utmutaté

1 1 1

1. Az z, y, z pozitiv egész szamokrodl tudjuk, hogy relativ primek, és — 4+ — = —. Bizonyitsuk
x Yy oz

be, hogy ekkor z - y - 2 négyzetszdm!

(Megjegyzés. Sajnos az eredeti kitlizésben lemaradt a kikotés, hogy a szamok pozitiv egé-
szek. Ha negativ egészeket is megengediink, az allitds mar nem igaz: z = -3, y = —6,
z = —2 megoldds, és ryz = —36 nem négyzetszam.)

I 1 1
Megoldas. — + — = —-t xyz-vel szorozva kapjuk, hogy yz + xz = yx.
x Yy oz

Legyen x és y legnagyobb kozos osztdja d. Ekkor © = d - a és y = d - b alakba irhat6 dgy,
hogy (a,b) = 1.

Beirva a fenti egyenletbe:

abz + daz = d*ab,

(a + b)z = dab,
ab

=d- )
N a+b

A legnagyobb kozos osztd tulajdonsigaibdl adédik, hogy

(a,b) = (a,a+b) = (b,a+b) =1= (ab,a+b) = 1.

Mivel z =d - és d és z egész, ezért d felirhaté k - (a + b) alakban, ahol k egész.
a
fgy z = kab,
x = ka(a +b),
y =kb(a+0)

Mivel (z,y, z) = 1, ezért sziikségszertien k = 1. Igy z = a(a + b), y = b(a + b), z = ab.

Azaz zyz = (ab(a + b))z, ami négyzetszam.
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2. Az O; kozéppontd k; és az O, kozépponti k, korok A-ban és B-ben metszik egymast.
Az A-n atmend kozos szelGjik a koroket még C és D pontokban is metszi. (C' ki-en,
D ky-n van.) A CO; és DO, egyenesek metszéspontja M. Igazoljuk, hogy O, O, M
és B egy koron vannak.

1. megoldas. El6szér megmutatjuk, hogy C', B, M és D egy koron vannak. Hasznaljuk az
alabbi dbra elrendezését és vezessiik be a kovetkezd szogeket: ABC'<t =, ABD<( = 6.

A Kkeriileti és kozépponti szogek tétele szerint AO;C'<( =27, AO, D<= 26. Az ACO;
és ADO, egyenlGszéard haromszogekben C AO;<t = 90° — v és DAO,<t = 90° — 0, emiatt
O]AOQ<I =5+ é.

AO M < = 180° — 2, AO,M< = 180° — 20, ezért az AOy MO, négyszdogben
O1MO,<t = 360° — (180° — 2) — (180° —28) — (y +9) =y + 0.

Azt kaptuk, hogy CBD< = CMD<, vagyis C, B, M, D egy koron vannak.

Megjegyzés: C helyzetétdl fiiggben tobb kiilonbozd elrendezés lehetséges. A fenti érvelés
kis mddositassal a tobbi elrendezés esetén is elmondhaté. Lényeges eltérések két helyen
vannak: Az A pont nem feltétleniil valasztja el egymdstl a C' é€s D pontokat, illetve az
M pont és a B pont keriilhet az 0,0, egyenes kiilonb6zd oldaldra is. Utobbi esetben nem
O1M B< = 0,0,B<, hanem O; M B< = 180° — 0,0, B< bizonyitandd.

A folytatasban az els6 dbra alapjan dolgozunk tovdbb. A C, B, M, D pontokat tartalmazé
kort k3-nak nevezziik. A keriileti szogek tételét fogjuk tobbszor alkalmazni, mindig jelolve,
hogy melyik korben.
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Azt fogjuk megmutatni, hogy Oy M B< = O,0,B<.

O\MB< =CMB< (szogszar meghosszabbitdsa);
CMB<=CDB< (KSZT k3);

CDB< = ADB< (szogszar meghosszabbitdsa);
AO,B<=2-ADB< (KSZT k),

0,0,B<« = % -AO,B<t = ADB< (010, felezi az AO,B<t-et).

Az egyenl8ségeket végigkdvetve pont a bizonyitanddé O; M B< = 0,0,B< 0sszefliggést
kaptuk.

2. megoldas. A most kovetkez6 (joval egyszer{ibb) megoldas el6nye (egyszerliségén tul),
hogy irdnyitott szogekkel is mikodik, ezért nem kell kiilonbozd eseteket vizsgalni. A meg-
oldasban (bizonyitds nélkiil) felvazoljuk az irdnyitott szogek felhaszndlt tulajdonsagait.

Most is egy lemmaval kezdiink.

Lemma. Ha a k; és ky korok két metszéspontia A és B, tovdbbd a B végpontii dtmérd
mdsik végpontja a két kirben X és Y, akkor X, Y és A egy egyenesre esnek.

Bizonyitas. A Thalesz-tétel miatt BAX < = BAY < = 90°, ebbdl a pontok sorrendjétdl fiig-
getleniil kovetkezik, hogy X, Y és A egy egyenesen van.

Most tegyiik fel, hogy a feladatban szereplé C'D szel6 ¢ szoget zar be X AY -nal. A foly-
tatdsban a szogeket X AC< helyett £ X AC' médon fogjuk jelolni, mert irdnyitott szogek-
kel dolgozunk. Az irdnyitott szogeket elGjelesen, és modulo 180° mérjiik. (Tehdt példaul
30° = —150°.) Az irdnyitott szogek megolddsunkban felhaszndlt tulajdonsdgai az aldbbiak:

1. Ha A, M, B és C, M, D kollineéaris, akkor L{CMA = £LDMB.
2. LAOB + £BOC = LAOC.

3. Ha a k kor keriileti pontja P, ive AB, kdzéppontja O, akkor 2- LAPB = LAOB.
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4. LAPB = LAQB < A, B, P,Q egy koron vagy egy egyenesen van.

Most mar egységesen kezelve az Osszes esetet, a kovetkezd egyszerli megoldast adhatjuk
a feladatra:

AXAC = LY AD,
2-AXAC = £XO,C = {BO/M és
2-AYAD = Y 02D = £ BO> M.

Tehat £ BO{M = £ BO, M, amibdl kovetkezik, hogy B, M, O;, O, egy korén vannak, mert
B, O;, O, nem kollinearis.

D

AMO|B = £CO1X =24CAX =24DAY = £DOY = LAMO,B

3. Egy A ={aj;ay;...;a;} halmaz silydn a benne 1évG szamok szorzatét értjiik.
(Vagyis pl. az A = {2;3;5} halmaz sidlya: 2-3 -5 = 30.)
111 1

Tekintsik a H =4 =;=;—;...; ——
exintstic a 273742014
alabb két elemet tartalmazd) részhalmazai sdlyainak az Osszege?

(Ez pl. az A = {2;3;5} halmazndl 2-3+2-5+3-5 =31 lenne.)

} halmazt! Mennyi H 6sszes paros elemszamu (leg-

Megoldas. Onkényesen tekintsiik az iires halmaz sdlydt 1-nek! (Ez kés6bb latszodni fog,
hogy nem is olyan onkényes.)

Legyen

A = H 06sszes paratlan elemszamu részhalmazai silyainak Gsszege, €s

B = H 06sszes paros elemszdmu (az iireshalmazzal egyiitt) részhalmazai sdlyainak az 6sz-
szege.

Nyilvan C' = A+ B = H 0Osszes részhalmazai silyainak az Osszege.
Nekiink B — 1-re van sziikségiink.

Lemma: Ha K = {aj;az;...;a,}, akkor K 0sszes részhalmazai silyainak dsszege (az iires
halmaz 1-es silydval egyiitt):

S=04a)(1+az)...(1+ay).
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Bizonyitas: Nyilvanval6. Az n db () felbontdsa utdn éppen egy 2" tagi Osszeget kapunk,
melyben ott van egyszer az l-es (lireshalmaz silya), madsfel6l az Osszes lehetséges

a;, @i, - . . G, szorzat (az Osszes lehetséges {a;,;a;,;...;a;, } részhalmaz silya).
i t ,1 k H — 1 1 1 1 t/
Vagyis most ndlun e esetén:
&y 2734777772014

o 1+1 1+1 1+1 " 1 3 45 2015 2015
- 2 3 4)" 2014) 2 3 4 777 2014 2

2015
Vagyis A, és B szamok segitségével: A+ B = —

1 1 1 1
Misfeldl tekintsiik a H' = {—2; —g; _Z; cel —} halmazt.

Erre a H' 6sszes részhalmazénak a silya:

1 1 1 1 12 3 2013 1
{— —_ = —_ = —_ = R _ — . — .« — . P —
¢ _<1 2> <1 3) (1 4)“'(1 2014) 23 4 7772014 2014

Most vizsgaljuk meg, hogy mibdl is tevédik ossze C'!

Legyen itt is

A" = H' 6sszes pdratlan elemszdmi részhalmazai sdlyainak Osszege, és

B’ = H' 6sszes péros elemszdmii (az iireshalmazzal egyiitt) részhalmazai silyainak az osz-
szege.

Nyilvéan egyfelsl C' = A’ + B’, masfel6l B’ = B; hiszen H' egy péros elemszami részhal-
mazdnak a sulya megegyezik H azon péaros elemszamu részhalmazédnak a silydval, amely
éppen a megfelels H'-beli részhalmaz ellentettjeit tartalmazza.

A’ = — A (hasonléan, mint az imént B’ = B-nél).

De akkor A, B-re a kovetkez$ egyenletrendszer irhaté fel:

2015
A+B=— 2015 1 2015 1
L, oop=2, -, g2
1 2 2014 1 208
A+ B=——
2014

Mivel ebben a B-ben benne van az iireshalmaz 1-es sillyal, a vilasz:

H 06sszes paros elemszamu (legaldbb két elemet tartalmazd) részhalmazai silyainak az 6sz-

szege:

2011 1
B=1=="=+10%
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