ARANY DANIEL MATEMATIKAI TANULOVERSENY
2011/2012-ES TANEV

Kezdok és Haladok
(L., IL. és III. kategoria)

Feladatok és megoldasok

A verseny az Emberi Er6forrds Minisztériuma megbizdsdbdl az Oktataskutaté és Fejlesztd
Intézet és a Kozigazgatdsi és Igazsagligyi Minisztérium Wekerle Sandor Alapkezeld éltal
meghirdetett NTP-KTTV-11-0015 kédszamu pélydzati tdmogatdsbol valdsult meg.
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2011/2012-es tanév
I. fordulo
kezdok I-II. kategoria

Feladatok

1. Milyen ardnyban osztjak az ABC DEF' szabalyos hatszog AC és BF atléi egymast?

2. Az N pozitiv egész szdm pozitiv osztéinak a szorzata 3°%°. Hatdrozzuk meg az N szdm
utolsé szamjegyét!

3. Mely z és y pozitiv egész szamokra igaz az alabbi egyenl&ség?

2 — P 422 —6y—25=0

4. Egy zar, amelyen harom nyomégomb van, akkor nyilik ki, ha a harom kiilonb6z6 gom-
bot egy meghatdrozott sorrendben kozvetlenill egymds utdn nyomjuk meg. Legkevesebb hany
gombnyomadsra van sziikség ahhoz, hogy biztosan kinyiljon a zar? (A megfelel6 harom
gombnyomadst esetlegesen megel6z6 gombnyomadsok sorozatdnak nincs hatdsa a zar szerke-
zetére.)

(6 pont)

(6 pont)

(6 pont)

(6 pont)



Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
I. fordulé
kezdok I-II. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Milyen ardnyban osztjdk az ABCDEF szabalyos hatszog AC' és BF atl6i egymast?
Megoldas.
B A Jelolje a két atlé metszéspontjat M! A hatszog szimmetridja

miatt AM = BM, illetve CM = F M.

Az ABF héaromszog egyenlGszari és szarszoge 120°, igy
C r ABF<=AFB<=30° és a hatszog szimmetridja miatt
a BC A< szintén 30°-os. Ezért

MBC< = ABC< — ABF< = 120° — 30° = 90°.
D E
Tehat a C'BM haromszog ,,fél” szabdlyos haromszog, igy CM =2 - BM.
Azaz FM =2 - BM, tehat az 4tlék 2 : 1 ardnyban osztjdk egymdst.

Megjegyzés: Ha az 'A és C'B oldalegyenesek metszéspontja G, akkor AG B szabdlyos ha-
romszdg (a szabalyos hatszog kiils§ szogei 60°-osak). Igy AC és BF a CFG hiromszog
silyvonalai, amelyek 2 : 1 ardnyban osztjdk egymadst.

2. Az N pozitiv egész szdm pozitiv osztéinak a szorzata 3°%°. Hatdrozzuk meg az N szdm
utolsé szamjegyét!

Megoldas. Mivel az osztok szorzatidban csak a 3-as primtényez$ szerepel, ezért az N szam
haromhatvany, igy minden osztdja haromhatvany. Tehdt pozitiv oszt6i a kovetkezdk: 1, 3,
32, 33, ..., 3" Ezek szorzata

1-3.32.3%.....30 = 32ttdn 3n(n2+1)
P 1
Igy n(n;—) =595, azaz n(n+ 1) = 1190. Az 1190 osztépdrjait felirva kapjuk, hogy

n = 34. Tehat N = 3**.

(6 pont)

1 pont

2 pont

2 pont
1 pont

(6 pont)

2 pont

2 pont



A végz6dés megdllapitdsdhoz tekintsiik az aldbbi tdblzatot!

hatvany 30 3! 3? 33 3¢ 3
végzGdés 1 3 9 7 1 3

A végz6dés periodikusan ismétlédik, a periddushossz 4, igy az N szam 9-re végzddik, mert
34=8-4+2.

3. Mely z és y pozitiv egész szamokra igaz az aldbbi egyenlGség?

2 — P+ 22 —6y—25=0

Megoldas. Alakitsuk 4t a kifejezést: (z + 1) — (y 4+ 3)> = 17.
Innen alkalmazva az a® — b* = (a + b)(a — b) azonossdgot: (z +y +4)(z —y —2) = 17.

Mivel mindkét tényezd egész szdm, (z+y+4) biztosan pozitiv és nagyobb, mint
(x —y—2), igy a 17-nek csak egyetlen szorzattd bontdsa jon széba: = +y+4 =17 és
r—y—2=1.

Innen a szokdsos médon megoldva az egyenletrendszert kapjuk, hogy =z = 8 és y = 5, ame-
lyek val6ban megfelelnek a feladat feltételeinek.

4. Egy zar, amelyen harom nyomégomb van, akkor nyilik ki, ha a hdrom kiilonb6z6 gom-
bot egy meghatdrozott sorrendben kozvetleniil egymds utdn nyomjuk meg. Legkevesebb hany
gombnyomadsra van sziikség ahhoz, hogy biztosan kinyiljon a z4r? (A megfelel6 hirom
gombnyomast esetlegesen megel6z6 gombnyomasok sorozatdnak nincs hatdsa a zar szerke-
zetére.)

Megoldas. A hirom gombot 3! = 6 kiilonb6z3 sorrendben nyomhatjuk meg. igy a gomb-
nyomdasok olyan sorozatdra van sziikség, amely mind a 6 lehetséges sorrendet tartalmazza.

Szamozzuk meg a gombokat az 1, 2, 3 szamokkal. Megmutatjuk, hogy 9 gombnyomas ele-
gendd, de ennél kevesebb nem.

Egy megfelel6 gombnyomds sorozat: 1, 2, 3, 1, 2, 1, 3, 2, 1.

Tegyiik fel, hogy van olyan 1, 2, 3 szdmokbdl készitett nyolcelemi sorozat, amely alkalmas
a zar kinyitasara. Egy ilyen 6 prébélkozast tesz lehet6vé, igy ennél rovidebb sorozat nem
jOhet szdba.

A fellépé haromtagi részsorozatoknak igy paronként kiilonbozdnek kell lennie. Ebbdl ko-
vetkezden szomszédos és a mdsodszomszédos elemek nem lehetnek egyenldk.

Tekintsiik a 3. helyen allé h elemet. Mivel h-val kezd6d6 permutacié 2 van, ezért a h még
egyszer el6fordul a sorozatban. Ez a 2. elé6fordulds nem lehet az 1., 2., 4., 5. és a két utols6
pozicién sem, hiszen ellenkez esetben lennének til kozeli h elemek, vagy pedig nem férne
el a nyolctagii sorozatban a masik h-val kezd6d6 permutdcié. fgy h mésodszor a 6. poziciét
foglalja el, ezért a vele kezd6d6 mdsodik permuticié a 8-as sorszamu elemmel végzddik, az
alabbiak szerint: _, _, h, x, y, h, y, x.

Ekkor viszont az 5. elemmel kezd6dé harmasban az y elem megismétlodik.

Igy belattuk, hogy 9 gombnyomis feltétleniil sziikséges a zir biztos kinyitasdhoz.

2 pont

(6 pont)

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

(6 pont)

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

2 pont



Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév

kezdok I-II. kategoria II. fordulé
kezdok III. kategoria I. fordulo

Feladatok

1. Mekkordk annak a deltoidnak a szdgei, amelynek van koriilirt kore, és az egyik 4tlgja
kétszer olyan hosszi, mint a masik? (6 pont)

2. Hatdrozza meg azt a legkisebb n pozitiv egész szaimot, amelyre igaz, hogy n egymadst ko-
vet6 kétjegyl szdm kozott mindig van olyan, amelyik oszthaté a szdmjegyeinek Osszegével. (6 pont)

3. Az O kozépponti, AB = 2r atmérdji félkoron felvessziik egymas utdn a C' és a D pon-
tokat ugy, hogy az AC és a C'D hirok hossza egyarant a és a DB hur hossza x. Bizonyitsa
be, hogy ha a és r mér6szdma raciondlis szdm, akkor x mér6szdma is raciondlis szdm! (8 pont)

7z

4. Egy 4 x 4-es tdblazat minden mez6jében kezdetben a 0 szam 4all. Egy-egy 1épésben a tdbla
valamely 2 x 2-es részletében a szdmok mindegyikét 1-gyel megndveljilkk. Megkaphatjuk-e
ilyen 1épésekkel az aldbbi kitoltéseket?

a) b) c)

3171612 3171612 3171612
8114(10| 5 8114|195 8 |14|11|5
8111197 819 |10(7 81110 7
314154 314|154 314|514 (10 pont)

5. Tegyiik fel, hogy p és d pozitiv egész szamok, amelyekre a p, p+d, p+2d, ..., p+ 10d
szamok mindegyike primszdm. Bizonyitsa be, hogy ekkor d értéke legalabb 210. (10 pont)



Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév

kezdok I-II. kategoria II. fordulé
kezdok III. kategoria I. fordulo

Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Mekkordk annak a deltoidnak a szdgei, amelynek van koriilirt kore, és az egyik 4tlgja
kétszer olyan hosszi, mint a masik?

Megoldas.

A deltoid tengelyes szimmetridja miatt a koriilirt kor O kozéppontja rajta van a szimmetria-
4tl6n (a szimmetriadtléra valé tiikrozéskor a koriilirt kor onmagaba megy 4t). Igy a szimmet-
riaatlé a kor atmérdje, és mivel a masik atlé is a kor egy hdrja, ezért csak az lehet a rovidebb,
tehdt a szimmetriadtlé a hosszabbik &tl6.

Ezért Thalész tételének értelmében a deltoid rovidebb at-
16janak két végpontjdndl (az dbrdn a B és a D csticsok-
B nal) 90°-90°-o0s szdogek vannak.

A feltétel szerint 2BD = AC, vagyis BD ugyanakkora,
C 4 mint a kor sugara. Ekkor az O BD haromszog szabdlyos,
igy (az atlék metszéspontjat M-mel jelolve) OBD< =
= OBM< = 60°, tehat BOM< = BOA< = 30°.
Mivel a BOA haromszog egyenld szari (OA = OB),

180° — 30°
ezért OAB< = — 5 = 75°.

A szimmetria miatt ekkor A-nél kétszer ekkora szog van, tehat: DAB< = 150°.
Ekkor BC'D<t = 30°.

Megjegyzés. Az OBD haromszog szabalyossdga helyett észre lehet venni az OBM ha-
romszog félszabdlyossagat (90°, 60°, 30°-os szogek). Ebbdl is addédik, hogy BOM< =
= BOA< = 30°. Természetesen erre is jar a 2 pont. A befejezésnél a C-nél levs szoget
is megkaphatjuk el6szor a kozépponti és keriileti szogek tételével vagy kozvetlen szdmolds-
sal, majd onnan az A-ndl levét. Ebben a sorrendben is jar az 1-1 pont.

(6 pont)

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont
1 pont



2. Hatdrozza meg azt a legkisebb n pozitiv egész szdmot, amelyre igaz, hogy n egymadst ko-

vetd kétjegyl szam kozott mindig van olyan, amelyik oszthaté a szamjegyeinek Osszegével.

1. megoldas.

Megmutatjuk, hogy n = 10. Vegyiik észre, hogy n legfeljebb 10. Valdban, 10 egymadst ko-
vetd szdm kozott biztosan van 10-zel oszthat6 és a kétjegyli 10-zel oszthaté szdmok nyilvan
oszthatok szdmjegyeik Osszegével.

Masrészt n legaldbb 10, mivel kdonnyen ellendrizhetd, hogy a 91, 92, ..., 99 szdmok kozott
nincs olyan, amelyik oszthaté lenne a szamjegyeinek Osszegével.

2. megoldas.
10 egymast kovetd szam kozott biztosan van 9-cel oszthatd.

Egy 9-cel oszthat6 szam szdmjegyeinek Osszege is oszthatd 9-cel, tehat egy 9-cel oszthatd
kétjegyli szam szamjegyeinek Osszege 9 vagy 18.

Ha a szamjegyek Osszege 9, akkor készen vagyunk.

18 pedig csak tigy lehet, ha a kétjegyli szdm a 99. Ekkor a 90, ..., 99 szamok koziil a 90
oszthaté a szamjegyeinek 6sszegével.

Masrészt n legalabb 10, mivel konnyen ellendrizhetd, hogy a 91, 92, ..., 99 szdmok kozott
nincs olyan, amelyik oszthat6 lenne a szdmjegyeinek Osszegével.

P

3. Az O kozéppontd, AB = 2r atmérdjh félkoron felvesszilk egymds utdan a C' és a D pon-
tokat ugy, hogy az AC és a C'D hirok hossza egyarant a és a DB hur hossza x. Bizonyitsa
be, hogy ha a és r mér6szama raciondlis szdm, akkor x mér6szdma is raciondlis szdm!

D C 1. megoldas.

A szomszédos a és x hosszisagi hidrokat felcse-
rélve az ABCD szimmetrikus trapézhoz jutunk.

r
m (Egy korben azonos hosszusdgu ivekhez azonos
hossziisdgd hidrok tartoznak.)
A . O = T ! Ennek C7T° magassdgit m-mel jelolve és a
3 ) Pitagorasz-tételt alkalmazva
z\2
az OTC' derékszogli haromszogben: m? = r? — <5> ,
z\2
a TBC derékszogli haromszogben: m* = a — (r — 5) .
72 22 2
Az osszehasonlitds alapjan 7% — 1= a® —r*trr— T amibdl z = 2r — —.
r

Két raciondlis szdm kiillonbsége, szorzata és hdnyadosa is raciondlis szdm, tehdt ha a és r
mér8szama raciondlis szam, akkor z-€ is az.

(6 pont)

4 pont

2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

2 pont

(8 pont)

3 pont

1 pont
1 pont

2 pont

1 pont



2. megoldas.

Az abra jeloléseit haszndlva, az AOFED négyszog
deltoid, hiszen két-két szomszédos oldala egyenld,
azaz 4tléi merGlegesek egymadsra, és az egyik atlo,
az szimmetriatengely is. Legyen az OD &tlénak az
O-hoz kozelebbi szakasza y. Ekkor a masik r — y.
Az AFE atlo felét jeloljik e-vel! A Thalész-tétel
szerint ABE derékszogli haromszog. A keletkezd
derékszogli haromszogekre Pitagorasz tételét alkal-
mazva:

D

2_ 2 2
=y te,

(2r)? = (2¢)* + 2.

Ha az els6 két egyenletet kivonjuk egymasbél, majd kifejezziik y-t, a kovetkez6t kapjuk:

2r2 —a?

vy= 2r

Ezt a masodik egyenletbe visszahelyettesitve:

222 4rt —4r2a® + ot a*(4r? — a?)
- vy = 472 - 472 '

Ezt a harmadik egyenletbe behelyettesitve és rendezve:

X

2
5 4r* — 4a’r? + o 272 — a2 . 2r2 — g2 a?
= 5 = , vagyls r=——=2r— —
r r
Két raciondlis szdm kiillonbsége, szorzata és hanyadosa is raciondlis szdm, tehit ha a és r
mérdszama racionalis szam, akkor x-€ is az.

4. Egy 4 x 4-es tablazat minden mez6jében kezdetben a 0 szam 4all. Egy-egy 1épésben a tdbla
valamely 2 x 2-es részletében a szdmok mindegyikét 1-gyel megndveljilk. Megkaphatjuk-e
ilyen 1épésekkel az aldbbi kitoltéseket?

a) b) c)

3171612 3171612 3171612
8114(10| 5 8114|195 8| 14|11|5
11|97 819 |10(7 8 |11|10( 7
314154 314154 314|514

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont

1 pont

(10 pont)



Megoldas.

a) A tdbldzatban a szdmok Osszege kezdetben 0, és minden 1épésben 4-gyel novekszik,
vagyis minden valtoztatas utdn 4-gyel oszthaté lesz. Mivel az elsd tdblazatban a szamok

0sszege 106, ami 4-gyel osztva 2 maradékot ad, ezért a kivant dllapot nem valdsithaté meg.

b) Szinezziik ki a tdbldzat mezsit sakktdblaszertien! (A bal fels6 mezs legyen fekete.)

3171612
8 (14|95
8| 9|10]7
31454

A tablazatban kezdetben a kiilonb6z6 szini mez&kon 4llé6 szaimok Osszege azonos. Minden
véltoztatds sordn a fehér és fekete mezdkon 4ll6 szdmok Osszege is 2-vel nd, vagyis min-
den Iépés utan egyenld marad a kiilonbozé szini mezdkon szerepld szamok Osszege. Mivel
a 2. dbran a sotét mezdk szamainak Osszege 54, a vildgosaké pedig 50, ezért a megadott
helyzet nem érhet6 el.

¢) Meg fogjuk mutatni, hogy a 3. dbra el6dllithato.

Visszafelé haladva, a tdbldzatban szerepld 2 x 2-es részletekben szerepld 1-gyel csokkentve
eld fogjuk allitani a csak O-t tartalmazé kezddallapotot.

zZ.o 2

A sarokmez6kon 1€vé 3, 2, 4, 3 szamok mutatjdk meg, hogy hany olyan valtoztatas tortént,
amely a sarkokra illeszkedd 2 x 2-es részleteket érintette. Ezeket a 1épéseket visszavonva az
alabbi dbra adddik:

014140
501111913
5181613
ofrf1yjo0

A felsd és az also sor kozépsS két mezdjébe keriild 4, 1 szamok mutatjdk meg, hogy hany
olyan véltoztatds tortént, amely erre a két-két kis négyzetre illeszkedd 2 x 2-es részleteket
érintette. Ezeket a 1épéseket is visszavonva az alabbi dbra adédik:

S |lwnm|wm| o
(=3 IS N N =)

S|l | n | O
S| W|lw | o

Az els6 és az utols6 oszlop kozépsd két mezbjébe keriils 5, 3 szamok mutatjdk meg, hogy
hany olyan valtoztatas tortént, amely erre a két-két kis négyzetre illeszkedd 2 x 2-es részle-
teket érintette. Ezeket a 1épéseket is visszavonva az aldbbi dbra adddik:

2 pont

3 pont



=N Nl k=]
SN O
SO
S |o|o o

Végiil a kozéps6 négy mezdbe keriil6 2-es szamok mutatjdk meg, hogy hany olyan véltozta-
tas tortént, amely ezt a négy kis négyzetet érintette. Ezeket a 1épéseket is visszavonva adédik
a csupa O-t tartalmazo tablazat.

Tehdt a felsorolt véltoztatdsok szerinti noveléseket tetszSleges sorrendben végrehajtva a c)
jeld tabldzat eldallithato.

5. Tegyiik fel, hogy p és d pozitiv egész szamok, amelyekre a p, p+d, p+2d, ..., p+ 10d
szamok mindegyike primszdm. Bizonyitsa be, hogy ekkor d értéke legalabb 210.

Megoldas.

Jeloljiik a 2, 3, 5, 7 primszamok halmazat P-vel! Ha p € P, akkor p+pd a p, p+d, p+2d,
.., p+10d szamok egyike, tehit primszamnak kéne lennie, de ez nem lehet, hiszen egy p-

nél nagyobb p-vel oszthaté szdm. Tehédt p ¢ P, ami azt is jelenti, hogy a p, p + d, p + 2d,
.., p+ 10d szdmok egyike sem eleme P-nek.

Ezutdn megmutatjuk, hogy ha ¢ € P, akkor a ¢ primszdm osztéja d-nek, tehat d oszthatd
a P beli elemek szorzataval, azaz 210-zel. EbbS]l mar a feladat allitasa kovetkezik.

Tekintsiik a kovetkezd ¢ darab szémot: p, p+d, p+2d, ..., p+ (g — 1)d.

Ha van koztiik ¢-val oszthatd, akkor van olyan k£ (0 < k < g — 1), hogy a p + kd primszdm
a g tobbszorose, ami csak gy lehet, hogy p + kd = q. Ez azonban az el6z6ek alapjan nem
lehet.

Ha nincs koztiik g-val oszthatd, akkor van koztiik két olyan, amelyek ¢-val osztva ugyanak-
kora maradékot adnak, tehét a kiilonbségiik sd (ahol 1 < s < ¢ — 1) oszthat6 a ¢ primszdm-
mal, tehdt ¢ osztéja d-nek.

10

5 pont

(10 pont)

2 pont

1 pont

3 pont

4 pont



Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
3. (donto) fordulo
kezdok I. kategoria

Feladatok

1. Az ABCD téglalap BC oldala 2 egység hosszisagu. Jelolje a BC oldal felez6pontjat G,
a CD oldal C csticshoz kozelebbi harmadold pontjat E. Mekkora az AB oldal, ha az FAG
szog 30°?

2. Egy haromszog oldalai a szokasos jelolésekkel a, b €s ¢, a velikk szemkozti szogek rendre

«, B és v. Mekkordk lehetnek a haromszog szogei, ha tudjuk, hogy a 3 kétszerese az o sz6g-

b b
nek és az oldalak kozott fenndll az - + -+ €=z + -+ ¢ Osszefiiggés?
b ¢ a ¢ a b

3. Pisti a kovetkezd jatékot jatssza. El6szor felir a tablara egy pozitiv egész szamot. Ezutdn
minden 1€pésben letorli a tdblan levs szamot, s helyette, ha paros volt, akkor a szam felét,
ha pératlan volt, akkor a ndla 7-tel nagyobb szamot irja fel. Jeloljik A-val, B-vel, illetve
C-vel azon pozitiv egész szdmok halmazat, melyekbdl kiindulva Pisti megkaphatja az 1, 3,
illetve 7 szdmokat (a jatékot utdna is folytatja, miutdn ezek valamelyikét megkapta).

a) Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész szdm az A, B, C' halmazok koziil pontosan
az egyiknek eleme.

b) Héany 1000 000-ndl kisebb eleme van A-nak, B-nek, illetve C-nek?

Az eredményhirdetést 2012. majus 25-én (pénteken) 14.00 orai kezdettel tartjuk az
MTA Rényi Alfréd MKI Nagytermében (Budapest, V. ker., Realtanoda u. 13-15.).

11



Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
3. (donto) fordulo
kezdok I. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABCD téglalap BC oldala 2 egység hosszisagu. Jelolje a BC oldal felezGpontjat G,
a CD oldal C csticshoz kozelebbi harmadol6 pontjat E. Mekkora az AB oldal, ha az EAG
szog 30°?

D 2z E =z C Megoldas. Ha FC =z és EG =y, akkor az AED és
GCE derékszogili haromszogekbdl a Pitagorasz-tétel alap-
jan:

1
J AE? = (2z)2 4+ 22 = 4(2? + 12) = (2y)?,
2 2y G tehat AE = 2y. Mivel az EAG szdg 30°, ebbdl az ko-

vetkezik, hogy ha az E-nek az AG egyenesre vonatkozé
tilkkorképe Fy, akkor az AF|FE hdromszog szabdlyos és
y=FEG = GE,. Igy EE, =2y = EG+GE}, tehit G az
FE E, felez6pontja, hiszen a haromszog egyenlStlenség mi-
A B att G-nek az FE;-re kell illeszkednie. Ezért AG = \@y

Tehét az ABG derékszogili haromszogbdl a Pitagordsz-tétel alapjén: (\@y)z = (3z)* + 12,
de lattuk, hogy y* = 2? + 1. Ezekbdl mér egyszertien megkapjuk, hogy AB = 3z = /3.

2. Egy hdromszdg oldalai a szokdsos jelolésekkel a, b és c, a veliik szemkozti szogek rendre
«, B és . Mekkordk lehetnek a haromszog szbgei, ha tudjuk, hogy a 3 kétszerese az o sz6g-

b b
nek és az oldalak kozétt fenndll az % + -+ c_1¢ + -+ % Osszefliggés?
a c

Megoldas. Redukaljunk nulldra és szorozzuk végig az egyenlGséget abce-vel! Ekkor a

b —be+a’c—ad? +vPa—a*h =0
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egyenlGséghez jutunk. Alakitsuk szorzattd a baloldali kifejezést!
b —be+alc—ac> + ba—a’b = c(bc — b* + a’> — ac) — abla — b) =
=c[(a—b)(a+b) — c(a—b)] —abla—b) = (a —b)(ca+ cb— * — ab) =
=(a—b)(b—c)(c—a)=0.

Ez az egyenl6ség pontosan akkor all fenn, ha a = b vagy b = ¢ vagy ¢ = a. Mivel 8 = 2a,
igy a # b, tehdt vagy b = ¢, vagy ¢ = a.

Ha b = ¢, akkor v = 3 = 2a, igy a+ 8+ = 5a = 180°, amibdl o = 36°. Tehit v = 3 =
=72°.
Ha ¢ = a, akkor v = «, igy a + 8 + v = 4a = 180°, amibsl v = a = 45° és 3 = 90°.

P

Konnyen ellendrizhetd, hogy a haromszog oldalaira el6irt feltétel mindkét esetben teljesiil,
tehat valéban megolddsokat kaptunk.

3. Pisti a kovetkezd jatékot jatssza. ElSszor felir a tablara egy pozitiv egész szamot. Ezutidn
minden 1€pésben letorli a tdblan levs szamot, s helyette, ha paros volt, akkor a szam felét,
ha pdratlan volt, akkor a ndla 7-tel nagyobb szamot irja fel. Jeloljik A-val, B-vel, illetve
C-vel azon pozitiv egész szamok halmazat, melyekbdl kiindulva Pisti megkaphatja az 1, 3,
illetve 7 szdmokat (a jatékot utdna is folytatja, miutdn ezek valamelyikét megkapta).

a) Bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész szam az A, B, C' halmazok koziil pontosan
az egyiknek eleme.

b) Héany 1000 000-ndl kisebb eleme van A-nak, B-nek, illetve C-nek?
Megoldas. Definidljuk az alabbi halmazokat:

A’ := {7-tel osztva 1 vagy 2 vagy 4 maradékot ad6 pozitiv egész szdmok},
B’ := {7-tel osztva 3 vagy 5 vagy 6 maradékot ad6 pozitiv egész szamok},

C' := {7-tel osztva 0 maradékot ad$ pozitiv egész szdmok}.

Nyilvdnvald, hogy minden pozitiv egész szdm e hirom halmaz koziil pontosan az egyiknek
eleme. Mind a harom halmaz zart a feladatban szerepld két miiveletre, hiszen egy szadm és
a ndla 7-tel nagyobb szdm 7-tel osztva ugyanazt adja maradékul, masrészt egy A’-beli paros
szdm 14-es maradéka 2 vagy 4 vagy 8, ilyennek a fele is A’-beli, egy B’-beli pdros szdm
14-es maradéka 6 vagy 10 vagy 12, ilyennek a fele is B’-beli és végiil egy C’-beli péros
szdm 14-es maradéka 0, ilyennek a fele is C’-beli. Ebbdl l4tjuk, hogy A = A’, B = B’,
Cc=cC.

Tehat minden pozitiv egész szam az A, B, C halmazok koziil pontosan az egyiknek eleme.

Az 1000000-nal kisebb szamok koziil 428 571 van A-ban, ugyanennyi B-ben €s 142857
C-ben.
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanul6verseny
2011/2012-es tanév
3. (donto) fordulo
kezdok II. kategoria

Feladatok

1. Egy konferencidn magyar, angol, francia, német, olasz és spanyol tuddésok vettek részt.
Valaki észrevette, hogy mindenkinek pontosan hat ismerése van jelen, mind a hat nemzet-
bdl pontosan egy. (Az ismeretségek kolesonosek, és senki nem szdmit a sajat maga ismerd-
sének.)

a) Bizonyitsuk be, hogy a résztvevok szdma oszthaté 12-vel!

b) Bizonyitsuk be, hogy ha n 12-vel oszthat6 pozitiv egész szdm, akkor val6ban 1étezhet
ilyen konferencia pontosan n résztvevovel!

2. Egy haromszog egyik csticsabdl a masik két csicshoz tartozé két belsd és két kiilsé szog-
felezdre mer6legeseket allitunk. Ezek a szogfelezbket a D, E, F' és G pontokban metszik.
Bizonyitsuk be, hogy ez a négy pont egy egyenesre illeszkedik!

1
3. Tudjuk, hogy a + — = p, ahol p primszam. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
a

1 1
7_1_7

1
_ 4 3 2
A=a"+a’ +a +g+a3 P

egész szdm! Mennyi a p értéke, ha A-nak négy pozitiv osztéja van?

Az eredményhirdetést 2012. majus 25-én (pénteken) 14.00 orai kezdettel tartjuk az
MTA Rényi Alfréd MKI Nagytermében (Budapest, V. ker., Realtanoda u. 13-15.).
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
3. (donto) fordulo
kezdok II. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy konferencidn magyar, angol, francia, német, olasz és spanyol tudésok vettek részt.
Valaki észrevette, hogy mindenkinek pontosan hat ismerdse van jelen, mind a hat nemzet-
bdl pontosan egy. (Az ismeretségek kolcsonosek, és senki nem szdmit a sajat maga ismerd-
sének.)

a) Bizonyitsuk be, hogy a résztvevok szdma oszthaté 12-vel!

b) Bizonyitsuk be, hogy ha n 12-vel oszthat6 pozitiv egész szdm, akkor val6ban 1étezhet
ilyen konferencia pontosan n résztvevovel!

Megoldas. a) Beldtjuk, hogy minden nemzetségbe ugyanannyi résztvevs tartozik. Min-
den angol résztvevohoz rendeljiik hozza francia ismer6sét. A feltételbdl viladgos, hogy mind-
egyikhez pontosan egyet rendeltiink, igy az angolok és a francidk szdma megegyezik. Ezt
nyilvdn barmelyik két nemzetségre elmondhatndnk. Mdsrészt beldtjuk, hogy minden nem-
zetségbe paros sok résztvevd tartozik. Minden magyarhoz rendeljiik hozza magyar ismerd-
sét, igy a feltétel alapjan parokba rendeztilk a magyarokat, tehdat a magyar résztvevdk paros
sokan vannak. Ezt is barmelyik nemzetségre elmondhatnank. Tehat Osszességében minden
nemzetségbdl ugyanannyian és paros sokan vannak, amibdl az allit4s vildgos.

b) Legyen n = 12k, ahol k tetszGleges pozitiv egész szam. Vegyiink fel 2k darab hatost:
Ay, ..., Ag, By, ..., Br. Egy hatos hat kiilonb6z8 orszagbdl érkezett emberbdl all, minden
nemzetségbdl egy-egy emberbdl, akik koziil mindenki ismer mindenkit. Tegyiik fel tovabba,
hogy minden 1 < i < k-ra A; és B; kozott a kovetkezs ismeretségek éllnak fenn: mindenki
ismeri a sajit honfitarsat. Mds ismeretség nincs. Vildgos, hogy a konstrukcié megfeleld.
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2. Egy hdromszog egyik csticsdbdl a masik két cstcshoz tartozé két belsé és két kiilsd szog-
felez6re merGlegeseket allitunk. Ezek a szogfelezSket a D, E, I’ és GG pontokban metszik.
Bizonyitsuk be, hogy ez a négy pont egy egyenesre illeszkedik!

Megoldas.

Jeloljitk a hdromszog A csdcsdnak a B és C' csticsokhoz tartozé belsd és kiils6 szogfelezdkre
val6 merdleges vetiiletét By, By, C1, Cs-vel. Legyen B1B,NAB =D és C1C, N AC = E.
Mivel az egy cstcshoz tartozé belsd és kiilsd szogfelezok merblegesek egymasra, ezért az
AB,BB, és AC,CC, négyszogek téglalapok. Mivel a téglalap atléi felezik egymast, ezért
D és E az AB, illetve AC oldal felez6pontjai, azaz DE kozépvonal az ABC' haromszog-
ben, és igy DE || BC.

Masrészt a téglalap félatléi egyenld hosszisaguak, ezért a BD B, hiromszog egyenldszaru.
Ezt felhaszndlva:

DB,B< = B,BD< =90° — g é€s BDB,<=180° -2 (90O — g) = 0.

Mivel BDB,<t = DBC< = 3, ezért B,D || BC.
Hasonl6 gondolatmenettel igazolhat6, hogy CLE || BC.

Mivel a B,D és CLE szakaszok részei a B,B; és C>C) szakaszoknak, DFE || BC, ezért
a By, By, C}, C, pontok valéban egy egyenesre esnek, €s ez az egyenes az ABC haromszog
BC oldallal parhuzamos kdzépvonaldra illeszkedik. Ezzel az allitast igazoltuk.

1
3. Tudjuk, hogy a + — = p, ahol p primszam. Bizonyitsuk be, hogy ekkor
a

1 1 1
A:a4+a3+a2+7+7+f2
a a a
egész szam! Mennyi a p értéke, ha A-nak négy pozitiv osztéja van?
Megoldas. Alkalmazzuk a két tag 6sszegének négyzetére, illetve kibére vonatkozé azonos-
sdgot az aldbbi médon!

1\ 1 1\ 1 1
at+—)=a"+—5+2 é |(a+-)=a+—5+3(at+-).
a a? a a’ a
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Ebbdl

1 1V 1 RN 1
a2+2:(a—|—>—2 és a3+3:<a—|—)—3<a+>.
a a a a a

Ezt felhaszndlva kapjuk, hogy

Tehat:

1 1 1
A:a4+a3+a2+g+$+¥:(p2—2)2—2+p3—3p+p2—2,

ami egész szam.
Alakitsuk 4t a kapott kifejezést az aldbbi médon!
A= (P2 —24p ~3p+pt—2=p" — 4P’ +4-24p - 3p+p’ 2=
=pt+p’ =3 =3p=p(p* -3)(p+1).

Mivel 4 =4 -1=2-2, ezért A-nak csak ugy lehet négy pozitiv osztdja, ha egy primszam
harmadik hatvanya, vagy két primszam szorzata. Az els6 nem allhat fenn, hisz a p és p + 1
relativ primek, a masodik pedig csak tigy allhat fenn, ha p és p + 1 prim, a p* — 3 pedig 1.
Ebbdl jon, hogy p=2¢és A=66és a=1.
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
2. (donto) fordulo
kezdok III. kategoéria

Feladatok

1. Adott egy k kor és rajta kiviil egy P pont. A P-bdl a k-hoz hizott érintdk érintési pontjai
Q@ és R. Q-bdl hizzunk a PR-rel parhuzamost, és metssze ez a k kort A-ban! Metssze
tovabba az AP szakasz a k kort B-ben és QB az RP-t C-ben! Igaz-e, hogy RC = C'P?

2. Legyen f a raciondlis szdmok halmazan értelmezett, valés értékd fiiggvény. Tudjuk, hogy
tetszbleges x, y raciondlis szamokra teljesiil az

flx+y)=f(x)+ f(y) + 2y

egyenlGség. Adjuk meg az Gsszes ilyen tulajdonsdgi f fiiggvényt!

3. Rogzitett k = 2 egész szam esetén azt mondjuk, hogy az n pozitiv egész szdm k-felbomlo,
ha 1étezik olyan p primszdm és a nem negativ egész szdm, hogy:

n:p—i—ak.

Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan n pozitiv egész szdm létezik, mely egyetlen
2 < k <2012 egész szamra sem k-felboml6!

Az eredményhirdetést 2012. majus 25-én (pénteken) 14.00 orai kezdettel tartjuk az
MTA Rényi Alfréd MKI Nagytermében (Budapest, V. ker., Realtanoda u. 13-15.).
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
2. (donto) fordulé
kezdok III. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Adott egy k kor és rajta kiviil egy P pont. A P-b6l a k-hoz hizott érinték érintési pontjai
Q@ és R. @Q-b6l hizzunk a PR-rel parhuzamost, és metssze ez a k kort A-ban! Metssze
tovabba az AP szakasz a k kort B-ben és QB az RP-t C-ben! Igaz-e, hogy RC = CP?

Megoldas.

D

A kovetkez6kben felhaszndljuk az azonos ivhez tartozo keriileti szogek egyenldségérol, vala-
mint az érintGszard keriileti szogekr6l sz6l6 ismereteket. Legyen ARQ<t = «, ekkor
ABQ< =a. Legyen BAQ< =, ekkor BRQ< = . Legyen RAB< =+, ekkor
RQB< =~. Legyen ABR< = ¢, ekkor AQR< = ¢.

Legyen D egy tetszbleges pont a PR szakasz R-en tuli meghosszabbitisan. Ekkor
ARD< = ¢, hiszen az AR hirhoz tartozé érintészéard keriileti sz6g. Az ARB() hirnégy-
szogben a szemkozti szogek osszege 180°, ezért v + B+ v+ e = 180°. Innen adédik, hogy
BRC< = 7, hiszen az R csicsndl ez egésziti ki 180°-ra a tobbi hdrom szoget. AQR< és
QRC< valtészogek, ezért QRC<t = AQR< = . A QRC haromszogben két sz6g mar is-
mert: CQR< =7 é QRC< =¢. Innen RCQ< = o + [ adédik. A BRC hiaromszdgben
BRC< =~ és RCB< = «a+ f, tethit CBR< =¢. RCB< = o+  miatt BOP<{ =y +e¢.
PBC< = a, hiszen ABQ< = «a-val csucsszoget alkot. A BC' P haromszoget vizsgalva koz-
vetleniil adédik, hogy C'PB< = (3, hisz a masik két szoget mar ismerjik. PQC< = f3, hi-
szen a B(Q)-hoz tartozd érintdszara keriileti sz6g. A PQC haromszogben mar két szog is-
mert, tehat C PQ< = a. A megfeleld szogek egyezdsége miatt RC' B/ hasonlé QCRA-
hoz, tovabba CPBA hasonlé C'QP/A-hoz.
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BC  RC lami BC CP
E = Qic, valamint ﬁ = Qic
RC - RC = BC - QC, mig a masodikbél CP - C'P = BC - QC adddik. A két egyenlGség
osszevetésébdl RC'- RC = CP-CP, innen pedig RC' = C'P adédik, hiszen pozitiv hosszak-
rél van szé.

A hasonlésdgok miatt: Az els6 0Osszefliggésbdl

2. Legyen f a raciondlis szamok halmazan értelmezett, valds értéki fiiggvény. Tudjuk, hogy
tetszbleges x, y raciondlis szamokra teljesiil az

flx+y) = fle)+ fy) + 2y
egyenl6ség. Adjuk meg az Osszes ilyen tulajdonsigi f fiiggvényt!
Megoldas. Ha y = x, akkor f(2z) = 2f(z) + z°, azaz

(2;’)2 ) <f(x) - f) .
2

Tehdt ennek f(x) = % megolddsa. Visszahelyettesitéssel lathatd, hogy erre teljesiil az

flx+y) = f(z) + f(y) + xy egyenlbség is.
2
Legyen: g(x) = f(x) — - Ekkor gz +) = g(z) + g(y).

f(2z) -

Ha = = y = 0, akkor azt kapjuk, hogy ¢(0) = 0. Ha y = z, akkor g(2x) = 2¢g(x) és ezutin
pl. teljes indukcidval azt kapjuk, hogy g(nx) = ng(z) barmely n természetes szdmra. Ha
y = —u, akkor felhaszndlva, hogy g(0) = 0, g(—x) = —g(x) és igy barmely k egész szamra
g(kz) = kg(z). Legyenek most p és g egész szamok (¢ # 0)! Ekkor

g(w)=g<q‘z>=qg (2) azaz g(Z)Z}Jg(w)
3) ol ) () oo

Tehét barmely r és x raciondlis szdmra: g(rx) = rg(x). Végiil r helyett x-et és = helyett
1-et irva azt kapjuk, hogy g(x) = g(1) - =, tehat csak

és igy

r@) =5+ (1) - 3) s

lehet és egyszerlien l4thatd, hogy erre teljesiil is az eredeti egyenlet.
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3. Rogzitett k = 2 egész szam esetén azt mondjuk, hogy az n pozitiv egész szam k-felbomlo,
ha 1étezik olyan p primszdm és a nem negativ egész szam, hogy:

n:p+ak.

Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok olyan n pozitiv egész szdm létezik, mely egyetlen
2 < k <2012 egész szdmra sem k-felboml6!

Megoldas. Legyen N = 2012! és jeloljik a 2 < k < 2012 egyenlGtlenségnek eleget tevd
k pozitiv egész szdmok halmazat K-val!

Bebizonyitjuk, hogy végtelen sok olyan 1-nél nagyobb b egész szam van, melyre ha k € K,
akkor b"¥ nem k-felbomlé. Tegyiik fel, hogy valamely b >1-re b" k-felboml6 valamely rog-
zitett k-ra (k € K). Ekkor van olyan p primszam és a nem negativ egész szam, hogy:

k
W =p+d*, azaz p:bN—ak:(b%) —ad”.

Tehat ismert azonossdg alapjén:

p= (bN/k —a) (b(k—l)N/k L pkRDN/RG o pNTRGk=2 ak—l).

o~

Itt a masodik tényezd > 1, mert b > 1. Ezért Nk g = 1,azaz a = bN/k _ 1. Bzt az el6z6be
beirva azt kapjuk, hogy

p = Qr(b),

ahol Q. (x) = DNk L p (=N (NIl Y g o NIR (pNTR ) F 72 (N p) !
egy egész egyiitthatds polinom, és Qx(x) > 1, ha x > 1. Tehét végtelen sok olyan b-t kell
keresniink, hogy ha akkor Q(b) ne legyen primszam.

Legyen minden k € K esetén a p; primszdm a Qx(2) egy osztja (ilyen van, mert
Qr(2) > 1) és vezessiik be az m = py - p3 - . .. - Pao12 jelolést! Ezutdn minden k € K esetén
vélasszuk ugy a tj pozitiv egész szamot, hogy ha x > tj, akkor teljesiiljon a Qi (mx +2) >
> pi egyenlGtlenség (ilyen ¢ 1étezik, hiszen Qi (x) egy olyan nem konstans polinom,
amelyben a legmagasabb foki tag egyiitthat6ja pozitiv). Végiil jeloljik a max (ta, ..., t2012)
szamot T-vel!

Igy, ha t > T egész szdm, akkor barmely k € K esetén Q(mt + 2) oszthaté lesz py-val,
hiszen a py és az m definici6jabdl kovetkezik, hogy Qx(mt + 2) és Qr(2) pg-val osztva
ugyanazt a maradékot adjdk és Qp(2) oszthatd pg-val, mdsrészt t; megvdlasztdsa miatt
pr-ndl nagyobb.

gy Qi(mt 4 2) nem primszam.

Nyilvanval6, hogy végtelen sok t > T egész szdm van. Tehat ezekre b = mt 4 2 esetén
Qr(b) nem primszdm, ha k € K.
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
elso (iskolai) fordulé

haladok - 1. kategoria
Feladatok

1. Az abran lathato ABC derékszogl haromszog AC oldala A
6 cm, BC' oldala 8 cm hosszi. Az SP szakasz parhuzamos
BC-vel és fele olyan hosszu.

Mekkora az ABS hiaromszog teriilete? Bizonyitsuk be,
hogy az ABS haromszog teriilete nem fiigg a P pont meg-
valasztasatdl!

2. Az ABCD négyzet BC oldaldval parhuzamos e egyenes az AB oldalt az £, a C'D oldalt
pedig a G pontban metszi. Az AEGD és az EBCG négyszog keriiletének aranya A. Ha

AE
g = M akkor mekkora a (2 — \) - (24 p) szorzat értéke?

3. Az f(x) = az® + bz + ¢ masodfoki fiiggvénynek (z € R) egy zérushelye van. Az f(z)
fliggvény mininumhelye x = c. Mekkora lehet az ac szorzat értéke?

4. Bizonyitsuk be, hogy 13" 4+ 3 - 5"~! 4+ 8 minden pozitiv egész n esetén oszthaté 24-gyel!

5. A Bergeng6c kirdlyi palota egyik folyoséjat djra kell kovezni. A folyosé 20 dm széles
és 99 dm hosszu. A felujitds idején kétféle jarokovet lehet beszerezni: a kisebbik
4 dm x 4 dm-es és 100 garas az 4ra, a nagyobbik 5 dm x 5 dm-es és 130 garasba keriil.
Mindketté megvasarolhaté darabonként is. Legkevesebb hany garasbél tudja a kincstarnok
megoldani a folyosé kikdvezését, ha a koveket nem szabad elvagni?
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
elso (iskolai) fordulo

haladok - 1. kategoria
Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az abran lathaté ABC' derékszogli haromszog AC oldala A
6 cm, BC oldala 8 cm hosszu. Az SP szakasz parhuzamos
BC-vel és fele olyan hossz.

Mekkora az ABS haromszog teriilete? Bizonyitsuk be,
hogy az ABS haromszog teriilete nem fiigg a P pont meg-
véalasztasatol!

B c

1. megoldas. Hizzunk merdlegest S-bdl AC-re. Legyen a merdleges talppontja AC-n P,

A lrjuk fel az ABS hiromszog teriiletét, mint a PAS és PBS
5 g P’ héromszogek teriiletének Osszege.
PS .- AP
Tpas = ——F—,
2
e _ PS.-PC’
B C PBS — ) .

PS-AP’+PS~PC’_
2 2 a
PS-(AP'+P'C) PS-AC 4.6

2 - 2 2

Tsap =Tpas +Tpps =

=12.

Tehdt az ABS hdromszog teriilete 12 cm?.

A fenti szamitds P tetszbleges helyzete mellett elvégezhetd, nem fiigg att6l, hogy hol vesz-
sziikk fel AB egyenesén.

1 pont

2 pont

2 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

23



2. megoldas.

S/

4 Huzzunk pdrhuzamost A-n keresztiil SP-vel, €s mér-

jiink rd SP-t. Legyen az igy kapott pont S’. 1 pont
5 P SS’ parhuzamos AB-vel, igy S és S’ azonos tdvol-
sdgra vannak az AB szakasztol. 1 pont
Igy az ABS' és ABS haromszogek teriilete meg-
egyezik, mert azonos az alapjuk és egyenl6 hosszd a
magassaguk. 1 pont
Tehat P-t tetsz6legesen valasztva az AB egyenesén, a
B c BS' A haromszoggel azonos teriileti hdromszoget ka-
punk. 2 pont
Az ABS' haromszog teriiletét pedig kiszamithatjuk, mint az AS’ alap, és a hozzé tartozé
magassag szorzata:
AS"-AC 4.6
Tgas = = =12. 2 pont
2 2
Osszesen: 7 pont
2. Az ABCD négyzet BC oldaldval parhuzamos e egyenes az AB oldalt az E, a C'D oldalt
pedig a G pontban metszi. Az AEGD és az EBCG négyszog keriiletének aranya A\. Ha
AFE
Bg = M akkor mekkora a (2 — ) - (2 4 p) szorzat értéke?
Megoldas.
D G C Az dbranak megfeleléen az EB =z jeloléssel AE = ux, igy az
ABCD négyzet oldala x + px = z(1 + p). 1 pont
Az AEGD téglalap keriilete 2ux + 22(1 + p) = 2x(2u + 1).
Az EBCG téglalap keriilete 2z + 2x(1 + p) = 2x(p + 2). 1 pont
2z(2 1 2 1
E A feltételek alapjan 2(2pt 1) sl A 1 pont
A . B 20(p+2) pt2
Rendezéssel Ay + 2\ —2p = 1 adédik. 1 pont
Mivel (A —2)(p+2) = A + 2\ — 2p — 4, ezért (A —2)(u+2) +4 = 1. 2 pont
Ekkor pedig (A —2)(n+2) = -3, azaz (2 — \)(2+ u) =3, tehdt a szorzat keresett ér-
téke 3. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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3. Az f(z) = az® + bx + ¢ méasodfokii fiiggvénynek (z € R) egy zérushelye van. Az f(x)
fliggvény mininumhelye x = c. Mekkora lehet az ac szorzat értéke?

Megoldas. Mivel az f(z) fiiggvénynek minimuma van, ezért a > 0.

b\ 2
Teljes négyzetté alakitdssal f(x) =a (a: + 2) +c— . alaku. 1 pont
a a
.. b . . _ b
A minimum helye x = 5 ami a feltétel szerint 5 = G azaz b = —2ac. 2 pont
a a

Az f(x) fiiggvénynek egy zérushelye van, igy a diszkriminans értéke 0, azaz b* — 4ac = 0. 1 pont
A b = —2ac helyettesitéssel 4a>c* — 4ac = 0. 1 pont
A 4ac(ac — 1) = 0 alakr6l leolvashatd, hogy ac lehetséges értéke 0 vagy 1. 1 pont

Mindkét eset meg is valdsul.

1
Ha ac =0, akkor c=0¢és b =0, igy f(z) = az?, ha pedig ac = 1, akkor ¢ = — és b= —2,
a

1
f(z) pedig f(x) = ax® — 2x + — alakd, ahol a > 0. 1 pont
a

Osszesen: 7 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy 13" 4+ 3 - 5"~ + 8 minden pozitiv egész n esetén oszthaté 24-gyel!

1. megoldas. Egy szam pontosan akkor oszthaté 24-gyel, ha 3-mal és 8-cal is oszthatd. 1 pont

Vizsgéljuk a 3-mal val6é oszthatdsdgot:
13" +3.5" 1 48=13"-1"+3.5"" + 9=
=13 -3+ 13" I+ 131 1) 435" 9, 2 pont
( p
Mivel az 6sszeg minden tagja oszthaté 3-mal, ezért az Osszeg is. 1 pont
Hasonl6an vizsgéljuk a 8-cal valé oszthatdsdgot is:
13" +3-5" 1 +8=13"-5"+5"+3.5"" 1 1 8=
=(13-5)(13" "+ 13" 54+ ... +13-5" 245" ) +5.5"1 +3.5" 4 8=

=(13-5)(13" '+ 13" 2.5 4. +13-5"245"1) + 8.5 +8. 2 pont

Az 0sszeg minden tagja oszthat6 8-cal, ezért az Osszeg is, tehdt a kifejezés 24-gyel is oszt-
hat6 minden pozitiv egész n esetén. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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2. megoldas. Legyen a, = 13" +3-5""! + 8 minden pozitiv egész n-re.
Ha n =1, akkor a; = 13 + 3 + 8 = 24, ami oszthaté 24-gyel. 1 pont

Tekintsiik a sorozat két egymast kovetd tagjanak kiilonbségét:

Qg1 —ap = 13" +3.5" 4+ 8 — (13" +3.5"71 +8) =

=13-13"+3.5.5""1 48 —-13"—-3.5""1 —8 =12 (13" +5""). 3 pont
Tetszbleges péaratlan szdm minden pozitiv egész kitevdjl hatvanya paratlan, 1 pont
ezért a zardjelben levd kifejezés értéke két paratlan szam Osszege, tehdt paros. 1 pont

Péros szdm 12-szerese oszthatd 24-gyel, vagyis a sorozat barmely két egymdst kovetd tag-
janak kiilonbsége oszthaté 24-gyel. Mivel ez igaz a sorozat els tagjara is, ezért a sorozat
minden tagja 24 tobbszorose. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. megoldas. Legyen a, = 13" +3-5""! + 8 minden pozitiv egész n-re, az oszthatésagot
bizonyitsuk n-szerinti teljes indukcidval.

Legyen n = 1, ekkor a; = 13 4 3 + 8 = 24, ami oszthat6é 24-gyel. 1 pont
Tegyiik fel, hogy az éllitds valamely pozitiv egész n-re igaz, be kell latnunk, hogy n + 1-re

is igaz. 1 pont

Qnip = 13" +3.5" 418 =13.13"+5.3.5"1 4 8=

=13-(13"+3-5""'+8)—-8-3.-5""1-12.8=13-q, —24-5""" —24 .4, 3 pont
Az els6 tag az indukcids feltevés szerint oszthatd 24-gyel, 1 pont
ezért az Osszeg mindhdrom tagja oszthaté 24-gyel, tehdt az a,, sorozat minden tagja valéban
a 24 tobbszorose. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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5. A Bergeng6c kirdlyi palota egyik folyoséjdt djra kell kdvezni. A folyosé 20 dm széles
és 99 dm hosszi. A feldjitds idején kétféle jarokovet lehet beszerezni: a kisebbik
4 dm x 4 dm-es és 100 garas az dra, a nagyobbik 5 dm x 5 dm-es és 130 garasba kertil.
Mindkett6 megvasarolhaté darabonként is. Legkevesebb hany garasbol tudja a kincstarnok
megoldani a folyosé kikdvezését, ha a koveket nem szabad elvagni?

Megoldas. El6szor vizsgaljuk meg azt, hogy a 20 dm-es szélesség hogyan hozhaté ki a két-
féle jarok6bdl. Mivel nem lehet darabolni a koveket, paros sok 5-6s kell, hogy paros széles-
séget kapjunk. Mivel 20 — 2 - 5 = 10 nem oszthat6 4-gyel, ezért csak két lehetdség van:

e vagy 4 darab 5 x 5-0s;

e vagy 5 darab 4 x 4-es keriilhet egymds mellé.

Tehat a kikovezés ugy fog kinézni, hogy a 20 x 99-es téglalapot 20 x 4-es és 20 x 5-0s
téglalapokkal fogjuk lefedni.

Most arra fogunk koncentrdlni, hogy a 99 dm-es hossz hogyan allhat 6ssze 4 dm-es és
5 dm-es részekb6l. Meg kell tehat oldanunk a
4a +5b =99

egyenletet a nemnegativ egész szamok halmazan.

Atrendezve 4a = 99 — 5b, tehdt 99 — 5b 4-gyel oszthaté, ami pontosan akkor teljesiil, ha b
4k + 3 alakd. Innen mdr egyszerilien tablazatba foglalhatjuk a lehet6ségeket:

a b
211 3
16 | 7
11 11
15
1|19

Végiil azt kell meggondolnunk, hogy melyik fajta jaréké az olcsébb. Osszesen 20 - 99 dm?

teriiletet kell lefedniink, ezért azt fogjuk kiszdmolni, hogy melyik tipust k& esetén olcsébb
2

egy dm-”.

Mivel 130/25 < 6 < 100/16, ezért a nagyobb jar6kd az olcsobb, abbdl kell minél tobbet
felhasznalni.

A téblazat utolsé sordban a legnagyobb a nagyobb kovek szdma. Az a = 1 6t darab kisebb
jarékovet jelent, a b = 19 pedig 19 - 4 = 76 nagyobbat (hiszen 20 dm szélességben kell le-
rakni a koveket). Tehat a kincstar 5-100 476 - 130 = 10380 garasbdl tudja megoldani a fel-
ujitast.

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
elso (iskolai) fordulo
haladok - II. kategoria

Feladatok

1
1. A minden valds szdmra értelmezett f(z) = E(m —2)? és g(x) = ma fiiggvény grafikonja

érinti egymadst, ahol m valés paraméter. Hol lehet az érintési pont?

2. A Bergengéc kirdlyi palota egyik folyoséjat djra kell kovezni. A folyosé 20 dm széles
és 99 dm hosszi. A felyjitds idején kétféle jarokovet lehet beszerezni: a kisebbik
4 dm x 4 dm-es és 100 garas az 4ra, a nagyobbik 5 dm x 5 dm-es és 130 garasba keriil.
Mindkettd megvasarolhaté darabonként is. Legkevesebb hdny garasbdl tudja a kincstdrnok
megoldani a folyosé kikovezését, ha a koveket nem szabad elvagni?

3. Egy trapéz 4tl6i merdlegesek egymadsra, az egyiknek a hossza 5 egység, a trapéz magas-
saga 4 egység. Mekkora a teriilete?

4. Adottak az n = abcabc és m = d00d alakd hatjegyd, illetve négyjegyi természetes sza-
mok, ahol a, b, ¢ és d nem feltétleniil kiilonbozb szamjegyeket jelol.

a) Mutassa ki, hogy v/n nem természetes szdm!

b) Hatdrozza meg azokat az (n,m) szamparokat, ahol n = abcabc és m = d00d alaki ter-
mészetes szamok, tovabbd igaz, hogy vn +m € N!

5. Bizonyitsuk be, hogy ha egy hatszdg szemben fekvé oldalai pdrhuzamosak és a szemben
fekvd csucsokat 6sszekotd harom 4tlé egyenld egymadssal, akkor a hatszog csucsai egy koron
fekszenek, vagyis a hatszog koré kor rajzolhato.
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
elso (iskolai) fordulo
haladok - II. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1
1. A minden valds szdmra értelmezett f(z) = E(m —2)? és g(x) = ma fiiggvény grafikonja
érinti egymast, ahol m valdés paraméter. Hol lehet az érintési pont?
Megoldas. Az f(z) fiiggvény képe (2;0) csicsu felfelé nyil6 parabola, g(x) képe pedig
origén dtmend egyenes.
Erintés esetén a paraboldnak és az egyenesnek egy kozos pontja van.

2

1 1
Tehét az E(x —2)* = ma, azaz az 5%~ (m +2)x 4+ 2 = 0 egyenlet diszkriminansa 0.

Igy (m +2)* — 4 = 0, ahonnan m(m + 4) = 0 adédik.
A megoldasok m = 0, illetve m = —4.
1
A két esetben az 5(:1: —2)? = ma egyenlet megolddsa z; = 2 és x, = —2.

Ennek megfelelGen az érintési pontok E(2;0), valamint E,(—2;8).

1 pont

1 pont

2 pont
1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

2. A Bergeng6c kirdlyi palota egyik folyoséjat djra kell kovezni. A folyosé 20 dm széles
é€s 99 dm hossziu. A feldjitds idején kétféle jarokovet lehet beszerezni: a kisebbik
4 dm x 4 dm-es és 100 garas az 4ra, a nagyobbik 5 dm x 5 dm-es és 130 garasba keriil.
Mindkettd megvasarolhaté darabonként is. Legkevesebb hany garasbél tudja a kincstdrnok
megoldani a folyosé kikovezését, ha a koveket nem szabad elvagni?

Megoldas. ElGszor vizsgaljuk meg azt, hogy a 20 dm-es szélesség hogyan hozhaté ki a két-
féle jarokébol. Mivel nem lehet darabolni a koveket, paros sok 5-0s kell, hogy paros széles-
séget kapjunk. Mivel 20 — 2 - 5 = 10 nem oszthaté 4-gyel, ezért csak két lehet6ség van:

e vagy 4 darab 5 x 5-0s;

e vagy 5 darab 4 x 4-es keriilhet egymds mellé.

Tehat a kikovezés ugy fog kinézni, hogy a 20 x 99-es téglalapot 20 x 4-es és 20 x 5-0s
téglalapokkal fogjuk lefedni.
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Most arra fogunk koncentrdlni, hogy a 99 dm-es hossz hogyan allhat 6ssze 4 dm-es és
5 dm-es részekbdl. Meg kell tehat oldanunk a

4a + 5b =99

egyenletet a nemnegativ egész szdmok halmazan.

Atrendezve 4a = 99 — 5b, tehit 99 — 5b 4-gyel oszthat6, ami pontosan akkor teljesiil, ha b
4k + 3 alakd. Innen mér egyszertien tdblazatba foglalhatjuk a lehet6ségeket:

a b
21 3
16 | 7
11| 11
6 |15
1|19

Végiil azt kell meggondolnunk, hogy melyik fajta jaréks az olcsébb. Osszesen 20 - 99 dm?

teriiletet kell lefedniink, ezért azt fogjuk kiszdmolni, hogy melyik tipusi k6 esetén olcsébb
2

egy dm-”.

Mivel 130/25 < 6 < 100/16, ezért a nagyobb jaroké az olcsobb, abbdl kell minél tobbet
felhaszn4lni.

A téblazat utolsé sordban a legnagyobb a nagyobb kovek szdma. Az a = 1 6t darab kisebb
jarokovet jelent, a b = 19 pedig 19 - 4 = 76 nagyobbat (hiszen 20 dm szélességben kell le-
rakni a koveket). Tehdt a kincstar 5- 100476 - 130 = 10380 garasbél tudja megoldani a fel-
djitast.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

3. Egy trapéz atl6i merdlegesek egymadsra, az egyiknek a hossza 5 egység, a trapéz magas-
sdga 4 egység. Mekkora a teriilete?

Megoldas. Legyenek a trapéz parhuzamos oldalai a és ¢, atléi e és f. Mivel az atlok me-

27 7 z . . z Z, 7z e : .. .o 7z 27 .
rolegesek egymdsra, a trapéz teriilete kiszamithat6é az Tf Osszefliggésbdl is.

. 5-f a+c
fey 5 = 450

Az egyik 4tlé eltoldsaval 1étre jon egy olyan derékszdgli haromszog, amelynek befogoi
e és f, atfogbja a + c.

-4, ebbéla—l—c:gf.

) . AR y . 20
Erre felirva a Pitagorasz-tételt (Z f) =25+ f*, ebbdl f = 3

(teriiletegység).

7 pont

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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4. Adottak az n = abcabc és m = d00d alakd hatjegyd, illetve négyjegyi természetes sza-
mok, ahol a, b, ¢ és d nem feltétleniil kiilonboz8 szamjegyeket jelol.

a) Mutassa ki, hogy v/n nem természetes szdm!

b) Hatdrozza meg azokat az (n,m) szamparokat, ahol n = abcabc és m = d00d alaku ter-
mészetes szamok, tovabbd igaz, hogy v/n +m € N!

Megoldas. a) n = abcabc = 1001 - abc =7 - 11 - 13 - abe.

Mivel a 7, a 11 és a 13 primszdm, az n szdm csakis akkor lehet négyzetszdam, ha az abc
haromjegyli természetes szdm primtényezds felbontdsdban szerepelnek ezen primtényezdék
egy paratlan hatvanyon, ami ellentmond annak, hogy abc hiromjegy(i szdm.
(Vagy: n csakis akkor lehet négyzetszdm, ha 1001 | abc-nek, ami lehetetlen.)

b) n+m = 1001 - (abc + d).

Mivel n 4+ m négyzetszam, ezért abc + d = 1001 - k, ahol k négyzetszdmjegy és nem 0.
Ha k=1, akkora=b=9,d=11—-cés ce {2,3,4,...,9}.

Tudjuk, hogy abc <999 és d <9, igy abc + d < 1008.

Ha k = 4, akkor abc + d = 4004, ami lehetetlen, vagy
ha k£ = 9, akkor abc + d = 9009, ami szintén lehetetlen

A keresett szamparok: (999999;2002); (998998;3003); (997997;4004); (996996; 5005);
(995995; 6006); (994994 7007): (993993; 8008); (992992; 9009).

1 pont

1 pont
1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Bizonyitsuk be, hogy ha egy hatszog szemben fekvé oldalai pairhuzamosak és a szemben
fekvd csucsokat 6sszekotd harom 4tlé egyenld egymadssal, akkor a hatszdg csicsai egy koron
fekszenek, vagyis a hatszog koré kor rajzolhato.

Megoldas.

' Legyen a feladat feltételeinek megfelel6 hat-
sz6g ABCDEF.

Az ABDE négyszog trapéz, amelynek AD
és BE atl6i egyenléek egymdssal. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy a trapéz szimmetrikus.

A PP’ egyenes, mely 6sszekoti a DE oldal
P’ felezdpontjat és az AB oldal P felezd-
pontjdval, ennek a trapéznak a szimmetriaten-
gelye.

Ez az egyenes merdleges az AB és ED ol-
dalakra, dtmegy az AD és BFE atlok metszés-
pontjan, és felezi a koztiik 1évd szoget.
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Ugyanigy bizonyithatjuk, hogy a hatszog BC' és EF (C'D és F'A) oldalainak felezGpontjait
osszekotd QQ' (RR') egyenes merSleges ezekre az oldalakra és felezi a hatszog BE és CF
(DA és C'F) 4tloi éltal bezart szoget.

Igy PP, QQ', RR' egyenesek szogfelezsi az AD, BE és C'F egyenesek alkotta X LM hé-
romszognek, (ha l1étezik a haromszog) és mint ilyenek, egy pontban metszik egymast, legyen
ez O.

Ha AD, BE és C'F egyenesek egy pontban metszik egymadst, akkor ugyanebben a pontban
metszi egymést PP’, QQ', RR' is, akkor ez a pont legyen O.

Abbdl, hogy az ABCDEF hatszog oldalainak felezGpontjaiban emelt merSlegesek egy
pontban, O-ban metszik egymadst, kovetkezik, hogy O egyenl$ tavolsagra van a hatszog
mindegyik cstcsatdl, azaz a hatszog koré kor rajzolhatd.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
2. fordulé
haladdk 1. kategoria

Feladatok

1. Bizonyitsuk be, hogy egy adott négyzet 2012 darab kisebb méretli négyzetre bonthat6 dgy,
hogy a kisebb méretli négyzetek oldalai parhuzamosak legyenek az eredeti négyzet oldalai-
val.

2. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelyre igaz, hogy szimjegyeinek 0sszege és szorzata
is egyarant 247

3. Egy egyenl8szard haromszog magassagpontja M, stlypontja S. Az S pont rajta van a ha-
romszog beirt korén. Mekkora az M .S szakasz és a haromszog alaphoz tartoz6 magassaga-
nak ardnya?

dAz2"+(x+1D)"+(x+2)"+(@+3)"+(x+4D)"+(x+5)"+(x + 6)" 6sszeg oszthatd
7-tel, ahol x egész szdm és n pozitiv egész szam. Oldjuk meg az n < 2012 egyenlStlenséget!
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
2. fordulé
haladok I. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy egy adott négyzet 2012 darab kisebb méretli négyzetre bonthaté ugy,
hogy a kisebb méretli négyzetek oldalai parhuzamosak legyenek az eredeti négyzet oldalai-
val.

1. megoldas.

A feltételeknek megfelel6en barmely négyzet feloszthaté 4 darab négyzetre a négyzet ko-
zépvonalaival.

Ez azt jelenti, hogy barmely négyzetbSl 4 darab djabb négyzetet kaphatunk, ekkor pedig
a meglevé négyzetek szdma 3-mal novekszik.

Egy adott négyzetet a feltételeknek megfelel6 médon fel tudunk 8 darab négyzetre osztani
az oldalak 4 részre osztasaval a kovetkezd dbra szerint:

Ezutdn dbrank barmelyik ,.kisebb” négyzetére alkalmazva a kézépvonalak szerinti felosztast
— az el6zbek alapjan — 3-mal novekszik a kisebb méretli négyzetek szama.

Ha ezt az eljarast k-szor alkalmazzuk, akkor a keletkez6 négyzetek szama 8 + 3k lesz.
Ha a négyzetek szdma 2012, akkor 3k + 8 = 2012, azaz k = 668.

A k = 668 esetben az el6dllitds valoban megval6sithat, példdul az abrank szerinti egyik

sz 2

,.Kis négyzet” kozépvonalak szerinti felosztdsdnak 668-szor torténd ismétlésével.

1 pont

2 pont

2 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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2. megoldas.

Egy adott négyzet a feltételeknek megfeleléen felbonthaté 9 darab négyzetre a szemkoztes
oldalak megfelelé6 harmadol6pontjait 6sszekotd szakaszokkal.

Ekkor az eddig meglev6 négyzetek szdma 8-cal nd.

+

A

felosztdsban a kis négyzetek szdma 12.

Az els6 megoldas alapjan a keletkez négyzetek szdma 12 + 8k, ha a keletkezett kis négy-
zetek egyikét 9 darab kisebb négyzetre osztjuk k-szor egymads utdn.

Mivel 12 + 8k = 2012, igy k = 250.

A konstrukcié megvaldsithatd.

3. megoldas.

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

ElSszor 43° szami egybevdgé négyzetre osztjuk az eredeti négyzetet.

Ezutdn az egyik kis négyzetet 4 részre osztjuk a kdzépvonalaival.

A keletkez6 négyzetek koziil két darabot egyenként 9-9 = 81 darab egybevigé kisebb négy-

zetre osztunk.

fgy az osszesen keletkez$ négyzetek szdma

432 142249 —1+92—1=2012.

A konstrukcié valéban megval6sithatd.

Megjegyzések.

1 pont
1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

(1) Indoklas nélkiili konstrukcié megaddasaért legfeljebb 5 pont adhaté.

(2) Barmilyen megolddsért a megadott megolddsok részpontszdmaival ardnyosan adhaték
meg a megfeleld pontszdmok.

2. Hany olyan pozitiv egész szam van, amelyre igaz, hogy szamjegyeinek 0sszege €s szorzata

is egyarant 247

Megoldas.

A keresett szdmokban el6fordul6é szdmjegyek lehetséges értéke 1, 2, 3, 4, 6, 8 a szorzatra

vonatkozo6 feltétel alapjan.

35

1 pont



A szdmjegyek nem novekvd sorrendbe rendezve a kovetkezdk lehetnek az Gsszegre adott
feltétel alapjan:

8,3 és 13 db 1-es,
6, 4 és 14 db 1-es,
6,2,2 és 14 db 1-es,
4, 3,2 és 15 db 1-es,
3,2,2,2 és 15 db 1-es. 2 pont

Az 0t lehetséges esetben a megolddsok szdma rendre

15! 16! 17! 18! 19! ) )
—_— Y —, . on
130 140 2014 150 1503l P
A keresett szdmok szdma az Ot esetben kapott értékek Gsszege. 1 pont
Osszesen tehat
15-144+16-154+17-8-154+18-17-164+19-17-16-3 = 22890
darab szdm felel meg a feladat feltételeinek. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy egyenl8szard haromszog magassagpontja M, stlypontja S. Az S pont rajta van a ha-
romsz0g beirt korén. Mekkora az M .S szakasz és a haromszog alaphoz tartoz6 magassaga-
nak ardnya?

Megoldas.
C Abrink jeloléseinek megfelelden legyen AF = FB =x, FM =y,
OF = OF = OS = r a beirt kor sugara, tovabba F'C = m.
Az S silypont osztdsi ardnydra vonatkozo tétel alapjan F'C' =m =
= 6r, igy OC = 5r. 1 pont
Az OEC derékszogli hairomszogbdl Pitagorasz tétele alapjan
EC =\/(57)* — 12 = 2rV6. 1 pont
S
Az AMF és a COFE haromszog hasonld, mert egy-egy derékszogiik
o ') van, valamint az A és C csidcsndl fekvo szogek merdleges szard he-
T gyesszogek. 1 pont
M, fov oodia FM _ OF y 1 | oont
edig — = —, azaz = = ——. on
A F B P TYE TR0 z 2V6 b

Az AFC és a CEO haromszog is hasonld, ezért

AF  OE x L hat 1 pont
_— = — azaz — = —— ehat = —r. on
FC ~ EC’ 6r ~ 26 2 P
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,ezért y = —= =

1
26 26  2V6

Az el6z6ek alapjan igy

T 1 @ r
2

Mivel y_
x

,
MS 22—y 23 MS 7
FC  m 6r ’ FC 24°

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

dAzz"+(x+1D)"+(x+2)"+(@+3)"+(x+4)"+(x+5)"+(x + 6)" 6sszeg oszthatd
7-tel, ahol x egész szdm és n pozitiv egész szam. Oldjuk meg az n < 2012 egyenldtlenséget!

Megoldas.

Azx, x4+ 1, z+2, x+3, x+4, x+5, x+ 6 szamok 7-es maradéka mind kiilonb6z6, azaz
valamilyen sorrendben 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ezért elég vizsgdlni az 1™ +2" 43" +4" 45" 4+ 6"
Osszeg 7-es maradékat.

Ha n pératlan szam, akkor az af g PR Osszeg szorzattd alakitdsara vonatkozé szabdly

alapjan (a € Z*, b € Z*, k € N) a hatvanyosszeg az (1" 4+ 6") + (2" +5") + (3" +4") cso-
portositasnak megfeleléen oszthat6 7-tel.

Ha az n kitevd 6k alaki (k € Z1), akkor az 1% 4 26F 4 36k 4 46k | 56k 4 6% i5s7eg 7-es
maradéka 6, mert az 1%, (26)k, (36)k, (46)k, (56)k, (66)k hatvanyok 7-es maradéka rendre 1,
hiszen 1% maradéka 1, (2°)" = (8 - 8)* maradéka 1, (3°)" = (3*)** 7-es maradéka 1, tovabbé
1 és 6,2 és 5, valamint 3 és 4 7-es maradékdnak abszolut értéke kiilon-kiilon megegyezik,
a kitevGk pedig parosak (2k-val oszthaték).

Tehdt n = 6k (k € Z1) esetén a hatvanyosszeg nem oszthaté 7-tel.

Ha n = 6k +2 alaki (k € N), akkor az 16F72 4 26A+2 4 36k+2 4 g6h+2 4 §6kF2 4 G6RF2 pyq
vanyosszeg 7-es maradéka az el6z6 eset alapjan 1+ 2% + 3% 44> +5% 467 7-es maradékanak
felel meg, ami 0.

Ha n = 6k + 4 alaki (k € N), akkor a hatvinydsszeg 7-es maradéka az el6z6ek alapjan
142 4+3*+4%* +5* + 6% 7-es maradékéval egyezik meg, azaz 1 +2+4+4+2+1= 14
alapjén a hatvanyosszeg oszthaté 7-tel.

Osszesen igy az n kitevd értéke barmely 2012-nél kisebb, de 6-tal nem oszthaté pozitiv
egész szdm lehet.

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
2. fordulo
haladok II. kategoria

Feladatok
1. Mely z és y természetes szdmokra igaz, hogy vz + /y = v/ 1000?

2. Legyen A=177...76 és B =355...52 2k + 3, illetve k + 2 jegyl természetes szam.

2k+1 db k db
Bizonyitsuk be, hogy vV A — B is természetes szdm, és hatarozzuk meg v A — B jegyeinek
szamat!

3. Az ABC haromszogben AC' =2AB. Az AB és AC oldalon vegyiik fel az M, illetve
AB AC
N pontokat tigy, hogy az - = AM =CN = e Osszefiiggés teljesiiljon. Jelolje P az

MN és Q a BC szakaszok felezGpontjat, AD pedig a BAC szdg szogfelezbjét, ahol D
illeszkedik BC-re. Igazoljuk, hogy PQ : AD =3 : 8!

4. Egy 90 cm keriiletd hdromszog oldalai cm-ben mérve egész szdm hossziak. Mekkorak
az oldalak, ha a haromszog egyik szoge egy masik szogének kétszerese?
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
2. fordulé
haladok II. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mely z és y természetes szdmokra igaz, hogy /= + \/y = v 1000?

Megoldas.
Ha /z + \/y = V1000, akkor /y = V1000 — v/ alapjn

y =2z + 1000 — 2v' 1000z = z 4 1000 — 20v/ 10z,

azaz 20V 10z = = — y + 1000.

Egyenletiink alapjan v 10z raciondlis szdm, de = egész szdm, ezért 10x csak négyzetszam
lehet.

Ha viszont 10z négyzetszam, akkor = = 10%k> alakd, ahol k € N.
Teljesen hasonlé médon adédik, hogy y = 10n? alaki, ahol n € N.

Az eredeti egyenlet az © = 10k?, y = 10n* helyettesitéssel kv/10 4+ nv/'10 = 10V/10, azaz
k 4+ n = 10.

A lehetséges (k;n) szamparok szama igy 11, amelyek

k1O |1]2]3[4]5]6]
n[10]9[8[7]6[5]4]

A megfelel6 (x;y) szdmpdrok ennek megfelelGen

10 |
o]

314(5(6|7]8|9
716151413211

x| 0 | 10 | 40 | 90 | 160 | 250 | 360 | 490 | 640 | 810 | 1000 |
y | 1000 | 810 | 640 | 490 | 360 | 250 | 160 | 90 | 40 | 10 | O |.

A megadott szampdrok ki is elégitik az eredeti egyenletet.

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés.
(1) Alig indokolt megoldédsok esetén a dolgozat értéke legfeljebb 3 pont lehet.

(2) Ha a megadott szamparok legalabb fele hibds, akkor j6 gondolatmenet esetén is csak
maximadlisan 4 pont adhaté a feladat megolddsara.
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2. Legyen A =177...76 és B =355...52 2k + 3, illetve k + 2 jegyl természetes szam.
2k+1 db k db

Bizonyitsuk be, hogy vV A — B is természetes szdm, és hatarozzuk meg v A — B jegyeinek
szamat!

Megoldas.

Alakitsuk 4t az A és B szamokat a kovetkez6képpen:

— 102k+2 —
A=10"247.(11...1)-10+6=
2k+1 db

7 7
1 2k+2 _12k+2 2h+1
=102+ 0 (99...9) 10 +6 =102+ - (10%F! —1) - 10 +6,
2k+1 db
h A _ 16 2k+2 5dik 2
ahonnan A = - - (10** — 1) adédik. pont
Hasonl6an

5
_ k+1 _ k+1 _
B=3-10 +5-(11...1)-10+2_3-10 +§-(99...9)-10+2_
k db k db

:3-1ok+‘+g-(1ok—1).10+2,

32
ebbdl pedig B = 5 (10FF! — 1) kovetkezik. 2 pont

Képezziik az A — B kiilonbséget:

16 32 16
A—B= 5 X (102k‘+2 _ 1) _ 3 . (10k+1 _ 1) ? . (102k+2 2. 10k+l + 1) —
4 2
= (3 - (108! — 1)) : 1 pont
Ekkor
A—B:i~(10k+1—1) :i-(99...9):4-(33...3) =133...32 1 pont
3 3 \N~—— N~—— ——
k+1 db k+1 db k db
ami k + 2 jegy(l természetes szam. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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3. Az ABC haromszogben AC' = 2AB. Az AB és AC oldalon vegyiik fel az M, illetve
AB AC
N pontokat tigy, hogy az - = AM =CN = T Osszefiiggés teljesiiljon. Jelolje P az

MN és Q a BC szakaszok felezOpontjat, AD pedig a BAC szdg szogfelezbjét, ahol D
illeszkedik BC'-re. Igazoljuk, hogy PQ : AD =3 : 8!

Megoldas.

B K D Q L C

Segédszerkesztés: Legyen K és L a BC szakasz két olyan pontja, amelyre MK és PL
parhuzamos AD-vel, igy M K LN trapéz.
Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket: AB =c¢; AC =b; BC =a; BD=x¢é DC =a— .

:agw.A&mmmn

A szogfelezbtételt alkalmazva a kovetkezd egyenléséghez jutok:

b
szerepld Osszefiiggést — vagyis, hogy % =" felhasznélva x =

Bizonyitjuk, hogy az M K LN trapézban P(Q) kozépvonal, ahol P M N felez&pontja.
Az ABD héaromszogben M az AB felezGpontja, MK || AD, igy MK kozépvonal, és

AD | r  a
MK_TCSBK_E_E
ADC haromszogben NL || AD, igy ADCA = NLCA, a hasonlésagi ardny 4 : 1, vagyis
AD a—z a
NL=—LC= =—.
4’ ¢ 4 6

Mivel @) felez6pontja BC-nek és BK = CL, ezért () felez6pontja K L-nek is, igy PQ ko-
zépvonala az M K LN trapéznak.

AD AD
_ MK+NL 5 T4
- 2 B 2

PQ :%AD.

fgy bebizonyitottuk, hogy PQ : AD = 3 : 8.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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4. Egy 90 cm keriiletli haromsz6g oldalai cm-ben mérve egész szdm hossziak. Mekkorak
az oldalak, ha a haromszog egyik szoge egy masik szogének kétszerese?

Megoldas.

Abranknak megfeleléen AD =c¢—x, DB = z, ahol
CD az ACB szog bels6 szogfelezoje.

A feladat megolddsdnak szempontjdbdl érdektelen,
hogy a haromszog melyik szoge kétszerese valamelyik
madsik szogének.

A BCD héaromszog hasonlé a BAC' haromszoghoz,
A ¢ D z B mert szogeik paronként egyenlSk.

2
A hasonldsdg alapjin T g, azaz xr = a—,
a c ; c ;
tovabbd a C'D = f jelsléssel L = 2 fay f = 2.
a c c
Az ADC haromszog a szogei alapjan egyenld szari (AD = DC), ezért ¢ —x = f, azaz

2 b 22
c— ¢ a—, ahonnan b = c-a adodik.
c c
2 _g?
Mivel a 4+ b+ ¢ = 90, ezért a + + ¢ =90, igy
c? c? —90c + 90c N 90c — 90? + 90? 90 + 90?
a= = = —cC = —c— .
90 — ¢ 90 — ¢ 90 — ¢ 90 — ¢

A hiaromszog-egyenlGtlenség alapjan egyrészt a < ¢ < 45, masrészt pedig b < a + ¢ alapjan
c?—a? c?
90 — ¢
Mivel pedig 30 < ¢ < 45, ezért 45 < 90 — ¢ < 60.
2

, ahonnan ¢ > 30 addédik.

C , . C
< a+c, azaz 5 < a, igy pedig 2 <

90
Aza=—-c—90+ 90 formula alapjan 90 — ¢ osztGja a 90° = 22 - 3* . 5% szamnak, ahol
—c
45 <90 — ¢ < 60.
A 90 — c oszté lehetséges értéke kétféle lehet: 50 vagy 54.

Ekkor pedig a megolddsok:

a| 3224
18 | 30
40 | 36

Mindkét megoldas megfelel a feladat feltételeinek.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2

90 — ¢
parok Osszes lehetséges értékét, akkor erre a részre 2 pontot kaphat.

Megjegyzés. Ha a versenyz6 az a = formula alapjdn indokolva megadja az (a;c)

42



Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
1. fordulé
haladok III. kategoria

Feladatok

2v/n+1
NS

1. Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor S = egész része nem

lehet négyzetszam!

2. Kiszdmoltuk, hogy hdny olyan n-jegyi (n > 1) szdm van, ahol barmely két szomszédos
jegy Osszege oszthaté 3-mal. A kapott eredmény végzdédhet-e 2012-re?

3. Az ABC egyenl6szari haromszog k koréirt korét beliilrdl, a haromszog AC és BC' sza-
rait pedig rendre a P és () pontokban érinti a k; Kor.

Bizonyitsuk be, hogy PQ felez6pontja az ABC' haromszog beirt korének kozéppontja!

4. Az x, y, z, u valés szdmokra teljesiil, hogy

44— 32 —3y/3 — 12 + 222 — 22 —u/1 —u? = 15.

Mekkora az zy?z*u szorzat értéke?

5. Felvesziink 30 kiilonb6z6 pontot a sikon gy, hogy ne legyen harom egy egyenesen. Min-
den pontot minden ponttal 6sszekotiink, és az éleket pirossal vagy kékkel szinezziik. Minden
pontbdl pontosan 12 kék szind €l indul ki, a tobbi pedig piros. Vizsgéljuk az igy kialakult
haromszogeket! Ha egy hdaromszog minden oldala ugyanolyan szindi, akkor a belsejét is ki-

szinezzik.

Osszesen hany hdromszoget szineziink be?
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
1. fordulé
haladok III. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

2vVn+1
NIES T

1. Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor S = egész része nem

lehet négyzetszam!

Megoldas.

A tort nevez$jét gyoktelenitve kapjuk, hogy S =2n + 2 + ZM,
igy S egész része 2n +2 + [2 nn+1) ], hiszen 2n + 2 egész szdm.
Mivel

/ 1Y 1
2n =2Vn? <2y/n(n+1)=2vn’>+n<2 <n+2>:2<n+2>:2n+1,

ezért [2\/n(n + 1)] = 2n, igy S egész része 4n + 2.
A négyzetszdmok 4-gyel osztva 0, vagy 1 maradékot adhatnak,

azaz 2-t nem, igy S egész része valdban nem lehet négyzetszam.

2 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Kiszdmoltuk, hogy hdny olyan n-jegyli (n > 1) szdm van, ahol barmely két szomszédos
jegy Osszege oszthaté 3-mal. A kapott eredmény végzd&dhet-e 2012-re?

Megoldas.

El8szor megszamoljuk, hogy hany ,,j6” szdm van n-jegyl szdm esetén. Az n-jegyl szdmunk
kezdd jegye szerint hdrom kiilonb6zé esetet kiilonboztetiink meg (3k + 1, 3k + 2, vagy 3k
alakd a kezdd jegy).

Ha a kezdd jegy 1, 4 vagy 7 (3 eset), akkor 2, 5, vagy 8-cal folytathatjuk (djra 3 eset), majd
Ujra 1, 4, 7-tel, ... (vagyis felvaltva 3k 4 1, és 3k 4 2 alakd szamjegyek jonnek). Ez n-jegyl
szam esetén éppen 3" jé szamot jelent.

Ha a kezdd jegy 2, 5 vagy 8, akkor teljesen hasonldan, mint az el6z6 esetben, itt is felvaltva
3k + 2, és 3k + 1 alaki szdmjegyek jonnek, vagyis n jegy esetén itt is 3" j6 szdm van.
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Ha pedig a kezd6 jegy 3, 6 vagy 9 (3k alaku), akkor ugyanigy 3k alaku szdmjeggyel foly-
tathatjuk, vagyis 3, 6, 9 vagy O-val. Itt 3 - 47! eset van.

Vagyis n jegy(i szdm esetén a j6 szdmok szama: S =2 -3" +3 .47 1,
Errdl az S szamrol fogjuk beldtni, hogy nem végzédhet 2012-re!
Ugyanis, ha egy szdm 2012-re végzddik, akkor oszthatd 4-gyel.

De S=12-3"+3.4""! és S-ben (mint kéttagii osszegben) 4|3 -4""! ha n > 1, de 3"
paratlan, emiatt 2 - 3" 4-gyel osztva 2 maradékot ad. Igy S is ketté maradékot ad 4-gyel
osztva.

De akkor .S nem oszthatd 4-gyel, és igy nem is végzédhet 2012-re.

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen:

3. Az ABC egyenlszard haromszog k koréirt korét beliilrSl, a haromszog AC és BC' sza-
rait pedig rendre a P és () pontokban érinti a k; kor.

Bizonyitsuk be, hogy PQ felez6pontja az ABC haromszog beirt korének kozéppontja!

Megoldas.

Mivel az ABC hiromszog egyenl$ szaru, ezért szim-
metrikus C F-re.

Legyen CAB< = ABC< =2a. Mivel PQ || AB-
vel, ezért CPQ< = 2au.

Mivel a CPQ< = 2« a kis kor PQ hirjdhoz hizott
kiilsé szog, ezért a PQ hurhoz hizott PEQ< kerii-
leti szog 2a.

Vizsgéljuk a PFFE haromszog belsd szogeit. Mi-
vel az ABC héaromszog szimmetrikus C'E-re, ezért
PEF<=FEQ<=q.

CFE merbleges PQ-ra, ezért EFP<=90°. Ezért
a PFFE haromszogben a harmadik szog FPE< =
=90° — a.

Tekintsitk a PFE A haromszog belsd szogeit!

A P pont kériil CPF<g+ FPE<+ EPA< = 180°, ezért EPA< =90° — q.

A nagy kor AC hirjdhoz tartozé Kkeriileti szog 2, ezért AEC<t = 2q, igy pedig
AEP< = a.

Tehiat PAE< = 90°.

Mivel a PFEA négyszog szemkozti szogei 180°-ra egészitik ki egymast, ezért PFEA
négyszog hurnégyszog.

A PFFE A négyszog koriilirt korének PF' hidrjdhoz tartoz6 keriileti sz6g PEF <t = «, ezért
PAF< = qa.
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1 pont

1 pont
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Azaz FA a CAB< szogfelezGje. Mivel C'E is felezi a ACB< szoget, ezért ezek F' met-
széspontja az ABC haromszog beirt korének kdzéppontja. 1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Az x, y, z, u valés szdmokra teljesiil, hogy

4ov/4 — 22 —3y\/3 — 12 + 222 — 22 —u/1 —u? = 15.

Mekkora az zy’z*u szorzat értéke?

Megoldas.

A négyzetgyokos kifejezések csak akkor értelmezhetdek, ha |z < 2, y| < V/3, |z| £ V2 és

lu| £ 1. 1 pont
Mivel

2 4 — 2
V4 — 2 S x| Vad—a2? = /2?2 (4—a?) £ H% =2,
ezért 4x+/4 — x? < 8 a szdmtani €s mértani kozépre vonatkozé egyenlStlenség alapjén. 1 pont
3
Teljesen hasonlé médon yv/3 — 42 < |y| - /3 — 12 = Vy>(3 — 12) <

5-
Tovdbba z - /2 — 22 = 1/22(2—2?) S 1ésuyv 1l —u? £

. 1 pont
-2
Yyl = 5’
1 )
lz| =1, |u| = \/g esetben 4ll fenn. 1 pont

Ekkor pedig az eredeti 15 = 4zv/4 — 22 — 3y\/3 — y? + 221/2 — 22 — u\/1 — 12 egyenlet
alapjan

N =

A négy viltozora felirt egyenlGtlenség esetén az egyenlGség csak az |z| = V2,

15 < 4la|v/4 — 22+ 3[ylv/3 =2 + 20V2 - 2 + ful VI - w2 £

3 1
<8+43-2+42-14+1--=15
S84+3- 2421413 :

3 1
ezért csak © = \@ = —\/i z = 1, u = ——— lehetséges. 2 pont
Y > NG g p
Az zy?2%u szorzat értéke igy V2 - § -1 = L = —§ 1 pont
Y gy 5 e =5 p

Osszesen: 7 pont
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5. Felvesziink 30 kiilonb6z6 pontot a sikon tgy, hogy ne legyen hdrom egy egyenesen. Min-
den pontot minden ponttal 6sszekotiink, és az éleket pirossal vagy kékkel szinezziik. Minden
pontbdl pontosan 12 kék szini €l indul ki, a tobbi pedig piros. Vizsgaljuk az igy kialakult
haromszogeket. Ha egy haromszog minden oldala ugyanolyan szinfi, akkor a belsejét is ki-
szinezziik.

Osszesen hany haromszdget szineziink be?

Megoldas.

Jelolje = a beszinezett, y a nem beszinezett haromszogek szamat.

. 30-29-28 . N el s . .
Osszesen z 4+ y = — - 4060 haromszoget készithetiink, ha a 30 pont mindegyikét

minden ponttal 6sszekotjiik.

Minden pontbdl pontosan 12 kék, és 17 piros él indul ki. Mivel azt
nem tudjuk, hogy az adott pontbdl kiindulé két kék él milyen szin
éllel van Osszekotve, ezért szamoljuk meg, hogy adott pontb6l hany

lehetséges egyszinl haromszog képezhetd, azaz hany olyan pontkettes

2-11
kék

van, amelyeket azonos szinnel kotottiink 6ssze. Ezekbdl
7-16

szind és

piros szind van.

12-11+17-16
2 2

Azaz 0sszesen

= 202 egyszinli haromszog képzelhets el egy pontbdl ki-
indulva.

12-11+17-16
2 2

Mind a harminc pontra ez 6sszesen 30 - <

ad ki.

> = 30-202 = 6060 hdromszoget

Azok a haromszogek, amelyeknek minden oldala egyszinti, azokat ebben az 6sszegben ha-
romszor szdmoltuk meg, a nem egyszind hiromszogeket pedig egyszer. Azaz 3z +y =
= 6060.

Az 4y = 4060 és 3z +y = 6060 egyenletrendszert z-re megoldva kapjuk, hogy x = 1000
olyan haromszog van, amit beszineztiink.

Létezik a feltételeknek megfeleld szinezés. Példdul szdmozzuk be a pontokat 1-t6l 30-ig.
A feltételnek megfelel§ szinezést kapunk, ha minden ¢. sorszamu pontot Osszekotiink kék
szinnel az 1 —6,¢—5,1—4,1—-3,9—2,i—1,7+1,¢+2,1+3,74+4, 1 +5, ¢+ 6 (mod 30)
sorszamu ponttal, a tobbi pontot pedig piros szinnel kotjiikk Ossze.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
3. (donto) fordulo
haladdk 1. kategoria

Feladatok

1. Bizonyitsa be, hogy ha az ABC'D paralelogramma hosszabbik atléja AC, C' merSleges
vetiilete AB-n E, AD-n F, akkor

AB-AE + AD - AF = AC>.

Igaz-e az allitds az AC < BD esetben?

2. Eszter naponta legalabb egyszer bejelentkezik a Facebook-ra; de hogy ne vigye tilzasba,
egy héten 12-nél tobbszor sosem jelentkezik be. Mutassuk meg, hogy ki lehet valasztani
néhany olyan egymads utdn kovetkez6 napot, amelyek sordn Gsszesen pontosan 20-szor je-
lentkezik be.

3. Két pozitiv szdm szorzata megegyezik az Osszegiikkel. Mindkét szam olyan véges tizedes-
tort, amely a tizedesvesszd utdn két szadmjegyet tartalmaz gy, hogy az utolsé szamjegy 0-t6l
kiilonb6z6. Melyik ez a két szdm?

Az eredményhirdetést 2012. majus 25-én (pénteken) 14.00 orai kezdettel tartjuk az
MTA Rényi Alfréd MKI Nagytermében (Budapest, V. ker., Realtanoda u. 13-15.).
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
3. (donto) fordulo
haladék I. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Bizonyitsa be, hogy ha az ABCD paralelogramma hosszabbik atloja AC, C' merSleges
vetiilete AB-n E, AD-n F, akkor

AB-AE + AD - AF = AC?.
Igaz-e az allitds az AC < BD esetben?

Megoldas.

A BEC derékszogili hairomszogben felirva a Pitagorasz-
tételt:
BC?* = BE? + CE*.

Ezt felhaszndlva és az AEC derékszogli haromszogben
felirva a Pitagorasz-tételt:

AC? = AE*> + CE? = AE* + BC? — BE? =

= AE* + BC? — (AE — AB)’ =
= AE* + BC? — AE* +2- AB- AE — AB>.

Tehéat

(1) AC?* = BC*+2-AB- AE — AB.

A DFC' derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
DC? = DF* + CF>.

Ezt felhasznalva és az AFC derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
AC?* = AF? + CF? = AF? + DC* — DF? = AF? + DC? — (AF — AD)* =
= AF? + DC* — AF*+2- AD - AF — AD*.

49

1 pont



Tehat

) AC* = DC*+2-AD - AF — AD?.

(1)-et és (2)-t Osszeadva

2.AC*=BC*+2-AB-AE — AB*+ DC?*+2-AD - AF — AD?,

Felhaszndlva, hogy AB = DC és BC' = AD,
2-AC?*=2-AB-AE+2-AD - AF,

amibdl
AC* = AB - AE + AD - AF.
Ha AC < BD, akkor két lehetSség van.

Az éltalanossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjikk, hogy AB > AD. Ekkor E az AB oldal
belsé pontja.

1. eset: Ha F az AD oldal bels§ pontja.

A BEC  derékszogli  hiromszogben  felirva
a Pitagorasz-tételt:

BC? = BE? + CE>.

A p} B Ezt felhasznédlva és az AEC' derékszogli haromszdgben
felirva a Pitagorasz-tételt:

AC* = AE? + CE* = AE? + BC?* — BE* = AE? + BC?* — (AB — AE)* =
= AE? 4+ BC* — AE* 4+2- AB - AE — AB?
Tehat

(1) AC? = BC*+2-AB - AE — AB.

A DFC' derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
DC? = DF* + CF>.
Ezt felhasznalva és az AFC' derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
AC? = AF?* 4+ CF? = AF* + DC? — DF? = AF? + DC* — (AD — AF)* =
= AF® + DC* — AF* +2- AD - AF — AD*.
Tehat

2) AC*=DC?*+2-AD - AF — AD?.
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(1)-et és (2)-t Osszeadva:

2.AC*=BC*+2-AB-AE — AB*+ DC?*+2-AD - AF — AD?,

Felhaszndlva, hogy AB = DC és BC' = AD:
2-AC?*=2-AB-AE+2-AD - AF,

amibdl
AC* = AB - AE + AD - AF.
Tehét ebben az esetben az allitds igaz. 1 pont

2. eset: Ha I az AD oldal kiilsé pontja.

C
D 7 A BEC  derékszogli hdromszogben felirva
\/\ a Pitagorasz-tételt:
A\F.{ B B BC? = BE* + CE2.

Ezt felhasznélva és az AEC derékszogli haromszog-
ben felirva a Pitagorasz-tételt:

AC?* = AE* + CE* = AE* + BC?* — BE? = AE? + BC? — (AB — AE)* =
= AE? + BC? — AE* +2-AB - AE — AB*.
Tehat

(1) AC* =BC?+2-AB- AE — AB.

A DFC' derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:

DC? = DF? + CF>.

Ezt felhasznalva és az AFC derékszogli haromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
AC?* = AF? + CF? = AF? + DC* — DF? = AF? + DC?* — (AD + AF)* =
= AF* + DC* — AF* —2- AD - AF — AD*.

Tehat

(2) AC?* =DC? —2-AD - AF — AD*. 1 pont

(I)-et és (2)-t Osszeadva:

2.AC*=BC?*+2-AB-AE — AB*+ DC? —2-AD - AF — AD*.

Felhaszndlva, hogy AB = DC és BC = AD:

2-AC?*=2-AB-AE —2-AD - AF,
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amibdl
AC?> = AB - AE — AD - AF.

Tehat ebben az esetben az 4llitds nem igaz. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Eszter naponta legalabb egyszer bejelentkezik a Facebook-ra; de hogy ne vigye tilzasba,
egy héten 12-nél tobbszor sosem jelentkezik be. Mutassuk meg, hogy ki lehet valasztani
néhany olyan egymads utdn kovetkezd napot, amelyek sordn Gsszesen pontosan 20-szor je-
lentkezik be.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy Eszter az egyik hétfén a;-szer, hétfén és kedden a,-szor, hét-
fon, kedden és szerdan asz-szor és igy tovabb, k hét utan, azaz 7k nap alatt 6sszesen a;x-Szor
jelentkezett be a Facebook-ra. 1 pont

Tekintsik az A = {a1, a2, a3, ..., a7, a1 +20,a; + 20, ..., a7; + 20} szamhalmazt. Az a,

as, as, ..., a7, szamok kozott nincs két egyenld, mivel mindennap legalabb egyszer beje-
lentkezik, és igy hasonldképp, az a; + 20, ap + 20, ..., a7; + 20 szamok kozott sem lehetnek
egyenldek. 2 pont

Osszesen 2-szer 7k napunk, azaz 14k napunk van, amelyek koziil egyik sem nagyobb, mint
12k + 20, mert Eszter egyik héten sem jelentkezik be 12-nél tobbszor. 1 pont

Ha 14k meghaladja 12k 4 20-at, akkor lesz legaldbb két egyenld szamunk az A halmazban,
és a fentiek alapjan létezik olyan m és n érték, hogy a,, = a, + 20, és ez azt jelenti, hogy
am — an, = 20, azaz hogy m — n nap alatt, az n + 1-t6l az m-edikig bezardlag Eszter 20-szor
jelentkezett be a Facebook-ra. 2 pont

A 14k > 12k 4 20 egyenl6tlenség megolddsa, k£ > 10, ami azt jelenti, hogy ha legaldbb
11 hétig vizsgdlodunk, biztosan lesznek olyan egymast kovetd napok, amelyeken Eszter
Osszesen pontosan 20-szor jelentkezik be a Facebook-ra. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Teljes értékd az a megoldas is, amikor a fenti konstrukciét rogton 11 (vagy
tobb) hétre késziti el a versenyzd.

3. Két pozitiv szam szorzata megegyezik az 0sszegiikkel. Mindkét szam olyan véges tizedes-

tort, amely a tizedesvessz8 utdn két szamjegyet tartalmaz tgy, hogy az utolsé szdmjegy 0-t6l
kiilonboz6. Melyik ez a két szam?

Megoldas. Legyen a keresett két szim a és b, ahol 0 < a < b.

Az ab = a + b feltétel alapjan b(a — 1) = a, ahonnan a > 1 kovetkezik. 1 pont

Ab= Ll > a feltétel alapjan pedig a < 2 adddik. A feladat feltételei alapjan igy az a

szdm egészrésze 1. 1 pont
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10z +y
100

Az eddigiek alapjin a=1+m;, b=k + m, alakd, ahol m; = , keZ",
10z +u

my = ———
: 100

Mivel (1 +m1)(k:+m2) =14+m + k + my, ezért

, X, Y, 2, u pedig szamjegyek.

E+my+kmy+mmy=14+my+k+my, azaz (k—1)m;=1—my-my,

1
igy pedig k — 1 +my = ol
1

1002

Jeloléseink alapjan ekkor 100(k — 1) 4+ 10z +u = 10z +y

A bal oldal pozitiv egész szam, ezért (10z + y) oszt6ja 100> = 2* . 5*-nek.

1 <10z 4y < 100 és y # 0, igy 10x + y lehetséges értékei: 1, 2, 4, 5, 8, 16, 25 lehet csak.

A felsorolt értékek koziil egyediil a 16 felel meg a feltételeknek.

Ekkor a = 1,16, igy b = ——

alapjan b = 7,25.
a—1

Az a=1,16, b=7,25 szdmok valoban megfelelnek a feladat feltételeinek, hiszen
1,16-725=1,16+7,25 = 8,41.

2 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
3. (donto) fordulo
haladok II. kategoria

Feladatok

1. Keressiik meg az 0sszes olyan kilencjegyi pozitiv egész szdmot, melyben minden szdm-
jegy 1-t8l 9-ig csak egyszer szerepel, és az elsd, ¢ darab szdmjegybdl képzett i jegyl szdm
oszthat6 i-vel (i =1,...,9)!

2. Az ABC héaromszogben o =203 = 4. A bels6 szogfelezok az a, b és ¢ oldalt rendre
a D, E és F pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy DE = DF'

3. Hény olyan pozitiv egész szamokbdl all6 (x;y) szdmpar van, amely kielégiti az
a) ¥ —y* = 2012201,
b) 2% 4 y* = 20122

egyenletet?

Az eredményhirdetést 2012. majus 25-én (pénteken) 14.00 orai kezdettel tartjuk az
MTA Rényi Alfréd MKI Nagytermében (Budapest, V. ker., Realtanoda u. 13-15.).
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
3. (donto) fordulo
haladok II. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Keressiik meg az 0sszes olyan kilencjegyd pozitiv egész szamot, melyben minden szam-

jegy 1-tdl 9-ig csak egyszer szerepel, és az elsd, ¢ darab szamjegybdl képzett ¢ jegyl szam

oszthat6 i-vel (i =1,...,9)!

Megoldas. Jeloljiikk a szamunkat az ajasazaqasaea7agag-cel.

Az ottel oszthatosdg miatt as = 5. 1 pont

A péros sorszdmu helyen 1év6 szamok ay, a4, ag, ag sziikségszerlien parosak, igy a pératlan
sorszamu helyeken 1évé szdmok paratlanok lesznek.

Az aiazaszay néggyel oszthatd. A néggyel valé oszthatésagi szabdlyok szerint elég az utolsé
két jegyet nézni. De mivel a3 pdratlan, igy as = 2 vagy a4 = 6 lehet csak.

Hasonldan a nyolccal valé oszthatésdgot vizsgédlva kapjuk, hogy agayag nyolccal oszthato.
De mivel ag péros, ezért elég az ayag-nak nyolccal oszthaténak lennie. Mivel a; pératlan,
ezért ag =2 (haa; =3 v. 7) vagy ag =6 (ha a; =1 v. 5 v. 9) lehet.

fgy a, és ag csak 4 vagy 8 lehet. 2 pont
ajapaz harommal, ajaraszasasae hattal oszthatd, ezért asasag is oszthaté harommal.

Amennyiben a, = 4, akkor ag =8, a; és az 1 és 7 lehet, as =2, igy ag =8, a3 =6,a7 =3
vagy 9.

aq an as a4 as (07 a7z ag ag
114725831619
71412583 ]6]9
11472589613
714|125 ]8]|]9]6]3

De az els6 két eset nem lehet, mert ha a; = 3, akkor ag csak 2 lehet.
A madsodik két esetben az elsé 7 szdmjegybdl alkotott szdm nem oszthatd 7-tel. 2 pont

Ha a, = 8, akkor ag = 4, ekkor as = 6, ag = 2. Igy a7 = 3 vagy 7 lehet. a; és a3 pedig 1
vagy 3, 9 vagy 1, 7 vagy 9, 7 vagy 3. 1 pont
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A fenti szdmok els6 7 szamjegyeibdl alkotott szamokat héttel osztva csak a 381 654 729 oszt-
hat6 7-tel is, igy az egyetlen szdm, amire az allitas feltételei teljesiilnek, az a 381 654 729. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az ABC haromszogben o =25 = 4~. A bels6 szogfelez6k az a, b és ¢ oldalt rendre
a D, E és F' pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy DE = DF'!

Megoldas.

Legyen S az ABC haromszog szogfelezbinek metszéspontja. Jeloljilkk az A BC haromszog
szogeit ACB< = 2, CBA< = 47, BAC< = 8y-val. Ekkor mivel a hdromszog bels6 szo-
geinek osszege 180°, ezért tudjuk, hogy 14y = 180°. Ezt felhaszndlva az ABE hdromszog-
b8l AEB< =4y, ASE<= BSD< =67, AFS<=5y= ASF<. 1 pont

Legyen AS =z és SD = y. ASF és ASE haromszogek egyenl§szariak, mert van két azo-
nos szogiik, igy AF = AS = SE = .

BAD és BSD haromszogek is egyenldszardak, ezért AD = x +y = BD = BS. 1 pont
DB
BAD ha ogre felirjuk ogfelezd tételt: — = —. 1 t
dromszogre felirjuk a szdgfelezs tételt: —o = — 5 pon
DB AF T+y x?
BF=AB—-AF =|— ——= | -AS= —x | -x=—. 1 t
<DS AS) ( y ‘”"‘) Ty -
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BA

ABE h4 .. sofelezs tétel 2> — 22 Bobsl
dromszogben a szogfelezd téte %5~ BS bbd
+ v
BA AF + FB Ty a2
FA=— ES=|———] -ES= r=—. 2 t
BS < BS ) T4y “ Y pon

Azaz EAD és FBD haromszogek egybevagdak, mivel két oldaluk: BD = AD =z + vy,
BF = FEA és a kozbezart szogiik megegyezik. gy DE = DF. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Hany olyan pozitiv egész szamokbdl 4ll6 (z;y) szdmpér van, amely kielégiti az
a) % —y* = 201221,
b) z* +y* = 2012%"

egyenletet?

Megoldas. a) z* — 3> = (z — y)(x +y) és 2012911 = 240225032011 ahol 503 primszam.

2012%°!! §sszes pozitiv osztéjanak szdma 4023 - 2012, ezért pontosan ugyanennyi osztoparja
van 2012°°'!-nek.

Az x —y és x + y kifejezés egész szamok esetén azonos paritdsud, ezért az osztoparok tagjai
kozott nem lehet pdratlan szdm. 1 pont

2012%°!"! paratlan osztéi: 1, 503, 503%, 503°, ..., 503°°!!, azaz 2012 darab paratlan oszt6
van.

A 20122 pératlan szdmot tartalmazé osztGparjainak szama tehat 2 - 2012.
Mivel x — y < = + y, ezért az (z — y; x + y) megfelel osztéparok szdma

4023 -2012 —2-2012 4021 -2012
2 - 2

= 4021 - 1006 = 4045 126. 1 pont

Nyilvédnval6, hogy mind a 4 045 126 darab megoldds meg is felel a feladat feltételeinek. 1 pont
b) Ha 2% +y? = 20122 akkor z és y is csak paros szam lehet.

Ennek megfelelen legyen x = 2°-x, y =2 -y;, ahol 1 < s <t, s,t € ZT és a1, y; paratlan
szam.

Egyenletiink alapjan 2%% - 27 4 2% . y = 20122011 = 24022, 5032011
Ha s = t, akkor 2°° (:c% + ylz) = 24022 5032011,

Mivel x% + yf két paratlan szdm négyzetének Osszege, ezért az Osszeg 4k + 2 alakd, ahol
k e Z.

Mivel 4k +2 = 2(2k + 1), ahol 2k + 1 pdratlan szam, ezért a bal oldal 2-nek pératlan ki-
tevdjli (maximadlis) hatvanydval oszthaté (2s + 1 a kitevs), a jobb oldal pedig 2-nek péros
kitevgjti hatvdnyaval oszthatd (4022 a kitevd). Ez pedig lehetetlen, tehat nincs megoldés. 2 pont
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Ha s < t, akkor 2%% - 2§ 4 2% .y = 24922, 5032 alapjan
225 (x% + 4t—8 . yIZ) — 24—022 . 50320]1‘
A zardjeles kifejezés értéke pdratlan szam, mert ¢ > s. Ekkor pedig csak s = 2011 lehet.

Igy viszont x? +4'% . ¢7 = 503011,

Az x1 szam pdratlan, ezért az utébbi egyenléség bal oldaldnak 4-es maradéka 1. Viszont

5032°!! 4-es maradéka (—1)2011 = —1, ami azt jelenti, hogy ebben az esetben sincs meg-
oldas. 1 pont
Tehét az 2 + 3> = 20122°!! egyenletnek nincs gyoke a pozitiv egész szamok korében. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
2. (donto) fordulo
haladok III. kategoria

Feladatok
1. Igazoljuk az alabbi egyenlStlenséget!
804%/1! 20240230 (1121 .- 20121)* < 2012!
2. Van 2012 darab (nem feltétleniil kiilonbdz8) pozitiv szdmunk: ai,ay, ..., a2, melyek

Osszege 2S. A k természetes szamot felezdnek nevezziik, ha az a; szamok koziil kivalaszt-
haté k, amelyek Osszege éppen S. Legfeljebb hany kiilonbozd & természetes szam lehet
felezd?

3. Egy ABCD trapéz C'D alapjan adott egy P bels6
pont (lasd 1. &bral).

Hogyan vialasszuk meg a masik AB alap () belsé pont-
jat, ha azt szeretnénk, hogy a PR(Q)S négyszog teriilete
a lehet6 legnagyobb legyen?

(R az AP és a D() szakaszok metszéspontja, mig S
a BP és a CQ szakaszok metszéspontja).

Az eredményhirdetést 2012. majus 25-én (pénteken) 14.00 orai kezdettel tartjuk az
MTA Rényi Alfréd MKI Nagytermében (Budapest, V. ker., Realtanoda u. 13-15.).
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Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2011/2012-es tanév
2. (donto) fordulé
haladok III. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Igazoljuk az aldbbi egyenl6tlenséget!

SO0 21. 40231 (11421 20121)* < 2012

Megoldas. Emeljitk mindkét oldalt 8048-adik hatvanyra, majd osszunk le
(11-2!. ... -2012")* kifejezéssel:

201218048
(11-2!-...-2012!*

Az 4talakitds ekvivalens, mivel minden kifejezés pozitiv. 1 pont

11-21-...-4023! <

Az egyenl6tlenség jobb oldaldn vizsgaljuk 2, 3, ..., 2012 hatvanykitevGjét:

2012!8048 2 8048 3 8048 2012 8048
L= @) T G) 4....-%:24-38....-20128044. 2 pont
(1r-21....-2012!) ((2)20“) ((3)2010) (2012)
A bal oldalon 1évé6 1!-2!-...-4023! szorzat tényezsit csoportositsuk kettesével, és tekintsiik

a (2k)!- (2k + 1)! kifejezéseket (k = 1,2,...,2011):
(k) - 2k + 1) =
=023 (k+1)-..-2k=DRK)]-[1-2...-(k+1)-...- (2k) - 2k + 1)].

Az els6 szogletes zarGjelben 1€vE szorzatban 2 és 2k, 3 és (2k—1), ..., k és (k+2) parokra
alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozép kozti osszefiiggést:

2.3 (k+1)-...-2k—1)2k<

< <2+22"")2. <3+<22k‘1>)2..... (k+(§+2))2~(k+1)=(k:+1)2k1.

A madsodik szogletes zardjelben 1évd kifejezésre hasonléan adédik, hogy:

1-2- - (k+1)-...-(2k) -2k +1) <

< (1“2“ ”)2. (”2]“)2....- (W>2-(k+l) = (k4 1 2 pont

2 2 2
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Ez alapjan (2k)!- 2k 4+ 1)! < (k+ D)* (k= 1,2,...,2011).
Igy a bal oldalra adott felsé becslés 1!-2!-....4023! < 2*.38. . .2012804,
Mivel 2% - 3% .. ... 20128 éppen a jobb oldal értéke, az egyenlStlenséget bebizonyitottuk.

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Van 2012 darab (nem feltétleniil kiilonb6z8) pozitiv szdmunk: aq, ay, ..., a2, melyek
Osszege 25. A k természetes szamot felezdnek nevezziik, ha az a; szamok koziil kivélaszt-
haté k, amelyek Osszege éppen S. Legfeljebb hdny kiilonb6zé k természetes szam lehet
felezo?

Megoldas. = és 2012 — z egyszerre felezd, hiszen ha néhany szam Gsszege S, akkor a ma-
radéké is.
Ha 1 (és igy 2011) felezd, akkor mds mar nem lehet az, hiszen ha 1 felezs, akkor az egyik

szam S, igy rajta kiviil csak ugy johet ki az S Osszeg, ha az Osszes tobbi szamot felhasz-
naljuk.

Most megmutatjuk, hogy megadhaték az aj,as,..., a2 szdmok ugy, hogy a {2,3,...,

P

2010} halmaz minden eleme felezd. Az el6z6 észrevétellel egyiitt ebbdl kovetkezik, hogy
legfeljebb 2009 kiilonbozé felezd k lehetséges.

Megadunk 2012 megfelelé szamot:

{1,1,1,1,2,2,4,4,8,8,16, 16, ..., 2'0% 210041,

A szdmok Osszege

28 =242 (14+244+8+16+ - +2'%) =242 (2! — 1) =219

vagyis S = 2109,

Az aldbbiakbdl l4that6, hogy k = 2,3,4,5,...,1006 felezd.
k=2 S = 21004 51004

k=3 S = 21004 4 51003 | 1003

k= 4 S = 21004 4 51003 | 51002 | 51002

k=5 S = 21004 4 51003 | 51002 4 51001 4 51001

L = 1006 SZZIOO4+2IOO3+21002+21001+"'+2+1+1.

A k =1007,1008,...,2010 értékekre pedig mar nem kell konstrukciét adnunk, hiszen ha
¢ felezd, akkor N — zx is.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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1. dbra

3. Egy ABCD trapéz C'D alapjan adott egy P belsé
pont (lasd 1. 4bral).

Hogyan vélasszuk meg a masik AB alap () bels6 pont-
jat, ha azt szeretnénk, hogy a PRQ).S négyszog teriilete
a lehetd legnagyobb legyen?

(R az AP és a D() szakaszok metszéspontja, mig S
a BP és a C(Q) szakaszok metszéspontja).

I. megoldas. A kovetkezs sejtést fogjuk igazolni:

DP  AQ

A PRQS négyszog teriilete pontosan akkor maximdlis, ha — = —— (, és persze @

A és B kozott van).

PC ~ QB

Bizonyitas: Vegyik fel -t a sejtésnek megfele-
I6en, és vegylink fel egy ettdl kiilonbozd tetszbleges
Q' pontot is az AB oldalon! (Q'-t dgy vessziik fel,
hogy Q és B kozrefogja, ha Q'-t A és Q fogna kozre,
a bizonyités teljesen ugyanigy menne.)

Azt fogjuk beldtni, hogy akédrhogy is vettik fel
a @' pontot a kialakulé6 PRQS négyszog teriilete
nagyobb, mint a PR'Q’S’" négyszogé.

(Ahol: R az AP és a D@ szakaszok metszéspontja,
S a BP és a CQ szakaszok metszéspontja, mig R az
AP és a DQ’' szakaszok metszéspontja, S’ a BP és
a CQ' szakaszok metszéspontja, illetve még egy fon-

2 dbra tos pontunk lesz: V a DQ’ és a C'Q metszéspontja)
Lasd 2. dbra!
Vagyis igazoland6: T(PRQS) > T(PR'Q'S"). (,,=> pontosan akkor lenne, ha Q = Q'.)

(A kovetkezdk soran tobbszor fogunk valamely vizsgalandé sokszoget tobb kisebb sokszogre
darabolni, illetve az egyenlStlenség két oldaldn ugyanazt a teriiletet elhagyni.)

PRQS-t, illetve PR'Q’S’-t feldarabolva igazolandé:

T(PRVS) +T(RRQV) > T(PR'VS) + T(SVQS").

Ez pontosan akkor igaz, ha T(R'RQV) > T(SVQS’).

Az utébbi egyenldtlenségben szerepld négyszogek részei a kozos alapu, és magassagu (igy
kozos teriileti) QQ'D, illetve QQ’C hiromszogeknek, igy a kovetkezd igazolandé:

T(QQ'D) - T(QQ'V) — T(RR'D) = T(QQ'C) — T(QQ'V) — T(SS'C).

Elhagyva két oldalon a kozos teriileteket: —T(RR'D) > —T(SS'C), vagyis az igazolandé

allitasunk

T(SS'C) > T(RR'D).
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Ez utébbi 4llitds igazoldsdhoz a kovetkezd segédtételt fogjuk igazolni:

Lemma: Ha az ABCD trapéz CD alapjin P-t, illetve AB alapjdin Q-t tigy vessziik fel,
DpP

PC ~ QB
(R az AP és DQ szakaszok metszéspontja, mig S a BP és a CQ szakaszok metszéspontja).

hogy teljesiiljon, akkor RS pdrhuzamos lesz az alapokkal. 1 pont

Lemma bizonyitdsa: Tekintsiik a kovetkezd dbrat, és haszndljuk a jeloléseit!

D c C

Mg

a_ I

3. dbra

Az ABE és a CDE hiaromszdgek hasonléak (megfelel szogeik megegyeznek), a hasonl6-

p p a . Lo o1s .. Loz % p . .
sdg ardnya: A = —, igy a két haromszogben 1év6 megfeleld szakaszok ardnya is ez, vagyis
c

A=2— %, innen (ha a trapéz magassigat m-mel jeloljik) m, = m -
c mMe a—+c
egyezik az E pont és az AB alap tdvolsagaval.

, ami meg-

Most nézziik a lemmadaban szerepld pontok esetén a trapézunkat:

D

7

A Q B
4. dbra

A PQ szakasszal az eredeti ABCD trapéz két trapézra bonthaté. Nevezziik most az AQ
szakaszt a-nak, mig a D P szakaszt c-nek.
a

Ekkor a fentiek szerint R tavolsdga az AB alaptdl: mg, = m - Te
a+c

DP  AQ

O = OB miatt valamely pozitiv py-re QB = i - a, és PC = p - b.

63



De akkor a QB.S hiromszog ()B-hez tartoz6 magassiga (, vagyis az S pont tavolsiga az
AB alaptol):
W a a
Myq=m:  —————=1m- .
w-a+p-c a+c

Vagyis az R és az S pont azonos tdvolsagra van az AB alaptdl, ahogy azt a lemmaban
igazolni szerettiik volna.

Most térjiink vissza az igazolandé T'(SS’C) > T(RR'D) Allitashoz!
Tekintsiik az 5. dbrat! Ez csak abban kiilonbozik a 2. dbratél, hogy berajzoltuk az RS egye-

nesét, és ezen egyenes metszéspontjait Q' D-vel, illetve Q'C-vel elneveztik R’-nek, illetve
S"-nek.

A ) o B
5. dbra
R" és D kozrefogja R'-t (vagyis R’ kozelebb van a DC alaphoz, mint R”), mig S’ és C

kozrefogja S”-t (vagyis S’ kozelebb van az AB alaphoz, mint S”), mert a Q" pontot tigy
vettiik fel, hogy Q és B kozrefogja Q'-t.

fgy T(SS'C) = T(SS"C) + T(SS'S"), mig T(RR'D) = T(RR'D) — T(RR"R)).

Valamint RR”D hasonl6 QQ’'D-hez, mig SS”C hasonlé a QQ'D-vel azonos teriiletii
QQ'C-hez; és mindkét esetben a hasonlésdg ardnya azonos (hiszen a fent bizonyftott lemma
miatt R és R’ illetve S és S” tavolsidga az AB alaptdl azonos), vagyis

T(RR'D) = T(S5"C).

Innen kovetkezik a bizonyitand6 T'(SS'C) > T(RR'D) éllitds, mert
T(SS'C)=T(S58"C)+T(585'S") >
> T(88"C) = T(RR"D) > T(RR"D) — T(RR'R') = T(RR'D).

Ezzel igazoltuk, hogy a PR(QS négyszog teriilete pontosan akkor maximadlis, ha

DP _ AQ
PC QB

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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II. megoldas. (Homonnay Bdlint dolgozata alapjan.)

Az dbra jeldléseit haszndljuk.

Da P b ¢ A DC(@) haromszog teriilete nem fiigg () helyzetétdl,

hiszen DC és a DC-hez tartoz6 magassdg nem valto-
zik. Emiatt Trosp akkor lesz maximadlis, ha a DRP és
PSC haromszogek terilletének 6sszege minimdlis. Az

5 el6z6 megolddsban haszndlt hasonlésdgok alapjan
m-a m-b
“ +c b b+d
y Y \ Tprp + Tpsc = —%T€ + =
q . 0 B DRP PSC 5 2
6. dbra m a? N b2
2 \a+c b+d)’

ahol m a trapéz magassaga, tehat allando.
A zéréjelben 1év6 kifejezés minimumat a Titu-lemma segitségével adjuk meg.
Titu-lemma. Ha x és y pozitiv, akkor

(a+b)?
r+y

1\

_l’_

8|8,

b2
y

a b
és egyenloség csak — = — esetben teljesiil.
z Yy

A lemmat beszorzassal és teljes négyzetté alakitdssal konnyen igazolhatjuk, vagy észre-
vehetjilkk, hogy a Cauchy-Bunyakovszkij—Schwarz egyenlGtlenség specidlis esete az

(a/vVz,b/\/y) és (Vx,\/y) szémpdrokra.

Visszatérve a feladatra: ,
a’ n v > (a+0) .
a+c b+d " a+c+b+d

A jobb oldal dllandé (a nevezSben a két alap hosszdnak Osszege jelent meg), és a/c = b/d
esetén meg is kaphat6 ez az érték.

Tehdt a vizsgélt négyszog teriilete akkor maximalis, ha DP/AQ = PC/QB.

65



