Számítások pontossága

                               (Van-e mindig értelme például 8 jegyre számolni?)
 




        (Kaposvár, Vándorgyűlés)

+

Számolj pontosan, fiam! – szól a tanár.
Milyen pontosan – kérdi a diák
Abszolút pontosan - hangzik a válasz.
Úgy nem tudok, úgy nem lehet!– felel a diák.

Szemtelenség-e a diáktól ez a válasz?
    

   Igen is, meg nem is. Attól függ. Ha az egyszeregyet nem tudja, csak találgat, vagy, ha pontos értékek segítségével kell valamit kiszámítania, vagy, ha betűkkel (paraméteresen) kell megadni egy összefüggést, akkor ez a válasz nem engedhető meg.
 
 
Ha nem a gyakorlati életből vett, ún. „iskolai” feladat pl. egy 3,4 hosszegységnyi élű kocka felszínének és térfogatának megállapítása, akkor a 3,4 pontosnak tekinthető. Ekkor a helyes válasz. A = 69,36 területegység, V = 39,304 térfogategység.
   

   Nyilván kifogásoljuk, ha a diák az x oldalú négyzet átlóját 1,4 x – nek (1,41x – nek) adja meg, s nem x
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 - nek, vagy: az r sugarú gömb térfogatát 
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- nek mondja.

   Sőt, még olyan gyakorlati jellegű feladatban is érdemes először általánosan (paraméteresen, betűkkel) számolni, amilyen feladat többször is előfordul.

   Ha pl. téglalap alakú tükör árát akarjuk kiszámítani (vagy téglalap alakú ablak üvegezéséről van szó, vagy sportpálya füvezését s a megfelelő vonalak kijelölésének költségét számítjuk ki), akkor előbb képletet készíthetünk.
   Ha a téglalap oldalainak hossza x és y, a területtel arányos költség A, a lineáris méretekkel arányos költség B ( pl. 1 méter üvegszél csiszolása), a munkadíj (beleszámítva a kiszállást is) C, akkor a költség K = A x y + b ( x + y) + C képlettel számítható ki. Természetesen a konkrét adatokat helyettesítjük be a képletbe. Persze itt teljesen értelmetlen fillér pontossággal számolni.
  Hajós György kedvenc feladata volt: Készítsünk számoló ábrát (nomogramot) az üvegesnek.

  Vannak ún. hatóságilag megállapított árak: 
pl. 50%-os, 67,5%-os vasúti kedvezmény,
régen a 31 Ft-os napidíj.
A bankok által megállapított kamatláb, pl. 6% pontos érték (nem egy jegyre kerekített). A betett összegnek pontosan 6% lesz a kamata (persze fillér ma nincs forgalomban).
A pénztáros az esti záráskor kell, hogy pontos összeget adjon le.

 
Van, amikor nem célszerű a tanulók figyelmét más fontos kérdésről a pontosság vizsgálatával elterelni.

 
Ilyen pl. a számfogalom kialakítása, fejlesztése, a műveletek értelmezése, tulajdonságaik megfigyelése, általánosítások. Ilyenkor célszerű pontos értékekkel dolgozni. Ha ezen esetekben a tanulóknak több mindenre kellene figyelniük, akkor a fogalmak kialakítása, általánosítása, a műveletvégzés begyakorlása több nehézségbe ütközne.
 
 
Ha viszont mindig pontos értékekkel dolgozunk, akkor a tanulókban fel sem merül, hogy az adatok a gyakorlatban nem mindig pontosak. A számok a számegyenesen mindig egy pontot jelentenek. A gyakorlatban felmerülő közelítő értékekkel nem tudnak mit kezdeni. Hiszen általában ilyenkor is egy-egy számmal dolgozunk. A számközt is, amelyekbe egy-egy mérés eredménye eshet, egyetlen számmal helyettesítjük. Így a tanulóknak eszébe sem juthat, hogy a kapott eredmény nem pontos.

 
Tanításunkban e téren is egyensúlyra kell törekednünk. Van, amikor hasznosak a pontos értékekkel dolgozó „iskolapéldák”, ugyanakkor szükségesek a gyakorlati feladatok, s ezeknél a kerekítés, a várható pontosság megállapítása.

 
Tehát, ha valóban gyakorlati feladatban az adatok mérésből származnak (pl. a tanulónak a tanterem, az iskolaudvar területét kell kiszámítania, s előtte a méréseket cm, dm pontossággal végezte, akkor az abszolút pontosságú számolás valóban képtelenség. Ezért a diáknak a bevezetőben említett válasza helyénvaló volt.

 
Az is előfordulhat, hogy a tanár nem is tud válaszolni a diák kérdésére. Tudniillik a feladatot egy feladatgyűjteményből vehette, ahol esetleg semmiféle útmutatás nem szerepelt a feladat adatainak pontosságára vonatkozólag.

 
Hasonlóan, ha statisztikai zsebkönyvből olvassuk ki egy város lakóinak a számát ezresre (vagy százasra) kerekítve, akkor nem tudjuk megmondani, hogy mennyien lesznek ott, ha oda egy autóbusznyi diák (mondjuk 32 fő) érkezik10 napos nyaralásra. Értelmetlen válasz: most 146 032 ember van a városban.(146 ezer, vagy 100-as pontossággal 146,0 ezer szám nem pontos,s amit hozzáadunk (a 32-t), az kisebb lehet, mint amit a kerekítéssel elhagytunk vagy hozzáadtunk. Nem beszélve arról, hogy a 146 ezer egy korábbi népszámlálás adata, ami állandóan változik (születés, halálozás, költözködések).

 
Arra persze igenis jó az ilyen jellegű feladat, hogy elgondolkoztassa a tanulókat: nem tudunk erre válaszolni. Feltehetően lesz, aki bemondja a 146 032-t.  Megtárgyalhatjuk, hogy miért nem fogadható el ez a válasz, ill. azt, hogy bizonyos esetekben nem lehet választ adni. Persze, ha egy kis település lélekszámára pontos számot írnak (4317), az is csak a népszámlálás idejére vonatkozik.

 

Miért aktuális ma beszélnünk e témáról? 


 
E témában való járatlanságuk a tanulóknak (esetleg egyes kollégáknak is) régi keletű. Tehát korábban is volt szó erről (vagy legalább is kellett volna erről szólni). A jelenlegi matematikatanításunkban azonban érthetően megkívánjuk, hogy nagyobb hangsúlyt kapjanak az életből vett (ún. gyakorlati) feladatok (melyek nem tévesztendők össze a kitalált álgyakorlati feladatokkal, amelyekre korábban is és ma is akadnak példák)
 
Mint már említettem, a gyakorlati feladatok adatai nagyrészt mérésekből származnak, igen pontatlanul mérhető fizikai adatok felhasználásával (pl. sűrűség) ill. statisztikai adatokat tartalmaznak, s mindezek csak bizonyos pontossággal adottak. Így a velük való számolás eredménye sem lehet abszolút pontos. Arra viszont törekedni kell, hogy az eredmények reálisak legyenek. Értelmetlen tized (század) mm pontosságra megadni pl. egy hegy tengerszint feletti magasságát.

 
Természetesnek és fontosnak kell tekinteni a zsebszámológép használatát. De ennek értelmes használatára meg kell tanítani a diákokat. Ismerje jól minden tanuló a saját kalkulátorát! A számolás előtt feltétlenül végeztessünk nagyságrendi becslést. (Igen sok hibás eredmény nagyságrendi tévesztésből adódik.)  A  kapott végeredményt (ami gyakran 8-10 jegyet tartalmaz) tudja a megfelelő pontosságra kerekíteni. A kerekítésre, a megfelelő pontosságú kerekítésre nekünk kell megtanítanunk a diákokat. (megfelelő pontosságú: annyi jegyet tartalmazzon az eredmény, amennyit az adatok biztosítanak, reális legyen az eredmény!)

Sajnos a tankönyvek, feladatgyűjtemények, központi dolgozatok többnyire nem nyújtanak kellő segítséget e téren. Nem tudni, hogy a feladat adatai pontosak-e, ill. milyen pontosságúak. Ez feltétlenül nehezíti a munkánkat. Nekünk kell eldöntenünk, hogy vajon a szerző milyen pontosságra gondolt. Szerencsére vannak olyan esetek, amikor ez megállapítható. Például, ha egy hosszadatról azt írják, hogy 124,0 méter, akkor tudjuk, hogy tized méter (dm) pontosságú az adat. (Tehát itt a tizedesvessző utáni 0 nem hagyható el, tízszer akkora pontosságot jelent, mintha 124-et írnánk, feltéve, hogy a 124, ill. a 124,0 kerekített érték.)
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Mik a teendők? 
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A számításoknál fontos az előzetes becslés (méréseknél is hasznos).
Persze a becslés valóban becslés legyen, nem pedig gyors számolás után bemondott 3-4 jegyű szám. A nagyságrendet könnyű megállapítani, esetleg az eredmény várható legnagyobb helyértékű jegyét.(Pl. kb. 4000 lesz az eredmény.)

 
A kerekítési szabály könnyen megérthető.

A kerekítési szabályt jól előkészítik alsóban a számszomszédok meghatározásával. ( 618 tízes szomszédjai 610 és 620, 100-as szomszédjai 600, ill. 700.) Beszélnek alsó, ill. felső tízes szomszédról.
A 618 melyik 10-es szomszédhoz van közelebb? (620) 10-esre kerekítve 620 (felfelé kerekítettünk) melyik 100-as szomszédhoz van közelebb? 100-asra kerekítve 600 (lefelé kerekítettünk).

 A felsőben többnyire tizedestörtekkel dolgozunk.
Pl. 618,3503-et tizedre kerekítve618,4, századra 618,35, ezredre 618,350.

 
Megfogalmazhatjuk pl. tized pontosságra a kerekítés szabályát:
Ha a századok helyén 0, 1, 2, 3, 4 áll, akkor a tizedek helyétől jobbra álló számokat elhagyjuk,
 
Ha a századok helyén 5, 6, 7, 8, 9 áll, akkor a tizedek helyén álló számjegyet eggyel növeljük.

 
Lehet persze, hogy nemcsak a tizedek helyén álló számjegy változik: 48,971 tizedre kerekítve 49,0, ahol – mint már említettem -- a 0 nem hagyható el
 
Tehát megkeressük a szám tizedes szomszédjait, és a számhoz közelebb állóval helyettesítjük a számot. Ha a kerekítendő szám a két tizedes számszomszéd között pontosan középen van, akkor megállapodás szerint „általában” felfelé kerekítünk .
[image: image5]
(Általában is jó a kerekítést számegyenesen bemutatni.
    Ha sok „ilyen” számot kell kerekítenünk (pl. számok összeadásakor), akkor elfogadott a „párosra” kerekítés is.        74,5  egészre kerekítve  74,
 
            
           75,5  egészre kerekítve  76.

   A 128,4 tizedre kerekített x számok a következő kettős egyenlőtlenségnek tesznek eleget:
 


128,35 
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 x < 128,45.
(Erre középiskolában kerülhet sor.)

    Vannak esetek, amikor nem szabad alkalmazni a kerekítési szabályt.
Ilyen pl. 1) Kiszámítjuk, hány teherautó szükséges adott tömegű homokkúp elszállításához. Az eredmény mondjuk 26,4.  Ezt nem kerekíthetjük 26-ra, mert annyi nem elég. (A teherautók száma egész.)

  2) Kiszámítjuk, hogy egy tutajon hány ember szállítható, feltételezve, hogy egy ember tömege 80 kg. Az eredmény mondjuk 37,8. Semmiképpen nem lehet felfelé kerekíteni. Nem mehet rá 38 vagy 40 ember (37 helyett is inkább csak 30-32-t engednek fel. Ki biztosítja, hogy a felszállók átlagtömege valóban 80 kg?)

   3) Új ajtót vásárolunk (készíttetünk). Az ajtónyílás magassága 2,17 m. Nem felel meg olyan ajtó, amihez a 2,2 m nyílásmagasság szükséges.
 
   4) A pénztáros  záráskor 124 248 Ft helyett nem adhat le 124 ezret, s persze bolond lenne 117 ezret leadni, ha 116 796-tal kellene elszámolnia.
 

 
Még egy gondolat a kerekítéshez.:
Ugyanazt az adatot kétszer ne kerekítsük.
 
63,49 tizedre kerekítve 63,5,
 
          egészre kerekítve: 63.
Ha azonban az első kerekítés után jut eszünkbe, hogy elég egész pontossággal megadni, s a 63,5-t kerekítjük 64-re, akkor hibázunk. Tehát egy szám pl. (egészre) kerekítése nem történhet több lépésben.




A közelítő számításoknál szokásos elnevezések és jelölések

   Pontos érték helyett szokásos kerek értéket is mondani. (Más szóhasználatban a kerek olyan egész, amelynél az utolsó jegy 0 (kerek tízes), vagy a két utolsó jegy 0 (kerek 100-as).
   Közelítő érték: nem pontos, mint jeleztem, tulajdonképpen egy számközt helyettesítünk egyetlen számmal (számközzel nehéz dolgozni).
   Hiba: a közelítő érték mínusz a pontos érték (általában abszolút értékben adjuk meg), ha egyáltalán ismerjük a pontos értéket.  Ha kapott közelítő értékkel kell számolnunk, akkor nem ismerjük a hibát. Általában annyit tudunk, hogy minél nem lehet nagyobb a hiba.
   Hibakorlát: a hiba abszolút értékének egy felső korlátja.
Századra kerekített értéknél a hibakorlát 0,005.
(Közelítő értékekkel való számoláskor mindig fellépő hiba (hibakorlát), nem tévesztendő össze a tévedéssel.)
   A relatív hibakorlátról később beszélek.

 
Fontos még az értékes jegyek száma.

 . 4 tizedes jegyre lg 2 = 0,3010, 4 értékes jegy van benne. (Ugyanis itt a tizedes törtben a tízezredek helyén álló 0 jó kerekítéssel adódott.)
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        Itt ugyan a tizedesvessző után  öt jegy áll, de a tizedek helyén álló 0 csak ún. helypótló 0, amely a nagyságrendet mutatja., így ebben a számban is 4 értékes jegy szerepel.
   Arra, hogy egy szám nem pontos, sokszor a körülbelül szó utal. Ezt viszont nem mindig használják megfelelően. 
 
Pl 1.) Panni fizetése 135 420 Ft. Ez pontos érték. Nem mondhatjuk, hogy kb. 135 420 Ft. Kb. 135 ezret mondhatunk.
 
    2) „Holnap 9 órára az iskolaorvos kb. 17 tanulót vár a 7. osztályból”. Szerencsésebb lett volna így:16-18 tanuló mehet a vizsgálatra. Ha pontosan 17 tanulónak kell mennie, akkor ne használjuk a kb.-t .
 
A kb. után általában  ún.  kerek szám áll (kb. 20).
 
   3.) A szabadtéri színpad előadásán kb. 2500-an vettek részt. Értelmetlen lenne kb.2463-at szerepeltetni.
 
   4.) Ha az osztályterem hosszát többen  mérik meg s a mérések átlagát vesszük, akkor mondhatjuk, hogy az osztály hossza közelítőleg 12,1 m, de azt is mondhatjuk, hogy kb.12 m.

 
A közelítő érték jelölésére használatos a 
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 jel.
   Az utcaszakasz hossza
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215 m, a város lakóinak száma 118 ezer. A kiírt ezer jelzi, hogy az adat 3 „értékes” jegyet tartalmaz. 
1,18 . 105 normálalak 3 értékes jegyet tartalmaz.
           1,180. 105 normálalak 4 értékes jegyet tartalmaz.
          48,3  kerekített értékét így is szokták jelölni: 48,3 
[image: image10.wmf]±

0,05, ahol a 0,05 a hibakorlát. (Lehet, hogy a hiba jóval kisebb.)
          Cukorkás zacskón szerepel: 100
[image: image11.wmf]±

5 gr. (Lehet, hogy csak.95 gr van mindegyikben?)


                 Hogyan mutatható meg a tanulóknak, hogy ha kerekített (ill. közelítő) értékekkel dolgozunk, akkor a műveletek végzésekor  milyen pontosságú eredményre számíthatunk?

   Úgy gondolom, arra nincs szükség, hogy a kis óraszámú tanítás esetén a műveleteknél fellépő ún. öröklött hibakorlátra képleteket vezessünk le. Persze, ha  középiskolában nagy óraszámban taníthatunk, akkor ez sem tilos.

   Egyszerűség kedvéért felteszem, hogy a műveletekben szereplő értékek jól kerekítettek. Két ilyen szám összeadásakor, ill. kivonásakor könnyen megmutatható, hogy minél nagyobb nem lehet a hiba. (Mi lesz a hibakorlát?)

 


       a) 824,9 + 718,3                   b) 824,9 – 718,3

Ha e két szám tizedre kerekített, akkor eredményként a) - ban 1 543,2-et kapunk.
A kerekítés miatt az összeg legkisebb értéke:   
  legnagyobb értéke:
 


           824,85


            
   824,95

 


         +718,25



    
+ 718,35
 


         1543,10



      
  1543,30
Így a kapott 1 543,2-től az eltérés már nem 0,05, hanem 0,1 lehet,. Tehát a két hibakorlát összeadódik. Szükség esetén több konkrét példát vegyünk (nemcsak tizedre kerekített értékekkel)

Később ezt általánosságban is megmutathatjuk, mondjuk egészre kerekített értékekkel. 



[image: image57.wmf]


 
ahol a és b egész szám.

Ha az a-ra, b-re kerekített érték alig kisebb az a + 0,5, b+ 0,5nél, akkor a kapott a+b helyett     a+b+1 lenne a pontosabb. Hasonló mondható el a felfelé kerekítésnél is.

Természetesen, ha a két összeadandó nem azonos pontosságú, akkor a kevésbé pontos szám határozza meg az összeg hibakorlátját. 
Az is nyilvánvaló, hogy ha több (mondjuk 10) azonos hibakorláttal (pl. 0,05-dal)  rendelkező számot adunk össze, akkor a hibakorlát 10-szer annyi is lehet, mint az eredeti. Persze az esetek többségében nem erről van szó. A kerekítési hibák többnyire „kompenzálják” egymást, ti. a kapott kerekített értékek hol felfelé, hol lefelé kerekítésből származnak.

  
A két szám kivonásakor hasonlót tapasztalhatunk.   824,9
 






          --718,3
  






   
 106,6
 A kerekítés miatt a különbség legkisebb értéke:

legnagyobb értéke:
                                                      824,85



          824.95
 



   --718,35



          718,25
 



      106,50



          106,70
  Tehát itt is a hibakorlát 0,1
Kivonáskor akkor nőhet meg a hibakorlát, ha az egyik számot „erősen” felfelé, a másikat „erősen” lefelé kerekítették.
 
Egyébként a kivonás az egyik legkellemetlenebb művelet, ha „közeli”számok különbségét kell meghatározno.
 
Három tizedesjegy pontossággal (ezredre kerekítve) 
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 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]»

1,418      négy értékes jegyet tartalmaz
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1,414      négy értékes jegyet tartalmaz
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 EMBED Equation.3  [image: image18.wmf]»

0,004  már csak egy értékes jegyet tartalmaz

    Ezt legjobban a relatív hibakorláttal érzékeltethetjük. 
A relatív hibakorlát az abszolút hibakorlát és a közelítő szám abszolút értékének a hányadosa. Ezt általában %-ban szokás megadni.


    Nem mindegy, hogy pl. hosszúság mérésekor a maximum 2 m-es eltérés egy 20 m-es szakasz, vagy egy 1000 m-es szakasz mérésekor keletkezett, bár az abszolút hibakorlát mindkét esetben ugyan akkora.. A relatív hibakorlát  azonban
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100 % = 0,2 %.

    Az első mérést nem fogadhatjuk el. ( A fizika laborban is visszadobnák a 10 %-os relatív hibakorláttal végzett mérést, míg a 0,2 %-os nagyon pontos mérésnek számít.)


Visszatérve a
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0,004 –hez. Itt a relatív hiba  
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  25 %, holott a
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relatív hibakorlátja (ugyanennyi a
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0,035  (%).

Igen óvatosan kell tehát az ilyen differenciákat számolni.

Láttam korábban középiskolai órán, hogy a differenciálhányados levezetése előtt 
f(xo+h) – f(xo)-t számoltatta a tanár, ahol h igen kicsi volt. Így e különbségnek is igen sok értékes jegye elveszett.

A négyzetgyök fv-nél ezen könnyen segíthetünk a számláló gyöktelenítésével:
.    
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Ha xo = 2 és h = 0,1, akkor
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      Itt a 0,1 nem egy db értékes jegyet tartalmazó szám, hanem pontos érték.
.
.  A 2,832 lényegében 3 értékes jegyet tartalmaz (1.10-3 a hibakorlátja).

 
Nézzük most a közelítő értékek szorzásakor (osztásakor) mekkora lesz a hibakorlát.!
 
Tegyük fel, hogy meglehetősen pontosan tudtuk megmérni egy szoba két oldalhosszát. A mérés eredménye 4,27 m, ill. 5,74 m. A méréseknél legfeljebb 1 cm eltérés lehetett, azaz a szoba méretei 4,27
[image: image37.wmf]±

0,01m, ill. 5,74
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0,01m. Határozzuk meg megfelelő pontossággal a szoba területét!
          Először becslést végzünk. A terület 20 és 30m2 között van.
          Ha a hibakorlátot nem vesszük figyelembe, zsebszámológéppel a területre 24,5098 m2-t kapunk.
 
Kiszámítjuk a terület legkisebb és legnagyobb értékét. 

 
4,26. 5,73 = 24,4098
 
4,28. 5,75 = 24,61
 
Látszik, hogy teljesen értelmetlen az eredményben 6 jegyet megtartani.
 
Reálisnak tekinthető a 24,5 m2. (Persze az utolsó jegyben itt is lehet 1 jegy eltérés)
(Itt is érdemes az eredményt számegyenesen ábrázolni a minimum és a maximum feltűntetésével., ill. kettős egyenlőtlenséget is felírhatunk.)
Mindez el is hagyható. Inkább vegyünk még néhány ilyen feladatot (illetve a későbbiekben lássanak hasonlóakat.)
 
Fontos viszont olyan feladatot venni szorzásra (osztásra), ahol a két szám eltérő pontosságú.. Így nyilvánvalóvá tehető, hogy az eredmény pontosságát a kisebb pontosságú adat határozza meg.
 

Osztásra is veszünk egy példát, feltételezve, hogy az adatok kerekített értékek.
 


38,2 : 0,6150 = ?
 
Az előzetes becslés azt mutatja, hogy az eredmény 60 és 70 között van. Zsebszámológéppel kapjuk: 38,2 : 0,6150. 
[image: image39.wmf]»

 62,11382114 Nyilván értelmetlen ennyi jegyet megtartani.
 
Az osztás legkisebb értéke:  38,15 : 0,61505 
[image: image40.wmf]»

62,02747744,
           

  legnagyobb értéke:  38,25 : 0,61495 
[image: image41.wmf]»

62,20017888.

Látható, hogy a tizedek helyén már eltérés van
 
 Az osztás  eredményeként elfogadhatjuk a 62,1-et (tudva azt, hogy az utolsó jegyben is lehet 1 eltérés)
 
E példa is mutatja, hogy itt az osztandó volt a pontatlanabb (3 értékes jegyet tartalmazott, míg az osztóé 4-et).  Az eredmény pontosságát a pontatlanabb érték  határozza meg. 

 
Persze egy példa nem példa. Célszerű többször ilyet elővenni, akár házi feladatként. A zsebszámológéppel ez gyorsan elintézhető. 

 
Közelítő értékekkel való összetettebb számításoknál (műveleteknél) az öröklött hibakorlát erősen felnőhet.(Láttuk ezt 10 szám összeadásakor.) Általában ezek vizsgálatára már nem térhetünk ki, de a tanulók nyilván elfogadják, hogy az öröklött hiba növekedésének elkerülése céljából 1-2 jeggyel többet veszünk figyelembe a közbülső résszámításoknál. (ún. tartalékjegy.) s a végeredményt legföljebb olyan pontossággal adjuk meg, amilyen a legkevésbé pontos adat.(Persze többnyire az utolsó jegy már nem tekinthető értékes jegynek.)
 
Sajnos sok esetben teljesen hibásan éppen az ellenkezővel találkozunk. A közbülső számításokban 3-4 jegyet használnak (kerekítéseket végeznek), de a végeredményt értelmetlenül 6-8 jegyre adják meg. Ezt ne engedjük meg! 

   Geometriai számításokban gyakran szerepel a 
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 EMBED Equation.3  [image: image43.wmf]3

, 
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 szám. Itt is gyakori (gyakorlati jellegű feladatokban), hogy a végeredményt 8 jegyre adják meg, holott az adatok nem pontosak, csak 2-4 értékes jegyet tartalmaznak. Más esetben pedig (ún. „iskolai” feladatokban), ahol pontosan számolhatnánk 1,41-dal, 1,73-dal, 3,14-dal dolgoznak s mivel az adatok most pontosak voltak, azt gondolják, hogy a zsebszámológép szolgáltatta eredmény pl.8 jegyre pontos.

Legalább ilyen hiba, amikor pl. a gömb térfogatát adjuk meg 10 jegyre (268,0825731-nak), s örömmel tapasztaljuk, hogy ebből r3=64-et kapunk, azaz r = 4 pontos érték adódik. Korábban több feladatgyűjteményben akkor kapta ezt a tanuló, ha 
[image: image45.wmf]p

-t nem a jelenlegi zsebszámológépen található közelítő értéknek, hanem 3,14-nak vette. V= 267,946667
[image: image46.wmf]Þ

r = 4.
Ugyanilyen feladat a kör kerületével kapcsolatban k =37,68
[image: image47.wmf]Þ

 r = 6 stb.
 
Ha a tanuló sok ilyen feladattal találkozik, akkor kialakulhat benne, hogy közelítő értékekkel számolva pontos eredmény adódhat. Beszélhetünk ugyan arról, hogy a
[image: image48.wmf]p

,  más feladatokban a 
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 a 
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 irracionális szám (azaz végtelen nem szakaszos tizedes tört), számára azonban a 
[image: image51.wmf]p

 = 3,14 racionális érték lesz (esetleg egy pontosabb közelítésű racionális szám). 
    


 
Néhány szó a grafikus módszerről

A matematikában pl. az egzaktul meg nem oldható egyenletek közelítő megoldásakor  első közelítésben jó  szolgálatot  tesz a grafikonról leolvasható közelítő gyök. Utána jöhetnek a különböző algebrai módszerek, iterációs módszerek, amelyekkel a gyököt pontosabbá (ill. kellő pontosságúvá) tehetjük. Kimondottan hibásnak tartom, ha egészen egyszerű egyenletek megoldásakor akarjuk a grafikus módszert alkalmazni. A 2 x – 3 = 1 ilyetén megoldása a grafikus módszer lejáratása. Ha a függvények tanításakor a függvény grafikonját vizsgálva leolvastatunk olyat, hogy az  f(x) = 2 x – 3 függvény hol metszi az x tengelyt, vagy hol veszi fel az 1 értéket, az természetes feladat. Csak ne, mondjuk, hogy most egy módszert tanultunk az egyenlet megoldásához.

 
Természetesen jó, ha a tanuló találkozik a matematika e fontos módszerével. Az általános iskolás nem ismeri a másodfokú egyenlet megoldó képletét, de ábrázol egyszerű másodfokú függvényt s megállapíthatja, hogy a görbéjének  hol van az x tengellyel közös pontja. Rádöbbenthetjük, hogy így (pontosan vagy közelítőleg) megtalálta a másodfokú egyenlet gyökeit (gyökét). A középiskolás az x = 2x, x+1 = sin x stb. feladatok grafikus megoldásával értheti meg e módszer jelentőségét.

          Mit tehetünk, ha előírt pontosságú végeredményt kívánnak meg?

Eddig azzal foglalkoztunk, hogy ha adott pontosságú adatokkal dolgozunk, akkor a művelet(ek) elvégzése után milyen pontosságú eredmény várható.

Határozottan nehezebb feladat, ha az eredményben várnak el adott pontosságot. Ilyenkor visszafelé kell számolnunk, esetleg a mérést kell pontosabban elvégeznünk, vagy a 
[image: image52.wmf]p

-ből kell több tizedes jegyet figyelembe venni, vagy több értékes  jegyet  tartalmazó adatokat kell kérni a feladat kitűzőjétől.

Nem árt az sem, ha a tanuló akár próbálgatással állapítja meg, hogy milyen pontos kiinduló adatokkal kell dolgoznia azért, hogy elérje az eredmény kívánt pontosságát. 
 
Sokszor az egyenlet mindkét oldalán szerepel a 
[image: image53.wmf]p

 . Nem osztják végig az egyenletet vele, hanem rögtön elvégzik a kijelölt műveleteket. Ez a pontosság rovására mehet.

Szó volt arról, hogy a közelítő értékekkel való összetett műveleteknél a pontosság erősen romolhat. Ezért érdemes megmutatni (legalábbis konkrét feladatokban) a Horner –féle módszer előnyét. Többször számíttatunk másod, harmad, negyedfokú polinomok, két polinom hányadosának helyettesítési értékeit.
 
Tegyük fel pl., hogy egy ún. „iskolai” (tehát nem gyakorlati) feladatban a negyedfokú egyenlet együtthatói egészek: a x4 + b x3 + c x2 + d x + e. Legyen xo közelítő érték. Kiszámítandó a polinom helyettesítési értéke az xo helyen. Az xo4 kiszámításához kell 3 szorzás, ehhez jön még az együtthatókkal való szorzás és az összeadások. Így 7 szorzást és négy összeadást kell elvégeznünk. (Ha ügyetlenül számolunk, akkor még több szorzásra kerülhet sor.) Ha Hornerrel átalakítjuk a polinomot:
  

{[(a x +b)x + c]x + d}x + e, akkor csak 4 szorzást és 4 összeadást kell elvégeznünk.

 

Befejezésül

 
A gyakorlatban sokszor kell közelítő értékekkel dolgozni, tehát a becslés, a kerekítés, a műveletek pontosságára való törekvés nem lehet néhány órában „letanítandó” anyag, amit azután el lehet felejteni. Ezt, amikor csak szükség van rá, folyamatosan (pl. geometriai, fizikai számításokban) kell alkalmazni.

           Végül egy óhaj: olyan jó lenne, ha a tankönyvek, feladatgyűjtemények szerzői segítenék a tanárt és diákot abban, hogy jeleznék, a feladatokban szereplő adatok pontosak-e, illetve milyen pontosságúak.

 
Köszönöm, hogy meghallgattak.
   
           Tudom, hogy a matematikának sok érdekesebb témája van, de a mai életben ennek a most tárgyalt ismereteknek megnőtt a fontossága. 

Budapest, 2006. július 5.

 







Pálmay Lóránt
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