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A Vandorgytilésen Erdds Gabor az éltaldnos iskolai szekcidban tartott szeminariumot ,,Valahol mar
lattam” cimmel. Az el6ad6 néhany alap példat és azok versenyfeladatokon valo alkalmazasat mutatta
be.

Dolgozatom ehhez az el6adashoz kapcsolodik.

Az elbadason elhangzott egy allitds, melyet részletesen koriiljartunk, versenyfeladatokban vald
el6fordulasukat is lattuk, majd az allitds megforditasat is alkalmaztuk egy feladat kapcsan. A

megforditas igazolasa nem hangzott el, igy dolgozatomben el0szor erre térnék ki.

Az eléadason elhangzott allitas: D c
Allitas: Az ABCD trapéz alapjai AB és CD, az atlok metszéspontja
legyen M. Az AMD ¢és a BMC haromszogek teriilete megegyezik.

(Ezeket a haromszogeket az el6ado a trapéz tiidejeinek nevezte.)

Bizonyitas: Az ABD ¢és az ABC haromszdgek teriilete megegyezik, hiszen az egyik oldaluk k6z0s ¢és a
hozza tartoz6 magassaguk megegyezik a trapéz magassagaval. Ezekbdl a teriiletekbdl az AMB
haromszog teriiletét elvéve nyilvan egyenld teriiletek maradnak, ezek pedig az allitasban szerepld

haromszogek teriiletei. &

Az dllitas megforditisa: Az ABCD konvex négyszog atloéi az M pontban D c
metszik egymast. Ha az AMD ¢és a BMC haromszogek teriilete

megegyezik, akkor a négyszog AB és CD oldala parhuzamos, azaz a

négyszog trapéz.
L bizonyitas: Az AMD és a BMC szdgek megegyeznek, mivel valtoszogek, tehat szinuszaik is

egyenldk. fgy, mivel t,,, = tg,c, MA-MD =MB-MC is teljesiil. Ezt atrendezve kapjuk, hogy

MD MB

——=——. Ami pedig a parhuzamos szel6k tételének megforditdsa miatt azt jelenti, hogy
MC MA

AB||CD.#%

II. bizonyitas: Ez egy sokkal kevesebb ismeretanyagot feltételezd bizonyités, 8., 9. osztalyban is
bemutathato:

Az AMD ¢és BMC haromszogeket egészitsik ki az ABM hdromszoggel. Mivel M 4tlok
metszéspontjaként keletkezett, a kiegészitésekkel haromszogeket kaptunk. Mivel t,,,, =ty , ezért
ha mindkét oldalhoz hozzaadjuk az ABM haromszdg teriiletét, tovabbra is egyenl? teriileteket kapunk,
azaz t 5, =15 . Az ABD és ABC haromszogek AB oldal koz0s, igy a teriiletiik egyenlségébdl az

AB oldalhoz tartozé magassaguk egyenlésége kovetkezik. Az ABCD négyszog konvex, igy az AB
egyenes ugyanazon oldalan, az el6zéek miatt az AB egyenest6]l ugyanakkora tavolsagra talalhato a

négyszog masik két pontja, azaz AB || CD. &



A tovabbiakban az eldadéas tematikdjat kovetve egy alapfeladathoz gytijtottem tovabbi feladatokat,
tobbek kozott versenyfeladatokat is.

Az alapgondolat a kdvetkezd:

Az egyenlet vagy egyenldtlenség megoldasakor a két oldal értékkészletét vizsgaljuk. A vizsgalat soran
megallapitjuk, hogy az egyik oldal egy konkrét értéknél kisebb, vagy azzal egyenld, a masik oldal
pedig ennél a konkrét értéknél nagyobb, vagy azzal egyenld. Ezek utan egyenlGség csak abban az
esetben allhat fenn, ha mindkét oldal a konkrét értékkel egyezik meg. Egyenlétlenség esetén pedig a
relacidjel allasatol fiiggden vagy mindig igaz az allitas, vagy sosem, vagy csak az egyenldség allhat
fenn.

A feladattipus mar 9. osztalyban tanithato, alappéldaként a Mozaik Kiadé Szines Matematika 9.
osztalyos tankonyvébdl valasztottam egy példat:

Az alapfeladat: Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet: +/3x—6 + |x + y| =—z"+2z-1 (Sokszinii

matematika 9. o., 156/3/f. Mozaik Kiadod)

1. megoldas:

Elsore ijesztonek tiinhet az egyenlet a sok ismeretlen, a sok fiiggvény, a masodfoku kifejezés miatt, de
¢épp ez a sokféleség adhat oOtletet, hogy ne rendezéssel, esetszétvalasztassal probalkozzunk, hanem az
értekkészletet vizsgaljuk.

A bal oldalon két nemnegativ kifejezés Osszege szerepel, a jobb oldalt pedig teljes négyzetté
egészithetjiik ki:

V3x—6 +|x+y|:—(z—1)2

Mindkét oldal értékkészletét vizsgalva az egyenlet bal oldala csak nemnegativ, jobb oldala csak
nempozitiv lehet. Egyenléség csak akkor allhat fenn, ha mindkét oldal pontosan 0. fgy z =1 adédik.
A bal oldal mindkét tagja nemnegativ, 6sszegiik csak akkor lehet 0, ha mindkét tag értéke 0. igy

x =2 ¢és y=-2 addodik. Az értékek helyessége behelyettesitéssel ellendrizhetd.

2. megoldas:

Rendezziik 0-ra az egyenletet. Algebrai atalakitasok utan kapjuk:

\/mﬂ)wryh(z—l)2 =0
A bal oldalon mindharom tag csak nemnegativ értékeket vehet fel, igy 6sszegiik csak ugy lehet 0, ha a
tagok mindegyike 0. Igy adodik az x =2, y=-2 és z =1. A megoldas helyessége behelyettesitéssel

ellendérizhetd.



1. feladat: Mely x és y valos szamokra teljesiil az alabbi egyenldtlenség:
x+y+xy>xt+yi+1
(AD 2014/15 Kezd6 L., II. kat. 2. forduld, II. kat. 1. fordul6 1. feladat)
1. megoldds: A tagokat egy oldalra rendezve és 2-vel megszorozva az egyenldtlenséget azt kapjuk,
hogy 0 > 2(x2 +y? +1—x—y—xy)
A jobb oldalt atalakitva kapjuk: 0 > (x - y)2 + (x - 1)2 + (y - 1)2
A jobb oldal mindharom tagja nemnegativ, ezért mindharom értéke csak 0 lehet, tehat: x =y,

x=16sy=1.Igy az egyenl6tlenség csak az x = 1 és y = | szamokra teljesiil. Az egyenléség is ebben

az esetben all fenn.

2. megoldas:

A feladat megoldhat6 a rendezési tétellel is:

Tétel (rendezési tétel): Adott két szdm n-es: [x] ;xz...xn] €s [y] ; yz...yn]. Képezziik a kovetkezo

Osszegeket: A = le. Y, az x és y szamok minden permutacioja esetén. Az igy képzett dsszeg akkor

lesz maximalis, ha az x és y szdamok azonosan rendezettek (azaz az egyik szam n-esbol a legnygobbat a
masik szam n-es legnagyobb elemével szorozzuk, a masodik legnagyobbat a masodik legnagyobbal ¢és
igy tovabb, végiil a két szdm n-es legkisebb elemét szorozzuk egymassal), akkor lesz minimalis, ha
ellentétesen rendezettek (azaz az egyik szdm n-es legkisebb elemét a masik szdm n-es legnagyobb
elemével szorozzuk, stb), egyéb esetekben pedig e két 0sszeg koz¢ esik az érteke. Egyenldség akkor és

csak akkor all fenn, ha a szam n-esekben minden szam azonos.

Az egyik és a masik szamharmas is legyen [x; y;l]. Az egyenlétlenség jobb oldalan az azonosan

x1y
Ly, x

x; 1

J , a bal oldalon pedig egy atrendezettet {
Xy

rendezett dsszeget latjuk { } . Azaz a rendezési

tétel szerint:
x+y+xy<xi+y +1
Ezt a kitlizott feladattal egybevetve lathato, hogy csak az egyenldéség teljesiilhet, az pedig akkor all

fenn, ha a szamharmas tagjai egyenlok, azazx =y = 1.



2. feladat: Oldjuk meg az egyenletet a valos (x; y) szamparok halmazan!

y+3
2y—1

4-x7=249-x" =~

- 1‘ -6
(AD 2014/15 Halado 1. kat. 2. fordulo 1. feladat)
1. megoldds: Az egyenlet értelmezési tartomanya: 9—x° >0, azaz —3<x<3, masrészt

2y—1¢0,azazy¢%.

Az egyenletet rendezve, majd a bal oldalt alakitva:

9-x?—2Jo—x +1=—2F3 4
2y-1
(\/9—x2—1)2:—‘y+3 —1‘

2y—-1
Az egyenlet bal oldala nemnegativ, jobb oldala nempozitiv. Egyenldség csak akkor allhat fenn, ha

mindkét oldal értéke O :

(\/9—x2—1)Z:0 LA S P SN U
\/_2 2y—1 2y—1
9-x =1 y+3=2y-1
2

=242
Azaz a keresett szamparok: (2\/5;4) és (— 2\/5;4), amelyek a kikotésnek megfelelnek ¢és

ellendrzéssel lathato, hogy az egyenletet is kielégitik.

2. megoldas: Ez a feladat is megoldhato egy oldalra rendezéssel, mint az el6z6 feladat.



3. feladat: Az a valds paraméter mely értékeire lesz az

|x2 —4ax +4a’ +1|

+x7=2x-1=0
| x—2a |

egyenletnek pontosan egy valds megoldasa?

(OKTV 2013/14 1. kat. 2. fordul6 2. feladat)

Megoldas:
Az egyenlet értelmezési tartomanya: x # 2a.

Azonos atalakitasokat végezve:

2
gﬁi%%Lil+x2—2x+1—2=o
X—2Za
2
E:&gil+@_ﬁ_2=o
X—4a

A bal oldalon szerepld tort szamlaldja biztosan pozitiv, a szamlaldban az abszolutérték-jel elhagyhato:

2
MwHy —2-0
|x— 2a|
Az egyenletet tovabb alakitva:
|x—2a|+m+(x—l)2 =2

Egy pozitiv szamnak ¢és reciprokanak az 6sszege legalabb 2, tehat az egyenlet bal oldala 2, vagy annal
nagyobb lehet, hiszen a bal oldalon allo harmadik tag is nemnegativ. Azaz az egyenldség csak akkor

allhat fenn, ha az els6 és masodik tag érteke 1, a harmadiké pedig 0.

Tehat az egyenletnek csak X =1 és |x - 2a| =1 esetén lehet megoldasa. Azaz |l - 2a| =1,igy a=0

vagy @ =1. Meg kell még vizsgalni, hogy ezekben az esetekben hany megoldasa van az egyenletnek.

a =0 esetén az eredeti egyenlet:

2
il IRRET S S
X
1 )
x+—+(x-1F =2
X




Az abszolut értékes kifejezés legalabb 2, a négyzetes pedig legaldbb 0, igy a bal oldal legalabb 2.

Egyenl6ség csak akkor allhat fenn, ha mindkét tag a minimumat veszi fel. Ez X=1 esetén teljesiil

csak, tehat az egyenletnek tényleg csak 1 megoldasa van.

a =1 esetén az eredeti egyenlet:

X —4x+5 2 5120
x—2
(x—2)2+1 (_1)2:2
x—=2
(x-2)+ +(x-1y =2
x—=2

Az abszolut értékes kifejezés legalabb 2, a négyzetes pedig legalabb 0, igy a bal oldal legalabb 2.

Egyenl6ség csak akkor allhat fenn, ha mindkét tag a minimumat veszi fel. A négyzetes kifejezésnek
X =1 esetén van minimuma, ekkor az abszolutértékes kifejezés is a minimumat veszi fel, tehat tényleg
egy megoldasa van az egyenletnek.

Azaz az egyenletnek pontosan 1 megolddsa van, ha az a paraméter az a = 0 vagy a =1 értéket veszi

fel.

4. feladat: Oldjuk meg az egyenleteket a valos szamok (szdmparok) halmazan:
a) —J-x=22x+2
b) J-x-4+2=0
c) x*+y’ =4x-6y-15

(Késziiljiink az érettségire matematikabol emelt szinten; Miszaki Kiado)

Megoldds: a) Az egyenlet bal oldala 0-nal kisebb, vagy egyenld, jobb oldala viszont 0-nal nagyobb,
vagy egyenld. Egyenléség csak akkor allhatna fenn, ha mindkét oldal értéke O lenne. A bal oldal
x=0 esetén veszi fel a 0 értéket, a jobb oldal pedig x =—1 esetén. igy az egyenletnek nincs
megoldasa a valds szamok halmazan.

b) A bal oldalon allo gyokos kifejezés értéke nemnegativ, ezt kettdvel ndvelve 2-nél nem kisebb
értéket kapunk. A jobb oldal viszont kisebb 2-nél, hiszen 0. igy az egyenletnek nincs megoldasa a
valds szamok halmazan.

¢) Az egyenletet rendezve, majd teljes négyzeteket eldallitva:
X' —4x+4+y° +6y+9=-2
(x-2) +(y+3f=-2



Az egyenlet bal oldala 0-nal nem kisebb, a jobb oldala viszont igen, igy az egyenletnek nincs

megoldasa a valos szamok halmazan.

A trigonometrikus fiiggvények megismerése utan ismét sok alkalom addédik az értékkészlet

vizsgalataval val6 egyenletmegoldasra.

5. feladat: Oldjuk meg az egyenletet a valos szamparok halmazan:
Sin(x + y)+ cos(x - 2y) =2

(Késziiljiink az érettségire matematikabol emelt szinten; Miszaki Kiado)

Megoldas: Mivel a sinx ¢és a cosx fliggvények értéke legfeljebb 1 lehet, azért az egyenlet bal
oldalanak értéke legfeljebb 2 lehet. Az egyenldség tehat csak akkor allhat fenn, ha a bal oldal mindkét

tagja az 1 értéket veszi fel. Azaz:

Sin(x + y) =1¢s cos(x -2 y) =1. Tehat a kovetkezo egyenletrendszert kell megoldanunk:

T
+y=—+2k
Ty ELy A kleZ

x—2y=2In

A felsd egyenletbdl az alsot kivonva:
T T T
3y=—+42mn,azaz y=—+2m—, meZ.
2 6 3
Majd az els6 egyenlet 2-szeres¢hez az also egyenletet hozzéadva:
3x=mn+2nm,azaz x :§+2n§, ne/

Behelyettesitéssel ellendrizhetd a gyokok helyessége.

6. feladat: Oldjuk meg a kovetkez egyenletet a valés szamok halmazan: 1—x” —x* = 4o

(K6MaL probaérettségi)

Megoldds: Mivel 0 < sin” x <1, az egyenlet jobb oldala 1< 4" < 4 esik barmit is frunk x helyére.

x> >0 és x* >0, ezért az egyenlet bal oldala legfeljebb 1 lehet. Tehat egyenléség csak akkor allhat

fenn, ha mindkét oldal értéke 1. Ez csak x=0 esetén kovetkezik be, azaz az egyenlet megoldasa x=0.



7. feladat. Mutassuk meg, hogy nincs olyan valos (x; y) szampar, amelyre
(x2 +5)2 = 25—|y—3|
21x+63y =188

(K6MalL probaérettségi)

Megoldas: Az els6 egyenlet bal oldala 25, vagy annal nagyobb, jobb oldala pedig 25 vagy annal
kisebb értékeket vehet fel. Tehat egyenldség csak akkor allhat fenn, ha x =0 és y =3 . Ezeket az

értékeket a masodik egyenletbe helyettesitve: 21-0+63-3 =189 # 188 . Azaz az

egyenletrendszernek valoban nincs megoldasa.



