A témavalasztasrol:

Ezzel a dolgozattal Pintér Ferenc tanar Ur Mivel tehetjiik valtozatosabba a
matematika orakat (Tehetséggondozas észrevétleniil) ciml eldadasahoz probalok
kapcsolddni. Az altalam Osszeallitott két feladatsor a 2015-6s évszam aprop06jabol sziiletett. A
feladatsorok természetesen ismétld, gyakorld orakon, szakkorokon is feldolgozhatok, de én
elsd, szdzadik vagy egyéb nevezetes Ordra szanom. Van olyan csoportom, ahol nem
feladatsorként torténd megoldasat tervezem, hanem egy-egy Orara, egy-egy feladatot
,becsempészve”. Remélem, minél tobb tanulod érdeklddését sikeriil felkeltenem.

Budapest, 2015. augusztus 24. Czinki Jozsef



Feladatok 2015-tel kapcsolatban. (8. osztalyosoknak)

1.

a) Hany pozitiv primosztoja van a 2015-nek?
b) Hany pozitiv paros osztdja van a 2015-nek?
¢) Hany pozitiv osztdja van a 2015-nek?

d) Soroljuk fel a 2015 dsszes pozitiv osztojat!

Bontsuk fel a 2015-6t
a) két olyan pozitiv egész szam Osszegére, amelyek csupa paratlan szamjegybol
allnak!
b) két pozitiv primszam sszegére!
¢) harom kiilonb6z6 pozitiv primszam dsszegére!

Hany olyan négyjegyli szam készithetd, amelyben csak a 2015 szamjegyei
szerepelhetnek, és
a) minden szdmjegy pontosan egyszer szerepelhet!
b) minden szdmjegy pontosan egyszer szerepelhet, valamint minden esetben a
nagyobb szdmjegynek meg kell eléznie a kisebbet!
c) minden szamjegy pontosan egyszer szerepelhet, valamint minden esetben a
paros szamjegynek meg kell eldznie a paratlant!
d) aszamjegyek tobbszor is eléfordulhatnak!

Mi az utols6 szamjegye a kovetkezd hatvanyoknak?
a) 52015 b) 62015 C) 4_2015 d) 22015 e) 32015 f) 72015 g) 92015 h) 20152015

Adott a térben 2015 db kiilonboz6 pont, amelyekre igaz, hogy nem talalhato a térben
olyan egyenes, ami ezek koziil 3 pontot tartalmazna. Hany kiillonboz6 szakaszt
hatdroznak meg ezek a pontok?

Adott a sikon egy derékszogl haromszog €s 2015 kiilonb6zd egyenes. A hdromszoget
tiikrozzlik valamelyik egyenesre, majd a képharomszoget egy ujabb egyenesre, €s ezt
az eljarast folytatjuk ugy, hogy tetszéleges sorrendben minden egyenesre pontosan
egyszer tikkrozlink. Milyen esetekben marad a koriiljarasi irany valtozatlan az eredeti
¢s az utoljara megkapott haromszoget dsszehasonlitva, és milyen esetekben valtozik
meg?

Megoldasvazlatok:

1.

A 2015 primtényezds felbontasa: 5-13 - 31
a. 3 pozitiv primosztdja van a 2015-nek, nevezetesen: 5; 13; 31.
b. Mivel a primtényezds felbontdsban nem szerepel a 2, ezért a 2015-nek nincs
pozitiv paros osztdja.



A 2015 pozitiv osztéinak szama: (1+1)-(1+1)-(1+ 1) = 2 (Ha a tanuld
nem ismeri a kiszdmitasi modot, akkor ki is térhetiink ra, de 8. osztalyos
korban elfogadhatonak tartom, ha csak megszamolja.)

,0 tényezds” 0szto: 1

1 tényezds osztok: 5; 13; 31

2 tényez0ds osztok: 5-13 =65; 5-31 =155; 13-31 =403

3 tényezOs osztd: 5-13 - 31 = 2015

A feladatnak nincs megoldasa, hiszen két csupa paratlan szdmjegybdl allo
szam mindegyike paratlan, és két paratlan szam 6sszeg nem lehet paratlan.

. Mivel a 2015 paratlan, ezért két primszam Osszegeként csak ugy tudjuk
eldallitani, ha az egyik primszam paros, vagyis a 2. Ekkor a masik
primszamnak a 2013-nak kellene lenni, az viszont nem az, hiszen a szamjegyei
Osszegébol latszik, hogy oszthaté 3-mal. Tehat a 2015 nem allithatod eld két
pozitiv primszam Osszegeként.

A megfeleld szamharmas keresésére alkalmazhaté a kovetkezd stratégia: A
2015-nél kisebb primszamok koziil a legnagyobb a 2011. Tehat lehetséges egy
ilyen feliras, hogy 2011 + 2 + 2, de ez nem felel meg a feladat szovegének,
hiszen a primszamoknak kiilonb6zoknek kell lenni. A 2011-nél kisebb
primszamok koziil a legnagyobb a 2003. A kovetkezd lehetséges feliras, hogy
2003 + 7 + 5, és ez mar teljesiti a feladat kovetelményeit. (Ha van olyan diék,
aki szamitogépes programozassal foglalkozik, akkor megprobéalkozhat az
Osszes feliras szamitdgépes meghatarozasaval.)

A megszokott szemléltetés segitségével konnyen indokolhatd, hogy 3-3-2-
1 = 18 ilyen négyjegyli szam létezik.

. A feladat szovegébdl adddik, hogy a négy kiilonb6zd szdmjegynek csokkend
sorrendben kell kdvetnie egymast. Vagyis egy eset van az 5210.

Ha minden esetben a paros szamjegynek meg kell eléznie a paratlant, és
minden szamjegy pontosan egyszer szerepelhet, akkor a keresett szamok els6
jegye a 2, masodik jegye a 0. Két eset van: 2015 és a 2051.

. Az ezres helyiértéken 3 féle szamjegy szerepelhet (0-at ide nem irhatunk, mert
nem kapnank négyjegyli szamot), a szazas, tizes, egyes helyiértékek
mindegyikén pedig 4 féle szamjegy foglalhat helyet. Ez 0sszesen 3-4-4 -4 =
192 esetet jelent.

Az 5 minden pozitiv egész hatvanya 5-re végzddik, tehat 52015 utolsé jegye: 5

. A 6 minden pozitiv egész hatvanya 6-ra végzodik, tehat 6201°

utolso jegye: 6
A 4 pozitiv egész hatvanyai felvaltva 4-re és 6-ra végzddnek, tehat 42015
utolso jegye: 4

. A 2 pozitiv egész hatvanyai végzddései periodikusan ismétléddnek, a periddus a

2; 4; 8; 6 szamjegyekbdl 4ll. Ebbél adoddan 22°1> utolsé jegye: 8



e. A 3 pozitiv egész hatvanyai végzddései szintén periodikusan ismétlédnek, a

periodus a 3; 9; 7; 1 szamjegyekbdl all. Ebbél adodoan 3201°

utolsoé jegye: 7

f. A 7 pozitiv egész hatvanyai végzddései szintén periodikusan ismétlédnek, a
periddus a 7; 9; 3; 1 szamjegyekbdl 4ll. Ebbél adoddan 72°1> utolsé jegye: 3

g. A 9 pozitiv egész hatvanyai felvaltva 9-re és 1-re végzddnek, tehat 92015
utolso jegye: 9

h. 5-re végz6dé szdm minden pozitiv egész hatvanya 5-re végzddik, tehat

20152915 ytolso jegye: 5

5. A kérdés az, hogy a 2015 pont koziil barmely két pontot Osszekdtve hany szakaszt
kapunk. 1 pontbdl 2014 szakaszt tudunk behtizni. 2015 pontbdl 2015 - 2014 szakaszt

huzhatunk be. De igy minden szakaszt mindkét végpontjabol indulva behtizunk, ezért

a 2015 pont altal meghatarozott szakaszok szama: stzﬂ = 2029105.

6. Mivel a tengelyes tlikrozés a derékszOgli haromszég koriiljarasi irdnyat
megvaltoztatja, és paratlanszor tiikroziink, ezért az eredeti és az utoljara megkapott
haromszog koriiljarasi iranya minden esetben ellentétes lesz.



Feladatok 2015-tel kapcsolatban. (emelt szint)

1.

a. Osszeadtunk 4030 db szomszédos egész szamot, és 2015-6t kaptunk. Melyik
szamokat adtuk Ossze?

b. Osszeszoroztunk két egész szamot, és 2015-6t kaptunk. Hatarozzuk meg az
Osszes ilyen szampart!

c. Irjuk fel a 2015-6t két négyzetszam kiilonbségeként!

Mekkora teriiletet zar korbe az xe[0; 1], x — x2°15 fiiggvény, az x tengely és az
x = 1 egyenes?

Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket!
a. sin(2015x) + 3 cos(2015x) = —1
b. 10gs015% + 10gy0153% = 109201520157 — 4+ 10g,0154%

Egy szamtani sorozat els¢ Ot elemének az Osszege 2015. Ha az elsé eleméhez
hozzéadunk 64-et, akkor az a masodik elemnél 2-vel kisebb szammal, és a negyedik
elemmel egyiitt egy mértani sorozat elsé harom elemét adja. Melyik ez a mértani
sorozat?

. Vegyilink egy egységoldali ABCD négyzetet. Kossiik 0ssze az AB oldal A-hoz

kozelebbi harmadolopontjat a BC oldal B-hez kozelebbi harmadoldpontjaval. Majd a
BC oldal B-hez kozelebbi harmadolépontjdt a CD oldal C-hez kdozelebbi
harmadolopontjaval. Ezutan a CD oldal C-hez kozelebbi harmadolopontjat a DA oldal
D-hez kozelebbi harmadolopontjaval. Végil a DA oldal D-hez kozelebbi
harmadolopontjat az AB oldal A-hoz kozelebbi harmadoldpontjaval. Belathato, hogy
igy egy ujabb négyzetet kapunk, nevezziik ezt elsd transzformaltnak. Ezzel
megismételve az el6zd eljarast kapjuk a masodik transzformaltat. Mennyi a 2015.
transzformalt kertilete és teriilete?

Milyen f: R — R fiiggvényre igaz a kovetkezd 0sszefiiggés?

2015 - f(x) = f(2015 — x) + x201>

Megoldasvazlatok:

1.

a. Valasszuk x-nek a legkisebb keresett egész szamot. Mivel valahany egymast
kovetd egész szam szamtani sorozatot alkot, ezért felirhato a kovetkezd
egyenlet:

x+x +4029

> 4030 = 2015



2.

3.

Ennek megoldésa: x = —2014
A keresett egymast kovetd 4030 egész szam elso tagja a —2014.

b. A 2015 primtényezds felbontasa 5-13 - 31.
A keresett szamparokat a kovetkezo tablazat mutatja

1 -1 5 -5 13 -13 31 -31
2015 | -2015 | 403 | -403 155 | -155 65 -65

c. Legyen a keresett két négyzetszam x? és y? a kovetkezd feltételekkel: x, yeZ*
és x > y. Felirhato: x? — y2 = (x — y)(x + y) = 2015. Felhasznalva a b.
feladatrész eredményeit elkészithetjiik a kovetkezd tablazatot:

xX—y x+y X y x? y?
1 2015 1008 1007 1016064 1014049
5 403 204 199 41616 39601
13 155 84 71 7056 5041
31 65 48 17 2304 289

A 2015 tehat négyféle modon is felirhato két négyzetszam kiilonbségeként.
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1 1
log;p15x + 3 logro15x=7—4" Zl092015x

7
3 loga015x =7



logzo15x =3
10g2015% = 10g30152015°
A logaritmus fliggvény szigorti monotonitdsa miatt logaritmusok ,,elhagyasa’
ekvivalens atalakitas, ezért: x = 20153

b

4. A szamtani sorozat elsd 6t eleme: a4; a; +d; a, + 2d; a; + 3d; a; + 4d
A mértani sorozat els6 harom eleme: a; + 64; a; +d —2; a; + 3d

Felirhato a kovetkezo egyenletrendszer:
{Sal + 10d = 2015

a1+d—2 _ a1+3d

a,+64 a,+d-2
Megjegyzés: Az a; — 64 és az a, = —d + 2 esetekben az egyenletrendszer nem értelmezhetd.
De mivel ezek az esetek nem felelnek meg
a feladat feltételeinek, megtehetjik a kovetkez6 kikotéseket: a, # —64 ésaz a, # —d + 2

Az egyenletrendszer a kovetkezd masodfokt egyenletre vezet:
3d? — 463d — 27400 =0

Ennek megoldasai: d; = 200; d, = —% . Ezekbdl adodik: a;, = 3; a,, = %

A keresett mértani sorozatok elsé hdrom elemiikkel megadva:

67; 201; 603, valamint 1675, 134'0; 10372.Ezekas0rozat0k valdban megoldasai a

3’ 3
feladatnak.
B
5. A KBL derékszogl haromszogre felirva a
Pitagorasz tételt kapjuk: a; = g . Az elsd
L

tarnszformalt keriilete K; = :ﬁ . Mivel minden

négyzet hasonlo, ezért a transzformalt négyzetek

keriiletei rendre egy mértani sorozat elemet,

B

melynek hanyadosa: qZ% =5 A2015.

transzformalt keriilete:

2015
~ 2,6 - 107257 hosszlsagegység.

Kans = (5 =4:(%)

Az els6 tarnszformalt teriilete T; = 5 Minden négyzet hasonld, ezért a transzformalt

r . .. , . . , 5
négyzetek teriiletei is rendre egy mértani sorozat elemei, melynek hdnyadosa: ¢ = 5

A 2015. transzformalt teriilete:

2014 2015
Ty015 =Ty - (g) = (g) ~ 4,2 - 1071 teriiletegység.

Megjegyzés: Az eredeti feladatot szovegezhetjiik ugy is, hogy a didknak legyen
feladata annak igazolésa is, hogy a transzformalt alakzatok négyzetek.

6. Megoldando: 2015 - f(x) = (2015 — x) + x201>



Alkalmazzuk az x = 2015 — x behelyettesitést
2015 - f(2015 — x) = (2015 — (2015 — x)) + (2015 — x)201>
2015 - (2015 — x) = f(x) + (2015 — x)201>

_ f(x) + (2015 — x)?01°

£(2015 — x) 01

Az eredeti egyenletbe ezt visszahelyettesitve:

_ 2015
2015 - f(x) = fx) + (22(())1; x)

20152 f(x) = f(x) + (2015 — x)2015 + 2015 - x2015
(20152 — 1) - f(x) = (2015 — x)2915 4+ 2015 - x2015

X2015

A megoldas:
fiR—>R f(x)=

(2015—-x)201542015-x2015
(20152-1)




