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Kezdok I-II. kategoéria, 1. fordulé

Feladatok

1. Melyik 15-nek az a legkisebb pozitiv tobbszorose, amelynek tizes szamrendszerbeli alakja
csak a 0 és a 7 szdmjegyeket tartalmazza?

2. Hanyféleképpen olvashaté ki Arany Daniel neve az aldbbi dbrdbdl, ha az olvasds sordn
csak jobbra és lefelé haladhatunk?
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3. Egy osztdlyba 15 gyerek jar, és az osztdlynak 4 tarsasjdtéka van. Minden gyerek legaldbb
1 jatékkal szeret jatszani. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi allitdsok kozott biztosan van igaz!
A. Legaldbb 3 olyan gyerek van, aki pontosan 4 jatékkal szeret jatszani.

B. Legalabb 4 olyan gyerek van, aki pontosan 3 jatékkal szeret jatszani.

C. Legaldbb 5 olyan gyerek van, aki pontosan 2 jatékkal szeret jitszani.

D. Legaldbb 6 olyan gyerek van, aki pontosan 1 jatékkal szeret jtszani.

4. Az abran lathaté ABC DFE konvex 6tszog min-
den atloja parhuzamos azzal az oldallal, amelyik-
kel nincs k6z6s végpontja. Legyen az AC és a BE
atlok metszéspontja M. Bizonyitsd be, hogy az
ABC héaromszog teriilete egyenlé az FMC hé-
romszog teriiletével!

Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Melyik 15-nek az a legkisebb pozitiv tobbszorose, amelynek tizes szamrendszerbeli alakja
csak a 0 és a 7 szdmjegyeket tartalmazza?



Megoldas. Mivel 15 =3 -5, tovdbbd a 3 illetve az 5 legnagyobb k6zos osztéja 1, ezért
a keresett szdm oszthaté 3-mal és 5-tel is.

Egy egész szdm pontosan akkor oszthatd 5-tel, ha O-ra vagy 5-re végzddik, tehat a keresett
szdm utolsé szdmjegye a 0.

Mivel pozitiv tobbszorost keresiink, és a 3-mal val6 oszthatdsdg egyenértékii a szamjegyek
0sszegének 3-mal val6 oszthatésdgaval, ezért a 7-es jegyek szdmdnak 3-mal oszthaté pozitiv
egésznek kell lennie, igy a keresett szdmban legalabb hdrom darab 7-es szdmjegy szerepel.

Ezek alapjén a keresett szdm a 7770.

2. Hanyféleképpen olvashaté ki Arany Daniel neve az aldbbi dbrdbdl, ha az olvasds sordn
csak jobbra és lefelé haladhatunk?
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Megoldas. Az olvasas soran mindenképpen 4t kell haladnunk az egyetlen D betiin.

A D betiig 10 kiillonboz6 ut vezet (ez megéllapithaté leszamlélassal vagy a kombinacidok
szdmanak megdllapitdsdval).

Innen minden tovdbbhaladdsnél szabadon donthetiink, hogy jobbra vagy lefelé 1épiink-e.
Mivel ezutdn még 5 1épést kell megtenniink, ezért a keresztnév kiolvasési lehetdségeinek
szdma: 2° = 32.

Igy az Gsszes esetek szama 10 -2° = 320.

3. Egy osztalyba 15 gyerek jar, és az osztdlynak 4 tarsasjatéka van. Minden gyerek legaldbb
1 jatékkal szeret jatszani. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi 4llitdsok kozott biztosan van igaz!

A. Legaldbb 3 olyan gyerek van, aki pontosan 4 jitékkal szeret jatszani.
B. Legalabb 4 olyan gyerek van, aki pontosan 3 jatékkal szeret jatszani.
C. Legalabb 5 olyan gyerek van, aki pontosan 2 jatékkal szeret jatszani.

D. Legaldbb 6 olyan gyerek van, aki pontosan 1 jatékkal szeret jtszani.

Megoldas. Tegyiik fel indirekt, hogy egyik 4llitds sem igaz.

Vagyis

e legfeljebb 2 olyan gyerek van, aki pontosan 4 jatékkal szeret jitszani,
e legfeljebb 3 olyan gyerek van, aki pontosan 3 jatékkal szeret jitszani,
o legfeljebb 4 olyan gyerek van, aki pontosan 2 jatékkal szeret jitszani,

e legfeljebb 5 olyan gyerek van, aki pontosan 1 jatékkal szeret jatszani.

1 pont

2 pont

2 pont
1 pont

1 pont

2 pont

2 pont
1 pont

1 pont

1 pont



Mivel minden gyerek legalabb 1 jatékkal szeret jatszani, ezért az 0sszes gyereket csopor-

tokba oszthatjuk aszerint, hogy pontosan 1, 2, 3, vagy 4 jatékkal szeretnek jdtszani. 1 pont
Feltevésiink alapjan ekkor legfeljebb 5 4+ 4 4 3 + 2 = 14 gyerek lehet az osztilyban. 1 pont
Mivel 14 < 15, ezért ellentmondéshoz jutottunk. 1 pont
Tehat hamis volt az indirekt feltevésiink, vagyis az allitdsok kozott biztosan van igaz. 1 pont

4. Az abran lathat6 ABC DFE konvex 6tszdg min- D
den atloja parhuzamos azzal az oldallal, amelyik-
kel nincs ko6zos végpontja. Legyen az AC' és a BE
atlok metszéspontja M. Bizonyitsd be, hogy az
ABC haromszog teriilete egyenlé az EMC ha-
romszog teriiletével!

Megoldas. Mivel AD parhuzamos BC-vel, ezért az ABC, illetve BC' D haromszogek BC
oldalhoz tartoz6 magassagai egyenl hossziak, tehat a teriiletiik egyenld. 2 pont

Ugyanigy a BCD és az EC'D haromszogekben is egyenldé a C'D oldalhoz tartozé magas-
sdg hossza, (mivel B parhuzamos D(C-vel) tehat ezeknek a haromszogeknek is egyenld
a teriilete. fgy korabbi megallapitdsaink alapjin az ABC' és az EDC haromszogek teriilete

is egyenl®d. 1 pont
Az EMCD négyszog paralelogramma. 1 pont
Az EMCD paralelogrammat atloi két-két egybevagd haromszogre osztjak, tehat az EMC

haromszog egybevigd (és igy egyenld teriiletli) az £ DC' haromszoggel. 1 pont
Ezzel belattuk, hogy az ABC és az EMC haromszogek teriilete egyenld. 1 pont

A szabdlyos 6tszog esetének helyes vizsgdlata 6nmagdban 1 pontot ér.

Kezdok I-II. kategoria, 11. fordulo
Kezdok III. kategoria 1. fordulé

Feladatok

1. Egy kort az AB atmérGje két ivre osztja. Ezek kozil az egyiken kijeloljiikk a C' és D pon-
tokat. Legyen az AC' és BD egyenesek metszéspontja P, az AD és BC' egyeneseké pe-
dig ). Mekkora szoget zar be a P(Q) egyenes az AB atmérével? (6 pont)

2. Legyen S a H ={1;2;3;4;5;6;7;8;9} halmaz olyan legaldbb kételemii részhalmaza,
amelyre teljesiil, hogy barmely két kiilonbdz6 elemének Osszegét képezve, csupa kiilonbozo
szamokat kapunk. Mennyi lehet az S elemei szdmédnak maximuma? (8 pont)



3. Igazoljuk, hogy egy egység sugari kort tartalmazé haromszognek egyik magassaga leg-
alabb 3 egység hosszisagu. (8 pont)

4. Bizonyitsuk be, hogy ha az x és y valés szdmok 6sszege 2, akkor

(Z+ 1) +1) 24 (8 pont)

5. Egy szérakozott professzornak 2000—-2000 db 20 és 50 Ft-osa van. Tartozik valakinek, de
elfelejtette, hogy pontosan mennyivel. Csak arra emlékszik, hogy az 0sszeg 50-re végzddik,
és a ndla 1év6 pénzérmékkel huszféleképpen tudja kifizetni.

Mekkora a professzor adéssaga? (10 pont)

Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Egy kort az AB atmérgje két ivre osztja. Ezek koziil az egyiken kijeloljiikk a C' és D pon-
tokat. Legyen az AC' és BD egyenesek metszéspontja P, az AD és BC' egyeneseké pe-
dig (). Mekkora szoget zar be a P(Q) egyenes az AB atmérdvel? (6 pont)

AO Ji

A

Megoldas. a) Készitsiink abrat!

1 pont
A Thalész-tétel miatt az ACB< és az ADB< derékszog. 2 pont
Ennek kovetkeztében az AP B haromszogben AD és BC magassagvonalak. 1 pont
gy metszéspontjuk Q az APB hiromszég magassigpontja. 1 pont
PQ a haromszog harmadik magassdgvonala, azaz a P() egyenes mersleges AB-re. 1 pont

Osszesen: 6 pont

Megjegyzés: Ha a versenyzd indoklds nélkiil (csak az dbra alapjdn) éllapitja meg a merdle-
gességet, 2 pontot kaphat.



2. Legyen S a H ={1;2;3;4;5;6;7;8;9} halmaz olyan legaldbb kételemii részhalmaza,
amelyre teljesiil, hogy barmely két kiilonbdz6 elemének Osszegét képezve, csupa kiilénbozs
szamokat kapunk. Mennyi lehet az S elemei szimanak maximuma?

Megoldas. Az S = {1;2;3;5;8} dtelemi halmaz elemeibdl képzett kéttagi dsszegek paron-
ként kiilonboz6 értékiek (1+2=3,14+3=4,14+5=6,14+8=9,24+3=5,2+5=7,
2+8=10,34+5=8,34+8=11,54+8=13).

Tegyiik fel, hogy 1étezik a feltételeknek megfeleld tulajdonsagu hatelemi S halmaz is. Ekkor
6-5

S elemeibdl - = 15-féle kéttagi Osszeg képezhetd.

A H elemeibdl képezhetd kéttagi Osszegek értéke 3-t6l 17-ig terjed, azaz 15-féle lehet.

Igy ha a 6-elemii S halmaznal azt szeretnénk elérni, hogy minden paronkénti dsszeg értéke
kiilonboz6 legyen, akkor az eredmények kozott minden 3-t6l 17-ig terjedd szamnak eld kell
fordulnia.

Viszont a 3 és a 17 csak egyféleképpen adddhat 6sszegként, mégpedig az 14+ 2 =3 és
8 +9 =17 formédban. Ez azt jelenti, hogy ekkor az 1, 2, 8, 9 szdmoknak mindenképpen
eld kell fordulniuk az S halmaz elemei kozott.

Ez viszont az 1 + 9 = 2 4 8 egyenl6ség alapjan nem lehetséges.

A kapott ellentmondédsbdl kovetkezik, hogy az S halmaz maximalis elemszdma 5.

(8 pont)

3 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 8 pont

3. Igazoljuk, hogy egy egység sugard kort tartalmazé haromszognek egyik magassiaga leg-
alabb 3 egység hosszisigu.

1. megoldas. Hasznaljuk az aldbbi dbra jeloléseit! A bizonyitdst elég elvégezni arra
az esetre, amikor a kor érinti a hdromszog oldalait, mivel az egyéb esetekben létezik olyan,
az eredetihez hasonlé haromszog, amelynek oldalai parhuzamosak az eredeti hdromszog ol-
dalaival, érintik a megadott kort, és magassagai legfeljebb akkordk, mint az eredeti harom-
SzOgé.

A haromszog teriilete az egyes haromszogek teriiletének Osszege, azaz

ar br cr
T=—4+— )
2 +2+2

Masrészt:

(8 pont)

1 pont

1 pont

1 pont



ahonnan
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2 pont

Ezeket behelyettesitve a fenti kifejezésbe, és elvégezve az egyszer(sitéseket kapjuk, hogy

Ebbdl adodik a feladat allitasa.

1 pont

2 pont

Osszesen: 8 pont

2. megoldas. Annak targyaldsa, hogy ha a beirt kort a haromszog oldalai nem érintik (1d.

korabban).

1 pont

Tegyiik fel, hogy a haromszog (egyik) legrovidebb oldala a (ebben az esetben hozz4 tartozik

a leghosszabb magassdg). Ekkor

Becsiiljiik meg alulrdl a teriiletet, és haszndljuk fel, hogy a kor egységsugart.

amg ar br cr

=

> 2t t%

Sar _3a
2 2

Ebbdl m, = 3 adddik, tehét a feladat allitdsa teljesiil.

4. Bizonyitsuk be, hogy ha az x és y valés szdmok Gsszege 2, akkor

(Z+ 1) +1) 24
1. megoldas. Az egyenlStlenség bal oldaldn elvégezve a beszorzast:
2P+t + 1 >4,
A kozéps6 két tag helyett egy Osszeg négyzetét kialakitva:

2+ (x4 y)? —2zy+ 12> 4.

1 pont

2 pont

4 pont

Osszesen: 8 pont

(8 pont)

1 pont

2 pont



Majd teljes négyzetté alakitva:

(zy — 1) + (2 +y)* = 4. 2 pont
Mivel (z +y)* =4 és (zy — 1)* = 0, ezért a feladatban szereplé egyenlétlenség teljesiil. 2 pont
Az egyenlGség feltétele: z +y =2, zy =1, azaz x =y = 1. 1 pont

Osszesen: 8 pont

2. megoldas. A megadott feltételt felhasznalva: y = 2 — . 1 pont
A helyettesitést elvégezve:
(2 +1)[2-2)+1] 2 4. 1 pont
A miiveleteket végrehajtva:
(2*+1)(5—4a +2%) 24, 1 pont
ot — 423 462> —4x+120. 1 pont

Vegyiik észre, hogy az egyenl6tlenség baloldalan egy teljes negyedik hatvany all, ezért
(x—1)*=>0.

Mivel egy negyedik hatvdny értéke biztosan nemnegativ szdm, ezért az egyenlGtlenség tel-
jesiil. 3 pont

Az egyenl6ség feltétele: z =y = 1. 1 pont

Osszesen: 8 pont

3. megoldas. Alkalmazzuk az x = 1 + a és y = 1 — a helyettesitéseket. Ekkor 1 pont
[(1+a) +1][(1 —a) +1] Z 4. 1 pont
A négyzetre emeléseket €s az 6sszevonasokat elvégezve:
(a2+2+2a)(a2+2—2a) = 4. 2 pont
A baloldalon az ismert nevezetes azonossig segitségével elvégezve a beszorzist:
(a* +2)* — (2a)* 2 4. 1 pont

Ebbdl a rendezés utan a* > 0 adédik. 1 pont

Mivel egy negyedik hatvdny értéke csak nemnegativ szdm lehet, ezért az egyenlStlenség
tetszbleges a valds szamra, és x, y-ra teljesiil. 1 pont



Az egyenlbség feltétele: a = 0, azaz x =y = 1.

1 pont

Osszesen: 8 pont

5. Egy szérakozott professzornak 2000—-2000 db 20 és 50 Ft-osa van. Tartozik valakinek, de
elfelejtette, hogy pontosan mennyivel. Csak arra emlékszik, hogy az 6sszeg 50-re végzddik,
és a ndla 1év6 pénzérmékkel huszféleképpen tudja kifizetni.

Mekkora a professzor addssaga?

Megoldas. A kifizetend Osszegben az 50 Ft-osok szdma biztosan pératlan, mert ha paros
szamu 50-essel torlesztenénk, akkor azok Osszege 00-ra végzddne, és a fennmaradd részt

20 Ft-osokkal nem lehetne kifizetni, mivel az 50-re végz6d6 szamok nem oszthaték 20-szal.

Ugyanigy beldthatd, hogy a felhasznélt 20 Ft-osok szdma 5-tel oszthato.

A vizsgélatot tobb részre lehet osztani aszerint, hogy a rendelkezésre 4ll6 érmék szdma
(2000-2000 db.) korlatozza-e a lehet6ségek szamat vagy sem.

1. eset: A tartozds Osszege legfeljebb 2000 - 20 + 50 Ft = 40050 Ft.

Ekkor, ha a tartozds 6sszege k- 100+ 50 Ft (k € NT), akkor a felhasznalt 50 Ft-osok szdma
barmely 1-t6l 2k + 1-ig terjedd paratlan szam lehet (hiszen van elég érménk).

Ez k + 1 lehet&ség, vagyis k = 19 esetén van 20 lehetdségiink kifizetni a tartozast csak 20
és 50 Ft-osokkal.

Tehat a tartozas 6sszege lehet 1950 Ft.
2. eset: A tartozds Osszege legalabb 40 150, de legfeljebb 99950 Ft.

Ekkor 1 db 50 Ft-ost felhaszndlva mar nem lehet a fennmaradé 6sszeget csak 20 Ft-osokkal
kifizetni, de tobb 50 Ft-ost felhaszndlva, igen. Ebben az esetben a lehetdségek szdma a fel-
hasznalt 20 Ft-osok lehetséges szamaval, azaz a 0-t61 2000-ig terjedd 5-tel oszthaté szamok
darabszdmadval egyenld, ami a 401. Tehéat a kifizetésre ekkor 19-nél tobb lehetSség adddik.

3. eset: A tartozds 6sszege legaldbb 100050 Ft. Ez csak 50 Ft-osokkal nem fizethet$ ki.

Ekkor vizsgiljuk meg, hogy hdnyféle érmekombinicié maradhat a professzorndl. Ez egy-
értelmien meghatdrozza, hogy hdnyféle kombindciéban torténhet a torlesztés. Mivel ebben
az esetben a professzorndl kevesebb, mint 40 050 Ft marad, ezért az 1. részben leirtak ér-
telmében ez az Osszeg csak 1950 Ft lehet ahhoz, hogy 20-féleképpen dllhasson el 20 és
50 Ft-osok Osszegeként.

Tehat a tartozds 6sszege 140000 — 1950 = 138 050 Ft is lehet.

(10 pont)

2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

3 pont
1 pont

Osszesen: 10 pont



Kezdok 1. kategoria, 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Valamely a, b, ¢ primszamokra és k pozitiv egész szdmra teljesiil a kovetkez6 egyenldség:
a® 4+ b* + & = 9k* + 13. Adjuk meg k osszes lehetséges értékét!

2. Egy szabdlyos sokszog alapi egyenes hasab éleinek, lapatldinak és testatldinak szdma
valamilyen sorrendben egy szdmtani sorozat egymadst kovetd elemei. Hany lapja van ennek
a hasabnak?

3. Az ABC és CDE szabalyos haromszogekre teljesiil, hogy C' az AE szakasz egy belsd
pontja, a B és D csicsok pedig az AE egyenes azonos oldaldn helyezkednek el. Legyenek
F és G a BC, illetve a DE oldalak felez6pontjai. Hatdrozzuk meg az AF'G hiromszog
teriiletét, ha tudjuk, hogy az ABC hiromszog teriilete 24 cm?, a C DE hiromszogé pedig
60 cm?!

Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Valamely a, b, ¢ primszamokra és k pozitiv egész szdmra teljesiil a kovetkez6 egyenldség:
a® 4+ b* + & = 9k + 13. Adjuk meg k osszes lehetséges értékét!

Megoldas. A jobb oldalon szerepld 9% + 13 kifejezés 3-mal vett osztdsi maradéka barmely
k pozitiv egész szdm esetén 1, tehdt a baloldalnak is 3-mal osztva 1 maradékot kell adnia.

Mivel egy négyzetszam 3-mal osztva csak 0 vagy 1 maradékot adhat,
és az a® + b* + ¢ osszegnek 3-mal osztva 1 maradékot kell adnia, ezért az a®, b%, c* négy-
zetszamok koziil kettd 3-mal oszthatd, egy pedig 3-mal osztva 1 maradékot ad.

Mivel a 3 primszam, ezért példaul > pontosan akkor oszthaté 3-mal, ha a is oszthaté
3-mal.

Mivel az a, b, ¢ szamok primek, ezért ha kettd koziilik 3-mal oszthatd, akkor ez a kettd
3-mal egyenld, hiszen a 3 az egyetlen 3-mal oszthaté primszdm. Legyen példaul a = b =
= 3.

Ekkor
& + 18 = 9k* + 13,
5=9k* -,
5=03k—c¢)(3k+c).
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2 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont



Mivel 3k —c <3k +cés3k+c¢c>0,ezért 3k —c=1¢és 3k +c=>5.

Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa: k = 1, ¢ = 2, és ezek valdban teljesitik azt a két
feltételt, hogy c primszam és k pedig pozitiv egész szam.

Tehat k egyetlen lehetséges értéke: k = 1.

Megjegyzés: A megoldas probalgatassal torténd megtaldlasaért (a, b és ¢, valamint k értéké-
nek helyes megaddsaért) legfeljebb 2 pont adhato.

2. Egy szabdlyos sokszog alapi egyenes hasab éleinek, lapatldinak és testatldinak szdma
valamilyen sorrendben egy szdmtani sorozat egymadst kovetd elemei. Hany lapja van ennek
a hasdbnak?

Megoldas. Jelolje n a hasdb alapsokszogének oldalszdmat (n = 3, n egész). Ekkor
a hasdb
—_éleinek szdma 3n;

n-(n—3)
2

2

—lapatl6inak szdma 2 - +2n=n"—n;

—testdtléinak szdma n - (n — 3) = n? — 3n.

A megfelel6 hasdbok megtaldlasahoz, elég a novekv6 szamtani sorozatokkal foglalkoznunk.
Mivel a lapatlok szdma biztosan 2n-nel nagyobb, mint a testdtlok szdma, ezért elegendd
a kovetkezd 3 esetet vizsgalni:

1. eset: A szamtani sorozat egymdst kovets elemei: 3n, n> — 3n és n> — n. Ekkor d = 2n.
Innen 3n + 2n = n® — 3n, ahonnan n = 8.

2. eset: A szamtani sorozat egymast kovetd elemei: n> — 3n, 3n és n> — n. Ekkor d = n.
Innen n> —3n +n = 3n, ahonnan n = 5.

3. eset: A szdmtani sorozat egymast kovetd elemei: n*> — 3n, n> — n és 3n. Ekkor d = 2n.
Innen n”> — n + 2n = 3n, ahonnan n = 2, ami nem lehet megoldas.

Tehat két hasdb felel meg a feladat feltételeinek: a szabdlyos 6tszog alapu, illetve a szabdlyos
nyolcszog alapu. El6bbinek 7, utébbinak 10 lapja van.

Megjegyzés: Valamelyik megoldds probdlgatdssal torténd megtaldlasaért (egy konkrét hasib
éleinek, lapatldinak, testatldinak leszdmldldséért, illetve a lapok szdmdnak megdllapitasaért)
legfeljebb 3 pont adhaté.

3. Az ABC és CDFE szabalyos haromszogekre teljesiil, hogy C' az AE szakasz egy belsd
pontja, a B és D csicsok pedig az AE egyenes azonos oldaldn helyezkednek el. Legyenek
F és G a BC, illetve a DFE oldalak felezGpontjai. Hatirozzuk meg az AF'G hiromszog
teriiletét, ha tudjuk, hogy az ABC haromszog teriilete 24 cm?, a C DE hiaromszogé pedig
60 cm?!
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Megoldas. Készitsiink abrat.

Egészitsiik ki az abrat a C'G szakasszal.

Ekkor az AF és CG szogfelez6i az ABC és C'DE haromszogeknek, igy mindkét szakasz
30°-o0s szoget zér be az AFE egyenessel, ezért egymaéssal parhuzamosak.

Igy a C és G pontok egyenl§ tavolsdgra vannak az AF egyenestdl.

Ez viszont azt jelenti, hogy az AFC és AFG haromszogeknek kozos az AF oldala és azo-
nos hosszisagi az AF oldalhoz tartoz6 magassaga. Igy a két hdromszog teriilete megegye-
zik.

Mivel az AF szakasz felezi az ABC' haromszog teriiletét, ezért

HAFG) = t(AFC) — %t(ABC) — 12 em?,

Kezdok II. kategoria, 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Egy 8 x 8-as négyzetrdcs (tdbla) 1 x 1-es négyzeteibe (mezdibe) az 1,2,...,k (k < 64)
szamokat irjuk valamilyen elrendezésben. Az {1,2,..., k} mezbket egyiittesen ttvonalnak
nevezziik. Az utvonal teljes, ha k = 64, tehat az 6sszes mezd ki van toltve. Egy zebra 1épked
a tdbla mezGin a kovetkez&képpen:

Tegyiik fel, hogy a zebra az A mezén all. A fel, le, balra, jobbra

irdnyok valamelyikében 2 mezOnyi tdvolsigra mozdulva a tibldn 1

a zebra az A mez&bGl a B mezbbe érkezik, majd az elsG irdnyra
merdlegesen a B-bdl 3 mez6nyi tavolsagra elmozdulva a tabldn a C

mezGbe érkezik. Ekkor az A-bol C-be 1épés a zebra egy szabélyos

Iépése. Példaul az abran lathaté 1-es mez6bdl a 2-es mezobe 1€pés 3
egy szabdlyos zebra-1épés, a 2-es mez6bdl a 3-as mezdbe 1€pés egy

Ujabb szabdlyos zebra-1épés.

Azt mondjuk, hogy az {1,2,...,k} Gtvonal zebra-titvonal, ha a zebra az 1-es szdmi mez&bdl
a 2-es szdmu mezdbe tud 1€pni szabdlyos zebra-1épéssel, az i-edik mezdbdl az ¢ + 1-edikbe
tud Iépni szabdlyos zebra-1épéssel minden 1 < 4 < k — 1-re.
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Létezik-e a 8 x 8-as tdblan teljes zebra-titvonal?

2. Legyen az ABC'DFE olyan konvex 6tszog, melynek oldalaira teljesiil, hogy AB + CD =
= BC + DE, és az 6tszoghoz taldlhaté olyan k kor, melynek kdzéppontja az AFE oldalon
van, és a kor az AB, BC, CD és DFE oldalakat a P, (), R, S pontokban érinti. Bizonyitsuk
be, hogy az AE és PS egyenesek parhuzamosak.

1 1 1
— 4+ ... 4+ ——,ahol 1 <n <2017, NT.
ntl naa2 ot eti=nzs ne

Szamitsuk ki az a; + af + a3 + a3 + ... + a3y, Osszeg pontos értékét.

1
3. Legyen a,, = — +
n

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy 8 x 8-as négyzetrdcs (tdbla) 1 x 1-es négyzeteibe (mezdibe) az 1,2,...,k (k < 64)
szamokat {rjuk valamilyen elrendezésben. Az {1,2,...,k} mez6ket egyiittesen ttvonalnak
nevezziik. Az utvonal teljes, ha k = 64, tehat az 6sszes mez6 ki van toltve. Egy zebra l1épked
a tdbla mezG6in a kovetkezSképpen:

Tegyiik fel, hogy a zebra az A mezén all. A fel, le, balra, jobbra

irdnyok valamelyikében 2 mezOnyi tdvolsigra mozdulva a tdblan 1

a zebra az A mez&bSl a B mezdbe érkezik, majd az elsé irdnyra
merSlegesen a B-bol 3 mezdnyi tavolsagra elmozdulva a tablan a C

mezdbe érkezik. Ekkor az A-bol C'-be 1épés a zebra egy szabalyos

Iépése. Példaul az abran lathaté 1-es mez6bdl a 2-es mezbbe 1€pés 3
egy szabdlyos zebra-1€pés, a 2-es mez6bdl a 3-as mezbbe 1€pés egy

Ujabb szabdlyos zebra-1épés.

Azt mondjuk, hogy az {1,2,...,k} dtvonal zebra-titvonal, ha a zebra az 1-es szdmi mez3bdl
a 2-es szdmd mezdbe tud 1épni szabdlyos zebra-lépéssel, az i-edik mezdbdl az i + 1-edikbe
tud 1épni szabdlyos zebra-1épéssel minden 1 < i < k — 1-re.

Létezik-e a 8 x 8-as tdblan teljes zebra-titvonal?

Megoldas. Nem létezik teljes zebra-titvonal.
Bizonyitas: Tegyiik fel indirekt, hogy létezik teljes zebra-titvonal, és rogzitsiink egy ilyet

B | ] Szinezziik ki a tablat az abran lathaté mdédon fekete, fehér, és sziirke

||
[ | | Bl szinekkel
0

A zebra fekete szinli mez6rdl csak sziirke szini mezdre tud 1épni,

EEER és fekete szinli mezdre csak sziirke szini mez6rdl tud 1épni.
i Mivel az utvonal teljes, ezért az Osszes négyzetet érintenie kell

.. .. a zebranak.
|| [ | |
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Képezziink egy grafot az utvonalbdl az alabbi médon: Legyenek az 1,2,...,64 mezbk
a pontok, és kossiik Ossze az ttvonal egymast kdvetd mezbinek megfeleld pontokat egy él-
lel. Tehat az élek az i — (i + 1) mez8k kozott haladnak minden 1 < ¢ < 63-ra. Szinezziik
ki a graf pontjait a nekik megfelel6 mezd szinével. A graf minden pontjdnak kettd a foka,
kivéve a két végpontot, ezeknek 1 a foka.

Mivel 16 fekete mez6 van, ezért a fekete pontok halmazabdl 6sszesen legalabb 14-24+2-1 =
= 30 él halad ki.

Mivel 12 sziirke mez6 van, ezért a sziirke pontok halmazdba Gsszesen legfeljebb 12 -2 =
= 24 ¢l haladhat be.

Mivel a fekete pontokbdl csak a sziirke pontok felé halad €l, és 24 < 30, ezért ellentmon-
dashoz jutottunk.

Tehat feltevésiink nem volt igaz, vagyis nem létezik teljes zebra-titvonal.

2. Legyen az ABCDE olyan konvex 6tszog, melynek oldalaira teljesiil, hogy AB + CD =
= BC + DF, és az 6tszoghoz taldlhat6 olyan k kor, melynek kozéppontja az AE oldalon
van, és a kor az AB, BC, CD és DF oldalakat a P, Q, R, S pontokban érinti. Bizonyitsuk
be, hogy az AF és PS egyenesek parhuzamosak.

Megoldas.

Helyes ébra:

Hasznéljuk fel, hogy egy pontbdl adott korhoz hizott érintészakaszok egyenld hosszisdgiak.
Ez alapjan:

BP = BQ =1,
CQ=CR=m,
DR = DS =n.

Bevezetve az AP =x, ES =1y jeloléseket, az AB+ CD = BC 4+ DE egyenlGséget
az érintdszakaszok segitségével felirva: v +1{+m +n =14+ m+n +y, amibdl x = y, azaz
AP =ES.

Jeloljiik a k kor kozéppontjat O-val. Mivel az érintési pontba hizott sugar merSleges az érin-
tére, ezért OPA<t = OSE< = 90°.
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Tovabba OP = OS = r miatt OPAA =2 OSEA, mivel két-két oldaluk és a nagyobbikkal
szemkozti szdgiik azonos.

Ezt felhaszndlva: AOP< = FOS< = ¢ és POS< = 180° — 2¢.
Az OSP egyenlGszari haromszdgben

180° — POS<

0SP< = 5 ¢, SOE< =O0SP<= .

Igy az emlitett szogek valtészogek, szogszdraik parhuzamosak, ami éppen azt jelenti, hogy
az AFE és PS egyenesek parhuzamosak.

1 1
— 4+ ...+ ——,ahol 1 £n <2017, n e NT.
ntl ny2 Tttt i=ns "

Szamitsuk ki az a; + a} + a3 + aj + ... + a3y, Osszeg pontos értékét.

1
3. Legyen a, = — +
n

Megoldas. Egy tobbtagi 0Osszeg négyzete egyenls: a tagok négyzeteinek Osszege -+
+ az Osszes lehetséges kéttényezOs szorzatok kétszereseinek az Osszege.

Elvégezziik a négyzetre emeléseket, majd eldszor a négyzetes tagokat, utdna pedig a kétsze-
res szorzatokat szdmoljuk Ossze.

A négyzetes tagok Osszege:

1
Az ﬁ—es tag k-szor fog szerepelni (a;-t8l ag-ig vett tagok négyzetében), igy ezek Osszege

1 1
k2 k
Ezeknek az 6 0 k-ra 1-t6l 2017-i 1+1+1—|— + :
n -ra 1- g -4+ -4+ -4+ —= =ay.
ZEKNEeK az 0SSzZege az 0SSZeES a (o) g 1 > 3 2017 a

A Kkétszeres szorzatok Osszege:

1
Legyen 7 < j. Ekkor a 2- — azokban az ai—ekben fordul eld, ahol k < i, igy ezeknek

()
2
az Osszege i-2- — = —. Adott j-hez 7 — 1 darab olyan 7 van, amelyre ¢ < j, ezért a rogzitett
LY
. , . 2 . . . 2 2
j-hez tartozé lehetséges — alaki szdmok Osszege (j — 1) = =2 — —.
) J J

Ha az 0sszes j-re kiszamitjuk az 6sszeget, akkor a kovetkez6t kapjuk:

1)+ 6D (D) msh)-

1 1 1 1

Ezért a; +ai + a3 + a3+ ...+ alg; = a1 + ay + 4034 — 2a; = 4034,
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Kezdok III. kategoria, 2. (donto6) fordulé

Feladatok

1. Dia 37 napon at, minden nap legaldbb egy feladatot megoldva késziilt az Arany Daniel
matematikaverseny dontdjére. Bizonyitsuk be, hogy volt néhdny szomszédos nap, melyeken
osszesen 13 feladatot oldott meg, ha tudjuk, hogy legfeljebb 60 feladatot csindlt meg Ossze-
sen.

2. Hanyféleképpen lehet gy kivdlasztani egy n x n-es tdblazat néhdny mezgjét, hogy seme-
lyik két sorban ne egyezzen meg a kivalasztott mezdk szama és semelyik két oszlopban se
egyezzen meg a kivdlasztott mez6k szdma?

3. Tegyiik fel, hogy ABCD hirnégyszog, és a k olyan kor, mely a hirnégysz6g minden ol-
dalat két pontban metszi. Tekintsiik, az dbran lathaté médon, az ABC'D belsejében 1étrejovo
L4, €p, Yo, £p iveket. Bizonyitsuk be, hogy az ¢4 és ¢ ivek hosszdnak Osszege egyenld
az {p és {p ivek hosszdnak Osszegével.

Megoldasok és javitasi utmutaté

1. Dia 37 napon at, minden nap legaldbb egy feladatot megoldva késziilt az Arany Daniel
matematikaverseny dontdjére. Bizonyitsuk be, hogy volt néhdny szomszédos nap, melyeken
osszesen 13 feladatot oldott meg, ha tudjuk, hogy legfeljebb 60 feladatot csindlt meg Ossze-
sen.

1. megoldas. Jeldlje a; (i = 1,2,...,37) az i. napon megoldott feladatok szdmadt. Tud-
juk, hogy a; = 1. Hasznéljuk fel, hogy ha az a; (i = 1,2,...,n) egész szdmokbdl képezziik
az ay,a; +ap,...,a; +az + ...+ a, szdmokat, akkor ezek valamelyike vagy a skatulya elv
miatt valamely kettd kiilonbsége oszthaté n-nel, hiszen n darab szdmunk van, ami megegye-
zik a lehetséges maradékok szdmadval.
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Tekintsiik az elsé 13 napon megoldott feladatok szamabdl képzett Gsszegeket!
a;, ar+a, ..., a+a—+...+ a3,

ekkor ezen 0sszegek valamelyike vagy koziilik valamely kettd kiilonbsége oszthaté 13-mal.
Ha valamely elem vagy a kiilonbség éppen 13, akkor készen vagyunk, ha nem ennyi, akkor
legalébb 26.

Tekintsiik most az
a4, au4+ays, ..., a4+ais+ ...+ azx

Osszegeket. Az el6bbi dllitast alkalmazva, erre ugyandgy igaz, hogy ezen Osszegek vala-
melyike vagy koziiliikk valamely kettd kiillonbsége oszthaté 13-mal. Ha valamely elem vagy
a kiilonbség éppen 13, akkor készen vagyunk, ha nem ennyi, akkor legaldbb 26.

Nézziik most a fennmaradd elemeket: ay7, ass, ..., az7. Mivel a; +ar + ...+ az; < 60, és
ha fennéllnak az eddig elmondottak, akkor

ay;+axp+...+a3y £60—-2-26=28.
Ez viszont nem lehetséges, mivel Dia minden nap legaldbb egy feladatot megoldott.

Igy valamely kordbbi elem vagy kiilonbség éppen 13 kell, hogy legyen. Ezzel a feladat 4l-
litdsat igazoltuk.

2. megoldas. Jeldlje s; (1 =1,2,...,37) az elsG i napon Dia dltal 9sszesen megoldott fel-
adatok szamdat. Ekkor a feltételek alapjan

1§31<82<...<337§6O.

Az egyenlbtlenséglanchoz 13-at hozzdadva kapjuk, hogy
14§51+13<Sz+13<...<S37+13§73.

Mivel 1-t8l 73-ig 73 db pozitiv egész szdm van és az sy, S, S37, s; + 13, so + 13, ...,
s37 + 13 szamok felsoroldsakor az [1;73]-bol 74 db pozitiv egész szamot irunk fel, ezért
a skatulyaelv miatt a szdmok kozott kell lennie legaldbb 2 azonosnak.

Vegyiink két egyenl$ elemet az {si,s,..., 837,81 + 13,8, + 13,..., 837 + 13} halmazbdl.
Ezekre nem dllhat fonn az s; = s; vagy s; + 13 = s; 4 13 egyenl6ség i # j esetén, mivel
az s; < sj, ha i < j az s;-k definiciéja miatt. Azaz az (s,) sorozat szigordan monoton no-
vekvé.

Tehdt s; = s; + 13 kell, hogy teljesiiljon valamely 1 < i # j < 37 esetén. Ismét csak az (s,,)
sorozat szigordan monoton ndvekedése miatt 7 < ¢ kell, legyen.

Tekintsiik tehdt a j < 7 esetén fenndll6 s; = s; + 13 esetet. Ekkor s; — s; = 13, ami éppen azt
jelenti, hogy Dia a (j+1)., (j +2)., ..., i. egymdst kovetd napokon Osszesen 13 feladatot
oldott meg. Ezzel az allitast belattuk.

2. Hanyféleképpen lehet tigy kivalasztani egy n x n-es tidblazat néhdny mezgjét, hogy seme-
lyik két sorban ne egyezzen meg a kivdlasztott mezdk szdma és semelyik két oszlopban se
egyezzen meg a kivalasztott mez6k szama?
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Megoldas. Tekintsiink egy megfeleld kivalasztast.

Egy sorbdl kivalasztott mezdk szdma 0,1,2,...,n lehet, ami Gsszesen n + 1 lehet8ség,
vagyis pontosan egy olyan lesz koziililk, amit nem kapunk meg, legyen ez i. Az oszlopoknal
ugyanez teljesiil, legyen j az az egyetlen 0 és n kozé es6 egész szam, amely egyik oszlop-
ban sem adja meg az onnan kivdlasztott mez&k szdmat. A tdblazatbol dsszesen kivalasztott
mezOk szama egyrészt 1 +2+...4+n — ¢, masrészt 1 +2+ ... +n — j, ezért i = j, vagyis
ugyanaz az érték hidnyzik a sorokndl és az oszlopokndl.

Ha van iires sor, akkor nem lehet teljes (n kivalasztott elemet tartalmazd) oszlop, igy ¢ = j
értéke csak 0 vagy n lehet.

Az igy kapott két esetben ugyanannyi megfeleld kivdlasztds 1étezik, hiszen egy olyan kiva-
lasztasnal, ahol a hidnyzé érték i = 5 = 0, a kiilonb6z6 sorokbdl (oszlopokbdl) nem kivalasz-
tott mezdk szdma éppen 0, 1,...,n — 1, vagyis a nem kivalasztott mezSkre szintén teljestil
a feltétel, csak a hidnyzo érték az n (és ugyanez megforditva is igaz.)

Vizsgaljuk mondjuk azt az esetet, amikor a kivalasztott mezdk szama 1,2, ...,n valamilyen
sorrendben (a sorokban és az oszlopokban is).

A sorok és az oszlop sorrendjét cserélgetve elérhetd, hogy az i. sorban és az i. oszlopban
legyen pontosan ¢ kivalasztott mez6 minden 7 = 1,2, ..., n esetén. Megmutatjuk n-re vo-
natkoz6 teljes indukcidval, hogy ekkor pontosan egyféle j6 kivdlasztds l1étezik. Ez n = 1-re
nyilvanvald, folytassuk az indukcids 1épés igazolasaval: tegyiik fel, hogy n = k — 1-ig méar
igazoltuk az allitast, most beldtjuk n = k-ra is. A k-adik sorbdl és a k-adik oszlopb6l minden
mez6t ki kell valasztanunk. Pontosan akkor kapunk megfelel6 kivalasztast, ha az els6 k — 1
sor és az elsé k — 1 oszlop dltal meghatdrozott (k — 1) x (k — 1)-es tdbldzat i-edik sorabdl
és oszlopdbdl is pontosan ¢ — 1 mez6t valasztunk ki. Az indukcids feltevés szerint ezt ponto-
san egyféleképpen lehet megtenni (haszndlva kordbbi észrevételiinket, miszerint ugyanannyi
j6 kivélasztas van, ha a hidnyzé érték a 0, mint ha k). Ezzel az indukciés 1épést igazoltuk.

Vilagos, hogy ebben az el6bbi esetben ugyanannyi jé kivalasztds van, mint az 9sszes tobbi
sorrend esetében: a sorokndl és az oszlopokndl is n! féle sorrend lehetséges, igy Osszesen
(n!)? féle lehetdség van. Tehat a megfeleld kivalasztisok szdma 2(n!)?.

3. Tegyiik fel, hogy ABC'D hirnégyszog, és a k olyan kor, mely a hirnégyszog minden ol-
dalét két pontban metszi. Tekintsiik, az dbran lathaté médon, az ABC'D belsejében 1étrejovo
la, Up, lo, {p iveket. Bizonyitsuk be, hogy az £, €s ¢ ivek hosszanak Osszege egyenld
az {p és {p ivek hosszdnak Osszegével.
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Megoldas.

Bevezetiink néhany jelolést a megoldas sordn el6for-
dulé pontokra. Az ABC'D és k metszéspontjait je-
16lje Ap, Ba, Be, Cp, Cp, Do, D4, Ap, ahol Xy
az XY oldalon X-hez kozelebbi metszéspont. Jelolje
tovabbd Fug, Fpc, Fop és Fpa a k kor ABC D-n
kivili iveinek felezGpontjat. Valamint legyen O a k
kor kozéppontja.

Ezeket a jeloléseket foglaljuk 6ssze az dbran.
1 pont: 4bra, jelolések

Legyen L, az (4-t tartalmazé Fpa—Fap 1v, Lp az {p-t tartalmazé6 Fap—Fpc v, Lo
az {c-t tartalmazé Fpo—Fop v, Lp pedig az {p-t tartalmazé Fop—Fpa iv. Mivel az Fap,
Fpe, Fop és Fpa pontok az ABC D-n kiviili ivek felezGpontjai, elegendS belatni, hogy
az L4 és az L¢ ivek hosszosszege egyenld az Ly és Lp ivek hosszdsszegével:

h . h
|La|+ |Lc| = |[€a] + [ec| + 5 illetve |Lg|+ |Lp|= |tB|+ |¢p| + 3

ahol h az ABC D-n kiviili ivek hosszosszege. 2 pont: attérés nagyobb ivekre

Tovabb4, ha r a k kor sugara, akkor

‘LA’ _ 2rm - FpaOF <
360° ’
|LB’ _ 2rm - FapOFpo<
360° ’
‘LC’ _ 2rm - FpoOFop<
360° ’
Lp| = 2rm - FopOFpa<
360° '
igy elegendd a szogekre vonatkozd
(%) FpaOFsp<+ FpocOFop<t = FapOFpo<<+ FopOFpa<

egyenldséget belatni. Az ABCD hirnégyszog A-ndl, B-nél, C-nél és D-nél levd szogeit
rendre «-val, §-val, y-val és d-val jelolve allitjuk, hogy

FpaAOFp<t = 180° — (1)
FapOFpo<t = 180° — 8, )
FpcOFop< = 180° — v, 3)
FopOFpa<t = 180° — 6. 4)

Ekkor a szogekre vonatkozé (x) egyenlGség kovetkezni fog abbdl a hirnégyszogekre vonat-
koz6 ismert tételbdl, mely szerint oo + v = 5+ 0 = 180°. 3 pont: attérés szogekre
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A feladatban kittizott allitds bizonyitdsahoz tehat most
mér csak az (1)-(4), egyenl6ségeket kell igazolnunk,
ehhez nyilvan elég (1)-et megmutatni, (2)—(4) ugyan-
ugy kovetkeznek. Az OFp4 egyenes messe DA-t
a P pontban, az OF4p pedig messe AB-t a () pont-
ban.

Egyel6re tegyiik fel, hogy O az ABCD belsejében
fekszik.

Mivel OFps a DgAp szakasz szakaszfelez6 merSlegese, OF ap pedig az ApB 4 szakasz
szakaszfelez6 merSlegese, az OPA(Q) négyszogben a P és () cstcsokndl derékszog van.
Ekkor

FpaOF <t = POQ< = 360° —90° — 90° — o = 180° — «v,
ezzel (1) bizonyitdsa kész.
Fontos kiegészités, hogy az O pont nem sziikségszerlien fekszik az ABC D négyszog bel-
sejében. Az dltalanos esetet irdnyitott szogekkel szdmolva intézhetjiik el: az AB iranyitott
egyenes 90°-os elforgatottja az F 4O irdnyitott egyenes, mig az AD irdnyitott egyenes
90°-0s elforgatottja az OFp 4 irdnyitott egyenes. Igy az FypOFp. sz6g kiegészits szoge
éppen «, amibdl (1) nyilvan kovetkezik.
Ezzel a bizonyitas készen van.

(4 pont: ha a megoldas 4ltaldban is miikodik; 2 pont: ha a megoldas csak ABC D-beli O-ra
miikodik.)

Haladok - I. kategoria, elso (iskolai) fordulo

Feladatok

1. A kardcsonyi vasarra a 9.c-sek dids és makos kifliket készitettek. Mindbdl kicsit és na-
gyot is. A kardcsonyi vasdr végén megmaradt kiflik szdmairdl a kdvetkez6 megéllapitdsokat
tették:

a) Osszesen 57 darab kifli maradt meg.

b) A madkos kiflik szdma oszthat6 11-gyel.

¢) A nagy mdkos kiflik szdima egyenld a dids kiflik szdamaval.
d) A legkevesebb a kis dids kiflibdl van.

e) Minden kifli szdma prim.

Hatarozzuk meg, hogy melyik kifli tipusb6l hany darab maradt meg!
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2. Az ABC hdromszdg cstcsait a koré irt kor O kozéppontjara tiikrozve kapjuk az A’,
B’, C' pontokat. Bizonyitsuk be, hogy az AC’ BA'C'B’ hatsz6g oldalainak négyzetdsszege
egyenld a kozéppontnak a hdromszog oldalaitél mért tdvolsdgai négyzetosszegének nyolc-
szorosdval.

3. Hatdrozzuk meg a kovetkez fiiggvény szélsGértékét a [—2017;2016] intervallumon:

622 — 24
J@) =3
1 1 . o
4. Adott az I + s S k egyenlet, ahol k rogzitett valés szam. Mutassuk meg, hogy
x — T —

az egyenletnek minden valds k-ra van megolddsa, és az egyik megoldas mindig 1 és 2 kozé
esik!

5. a) Seholsincs orszdgban 5 véros van. Az orszdgban haromféle kozlekedési eszkdzzel lehet
utazni, busszal, vonattal és repiilével. Barmely két varos kozott pontosan egy kozlekedési
eszkoz haszndlhaté kozvetleniil. Igaz-e, hogy mindenképp kivélaszthaté két védros és egy
kozlekedési eszkoz ugy, hogy az egyik varosbdl a masik nem elérhetd, még atszallasokkal
sem, ha csak a kivéalasztott eszkozt hasznaljuk?

b) Mi volna a helyzet 6 viros esetén?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. A kardcsonyi vasarra a 9.c-sek dids és makos kifliket készitettek. Mindbdl kicsit és na-
gyot is. A kardcsonyi vasar végén megmaradt kiflik szamairdl a kovetkezd megallapitasokat
tették:

a) Osszesen 57 darab kifli maradt meg.

b) A madkos kiflik szdma oszthaté 11-gyel.

c) A nagy mékos kiflik szdma egyenld a dids kiflik szdmadval.

d) A legkevesebb a kis diés kiflibdl van.

e) Minden kifli szdma prim.

Hatdrozzuk meg, hogy melyik kifli tipusb6l hany darab maradt meg!

Megoldas. Jeloljik a kis dids kifliket d-vel, a nagy di6s kifliket D-vel, a kis makos kifliket
m-mel, és a nagy makos kifliket M -mel.

Az a) allitds szerint d + D +m + M = 57.

Mivel 57 pératlan, igy van péros szdmu kifli.

Mivel az e) dllitds szerint minden kifli szdma primszam, és csak egyetlen paros prim van,
és a d) allitas szerint a kis dids kiflibol van a legkevesebb, igy d = 2.
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Ezért D+ m+ M = 55. A b) dllitds szerint m + M oszthaté 11-gyel. Mivel 55 is oszthat6

11-gyel, igy D is oszthat6é 11-gyel.

De mivel D is prim, igy D = 11.

A c) éllitds miatt M =d+ D =2+ 11 = 13.

Mivel D = 11, igy m + M = 44. Mivel M = 13, igy m = 31.

1 pont
1 pont
1 pont
1 pont

Tehét kis dids kiflib6l 2, nagy dids kiflib6l 11, kis mdkos kiflibdl 31, nagy mdkos kiflibdl

13 darab van. Ezek valéban kielégitik az allitas feltételeit.

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha a tanul6 indoklas nélkiil kozli a kiflik szamat, akkor arra legfeljebb 3 pont

adhato.

2. Az ABC hdromszog csicsait a koré irt kor O kozéppontjdra tiikrozve kapjuk az A’,
B’, C' pontokat. Bizonyitsuk be, hogy az AC’ BA'C'B’ hatsz6g oldalainak négyzetdsszege
egyenld a kozéppontnak a haromszog oldalaitél mért tavolsagai négyzetosszegének nyolc-

1 pont

szorosaval.
Megoldas.
C Hasznéljuk az dbra jeloléseit és legyen r a harom-
szog koré irt kor sugara!
CAC', C'BC, ABA', A’CA, BCB', B'AB sz6-
B W gek Thalész tétele értelmében derékszogek.

A megfeleld derékszogli haromszogekben felirjuk

\ ) A tiikrozés miatt AB' = A'B, AC'= A'C és
\ BC' = B'C. 1 pont

A C B Pitagorasz tételét:

(AC)’ = (A'C)* = 4 — b,

(AB')* = (AB)* = 4r* - &.

Igy a hatszog oldalainak négyzetdsszege: 24r> — 2(@2 + b% + cz).
Szintén Pitagorasz tétele alapjan:

2 b2 ) CZ

x2+y2+z2:7“2—af+7“2—*+7" -

4 4 4

Ekkor: 8(3:2 + 97+ zz) = 24r% — 2(a2 + b + cz).

Ezzel az allitast bebizonyitottuk.
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1 pont

1 pont

1 pont
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3. Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvény szélsGértékét a [—2017;2016] intervallumon:

62> — 24
I@)=3m1s
Megoldas.
_ 627 —24  2(327 +38) 40 40

fz) =

= — =2 - —.
322 +8 322 +8 322+ 8 322 +8
Vizsgdlandé a 3z? + 8 kifejezés, melynek minimuma van, igy a tortnek maximuma lesz,
s a kiilonbségnek, f-nek minimuma lesz.
A 32?4+ 8 a minimumit az x = 0-ban veszi fel.

A megadott zért intervallumon a fiiggvény a [—2017;0] intervallumon szigordan monoton
csokkend, illetve a [0;2016] intervallumon szigordan monoton ndvekva,
igy a megadott intervallumon a fiiggvénynek a két végpontban lokdlis maximuma van.

2 pont
1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

6-2017> — 24
Az abszolit maximumat x = —2017-ben veszi fel. Ennek értéke 3201258
1 . o
4. Adott az I + 5= k egyenlet, ahol k rogzitett valés szam. Mutassuk meg, hogy
T — T —

az egyenletnek minden valés k-ra van megoldasa, és az egyik megoldds mindig 1 és 2 kozé
esik!

Megoldas. Az egyenlete alaphalmaza: R\ {1;2} (z # 1;2).

Ha k = 0, akkor az egyenlet az © — 1 = —(z — 2) elsGfokd egyenletre vezet, ennek megol-

3
désa x = 7 megfelel a feladat feltételeinek.

Ha k # 0, akkor az R\{1;2} halmazon az eredeti egyenlet ekvivalens a
kx* —x(3k +2) +2k+3=0

masodfoku egyenlettel.

Ennek diszkrimindnsa k> + 4 minden val6s k esetén nagyobb 0-nal, igy az egyenletnek min-
dig van megoldasa.

A masodfoku kifejezés értéke x = 1 esetén minden k-ra +1, x = 2 esetén —1, igy az alap-
halmazon kiviili 1 és 2 soha nem gyoke az egyenletnek.

A masodfoku fiiggvény folytonossdga miatt viszont +1 és —1 kozott fel kell vennie a fiigg-
vénynek a 0-t is.

Ez azt jelenti, hogy az egyenletnek biztosan van gyoke az |1;2]-ben.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont
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5. a) Seholsincs orszdgban 5 vdros van. Az orszagban haromféle kozlekedési eszkozzel lehet
utazni, busszal, vonattal és repiilével. Barmely két varos kozott pontosan egy kozlekedési
eszkoz haszndlhaté kozvetleniil. Igaz-e, hogy mindenképp kivalaszthaté két varos és egy
kozlekedési eszkoz dgy, hogy az egyik vdrosbdl a mdsik nem elérhetd, még atszalldsokkal
sem, ha csak a kivélasztott eszkozt haszndljuk?

b) Mi volna a helyzet 6 vdros esetén?

Megoldas. a) Igen, mindig kivélaszthat6 két vdros és egy kozlekedési eszkoz a kivant mo-
don.

. 5-4
Osszesen - = 10 kozlekedési utvonal van.

Ha minden kozlekedési eszkozt legalabb négy titvonalon haszndlndnk, akkor az utvonalak
szdma legaldbb 3 -4 = 12 lenne. Ez tobb, mint 10, tehit van olyan eszkdz, amit legfeljebb
3 utvonalon hasznédlhatunk.

Megmutatjuk, hogy még 3 ttvonal esetén is van két varos, amik kozott ezen eszk6zzel nem
lehet utazni. A 3 1t csak 4 1ényegesen kiilonb6z6 mddon helyezkedhet el és kénnyen lat-
szik, hogy egyik sem megfeleld. Példaul a négyzettel jelolt varosok kozott nincs lehetdség
utazisra.

[ ]
L ) A
Egy masik méd ezen rész megmutatasara: Gondoljunk arra, hogy egyesével felépitjiik a ha-
rom utvonalat. Kezdetben 6t csoportban vannak a védrosok tgy, hogy egyikbdl sem lehet el-
érni a tobbit. Ha két csoport kozé épitiink egy utat, akkor azok Osszeolvadnak, és a cso-
porton beliil elérhetévé védlnak a vdrosok. Mivel csak hdrom utat épitiink fol, a végén még

mindig van legalabb két csoport. Mivel a két csoport k6zott nem vezet dt, nem lehet eljutni
az egyikbdl a masikba.

b) 6 varos esetén lehetséges, hogy nincs megfeleld vélasztds.

A kovetkezé dbran mutatunk egyet a lehetséges ellenpélddk koziil. A hdrom szin a harom
kozlekedési eszkdzt mutatja.

Helyes ellenpélda mutatésa.

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok 1. kategoria, 2. fordulo

Feladatok

1. Melyek azok az (a;b) egész szampdrok, amelyekre teljesiil az alabbi egyenlGtlenség:

a® + 7% < 4ab + 6b?

2. Adott az ABC haromszdg. Legyen P az AB oldal harmadolé pontja, Q a BC oldal
negyedeld pontja, valamint R a C'A oldal 6t6d6l6 pontja az dbran lathaté médon. Hatdrozzuk
meg a PQR és az ABC haromszogek teriiletének ardnyat.

3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan:

3 T
\/a:—i-\/ﬂ?—\/x—f—z Py

4. Adott egy 8 x 8-as tdbldzat. Nevezziik f6atlo- 8
nak az a;—hg atlét. A f6atlé alatti mezbket O-kal
toltjik ki, mig a tobbi mezdbe pozitiv egészeket
frunk. A kitoltés utdn kiszdmoljuk a sor-, illetve osz- 6 0)0
loposszegeket. Lehetséges-e, hogy az 1,2,3,...,16 5 0/0]0
szdmokat kapjuk eredményiil (valamilyen sorrend- 4 0101010
ben)? 3 olofofo]o
b) Ha egy 7 x 7-es tablank van, akkor lehetséges-e, o) olololololo
hogy az 1,2,3, ..., 14 szdmokat kapjuk eredményiil 1 ololololololo
(valamilyen sorrendben)?

a b ¢ d e f g h
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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Melyek azok az (a;b) egész szampdrok, amelyekre teljesiil az aldbbi egyenlGtlenség:

a* + 70> < 4ab + 6b?

Megoldas. Rendezziink nulldra, és alakitsunk teljes négyzetté:

(a —2b)* 4+ 30> — 6b < 0. 1 pont

Adjunk hozz4 hirmat és alakitsunk teljes négyzetté:

(a—2b)* +3(b—1)* <3. 1 pont
Mivel (a — 2b)%, és (b — 1) négyzetszamok, ezért (b—1)* € {0,1}. 1 pont
I1.Hab—1=-1,b=0, akkor a — 2b =0, azaz a = 0. 1 pont
2.Hab—1=0, b=1, akkor a —2b = —1 vagy a —2b =0 vagy a — 2b = 1 lehetséges,
ekkor a-ra az aldbbi értékeket kapjuk: a =1, a =2, a = 3. 1 pont
3. Hab—1=1, b =2, akkor a — 2b =0, azaz a = 4. 1 pont
Tehdt a megolddsok: (0;0); (1;1); (2;1); (3;1); (4;2). 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Adott az ABC' haromszog. Legyen P az AB oldal harmadol6 pontja,  a BC' oldal
negyedelS pontja, valamint R a C'A oldal 6t6d616 pontja az abran lathaté médon. Hatarozzuk
meg a PQR és az ABC haromszogek teriiletének aranyat.

9

Megoldas. A keresett teriiletet (I'pgr) az eredeti haromszog teriiletébsl a PB(Q, QCR és
az RAP haromszogek teriiletének kivondsaval kaphatjuk meg. 1 pont

A PBC héromszog teriilete az eredeti ABC' hdromszog teriiletének a 2/3-a, mivel azonos
magassdguak és az alapok ardnya 2/3 : 1. 1 pont

QLB és CTB haromszogek hasonldak, mert oldalaik parhuzamosak, a hasonlésag ardnya
1:4. 1 pont
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A PB(Q haromszog teriilete a PBC haromszog teriiletének a negyede, mivel alapjaik azo-
nosak, s magassidguk ardnya 1 : 4.

P 2 1
Igy a PB(Q haromszog teriilete: Tppg = Tapc - 37
(V ibben: T, A _Lleme Ly
T n: = = — —_— - .
agy egyszerubbe PBQ > 6 ) 6 ABC
A tovédbbi hdromszogek teriilete hasonldéan adddik.
31 4 1
T =T ==, T =T =
QCR ABC " 7" 5 RAP ABC " 5" 3
21 31 41 5
A keresett teriilet: Tpgr = Tapc - <1 ~3'2° 253" 3) =Tupc - oE

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet a valds szamok halmazan:
\/ VT Nz 3 T
T — Xr — = — .
2V x4z

Megoldas. Az egyenlet mindkét oldaldt megszorozzuk a \/x + /7 kifejezéssel:

(Vetva) —ye-vaorvi=iva

Nevezetes azonossdg alkalmazdsa utdn:

v+ VE- Ve o= VE.

A kapott egyenletet elosztjuk /z-szel (z = 0 nem lehetséges a tort nevezdje miatt):

3
VErl—Vo—T=7

1
Az atrendezés utdn kapott egyenlet (pl. Vo= 3 + vz — 1> mindkét oldaldt négyzetre

emelve: |
$:Z+\/x—1+x—1.

. 3 9
Ujabb rendezés (4 =vx—1 > és négyzetre emelés utan: 6= x—1.

25
Ebbdl: z = —.
bbdl: = 6
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1 pont
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A kapott megoldas eleget tesz a feladat feltételeinek.

(Ha ellendrzés helyett értelmezési tartomany és értékkészlet vizsgilatot végez, az utébbi
1 pont akkor is adhatd.)

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. Adott egy 8 x 8-as tdblazat. Nevezziik f6atlo-

8
nak az a;—hg atlét. A féatlé alatti mezdket 0-kal
toljik ki, mig a tobbi mezdbe pozitiv egészeket
frunk. A kitoltés utdn kiszdmoljuk a sor-, illetve osz- 6 0)0
loposszegeket. Lehetséges-e, hogy az 1,2,3,...,16 5 0/0]0
szdmokat kapjuk eredményiil (valamilyen sorrend- 4 0101010
ben)? 3 ojlofofo]o
b) Ha egy 7 x 7-es tablank van, akkor lehetséges-e, o) olololololo
hogy az 1,2,3,..., 14 szamokat kapjuk eredményiil 1 ololololololo
(valamilyen sorrendben)?
a b ¢ d e f g h
Megoldas.
15| 2 2 210212121211 Elérhetd a kivant Kkitoltés. frjunk minden me-
@2l 2121212121210 z6be 2-est. Majd a féatloban all6 kettesek ko-
nul2t2 22211 0l0 zul minden ma”sc')dlka/t, cseréljiink le egyesekre;
Konnyen ellendrizhetd, hogy ez egy megfeleld
1022 |2(2(2]0[0|0 Kitoltés.
712]2)2]1/0]0]0]0 Megjegyzés: Barmilyen helyes kitoltés meg-
6 | 2|2 ,2/10/0(0]|0|O0 addsa 3 pontot ér.
3(21]0(0{0]0|0]|O0
2(2,0]0(0{0]0|0O]|O0
16 13 12 9 8 5 4 1

b) A kivént kitoltés nem valésithaté meg. Indirekten fogunk bizonyitani, tegyiik fel, hogy
a kivént kitoltés megvaldsithato.

Adjuk Ossze a 7 sor0sszeget, illetve a 7 oszloposszeget, legyen ez az Osszeg S. S-et ugy
is megkaphattuk volna, ha a négyzetben szereplé minden szamot pontosan kétszer adjuk
ossze.

Tehat S egy péros szam.

Az indirekt feltevésiink szerint az oszlop- és sordsszegek valamilyen sorrendben az 1,2,. ..,
14 szamok. Azaz S =1+2+43+ ...+ 14 = 105. Ez ellentmond S parossaganak, igy el-
lentmonddsra jutottunk. Tehat az eredeti llitdsunkat belattuk.

3 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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Haladok I. kategoria, 3. (dont6) fordulé

Feladatok

1. Az ABCD konvex négyszoget az AC atléja két egyenld teriiletli haromszogre osztja.
Az AC atlon felvett M (belsG) ponton at az AB oldallal parhuzamosan hizott egyenes
a BC oldalt a P pontban, az M ponton dtmend és a C'D-vel parhuzamos egyenes az AD ol-
dalt a @) pontban metszi. Hogyan kell az M pontot megvalasztani, hogy az M PC és
az M QA haromszogek teriileteinek Gsszege minimalis legyen?

2. Felirtuk egy tablara a szamokat 1-t6]1 10-ig. Egy 1épésben kivalasztunk kett6t, és elosztjuk
Oket egymadssal gy, hogy a hdnyados legaldbb 1 legyen. A két kivdlasztott szdmot letdroljiik,
és felirjuk helyette a hanyados egészrészét. Legfeljebb mekkora lehet az utolsénak maradt
szam?

3. Egy n pozitiv egész szdm esetén jelolje f(n) azt a legkisebb pozitiv egész k szdmot,
amelyre igaz, hogy k! oszthaté n-nel. Igazoljuk, hogy végtelen sok n esetén teljesiil, hogy

f(n)

———— >1,99!
fn+1)

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABCD konvex négyszoget az AC atldja két egyenld teriiletli haromszogre osztja.
Az AC atlén felvett M (bels6) ponton at az AB oldallal parhuzamosan hizott egyenes
a BC oldalt a P pontban, az M ponton dtmend és a C'D-vel parhuzamos egyenes az AD ol-
dalt a @ pontban metszi. Hogyan kell az M pontot megvélasztani, hogy az M PC és
az M QA haromszogek teriileteinek 6sszege minimélis legyen?

Megoldas.
A ABCA ~ MPCA és ACDA ~ AMQA, mert két-két
Q szogiik paronként egyenld. A hasonlésag miatt a megfeleld
oldalak ardnya egyenld.
B D Legyen MC = X\- AC. Ekkor a hasonlésdg miatt M P =
=X-ABé MQ = (1—-X\)-CD.
Jeloljik az ABC és a C'DA haromszogek teriiletét ¢-vel
(taBc = tepa).
P
tmpc MPY ., )
= = 1
3) " <AB A (0<A<]) és
¢ tpMQA MQY 2
4 = =(1-X)".
@ @ () =1

29

1 pont

1 pont

1 pont



(3)-at és (4)-et rendezve, Osszeadva

tape +taga = t(A2 + (1= N)%).

(-3 3)

Teljes négyzetté kiegészitést végziink

tupo +tuga =t

VR

1\ ¢

Mivel 2 ()\ - 2> 20, ezért tyrpe + tymga 2 5
E 16sé t kkor all f ha \ !
enlGség pontosan akkor 4ll fenn, ha A = =, azaz —— = —.
gy g P ) > AB 5

Ekkor az M pont az AC' 4tl6 felez6pontja, a keresett minimum értéke R

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Felirtuk egy tablara a szamokat 1-t61 10-ig. Egy 1épésben kivalasztunk kett6t, és elosztjuk
Oket egymadssal gy, hogy a hdnyados legaldbb 1 legyen. A két kivdlasztott szdmot letdroljiik,
és felirjuk helyette a hanyados egészrészét. Legfeljebb mekkora lehet az utolsénak maradt
szam?

Megoldas. Mivel a hianyados legaldbb 1, ezért mindig a nagyobb szdmot osztjuk el a nem

kisebbel. 2 pont
Masrészt mindig legaldbb eggyel osztunk, ezért mindig legfeljebb a két szdm maximumét
irhatjuk fel a tablara. Tehat az elérhet6 maximum legfeljebb 10. 2 pont
Ez el is érhetd. Toroljiik le elészor a 2-3, 4-5, 67, 8-9 parokat. Ekkor lesz néhany egye-
siink és egy tizesiink. Ekkor az egyeseket pdrositva a 10-essel, mindig 10 marad. Tehét el-
érhetd, hogy 10 maradjon a tablan. 3 pont
Osszesen: 7 pont
Megjegyzés: Barmilyen olyan torlési sorrend megaddsa 3 pontot ér, amely végén 10 marad
a tablan.
3. Egy n pozitiv egész szdm esetén jelolje f(n) azt a legkisebb pozitiv egész k szdmot,
amelyre igaz, hogy k! oszthat6é n-nel. Igazoljuk, hogy végtelen sok n esetén teljesiil, hogy
M > 1,99!
fn+1)
Megoldas. Legyen n = p, ahol p > 3 prim. Mivel p felbonthatatlan, ezért p-nek szerepelnie
kell a tényezSk kozott, azaz f(p) = p. 2 pont

30



1
Térjiink at f(p+ 1)-re: Mivel p + 1 tényezsi kozott szerepel a 2 és a Pt és ezek kiilon-

1 1
bozbek, igy (p—;), oszthaté p + 1-gyel, tehat f(p+ 1) =< 2% 2 pont
1) > P 1,99, 1 pont
flo+1) = p+1

2

0,01p > 1,99,
p > 199. 1 pont
Azaz az egyenlGtlenség minden 199-nél nagyobb primre teljesiil, azaz végtelen sokszor. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Haladok - II. kategoria, elso (iskolai) fordulo

Feladatok

1. A k valds paraméter értékétdl fiiggden hany valés megoldasa van a kovetkezd egyenlet-
nek?
2l = 1] =2| =3[ =2~ k.

2. Hatarozzuk meg az 6sszes olyan négyjegyl négyzetszamot, amelynek szamjegyeit eggyel
megndvelve a kapott négyjegyli szdm szintén négyzetszdm lesz!

3. Az AB, AC, BD és CD szakaszok, mint 4tmé-

rok felé félkoriveket rajzoltunk az dbrdn lathaté mo- K\C
don. Fejezziik ki a szinezett rész teriiletét a és b segit- 4 g
ségével, ha AD = a és BC' = b!

4. El lehet-e helyezni egy asztalon egy sikban (a pénzérmék egymasra helyezése nélkiil)

a) 2016
b) 2017
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egyforma, kor alakd pénzérmét tgy, hogy mindegyik pénzérme harom masik pénzérmét
érintsen? Ha el lehet helyezni, akkor egy lehetséges elhelyezést kériink indokldssal; ha nem
lehet, akkor indoklast, hogy miért nem!

5. Tekintsiik a kovetkezd 99 darab egyenletbdl all6 99 valtozds egyenletrendszert!

( a +ap; =1,
ay +az = 2,
asz + ag = 3,

agg + agg = 98,

L @99 + aj =99,

Mennyi a kovetkez$ 6sszeg pontos értéke?
S=a —ay+a3—as ...+ ag7 — asgg + ago.
Megoldasok és javitasi atmutato

1. A k valos paraméter értékétdl fiiggéen hany valés megolddsa van a kovetkez6 egyenlet-
nek?
2l = 1] =2| =3[ =2~ &

Megoldas. Grafikus megoldas:

A baloldali fiiggvény brézoldsa: f(z) = “‘|x| —1]—2| - 3‘.
Yl A jobboldali fiiggvényt, g(z) = x — k, az el6z8 ab-
o] réra illesztve és onmagédval parhuzamosan eltolva,

a két grafikon metszéspontjainak szdma adja az
egyenlet megolddsainak szamét.

Ha k= —6 vagy k = —2 vagy k=0 vagy k =6,
akkor a g(x) = = — k egyenese illeszkedik az f(x)
fliggvény egy-egy szakaszira, ezért ezeknél a k ér-

9(z) tékeknél az egyenletnek végtelen sok megolddsa
—67 van.
T8 Ha k €]—o00;—6] vagy k€ |—6;—-2[ vagy k€

€ ]-2;0[ vagy k €]0;6],
akkor az egyenletnek pontosan egy megoldasa van.

Ha k € ]6; 0o, akkor az egyenletnek nincs megoldésa.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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2. Hatarozzuk meg az 0sszes olyan négyjegyl négyzetszamot, amelynek szamjegyeit eggyel
megndvelve a kapott négyjegyli szdm szintén négyzetszdm lesz!

Megoldas. Ebben az esetben a két szdm kiilonbsége 1111, tehdt az 2> —y* = 1111 egyen-

letet kell megoldanunk, ahol = és y pozitiv egész szamok. 2 pont
Ezt 4talakitva:
(x—y) - (z+y)=1111. 1 pont
Mivel a primtényezds felbontas: 1111 = 11-101, ezért az 1111-nek négy pozitiv osztdja van,
1, 11, 101, 1111. Igy a lehetSségek: 1 pont
U =1 bbsl o = 556, y = 555. Ez nem megoldis 1 pont
z+y=1111 =200 Y =909 goldas. p
Ty =111 bb6l @ = 56, y = 45. Ez j6 megoldds 1 pont
z+y =101 =20,y =%, Bz Jo megoldas. p
Tehét a keresett négyjegyti szam a 2025. 1 pont
Osszesen: 7 pont
3. Az AB, AC, BD és CD szakaszok, mint atmé-
16k felé félkoriveket rajzoltunk az dbrdn lithaté mé- mc D
don. Fejezziik Ki a szinezett rész teriiletét a és b segit- 4 g
ségével, ha AD = a és BC = b!
Megoldas. Jelolje rgp a BD, rop a CD, rac az AC, eap az AB atmérokhoz tartozd
sugarat.
Ekkor a keresett teriilet:
2 2 2 2
THpT  TapT  TaaT TagpT
T = BD”  'CD AC”  "AB 2 t
2 2 T2 2 pon
Alakitsuk at a teriiletet, mivel a sugar az atmér§ fele, és a kozos 7-t és a nevezSben 1évd
2-t kiemelhetjiik:
T = g(BD2_0D2+A02—ABz). 1 pont
Legyen AB = x. Ekkor
T:g((a—x)z—(a—b—x)2+(x+b)2—x2). 1 pont
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Végezziik el a négyzetre emeléseket, és vonjunk Ossze; vagy az a®> — b> = (a+0b)(a—0b)
azonossagot felhaszndlva hozzuk egyszer{ibb alakra a kifejezést:

s

ng((a—x—(a—b—x))(a—x—l—(a—b—az))+(m+b—x)(w+b+x)),
T = %(b(Za—Zx—b) +b(2z + b)),
T:g(Zab),
. abmw
azaz a keresett teriilet T' = o

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

4. El lehet-e helyezni egy asztalon egy sikban (a pénzérmék egymasra helyezése nélkiil)
a) 2016
b) 2017

egyforma, kor alakd pénzérmét Ugy, hogy mindegyik pénzérme harom masik pénzérmét
érintsen? Ha el lehet helyezni, akkor egy lehetséges elhelyezést kériink indoklassal; ha nem
lehet, akkor indokl4st, hogy miért nem!

Megoldas. ElSszor vizsgaljuk a b) kérdést. Ha 2017 darab pénzérme mindegyike harom ma-
sik érmét érint, akkor a 2017 - 3 = 6051 szorzat eredménye pdratlan. Ez azonban lehetetlen,
mivel itt minden érintési pontot kétszer szdmoltunk meg.

Minden érintési pontot kétszer szdmolunk meg, igy nem lehet paratlan az Osszeg.
Tehat 2017 darab pénzérmét nem lehet elhelyezni egy sikban.
a) A 2016-3 = 6048 érintési pont esetén a szorzat pa-

ros, igy most nem 4all fent az el6z6 eset. Ekkor va-
I6ban elhelyezhetéek a pénzérmék, példaul az alabbi
moédon. Képezziink négy pénzérmébdl az dbra szerinti
alakzatot. Ekkor a bels6 érmék 3-3 masik pénzérmét

érintenek.

Majd mivel 2016 : 4 = 504, ezért 504 darab ilyen né-
gyest helyezziink el korben, mintha a két szélsé kor-
lap kozéppontjait 6sszekotd szakasz egy 504 szog egy
oldala lenne.

Igy az els6 és utolsé pénzérme is hdrom masik pénzérmét fog érinteni.

1 pont
1 pont
1 pont

2 pont

1 pont
1 pont

Osszesen:

Megjegyzés: Barmely mads, de helyes konstrukcié mutatdsa és a konstrukcié helyességének
magyarazata is 4 pont. Ha nincsen magyardzat a konstrukcié mellett, akkor arra legfeljebb
2 pont adhato.
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5. Tekintsiik a kovetkezé 99 darab egyenletbdl all6 99 valtozés egyenletrendszert!

a +ap; =1,
ay +asz = 2,
asz + ag = 3,
agg + agy = 98,
L @99 + aj =99.

Mennyi a kovetkezd 6sszeg pontos értéke?
S=a —ay+a3—as*...+ ag7 — agg + ago.
Megoldas. Vonjuk ki rendre a parosadik sorszamu egyenletekbdl az el6z6 egyenleteket!

A madsodik egyenletbdl kivonva az els6t adddik:

az—a; =1 — a3=a;+ 1.

A negyedik egyenletbdl kivonva a harmadikat adédik:

as—az=1 — as=a3+1=a; +2.

A 98-adik egyenletbdl kivonva a 97-ediket:

agg—ag; =1 — a9 =a9y7+1=a¢gs+2=...=a3+48 = a; +49.

Majd hasonléan vonjuk ki rendre a pératlanadik sorszdmu egyenletekbdl az el6z6 egyenle-
teket!

A harmadik egyenletbdl kivonva a masodikat adédik:

aps—ar=1 — ag=ar+ 1.

Az 6tddik egyenletbdl kivonva a negyediket adédik:

ag—as =1 — ag=as+1=ar+ 2.

A 97-edik egyenletbdl kivonva a 96-odikat:

agg —ags =1 — agg=ags+1=apu+2=...=a4+47 =a, +48.

Végiil a 99-edik egyenletbdl kivonva a 98-adikat:

ar—ag =1 — a; = agg + 1.
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Innen adédik (az el6z6 eredményeket Osszekapcsolva), hogy az a;-k 99 egymast kovetd
szam:
agg9 =a97+ 1 =a9s+2=...= a3 +48 =a; +49 = agg + 50 = ags + 51 =
=ag+52=...=a4+97 =a, +98.

Kiszamoljuk a;, ag9 pontos értékét. agg + a; =99, és ag9 = a1 +49 — a; = 25,
agg — 74.

Innen a tobbi a; is adoédik: —24-t6l 74-ig az egész szamok.

(Bdrmilyen modon a helyesen megoldott egyenletrendszer (akdr megsejtve a megolddst, és
leellendrizve) 5 pontot érjen!)

A kérdéses Osszeg sokféleképpen megadhatd, példiul:
S = ((199—a98)+(a97—a96)+...+(a3—ag)—i—a] =504+50+...4504+a; =
=49 .50+ 25 = 50> — 25 = 2475.

(Itt azt haszndltuk ki, hogy az egy zdrdjelben 1évd két szam kozott az egyenletrendszer meg-
olddsa alapjdn mindig 50 a kiilonbség.)

Vagyis a kérdéses S Osszeg értéke: S = 2475.

3 pont

2 pont

2 pont.

Osszesen: 7 pont

Haladok I1. kategoria, 2. fordulé

Feladatok

1. Igazoljuk, hogy az z!(x +4)! = y* egyenletnek nincs megolddsa, ha z és y pozitiv egész
szamok!

2. Egy kor AB atmérgjén tgy vessziik fel a C' és D pontokat, hogy azok a kor kézéppont-
jatol egyenld tavolsagra legyenek. Bizonyitsuk be, hogy ha P a korvonal tetszdleges pontja,
akkor a C'P? + DP?* 4llandd.

3. Legyen a, b és ¢ egy haromszog harom oldaldnak hossza. Bizonyitsuk be, hogy

3(ab+ ac+bc) < (a+ b+ ¢)* < 4(ab+ ac + be).
Mikor all fenn egyenl&ség?
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4. A derékszogl koordinata-rendszer 1. negyedének racspontjaiba az abran lathat6 moédon
atlésan beirjuk az egymdst kovetd természetes szdmokat. (A 0 az origéba keriil.)

a) Milyen koordinétdju pontban van a 2017?

b) Milyen szdm szerepel a P(54;72) koordindtdji pontban?

Megoldasok és javitasi itmutaté
1. Igazoljuk, hogy az z!(x +4)! = y* egyenletnek nincs megolddsa, ha z és y pozitiv egész
szamok!
Megoldas. Végezziik el az aldbbi 4talakitast:
(2 (x + 1) (z +2)(z + 3)(z 4+ 4) = 3% 1 pont
Mivel a bal oldal elsd tényezdje €s a jobb oldal négyzetszam, ezért az

(x+1D(z+2)(z+3)(x+4)

szorzatnak is négyzetszdmnak kell lennie. 2 pont
Szorozzuk az els6 tényez6t a negyedikkel és a két kozéps6t egymadssal, ekkor a kovetkezbt

kapjuk: (2% + 52 + 4)(2* + 5z + 6). 2 pont
Jeloljiik 2* 4 5z + 4-et n-nel, ekkor a két tényezd szorzata n(n + 2) = n? + 2n. 1 pont

Ez nem lehet négyzetszdm, hiszen két egymast kovetd négyzetszdam: n” és (n + 1)2 kozé

esik n > 0 miatt. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Egy kor AB atmérgjén ugy vessziik fel a C' és D pontokat, hogy azok a kor kozéppont-
jatol egyenld tavolsagra legyenek. Bizonyitsuk be, hogy ha P a korvonal tetszdleges pontja,
akkor a CP* + DP? 4llando.
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Megoldas.

Haszndljuk az édbra jeloléseit, ahol T' a P pont AB
szakaszra es6 merdleges vetiilete és x jeloli az AT
tavolsdgot! Legyen tovabbda KC = KD = a.
Szimmetria okokbdl elegendd, azt vizsgalnunk, ha
a T pont az AK szakaszra esik.

B A KTP,CTP és DTP derékszogli haromszogek-
ben felirjuk Pitagorasz tételét:

(1) m’ + (r—x)* =17,
(2) m? + (a — (r—x))zzcz,
(3) m? + (a+ (r — )’ = &

Az egyenleteket dtalakitva:

(1) m? + x* — 2rz =0,

(2) m? 4+ 2* — 2rz = ¢ — a* — r* + 2ar — 2ax,

(3) m? +2® — 2rx = d* — a* — r* — 2ar + 2ax.

Igy az aldbbi egyenletrendszerhez jutunk:

(2) & —a* —r? +2ar — 2ax =0,
(3) d® —a® —r* —2ar + 2ax = 0.

Az egyenleteket Osszeadva:
F+d*—2a%—2r* =0,
A+ d? = 2a* + 212
A kivént éllitdshoz jutunk.

Amennyiben a 7T pont a CK szakaszon kiviilre esik, akkor (2) a kovetkezd alakra
modosul:
m?*+ ((r—z) — a)2 =%

Mivel ez ekvivalens az eredetivel, ezért ugyanazt az eredményt kapjuk.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Amennyiben a versenyzd felhaszndlja az aldbbi tétel: Bdrmely hdromszogben
2

a
igaz az a oldalhoz tartozé silyvonalra az aldbbi dsszefiiggés b* + ¢ = 252 + EX de a té-

telt nem bizonyitja, legfeljebb 2 pontot kaphat. (A tétel sem a kozponti tantervekben, sem
a fiiggvénytdbldzatban nem szerepel.) Amennyiben bizonyitja is a tételt, a maradék 5 pont
az vtmutatoé pontszdmainak megfelelGen bonthato.
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3. Legyen a, b és ¢ egy haromszog harom oldaldnak hossza. Bizonyitsuk be, hogy

3(ab+ ac+ be) < (a+ b+ ¢)* < 4(ab+ ac + be).

Mikor all fenn egyenl&ség?

Megoldas. A hiaromszog oldalaira vonatkozé egyenlStlenség alapjan |a —b| < ¢, l[a—c| < b
és |b—c| < a.

Mivel az egyenl6tlenségek mindegyik oldala nem negativ, ezért négyzetre emelhetéek és

osszeadhatdak:

a’> —2ab+ b* + a® — 2ac + & + b* — 2bc + & < & + b + a’.

Mindkét oldalbél vonjunk le a® + b* + ¢*-t és adjunk hozzd 4(ab + ac + be)-t.

Ezzel az (a2 +b* + ¢+ 2ab+ 2ac+ 2bc) < 4(ab+ ac + be) egyenlStlenséghez jutunk, ami
éppen megfelel a bizonyitand6 allitds jobb oldaldnak.

A baloldali egyenl6tlenség bizonyitdsdhoz hasznéljuk az (a — b)* + (a — ¢)* + (b—¢)* = 0
mindig teljesiilé egyenlStlenséget.

A négyzetre emelést elvégezve, a negativ tagokat a mdsik oldalra rendezve és kettével osztva
adjunk mindkét oldalhoz 2(ab + ac + be)-t, igy a bizonyitandé egyenlStlenséghez jutunk.

A bizonyitasbdl latszik, hogy egyenléség az a = b = ¢ esetben (azaz szabdlyos haromszog
esetén) van.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen:

4. A derékszogli koordindta-rendszer 1. negyedének racspontjaiba az dbran lathaté médon
atlésan beirjuk az egymast kovetd természetes szamokat. (A 0 az origéba keriil.)

a) Milyen koordinétdju pontban van a 2017?

b) Milyen szdm szerepel a P(54;72) koordinatdji pontban?

Megoldas. a) Mivel az egyes atlokban 1év6 pontok szdma az egymast kovets természetes
szdmoknak felel meg,
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az y tengely (0;n) koordinatdju pontjdba irt szimot a 0-t6l n-ig vett szamok Osszege adja
meg.

sz

Annak a ferde sornak, amelyen a 2017 is rajta van, az y tengelyen 1év6 pontjanak n koor-

n(n+1)
2

dinatajara igaznak kell lenni az < 2017, a kovetkez$ sorra pedig az

CEDUEL NP

egyenl6tlenségnek.
Az elsé egyenl6tlenségbdl n < 63,01, a masodikb6l n > 62,01. Igy n = 63 lehet csak.
1-t61 63-ig a szdmok osszege 2016. Igy a 2017 koordinétaja: (1;62)

b) Az adott pont a (0;72 4 54 = 126) koordindtdji pontbdl indulé ferde soron van. Az erre
a pontra irt szdm 126-ig a szdmok 6sszege, azaz 8001.

Innen még 54 1épést kell megtenni lefelé az adott pontig, igy erre a pontra {rt szdm a

8001 + 54 = 8055.

1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok II. kategoria, 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Két egységsugard kor — ko és k; — érinti egymadst és egy egyenest. Berajzoltuk azt a leg-
nagyobb k, kort, amelyik a ky-t és k;-et is, és az egyenest is érinti. Majd berajzoltuk a ki, k;
és az egyenes kozé rajzolhat6 legnagyobb k; kort. Es igy folytatjuk tovabb. Mekkora a kao17
sugara?

2. Adott egy otelemi halmaz, a halmaz elemei kiillonb6z6 egész szdmok. Vegyiik minden
részhalmaza esetén a részhalmaz elemeinek Osszegét. Maximum hényszor fordulhat el6 a 7
az ilyen Osszegek kozott?
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3. Oldja meg a kovetkezd egyenletet a valés szamok halmazan!

3x+3_4+ rz+1
V& Vi -+ 1

Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Két egységsugart kor — kg és ki — érinti egymadst és egy egyenest. Berajzoltuk azt a leg-
nagyobb k, kort, amelyik a ky-t és k;-et is, és az egyenest is érinti. Majd berajzoltuk a ki, k;
és az egyenes kozé rajzolhat6 legnagyobb ks kort. Es gy folytatjuk tovabb. Mekkora a ko7
sugara?

Megoldas. ElGszor dltalanosan nézziikk meg, hogy két egymast és egy kozos egyenest érintd
korok kozé mekkora sugard legnagyobb kor irhaté be. A kor sugara akkor a legnagyobb, ha
érinti a két kort, és az egyenest.

Oy
E
O, T
) G
L 9 K
N
A C B

Legyen az dbra jeloléseit haszndlva O, kozéppontd kor sugara a, Oy kozépponti kor su-
gara b, a keresett O, kdzéppontd kor sugara c.

Legyenek az O,, Oy és O, kozéppontok merdleges vetiiletei az egyenesen rendre A, B és C.
04-bdl és O.-bbl bocsassunk merblegeseket AO,-ra, és BO,-re.

A kozéppontokat 0sszekotve az érintési pontokon dthaladé szakaszokat kapunk.
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A keletkezett LO,O., KO Oy és O,T Oy derékszogili hairomszogbdl a Pitagorasz-tétel segit-

ségével kifejezhet6 az egyenessel parhuzamos oldal:

LOC:\/(a—i—c)z—(a—c)z:Z\/ﬁ,

KO, = \/(b+c)2— (b—¢)* = 2Vbe,

OuT = \/(a + 1) — (b— a)> = 2v/ab,
0.T = KO, + LO,.

Behelyettesitve kapjuk:

Vab = Vbe + Vac.

Majd v abc-vel leosztva:

1 1 1
- =4
ve  Va o Vb
Azaz ro = 1 és r; = 1-et behelyettesitve:
! =14+1=2
VT2 ’
1
o = =
2 47
1 1 1
7:74—7:3’
VT3 \ﬁ 1
4
1
7’3—§.

Az elsd néhény eset utdn a sejtés, hogy r, = —.
n

Tegyiik fel, hogy n-re igaz, és vizsgaljuk meg (n + 1)-re:
I SR DI

/Tntl N/ | 1

n2

1
Azaz 1y = ——, az dllitast igazoltuk.
(n+1)
1

Tehat = —.
ehat 71017 20172

42

+1=n+1.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



2. Adott egy oOtelemii halmaz, a halmaz elemei kiilonb6zé egész szamok. Vegyiik minden
részhalmaza esetén a részhalmaz elemeinek Osszegét. Maximum hédnyszor fordulhat el6 a 7
az ilyen Osszegek kozott?

Megoldas. 1 db egyelemii ilyen halmaz lehet.

Ha két ilyen kételemi halmaznak egy kozos eleme lenne, akkor az 0sszegfeltétel miatt a két
elem megegyezne (a +b =b+ c =7 esetén a = c lenne).

Tehét diszjunkt kételem@ halmazok kellenek, ilyenekbdl 2 van.

Haromelemi halmazok max. 1 elemben egyezhetnek meg az osszegfeltétel miatt (a+b+c =
=d+b+c=717esetén a = d lenne).

Ezért max. 2 haromelem{ halmaz lehetséges egy kozos elemmel. A harmadik haromelem{
halmaznak valamelyikkel legalabb kettd kozos eleme lenne.

Két négyelemli halmazunk max. két elemben egyezhet meg, ezért 5 elemdi alaphalmaznal
egy 4 elemd halmaz van csak.

Otelem(i halmazbdl legfeljebb 1 van, tehit dsszesen max. 1 +2+ 2+ 1+ 1 = 7 ilyen rész-
halmaz lehet.

Akkor kaphatnank 7 részhalmaz elemeinek 0sszegeként 7-et, ha lenne 1 darab 6telem, 1 db
négyelemi és 2 darab hiromelem( 7 6sszegli halmazunk.

a+b+c+d+e=76és a+b+c+d=7T-Dbbl e =0 kovetkezik.

A haromelemi halmazok nem lehetnek {a;b;c;d} részhalmazai, mert ekkor az dsszeg nem
lehet 7. Ezért a két haromelemt k6z6s eleme a 0 és a, b, ¢, d koziil egyik is tartalmaz kettd
elemet (példaul a, b), a masik a maradék kettd elemet (példaul c, d).

De ez lehetetlen, mert ekkor a + b + ¢ + d = 14 lenne, tehit nem lehet 7, legfeljebb csak 6
megfelel részhalmaz.

Egy otelem{i halmaz, melynek 6 db 7 Gsszegii részhalmaza van példaul a {—3;0;3;4;7}.

A megfelel§ részhalmazok: {7}, {0;7}, {3;4}, {—3;3;7}, {0;3;4} és {—3;0;3;7}.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont
1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Oldja meg a kovetkezd egyenletet a valés szamok halmazan!

Je4d w4l
VT Viz—z+1

Megoldas. A bal oldalon szerepld nevez6 miatt - > 0 feltételnek kell teljesiilnie. A jobb ol-
dalon 1év6 gyok alatti masodfoku kifejezés diszkrimindnsa negativ, ezért a kifejezés minden
x-re pozitiv.

Alakitsuk at a bal oldalt dgy, hogy a szdmldléban 1évé Osszeg mindkét tagjat osztjuk

V-szel:

3¢5+3x:3<¢5+

()
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Tudjuk (a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenség alapjan), hogy egy pozitiv
szamnak és reciprokdnak Osszege mindig = 2, igy az egyenlet bal oldala mindig nagyobb-
egyenld 6-nal.

Az egyenl6ség csak akkor teljesiilhet, ha ez a jobb oldalra is igaz, azaz

rz+1

vai—z+1

1\

2.

Mivel mindkét oldal és a nevezd is nem negativ, ezért beszorozhatunk és négyzetre emelhe-
tiink.

Kapjuk: % 4 2z 4 1 > 4% — 4z + 4, rendezve: 0 > 32> — 6z + 3 = 3(z — 1)°. Ez viszont
csak akkor teljesiilhet, ha = 1.

Behelyettesitéssel megmutatjuk, hogy ez valéban megolddsa az egyenletnek.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

Osszesen:

Haladok III. kategoria, 1. fordulé

Feladatok

1. Adott egy AB szakasz, s rajta tetsz6legesen 2017 pont. A szakaszra az dbran lathaté
moédon adott a szogli egyenl6szard haromszogeket rajzolunk.

P
4 P16

Prorg
A N1/<>\ Ny N5 Nooi4 Nooie AB

& N,V N; Noots No17
Py

Pyo1s
P17

P, Ps

a) Hogyan vegyiik fel a pontokat, hogy ezen hdromszogek teriileteinek 0sszege minimadlis
legyen?

b) Hogyan vegyiik fel a pontokat, hogy az AP, NP, N, ... PyygB torottvonal hossza a leg-
nagyobb legyen?
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2. A BAC< belsé szogfelezGjének egyik — A-t6l kiilon-
A B boz6 — pontja D. Bizonyitsuk be, hogy ha két kor k6zos
metszéspontja A és D, akkor a BAC< szbg széarainak

(AB és AC félegyenesek) a két kor kozé esd szakasza
ugyanolyan hosszi! Diszkutdljuk a feladatot!

3. 10 egymast kovetd egész szam koziil maganyosnak nevezziik azokat, amelyek relativ pri-
mek az Osszes tobbihez. Igazoljuk, hogy 10 egymast kovetd egész kozott mindig lesz leg-
alabb egy, ami maganyos!

b) Mutassunk példat 10 szomszédos egészre, amelyek kozott pontosan egy maganyos szdm
van!

4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valds szdmpéarok halmazan:

{(x—m)(y—\/ﬁ)zl,

(*+y—-2)(y* +2—2)=-2.

5. Ramszesznek, a farad irnokdnak van néhdny egyforma nagysagu buzalepénye. Vallasi el6-
frasokbdl, ha egy lepényt felvdgnak, akkor legfeljebb hét darab egyforma nagysigi részre
kell vagni, és az egyszer mdr tobb részre osztott lepény darabjai tovdbb mar nem osztha-
téak.

Igazoljuk, hogy ha Ramszesznek legaldbb 18 egyforma lepénye van, akkor szét tudja osz-
tani olyan adagokra, hogy az egyiptomi holdhénap mind a 28 napjara egyforma mennyiségi
lepény jusson!

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Adott egy AB szakasz, s rajta tetsz6legesen 2017 pont. A szakaszra az dbran lathaté
moédon adott a szogli egyenl6szard haromszogeket rajzolunk.
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P
4 P16

Pyo1s
A N]A Ny N5 Nooi4 Nooie AB

& N2V N; Noois Noo17
Py
P15

P17
Py Ps

a) Hogyan vegyiik fel a pontokat, hogy ezen hdromszogek teriileteinek Osszege minimalis
legyen?

b) Hogyan vegyiik fel a pontokat, hogy az AP, NP, N, ... Pyy3B torottvonal hossza a leg-
nagyobb legyen?

Megoldas.

a) Legyen A = Ny és B = Ny 5. Irjuk fel egy kis harom-
sz0g teriiletét.

A hdromszdg magassiga: m; = x; - tga, igy a teriilete

TN, NP, = T; - 80, 1 pont

2018 2018 2018
T:ZTNHNZPZ.:ng-tga:tga-z%z: 1 pont
i=1 i=1

i=1

A négyzetes és a szamtani kozép kozotti egyenlStlenség alapjan:

2018 5 \?2 2 2
x; > > AB ) .
= 2018t =tga- = allandoé. 2 t
;2018> = go‘<2018> 84 p01g — HANCe pon
Az egyenl6ség pontosan akkor all fenn, amikor a pontok egyenletesen helyezkednek el. 1 pont
b) Egy tetsz6leges haromszog két szdra:
2 .
20; = =L
cos «
2018 018 5 2018
= . . = . ¢ = . . =
§=2 le 2 Zcosa cos o sz
=1 =1 1=1
2AB
= = all. 1 pont
cos «
A torottvonal hossza allandé a pontok helyének megvélasztasatdl fiiggetleniil. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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Megoldas.

N
I

2. A BAC< belsé szogfelezGjének egyik — A-t6l kiilon-
boz6 — pontja D. Bizonyitsuk be, hogy ha két kor k6zos
metszéspontja A és D, akkor a BAC< szbg széarainak
(AB és AC félegyenesek) a két kor kozé esd szakasza
ugyanolyan hosszi! Diszkutdljuk a feladatot!

ElGszor vizsgaljuk azt az esetet, amikor A nem esik
egybe a kérdéses szakaszok egyik végpontjival (azaz
E-vel, F-fel, H-val vagy G-vel).

A feltételbdl tudjuk, hogy BAD< = DAC«K.

Azonos nagysdgu keriileti szogekhez azonos hosszi-
sagi hdrok tartoznak, igy DE = DG, illetve a masik
koron F'D = DH.

Az EDG< = FDH<, mert mindkett§ szog az AEDG,
illetve az AFDH harnégyszogben az FEAH<-gel
szemkozti szoge.

Mivel EDH< kozos, ezért EDF< = HDG<. Tehét
a DFEN é a DGH/A egybevagd, mivel két olda-

lukban és a kozbezart szogiikben megegyeznek. Igy
EF =GH.

Ha A egybeesik H, G, E vagy F' valamelyikével, ugy
a fenti bizonyitasban szereplé hurnégyszogek egyike
nem alakul ki.

Vizsgéljuk meg azt az esetet, amikor A = H.

A tobbi analég ezzel.

Ebben az esetben AG az A, D, F' pontokat tartalmazé
kor érintje lesz. Igy az érintSszard és keriileti szogek
tételébdl GAD< = AF D<.

Igy AFB hiromszog egyenlSszard, mivel két szoge
megegyezik, azaz AD = DF.

Hasonl6an az el6z6ekhez, a BAD< = DAC« feltétel-
b6l DE = DG.

AEDG htrnégyszog AED< kiegészitd szoge pedig
megegyezik AG D<t-gel.
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Igy ebben az esetben is megkapjuk, hogy a DFEA és a DGAA egybevigé, mivel szoge-
ikben és 2 oldalukban is megegyeznek. Igy EF = GH. 1 pont

Abban az esetben, amikor ¥ = H = A (ekkor mindkét sz6gszar érintGje 1-1 kornek), a meg-
felel6 szakaszok egyenlOsége szimmetria miatt nyilvanval6. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. 10 egymast kovetd egész szam koziil maganyosnak nevezziik azokat, amelyek relativ pri-
mek az Osszes tobbihez. Igazoljuk, hogy 10 egymast kovetd egész kozott mindig lesz leg-
alabb egy, ami maganyos!

b) Mutassunk példat 10 szomszédos egészre, amelyek kozott pontosan egy maganyos szdm
van!

Megoldas. Legyen = és y két egész szam, amelyek kozos osztdja d. Ekkor d | x — y. Tehat,
ha a 10 egymast kovetd szam koziil kettd nem relativ prim, akkor biztosan kozos osztdjuk
a 2; 3; 5 és 7 szamok valamelyike. 2 pont

A szdmok kozott pontosan 6t paratlan szam van. Ezek koziil legfeljebb kettd oszthaté 3-mal,
és legfeljebb egy-egy oszthatd 5-tel, illetve 7-tel. Azaz legfeljebb 2 4+ 1 + 1 péaratlan szam
lehet oszthaté a 3; 5; 7 szamok valamelyikével. Igy biztosan marad olyan szdm, ami nem
oszthaté a fenti szdmok egyikével sem. Ez a szdm biztosan maganyos lesz. 2 pont

b) Az a célunk, hogy a 10 szdm koziil 9 oszthat6 legyen a 2; 3; 5 és 7 szdmok valamelyi-
kével, illetve ezek a primek legalabb két szamot osszanak a 10 koziil.

Prébélgatassal taldlhatunk, olyan oszthatésdgi feltételeket, amelyek ezt teljesitik. Ezt az
alabbi tdbldzatban foglaljuk Ossze:

aj 4%) as a4 as (£73 a7 as a9 aio
2| 2| 2| 2| 2|
3| 3| 3| 3|
5] 5]
7] 7| 2 pont

Tehat olyan a;-et keresiink, amely oszthaté 30-cal és a 7-es maradéka 6. Konnyen ellendriz-
hetd, hogy a 90 egy jo vélasztds.

Tehat az aldbbi 10 szdm olyan lesz, amelyben csak egy maganyos szdm van:

90; 91; 92; 93; 94; 95; 96; 97; 98; 99. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Barmilyen helyes példa megadasa (megfelel6 indokldssal egyiitt) 3 pontot ér.
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4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a valés szamparok halmazan:

{(x—\/xz—l—l)(y—\/ﬁ):l,

(* +y—2)(y* +2—2)=-2.

Megoldas. ElSszor megmutatjuk, hogy az elsd (l‘ —vVa2+1 )(y —Vyr+1 ) = 1 egyen-
letbdl kovetkezik, hogy y = —x.

(A fenti észrevételért — bizonyitds nélkiil — :

Ehhez az els egyenlet baloldaldnak mindkét tényezGjét szorozzuk (—1)-gyel:

(1) (Va2 +1—z)(Vi2+1—-y)=1

Itt nyilvdn y = —x esetén teljesiil az egyenlet, megmutatjuk, hogy més esetben nem. Ezt Ggy

mutatjuk meg, hogy igazoljuk, hogy a b(z) = /a2 + 1 — z fiiggvény szigordan monoton
csokkend. Ebben az esetben nyilvan legfeljebb egyetlen x esetén vehet fel barmely értéket,
igy ha pl. y-t paraméterként rogzitjiik, akkor az (1") paraméteres egyenletnek legfeljebb egy
megoldéasa lehet, de egy megoldas (jelesiil x+ = —y) mindig van is.

(A szigorii monotonitds észleléséért:

A szigord monoton csokkenés pontosan azt jelenti, hogy ha x; < x; — b(xy) > b(x3).
Legyen el8szor 1 < zp < 0! Ekkor mivel (/2?2 + 1 > (/23 + 1, és (—z1) > (—x2) az x4,
T, valasztasa miatt, ezért ekkor a csokkenés trivialis.

Legyen most 0 < ) < x,! Atalakitva kissé b(x)-t (a szokdsos v/ 22 + 1+ x konjugalt-bdvi-

téssel):
(\/xz—l—l—:v)(\/:pz—l—l—f—x)_ 1
vei+1+zx Vil 4

b(x) =

Most a nevezét vizsgalva adédik, hogy \/ +1< \/ z3+ 1, és x; < z, miatt a nevezd
szigordan novekvo, és pozitiv, de akkor az egész tort szigordan csokkend.

Es végiil (mivel a 0-t mindkét esetben felvehette x;, illetve x;) addédik, hogy barmely
x1 < xp esetén b(xy) > b(x,). Ezzel a szigord monoton csokkenést belattuk.

(A szigori monotonitds bizonyitasaért:

Mivel y = (—x) a masodik egyenlet dtirhat6 a kovetkez$ alakba:
(2" (2 —2—-2)(2* + 5 —2) = -2
Innen adédik:

(22 —z—-2)(2*+2-2)=((2*-2)—2)((2" —2) +2) =

2/
2) :(x2—2)2—1:2=:n4—5$2—|—4:—2.

Innen: 0=z*— 522+ 6= (22 —2)(2® —3). Vagyis z lehetséges értékei: z; = /2;

Ty =—V2; 23 =3 24 = —V3.
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(A masodik egyenlet megoldasaért:

Azaz a négy lehetséges (x;y) megoldas:
(=v3;V3); (V3:;—V3); (—=v2;v2); (V2;-V2).

(A négy megoldaspér felsoroldsiért:

2 pont)

1 pont)

Osszesen: 7 pont

5. Ramszesznek, a fara6 irnokdnak van néhiany egyforma nagysagu buzalepénye. Vallasi el6-
irdsokbodl, ha egy lepényt felvdagnak, akkor legfeljebb hét darab egyforma nagysigu részre
kell vagni, és az egyszer mdr tobb részre osztott lepény darabjai tovabb mar nem osztha-
téak.

Igazoljuk, hogy ha Ramszesznek legaldbb 18 egyforma lepénye van, akkor szét tudja osz-
tani olyan adagokra, hogy az egyiptomi holdhénap mind a 28 napjara egyforma mennyiségl
lepény jusson!

Megoldas. Azt fogjuk megmutatni, hogy elegendd, ha egy lepényt csupan négy, vagy hét
részre vaghatunk. Ilyen osztasokkal is igazsdgosan szétoszthaté 28 egyenld részre n darab
lepény minden n > 17 szdm esetén.

El6szor is megmutatjuk, hogy barmely n > 17 egész elGéll n = 4a + 7b (a,b € N) alakban.
(Ez az ismert Frobenius-féle pénzosztdsi probléma specidlis esete.)

—-Han=18=4-14+7-2 - a=1;b=2.

-Han=19=4-3+7-1 - a=3;b=1.

-Han=20=4-5+7-0 - a=5;b=0.

-Han=21=4-0+7-3 - a=0;b=3.

Innentdl minden tovadbbi szdm el6dll az el6z6ekhez ,,néhany” 4-est adva.
(PL.n=43 esetén 43 —19=24=4-6 — 43=4-3+6)+7-1 - a=9;b=1.)
Vagyis valéban minden n > 17 egész elGdll n = 4a + 7b (a,b € N) alakban.

Ezek utdan barmely n > 17 mennyiségli lepény esetén a kivant felosztas 28 egyenld részre
konnyen megtehet6 a kovetkez6 mdédon:

Irjuk fel n-t n=4-a+7-b (a,b € N) alakban.

Ezutan 4 - a lepény mindegyikét osszuk fel egyenként 7-7 (6sszesen 7-4-a = 28 - a) egyenld
darabra.
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Majd 7 - b lepény mindegyikét osszuk fel egyenként 4-4 (6sszesen 4 -7 -b = 28 - b) egyenld
darabra. Minden napra a darab 7-ed, és b darab 4-ed lepényt félretéve mind a 28 napra

azonos, vagyis % + 1 mennyiségli lepény jut.

Ezzel a felosztast megvaldsitottuk. 3 pont

Osszesen: 7 pont

Haladok III. kategoria, 2. (donto) fordulé

Feladatok

1. Az ABC héaromszog hegyesszogli. Minden magassdgszakaszan felvessziik a cstcstol ta-
volabbi harmadolépontokat, legyenek ezek rendre A’, B’, C’. Igazoljuk, hogy az ABC és
az A'B'C’ haromszogek hasonléak.

2. A H halmazt hivjuk izgalmas halmaznak, ha olyan véges, valds szamokbdl allé6 halmaz,
hogy minden = € H esetén x> — x € H is teljesiil.

Hany elem{i az a G halmaz, amely az Gsszes lehetséges 2017-elem( izgalmas H halmazok
unidja?

3. Adott egy 8 x 8-as sakktdbla. Nevezziik f6atlo-

8
nak az al-h8 atlot. Az atlé alatti mezdSket 0-kal tolt-
jik ki, mig a tobbi mezbbe pozitiv négyzetszamokat
frunk. A kitoltés utdn megvizsgdljuk a sor-, il- 6 0)0
letve oszloposszegeket. Legkevesebb hany kiilon- 5 0,00
b6z6 szam lehet a 16 6sszeg kozott? 4 0101010
3 0/0|0]0]|O0
2 0/0|0|0|0]|O
1 0[0|]O0|O|O]O]O
a b ¢ d e f g h

Megoldasok és javitasi itmutaté

1. Az ABC héaromszog hegyesszogli. Minden magassdgszakaszan felvesszilk a cstcstdl ta-
volabbi harmadolépontokat, legyenek ezek rendre A’, B’, C’. Igazoljuk, hogy az ABC és
az A'B'C’ haromszogek hasonl6ak.
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Megoldas.

Haszndljuk az abran lathat6 jeloléseket (S a stly-
pont, M a magassagpont).

S harmadolja az AF), silyvonalat, mig az A" har-
madolja a magassagvonalat (AS = % - AF,, illetve
AA' = 3. AT,). Mivel az AA'SA és AT, F,A
A-nal 1év6 szogei is megegyeznek, ezért a két
hdromszog hasonld, tehét az SA’ szakasz péarhuza-
mos a BC' oldallal.

Tehit az SA'M hiaromszog derékszogli. Hasonlé
allitds igaz a mésik két harmadolépontra is. Igy
az A', B', C' pontok az MS, mint 4&mérd folé
emelt koron vannak.

Mivel a pontok egy koron vannak, ezért a
O'B'A<x=CMA< (mindkét szog a C'A
ivhez tartozik). A C’'M A’'<-et mar konnyen tudjuk
szamolni. Mivel MT,CA és CT. B/ derékszogd,

Magassdgok harmadolépontjai ezért

C'B'A1=CMA<=90°—-T,CT.<< =90° — (90° — ABC<) = ABC<.

Az A'B'C’ haromszog mdsik két szogére is hasonlé médon igazolhatjuk a megfeleld egyen-
16séget. Tehat a két haromszog szogei paronként megegyeznek, azaz a két haromszog ha-
sonld.

2 pont

2 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

2. A H halmazt hivjuk izgalmas halmaznak, ha olyan véges, valés szdmokbdl 4ll6 halmaz,
hogy minden = € H esetén 2> — x € H is teljesiil.

Hany elemi az a G halmaz, amely az Osszes lehetséges 2017-elem( izgalmas H halmazok
unidja?

Megoldas. Legyen f(z) = z° — z. Ha y = f(x), akkor azt fogom mondani, hogy y szdm
x szdm képe, mig x szam y Ose.

El6szor megmutatjuk, hogy ha 2 < z € H, vagy —1 > x € H, akkor H halmaz nem véges,
és igy nem izgalmas.

Ha2 <z — 2°—2=x(x—1) > 2(2 - 1) = x, vagyis minden ilyen € H esetén van
olyan 2’ > z, hogy x’ € H, azaz H nem véges.

Ha —1>2 — 2> —z=x(x—1)> (=1)((—1) — 1) = 2, vagyis ilyen a-ek képe 2-t6l

nagyobb, innen az el6z6 sor miatt H nem lehet véges.

Most nézziikk meg, hogy mi van, ha 0 < z < 1! Ha 0 < = < 1, akkor
f(f(z)) = (xz—at)z — (@ —2)=2@@-1)(2*—z-1)=2(1—2)(1 +2 —2?).
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Mivel a pozitiv tagd (ezért kellett az utols6 1épésben az elébb (—1) - (—1)-gyel szorozni)
szdmtani-és-mértani-kdzepek kozotti osszefiiggés miatt

U (P ey (= B ESEEa)

:Sz(l—$;1+$—$2),

<(1—x)+(21+1:—:c2)>2: (2—2x2>2< N

Vagyis ha 0 < z < 1, akkor 0 < f(f(x)) < x, de akkor megintcsak nem lehet H véges, és
igy izgalmas sem. 1 pont
2

Most nézziik meg, van-e az f(x) = x
fle)=c.

Az 2* — x =z egyenletet megoldva adédik, hogy a két lehetséges fixpont: x; =2, és
Ty = 0.

—z fliggvénynek fixpontja, vagyis olyan c szam, hogy

Ezek, és csak ezek azok a szdmok, amelyek bevétele a H halmazba nem vonja maga utdn
egy masik szdm bevételét H-ba (vagyis sajat maguk képei, illetve Gsei).

Most nézziikk meg, mely szdmok a 0, és a 2 szdmok tovédbbi Gsei!

Megoldva 22 — z = 2 egyenletet adédik, hogy 2 mésik Gse a —1, mig megoldva 2> —z = 0
egyenletet adédik, hogy 0 mésik &se az 1.

Most vizsgiljuk meg, hogy ezeknek az 1j szdmoknak mik a tovdbbi Gsei! Mivel

1V 1
f(w)=:v2—x=<w—2> -

ezért:

1 1
e hay= T akkor pontosan egy Ose van <x = 2>,

1
e hay> T akkor pontosan két 6se van, mig

1 : .
e hay< 7 akkor nincsen egyetlen 8se sem.

Emiatt a —1-nek nincsen Ose, az 1-nek viszont két 6se is van. Vizsgédljuk az 1 Gseit!

1 5 5
Megoldva az 2> —x = 1 egyenletet adédik, hogy 1 &sei: p; = +2\f (z 1,618 > 4>,
1-+v/5

illetve q; = 5
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sz 2 2

A tovabbiakban fellépd &soket aszerint, hogy pozitivak (p;), vagy negativak (q;) jelolésben
megkiilonboztetem, illetve py Oseit fogom py-gyel, illetve g4 1-gyel jeldlni! Az is vildgos,

1
hogy egy szdm Gseinek az Osszege (mivel f(x) szimmetriatengelye = = 5) éppen +1.

Mivel f (:E) az x > 1 esetén szigorian monoton nd, ezért p; pozitiv p, Osére 1 <pr <pyes

hasonléan valamennyi k esetén 1 < pr < pr+1. Emiatt persze a fellépd tovabbi 6sok valéban

negativak (hiszen egy y két 6sének Osszege pontosan +1), s6t minden k-ra g = 1 — pg <
5 1

<l—=-=—
4 4

Ez egyiittal azt is jelenti, hogy egyetlen gi-nak sincsen &se!

Most vizsgéljuk meg, hogy mi a helyzet, ha 1 < x < 2 és olyan az z, hogy két szomszédos

Dk, Pr+1 k0z€ esik, vagyis 1 < pp < < pry1 < 2!

Ekkor mivel f(z) az 1 < x < 2 esetén szigordan monoton ng,

pr—1 = fpe) < f(z) < f(Pr+1) = Pk

Ezt k-szor alkalmazva 0 < f(f(f. . (f(a:)) . )) < 1. Vagyis ilyen z € H esetén van
olyan 2’ € H is, amelyre 0 < 2’ < 1, de ez (a kordbban leirtak miatt) azt jelenti, hogy a H
nem véges, és igy nem is izgalmas!

Ha —1 < z <0, és z nem egyezik meg semelyik gi-val sem, akkor a fenti észrevétel ugyan-
igy megismételhetd; ilyen x € H esetén sem lesz véges H.

Vagyis H végessége miatt H elemei csak a —1; 2 (ezek ketten kiilon ,,csoportot képeznek™),
illetve a

1+V5 1-+5

) ; q1 = 3 y P25 Q25 P35 G35 -5 Dk Gk - -

0; I; pr =

(ebben a ,.csoportban” végtelen sok lehetséges tag van) koziil keriilhetnek ki, méghozzd
az aldbbi irdnyitott grafnak megfelelGen.

(Az dbrdban a nyilak/irdnyitott élek azt jelentik, hogy az adott x bevétele esetén mely mdsik
szamot muszdj bevenniink H-ba.)

dk+1 A4k qk—1

Ha az als6 abraban a lehetd legnagyobb indexli olyan p;-t akarom belevenni H-ba, hogy
H még lehessen 2017 elemti, akkor ez a pygi5 lesz, mert ennek a belevétele az Gsszes tdle
kisebb indexli p; bevételét magdval vonja, valamint az 1-t, és a O-t is. Nyilvdn a legna-
gyobb indexi ¢;, amit belevehetek az a g5 szintén, és trividlis, hogy barmely kisebb index(
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1 pont

1 pont

1 pont



(1 £14 <2014) p;-re, vagy g¢;-re tudunk csindlni olyan izgalmas 2017 elemdi H halmazt,
hogy az adott p;, vagy ¢; eleme legyen, vagyis ezeket a p;; ¢;-ket (és csak ezeket!) tartal-
mazni fogja a G halmazom, valamint tartalmazni fogja rendre a —1;0; 1;2 négy egész sza-

mot is.

Azaz G elemszdma: |G| =2 -2017 = 4034.

3. Adott egy 8 x 8-as sakktdbla. Nevezziik f6atlo-
nak az al-h8 atlét. Az atlé alatti mezdket 0-kal tolt-
jiik ki, mig a tobbi mezbbe pozitiv négyzetszamokat
frunk. A kitoltés utdn megvizsgdljuk a sor-, il-
letve oszloposszegeket. Legkevesebb hany kiilon-

bdz6 szdm lehet a 16 Osszeg kozott?

2 pont

Osszesen: 7 pont
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Megoldas. A h oszlop Osszege a h8 mezdn allé szam. Ez azonban szerepel a nyolcadik sor
0sszegében (mas szamokal egyiitt). Ez a két 6sszeg nem lehet azonos, igy legaldbb kétféle

szam szerepel az 0sszegek kozott.

1 pont

Ezt el is lehet érni. Ha a tdbla 2 x 2-es, akkor minden olyan kit6ltés megfeleld, aminek
a két szélsé mezdjében azonos szam all. Mutatunk egy Kkitoltést a 4 x 4-es négyzetben is

(1d. 1. 4bra).

1. dbra. 4 x 4-es négyzet kitoltése (a nem jelolt négyzetekben 0-dk dllnak)

1 9 | 25 |169
9 | 16 | 144

25 | 144
169

1 pont

Tegyiik fel, hogy egy n x n-es tdbldzatot mar sikeriilt kitdlteni igy, hogy a teljes sor és osz-
lop kivételével mindenhol mdshol a szdmok Gsszege A, mig a teljes sorban és oszlopban B.

Tovabbi feltételiink, hogy A paratlan legyen.
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2. dbra. Atléval bévitiink egy megfelels kitoltést

Egészitsiik ki a n x n négyzetet egy atloval, haszndljuk az 2. dbra jeloléseit. Célunk, hogy
az utols6 n sor €s oszlop Osszege azonos legyen. Ehhez az aldbbi osszegeket kell egyenl6vé

tenniink:
A+z=...=A+zx=y.

Azaz olyan x és y szamokat vélasszunk, amire igaz, hogy y —x = A. Konnyen ellenrizhetd,

A-1)? A+1)?
hogy az z = < 5 ) ésy = (;) megfeleld valasztas.

Igy kaptunk egy kitoltést a (n -+ 1) x (n 4 1)-es esetre. A teljes sor és oszlop Osszege
A+1
B'=B+ < i

2 2
A+1
> , mig a tobbi sor, illetve oszlop 6sszege A’ = <;— > .

Mivel A egy pératlan négyzetszam, ezért néggyel osztva 1 maradékot ad, igy A = 4k + 1.
(4k+1)+1
2

Az indukcids 1épésiink mikodik, igy eljuthatunk a 8 x 8-as négyzet megfeleld kitoltéséhez.
Tehat 1étezik olyan kitoltés, amely sor- és oszlopdsszegei kozott csak kétféle szam szerepel.

2
Emiatt A’ = < ) =2k + 1, azaz A’ szintén egy pdratlan szdm lesz.

2 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont
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